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ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,

v = —(x,Vp), loi constitutive.
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,
v = —(x,Vp), loi constitutive.

Lol DE DARCY

v=—K(x)Vp,

le tenseur K (z) est la perméabilité.
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EXEMPLES D’ECOULEMENTS DE DARCY ...

... OU PAS 1/2

ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,
v = —p(x,Vp), loi constitutive.

REGIMES NONLINEATRES
Dans certains cas, on doit considérer des effets nonlinéaires :

o Loi de Darcy-Forchheimer : En cas de forts gradients de pression
B —2kVp
1+ +/1+46k2Vp|

o Loi de puissance : Effets non-newtoniens

1
—Vp= %v—f—ﬂ\vh}, = v

lv[" "t = —kVp, <= v = —|kVp|%_1(k:Vp).

Dans tous les cas, la loi Vp — v = —p(z, Vp) est monotone
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EXEMPLES D’ECOULEMENTS DE DARCY ...

... OU PAS 2/2

HETEROGENEITES, DISCONTINUITES, ANISOTROPIE

= ==

Exemple de structure souterraine

Chaque couleur représente un milieu poreux différent :
—div (¢(z, Vp)) = f.

o(z, ) peut étre linéaire pour certains matériaux.
o(x,-) peut étre nonlinéaire pour d’autres.
o Certains matériaux sont tres perméables, d’autres tres
imperméables.
o Fortes anisotropies dues a des directions privilégiées dans la
structure des pores.
CONDITIONS DE TRANSMISSION
e La pression est continue aux interfaces.
o Le flux de masse ¢(x, Vp) - v est continu aux interfaces. o/ 74
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AUTRES MODELES

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES EN MILIEU POREUX

o Couplage non-linéaire d’une équation de Darcy avec un probleme
hyperbolique.
o En pratique on résout successivement via un schéma en temps :
1) Un probléme de Darcy dont la perméabilité est une fonction de la
saturation.
—div (K(u)Vp) = f,
2) Un probléme hyperbolique non linéaire qui fait intervenir la
vitesse de Darcy v = —K (u)Vp calculée précédemment.
Ot (O0u) + div (f(u)v) = 0.

o La premiere étape releve du probleme étudié ici.
@ On a besoin d’une bonne approximation des flux (v - v) dans la
seconde étape.
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AUTRES MODELES

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES EN MILIEU POREUX
o Couplage non-linéaire d’une équation de Darcy avec un probleme
hyperbolique.
o En pratique on résout successivement via un schéma en temps :
1) Un probléme de Darcy dont la perméabilité est une fonction de la
saturation.
—div (K(u)Vp) = f,
2) Un probléme hyperbolique non linéaire qui fait intervenir la
vitesse de Darcy v = —K (u)Vp calculée précédemment.
Ot (O0u) + div (f(u)v) = 0.

o La premiere étape releve du probleme étudié ici.
@ On a besoin d’une bonne approximation des flux (v - v) dans la
seconde étape.

CONVECTION-DIFFUSION D’UN POLLUANT

0(0c) + div (cv) — div (DVe) = 0,

ot D est un tenseur de diffusion/dispersion et v la vitesse de Darcy.
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GEOMETRIE DU DOMAINE. MAILLAGES

PROPRIETES ATTENDUES DES SCHEMAS
o Conservation locale de la masse et consistance des flux.
@ Préservation des propriétés qualitatives des EDP (monotonie,
existence, unicité, etc ...).
@ Préservation des bornes physiques de la solution.
e Bomnne précision, méme sur des maillages grossiers.
o Implémentation “facile” et cotit de calcul “raisonnable”.
CONTRAINTES FAIBLES SUR LES MAILLAGES
o Maillages non conformes : grilles adaptées a la géométrie de
I’écoulement.
o Raffinement local.

o Cellules tres déformées.
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EXEMPLES ACADEMIQUES DE MAILLAGES

BOYER
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On considére le probleme suivant (+ C.L.)
—Au=f, dansQ

sur un maillage de triangles avec centres de cercles circonscrits.

o
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LE scaEmMA VF4 / TPFA

EQUATION DE LAPLACE SUR UN MAILLAGE TRIANGULAIRE 1/2

On consideére le probleme suivant (+ C.L.)
—Au = f, dans Q

sur un maillage de triangles avec centres de cercles circonscrits.

o

1= [

CONSISTANCE : OUI car [zcx.] J v ie. [2c,z.] Lo

Z /Vu'l/% Z |0|1LLC;7W ~ schéma VF4.
e KL

oCOoK oCOK
=Fxc
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SI ON PREND D’AUTRES CENTRES

= —Au=— /Vu-uz u.
/,cf /,c 2 DL

oCok " oCok
CONSISTANCE : NON car on n’a plus [zcx.] / v.
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MAILLAGES NON ORTHOGONAUX

COMMENT GERER CE PROBLEME ?

On ne peut pas toujours utiliser les centres des cercles circonscrits :
@ Ces points n’existent que pour certains maillages (triangles,
Voronoi, ...).
© Probleme avec les maillages non conformes.

@ La condition géométrique de consistance (K-orthogonalité) n’est
pas aussi claire pour des coefficients variables

—div (K (z)Vp) = f.

Il faut utiliser plus de 2 inconnues pour approcher les flux
~ approcher tout le gradient de la solution
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MAILLAGES NON ORTHOGONAUX

COMMENT GERER CE PROBLEME ?

On ne peut pas toujours utiliser les centres des cercles circonscrits :
@ Ces points n’existent que pour certains maillages (triangles,
Voronoi, ...).
© Probleme avec les maillages non conformes.

@ La condition géométrique de consistance (K-orthogonalité) n’est
pas aussi claire pour des coefficients variables

—div (K (z)Vp) = f.

Il faut utiliser plus de 2 inconnues pour approcher les flux
~ approcher tout le gradient de la solution

@ Schémas cell-centered : On utilise les inconnues sur les mailles
voisines.

@ Schémas primal/dual : On utilise de nouvelles inconnues aux
sommets (maillage dual).

o Schémas mimétiques/hybrides : On utilise des inconnues aux
arétes.
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OPERATEURS ELLIPTIQUES NON-LINEAIRES

Lor bE DARCY-FORCHHEIMER
On veut approcher la solution u de

Cdiv [V )y
1+/1+8Vu])

Une méthode de volumes finis va nécessiter une approximation
consistante des flux

a
——Vu-v.
/a 14+ 1+ 5|Vul

~ Ici aussi on doit approcher tout le gradient.
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AVANT-PROPOS

CE DONT JE NE PARLERAI PAS AUJOURD HUI

o La prise en compte des conditions aux limites.
@ Les problemes 3D.
@ Les méthodes Discontinuous Galerkin.

@ Beaucoup d’autres schémas (dont peut-étre votre schéma favori)

Je ne présenterai pas le schéma idéal!
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PROBLEMES LINEATRES —div (A(x)Vu) = f
@ SCHEMAS PUREMENT CELL-CENTERED
o MPFA (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
(Edwards et al. ’06,’08)
e Schémas diamant (Coudiére-Vila-Villedieu 99, ’00)

(Manzini et al ... 04 — °07)
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Z.00LOGIE

PROBLEMES LINEAIRES —div (A(x)Vu) = f
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e SUSHI (version hybride) (Eymard-Gallouet-Herbin ’08)

18/ 74
Franck BOYER VF pour les problémes anisotropes hétérogénes



Z.00LOGIE

PROBLEMES LINEAIRES —div (A(x)Vu) = f
@ SCHEMAS PUREMENT CELL-CENTERED
o MPFA (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
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(Pierre ’06) (Andreianov-B.-Hubert ’07)
e m-DDFV (Hermeline ’03) (B.-Hubert ’08)

@ SCHEMAS MIXTES OU HYBRIDES
e Schémas mimétiques (Brezzi, Lipnikov et al 05 — ’08)
(Mangzini et al 07-°08)
e VF mixtes (Droniou-Eymard ’06)
e SUSHI (version hybride) (Eymard-Gallouet-Herbin ’08)
PROBLEMES NON-LINEAIRES —div (¢(x,Vu)) = f

o VF mixtes (Droniou ’07)

o DDFV et m-DDFV (Andreianov-B.-Hubert ’07), (B.-Hubert ’08) 18/ 74
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA O (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)

@ Inconnues intermédiaires : ;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

U jp1 — Ug
Ty =it — W
' 2|T:]

Uim1i — Wi,
2|Tz| (731,1—&-1 xz)

(Zio1i — )"

+
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA O (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)

@ Inconnues intermédiaires : ;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

U jp1 — Ug
Ty =it — W
¢ ' 2|73

Uim1i — Wi,
2|Tz| (l‘z,z—&-l xz)

(Zio1i — )"

+

@ On écrit la continuité des flux

def

Fiip1 =

(Aiviu) *Ngi41 = (Ai+1vi+1u) ZRES ‘

o Etant donnés les u;, on calcule les @; ;41 puis les flux Fj ;41.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA U : On veut calculer Fiy (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
e Inconnues intermédiaires : @;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

aA’, 1= Ui, .
Viu = =t Z;|T,,;| “(Firi—w)
Wi1i—ui
+ %ﬂl(%m — ;)"

~» Fonction affine U;(z) sur
chaque cellule.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA U : On veut calculer Fj, (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
e Inconnues intermédiaires : @;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

i1 — i,
Viu = %(xifl,i_xi)L
B —ui .

4+ 2“T7| “(Fiie1 — i)t

~» Fonction affine U;(z) sur
chaque cellule.

@ On écrit la continuité des flux pour Fis, Foz et Fg

(AiViu) - ng i1 = (A1 Vigiw) - ni i ‘, i€{1,2,6}

def
Fiip1 =

o [l manque deux équations.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA U : On veut calculer Fj, (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
e Inconnues intermédiaires : @;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

Ugit1 — U

Viu = W(jifl,i_xi)L
B —ui .
+ %Al(%m — )t

~» Fonction affine U;(z) sur
chaque cellule.

@ On écrit la continuité des flux pour Fis, Foz et Fg

(AiViu) - ng i1 = (A1 Vigiw) - ni i ‘, i€{1,2,6}

def
Fiip1 =

o [l manque deux équations. On écrit :

Uz(l‘c) = Ug(SL‘C), et Ul(l'c) = Uﬁ(ZIJC).

o Etant donnés les u;, on calcule les @; ;41 puis le flux Fis. 21/ 74
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PROPRIETES
o En général :
o le systéme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.
@ Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, *05).
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

PROPRIETES
e En général :
o le systeme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.
@ Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, ’05).

@ Stencil :
e La méthode O engendre un stencil trop grand.
e Pour la méthode U sur des triangles conformes : un flux dépend
de 6 inconnues.
e En général, ’équation sur un volume de controle k dépend des
voisins de x et des voisins des voisins de «.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

PROPRIETES
e En général :
o le systeme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.
@ Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, ’05).

@ Stencil :
e La méthode O engendre un stencil trop grand.
e Pour la méthode U sur des triangles conformes : un flux dépend
de 6 inconnues.
e En général, ’équation sur un volume de controle k dépend des
voisins de x et des voisins des voisins de «.

o Pas de gradient discret complet naturellement a disposition.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

PROPRIETES
e En général :
o le systeme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.
Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, ’05).

@ Stencil :
e La méthode O engendre un stencil trop grand.
e Pour la méthode U sur des triangles conformes : un flux dépend
de 6 inconnues.
e En général, ’équation sur un volume de controle k dépend des
voisins de x et des voisins des voisins de «.

Pas de gradient discret complet naturellement a disposition.

Pas de principe du maximum pour les méthodes de base.
Variantes pour assurer la monotonie dans certains cas.
Convergence dans le cas général sous une hypothese géométrique
de coercivité (Agelas-Masson, ’08)
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(Coudiere-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets U, U,
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... CONSTRUCTION

(Coudieére-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets Ux, Uz« .
o Gradient discret sur la cellule diamant D :
Up — Uk Upx — U

T
Vou = - Vit . Vg,
g v dy . sinap i+ o+ SID Qp
[ ]

o VZu-(r, — ) = Uy — Ug,
VZu - (Tpr — Ter ) = Upr — U -
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... CONSTRUCTION

(Coudieére-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets Ux, Uz« .
o Gradient discret sur la cellule diamant D :
Up — Uk Upx — U

T
Vou = - Vit . Vg,
g v dy . sinap i+ o+ SID Qp
[ ]

o VZu-(r, — ) = Uy — Ug,
VZu - (Tpr — Ter ) = Upr — U -

@ U+ et Uy« sont calculés par

Ur = E Yarcr Upgy Upr = § Yrmc Upt,
Mo M

avec E TYmpr =1, E Ymcx Tpa = Tcx -
M M
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... CONSTRUCTION

(Coudieére-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets Ux, Uz« .
o Gradient discret sur la cellule diamant D :
Up — Uk Upx — U

T
Vou = - Vit . Vg,
g v dy . sinap i+ o+ SID Qp
[ ]

o VZu-(r, — ) = Uy — Ug,
VZu - (Tpr — Ter ) = Upr — U -

@ U+ et Uy« sont calculés par

Ur = E Yarcr Upgy Upr = § Yrmc Upt,
Mo M

avec E TYmpr =1, E Ymcx Tpa = Tcx -
M M

e Le flux s’écrit alors

Fer = —|0|Viu-vi,.
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PROPRIETES

o Les poids 7+ sont calculés par moindres carrés.

o La consistance du schéma au sens des volumes finis est assurée.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... PROPRIETES

PROPRIETES

@ Les poids vy~ sont calculés par moindres carrés.

e La consistance du schéma au sens des volumes finis est assurée.

o La coercivité/stabilité n’est pas assurée sauf pour des maillages
“proches” de maillages rectangles.

@ Si on a coercivité, alors on a les estimations d’erreur en O(h)
pour u et Vu en norme L2
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... PROPRIETES

PROPRIETES

@ Les poids vy~ sont calculés par moindres carrés.

e La consistance du schéma au sens des volumes finis est assurée.

o La coercivité/stabilité n’est pas assurée sauf pour des maillages
“proches” de maillages rectangles.

@ Si on a coercivité, alors on a les estimations d’erreur en O(h)
pour u et Vu en norme L2

@ Le schéma peut s’écrire sur des maillages généraux mais n’est
analysé que pour des simplexes (2D/3D) et des quadrangles en
2D.

o En général, le schéma n’est pas symétrique.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

@ On suppose que les centres se projettent orthogonalement sur les
arétes.

OK pas OK

@ Les auteurs donnent une formule “explicite” qui convient pour les
poids Y, xcx -

26/ 74
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(Manzini et al ... 04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

Voett, Vg, u.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

Vo, Vp, u.

—[0| Vot - Vip = af (ue —ug) + Z ol (ue — up),
~— ~—
>0 MZEE S

>0

On pose o = min(af, a%) > 0.

Franck BOYER
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

\Y

ol  Vopou.

e On regarde alors les deux flux correspondant

—|o| Vot Vi = alue —ug) + E (o, — @) (e — Uup),
~—— —
M

>0

—o|Vp, - Viep = alue —ug) + Z (o, — @l ) (Up — ug).
—_——

M

def
Zgc(u)
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

\Y

ol  Vopou.

_|U|VD)CU Vi = O‘(ulc - UC) +gl€(u)7
*|U|VDLU WVie = aue —ug) + g (u).

lgc(w)]

e On pose wo(4) = [Ty T

et on va prendre comme gradient
Vot = wp(U) Vot + (1 —wp (1) Vo, u.

e 4o T g2 (g (w)
= F, dzf—o'VDu Vi, = a(ux —u +qk(lt)\q£( )| .
ce = TlolVou-viee = afux = ue) 9 (@) + |92(w)

=T
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

Vo, Vp, u.

g (u)|ge (w)] + ge(u)|ge (u)|
|9 (w)] + |92 (w)] .

=T

Fy. = —|0|Vou- Vi, = alue —uz) +

T=0.

2gx (u) g, (u) T est un multiple positif de g, (u)
T est un multiple positif de g, (u)
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

\Y

ol  Vopou.

g (w)]ge(w)] + gc(u)|ge (u)] -

Fre = 2lolVa wie = alte =ue)® g W lge(0)
K< L
=T
F)c,c:a(u)c_ug + Cx ; (UIC_UM)a
>0
F}c,L:a(U;c_Ug + C, (’LLM—’LLL).
M
>0
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)
PROPRIETES

o Consistance OK.

e Existence d’au moins une solution du schéma non-linéaire (bien
que non régulier!).

o Quasi-unicité : toutes les solutions sont dans des boules de rayon
O(h?).

@ Résolution par un solveur itératif qui nécessite I'inversion d’une
unique matrice (non SDP).
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

PROPRIETES

o Consistance OK.

e Existence d’au moins une solution du schéma non-linéaire (bien

que non régulier!).

o Quasi-unicité : toutes les solutions sont dans des boules de rayon
O(h?).
Résolution par un solveur itératif qui nécessite I'inversion d’une
unique matrice (non SDP).

Cette solution vérifie le principe du maximum discret.

On a pas le principe du max a chaque itération du solveur.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)
PROPRIETES

o Consistance OK.

e Existence d’au moins une solution du schéma non-linéaire (bien
que non régulier!).

o Quasi-unicité : toutes les solutions sont dans des boules de rayon
O(h?).

o Résolution par un solveur itératif qui nécessite I'inversion d’une
unique matrice (non SDP).

o Cette solution vérifie le principe du maximum discret.
@ On a pas le principe du max a chaque itération du solveur.

o Pas d’analyse de convergence a priori.
o Numériquement on obtient de 'ordre 2 en norme L2.

@ Possibilité de rajouter un terme d’advection avec une technique
de type “limiteur de pente”.
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS

2Si 74



SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)

o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

sont donnés par

.

0<-<1

o Propriétés géométriques de base :
Nuc,cx + N ex + Nper ox = 0,
Nyc,cx + Np o — Nex ox = 0,
Nic,cx + Nie,cx +Nie,c = 0,

Ner +Nppx — Ngp = 0,

@ Les valeurs aux sommets i« et U «

U = § Y U
M v
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

@ Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

.

Ugr = ZVM/C* Upg-
M op<<1
@ On définit deux gradients discrets ==

Viru =

1 -
07( — UMy cx — UcNp ox + U (n)C,IC* + nL,IC*))a

o

1
CL*

Vesu =

( — UpNyc, e — UxNp,px + Ups (n)c,c* + na,c*))-
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

@ Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

Upr = E Y U
M op<<1
@ On définit deux gradients discrets -
1 ~
Vi=u = 70 ( — UpNye ox — UcNp or + ‘ U (n)c,)c* + nL,)C*) )7
.
1 -
V,ou = C—( — UM px — UM o> +‘ Ups (N, v 4+ Ngo) )
.

@ On pose Fic , = —plo|(AVext) - nie e — (1 — p)|o|(AV v t) - ez
On cherche la forme d’un flux a deux points :
Cx
20/ 74
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

@ Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

Ncx p*

U = E Ymic* Ung-
M v

@ On définit deux gradients discrets 0=l

Vi=u = C ( — UpNye ox — UcNp or + ‘ Uy (n)c,)c* + nL,)c*) )7
o+
1 -

Viesu = 07( — UpNyc,cx — UNg o* +‘ Upx (n)c,z* + nﬁ,z*) )
o*

@ On pose Fic , = —plo|(AVext) - nie e — (1 — p)|o|(AV v t) - ez
On cherche la forme d’un flux a deux points :
Pl (L= p)ie- _ o
Cier C- ’
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

@ Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

Ncx p*

U = E Y U
M v

@ On définit deux gradients discrets 0=l

Vi=u = C ( — UpNye ox — UcNp or + ‘ Uy (n)c,)c* + nL,)c*) )7
o
1 -

Viesu = 07( — UpNyc,cx — UNg o* +‘ Upx (n)c,z* + nﬁ,z*) )
o

@ On pose Fic , = —plo|(AVext) - nie e — (1 — p)|o|(AV v t) - ez
On cherche la forme d’un flux a deux points :
fLL* /CL*
Uy [Crex + g [Cps”
20/ 74
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

BIiLAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)

@ Le flux numérique s’écrit comme un flux & deux points
non-linéaire

Fer=7co)|o|ue — 70 w)|o|u,,

avec
U 1—p(u
T;c,a(u) = M(Anc,lc*) “N, .+ ﬁ(AnL,E*) TN
Ci~ C.-
U 1—p(u
Te,o(U) = _#(Anrc,)cﬁ ‘N, — 07/11()(147%@*) LTS
K* c*
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BILAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)

o Le flux numérique s’écrit comme un flux a deux points
non-linéaire

F}C,L = Tzc,a(u)|‘7| U — Tﬁ,d(u)|‘7| Ug,

avec
(ﬁc* (AnL,IC*) “Ni,e + U (AnL,L*) . ntc,L)
T (1) = G Cov + 1o Cron ‘
('a/;* (An)C,IC*) “Ny,e + Uy (An)c,c*) : n;c,z)
Teo(u) =— .

{LIC* CE* + {LE* CIC*
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

BIiLAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)
o Le flux numérique s’écrit comme un flux a deux points
non-linéaire

Fec= Tlc,o(“)|0| Uk — Tc,a(u)|0| Up,

3

avec
(ﬂg* (Ang o) N e + Uer (Ang oo ) - 77,,(-,,£>
T (W) = - Cor + i+ Crr '
(/&L*(A’n,g,m) Ny, p U (Ane o+ ) - n,c_ﬁ>
Teo(u) = —

Uper Cpr 4 Upr Chen
o Il faut maintenant montrer que sous de bonnes hypotheses on a

u>0= 7co(u) >0, et 7, ,(u)>0.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

BIiLAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)
o Le flux numérique s’écrit comme un flux a deux points
non-linéaire

Fer=Tcow)|o|ue — 70 (w)|o|u,,

avec
(ﬂc*(Am,,K:*) M, + U (AN, o+) "'L)c.,c)
Tr,o(U) = Uper Crw 4 Upr Cren
(ﬂu(An;c,;\t*) N e+ Ugex (Ang o) - n’“v")
Teo(U) = — '

U Cpox + Ups Crex

o Il faut maintenant montrer que sous de bonnes hypotheses on a
(Anc,)c*) N, >0, (AnL,L*) N r >0,
(An)c,)c*) N, <0, (An)C,L*) ‘N c <0.

Pour cela, on montre qu’il existe un bon choix des centres .
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Nk p*

(Anc,fc*) ‘N, >0, (Anc,c*) M, = 0,

On veut { (An)c,lc*) M, <0, (An;c,z:*) ‘N, e <0.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

Nyc* r*

(AnL,IC*) N >0, (Ang,c*) ‘N c >0,
On veut { (Anic,)c*> ‘N, <0, (An)c,c*) ‘N, < 0.
1
Un choix convenable :
s n2 _ Imlla s + [Inalla xa + [Ins]la zs
: [n1lla + l[n2lla + lnslla
avec

T2 z3

™ €lla = VVAE - €, VE € R
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PROPRIETES

o L’existence d’une solution au probléme non-linéaire n’est pas
prouvée.

e Pas de résultat de convergence.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

PROPRIETES
o L’existence d’une solution au probleme non-linéaire n’est pas
prouvée.

o Pas de résultat de convergence.

o En pratique, on résout le probleme par une méthode itérative qui
préserve la positivité au cours des itérations.

o Le systeéme linéaire a résoudre change a chaque itération et n’est
pas symétrique.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

PROPRIETES
o L’existence d’une solution au probleme non-linéaire n’est pas
prouvée.

o Pas de résultat de convergence.

o En pratique, on résout le probleme par une méthode itérative qui
préserve la positivité au cours des itérations.

o Le systeéme linéaire a résoudre change a chaque itération et n’est
pas symétrique.

o Le principe du schéma se généralise (difficilement) & des
maillages polygonaux seulement dans le cas ou
o A(x) est isotrope.
o Le maillage est régulier et les volumes de controle sont étoilés.
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS
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ScHEMAS DDFV

DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

(Hermeline ’00) (Domelevo-Omnes ’05) (Andreianov-Boyer-Hubert ’07)
MAILLAGES

A mesh M ‘\ :mesh o * L,:/' mesh D
Maillage primal Maillage dual Maillage diamant
~ (U ) cem ~ (Ues ) e e ~ gradient discret

SOLUTION APPROCHEE :

I

(N
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(GRADIENT DISCRET

1 Uy — Uk Upx — Uk .
Viu' = = Vip+ ——"Venx |, VdiamantD.
sin ap |o*] lo|

T, T
S e Vou” - (T — k) = up — ug,
Définition équivalente T
VIuT  (Tpr — Tiew) = Upr — Uex.
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ScHEMAS DDFV pour —div (p(x, Vu)) = f

DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

GRADIENT DISCRET

T, 7T __
Viu® =

sin ap |o*]

METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :

_Zlal SDDVTT V)c

[ ASIHS

= D 1ol (pa(VEuT

o* e

ou

Upx — Upe*

1 U, — U
<£ *KVICLJV_ |O'|

V,@y«) , Vdiamant D.

/f dx, VK e€IM,

/f Ydz, VK* € M,

1
pp(§) = ol / p(z,€) dr, flux de masse approché sur le diamant
D

Franck BOYER
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(GRADIENT DISCRET

UTuT — 1 (uﬁ—u,C Upr — Ucr
TuT =

B Vir + ——— Ve |, V diamant D.
sin ap |o*] o]

METHODE DDFV
Formulation équivalente (Dualité Discrete) :

2 Z || (¢ (VEuT), VIivT) = / fvmdx+/ fo™ dz, Vo e R7.
Q Q

DED
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ScHEMAS DDFV pour —div (p(x, Vu)) = f

DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

GRADIENT DISCRET

UTyT — 1 <u,; — Ug Upr — U
Tu? = e R

A Vir + Vicxe* | V diamant D.
sin ap |o*] o]

METHODE DDFV
Formulation équivalente (Dualité Discrete) :

2 Z |o| (pp(ViuT),VIvT) = / fvmder/ fo™ de, WoT e RT.
DED Q@ 2

PROPRIETES
@ Nombre d’inconnues = nombre de cellules + nombre de sommets.
o La monotonie et la coercivité de I'opérateur sont préservées.
o Existence et unicitié de la solution approchée.
e Préservation de la structure variationnelle si ¢ = V®.

o Convergence dans le cas général et estimation d’erreur dans le cas
régulier en O(h) pour u et Vu.
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SCHEMAS M-DDFV POUR —div (¢(z, Vu)) = f

MODIFIED DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

(Hermeline ’03), (Boyer-Hubert ’08)

OBJECTIFS

o Adapter DDFV a des coefficients discontinus en assurant la

convergence optimale.

@ Possibilité de considérer des couplages linéaires/non-linéaires.

PRINCIPE : Nouveau gradient discret sur les quarts de diamant

N, T __ N, T
Vau' = E 1oVau™,

2€ND
. TIc
i w
%(“)C + ugcx) T K 1
VRN - N r 2 Ug e —§(U)c+ufc*)y
x - .
K <r K sin ap lox]
. 1
7 x Uor — 5 (U + Ui
(L‘K:*~‘//, QCUIC:* D + K< 2( )l/*
’ o=
uG}c*

Franck BOYER
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SCHEMAS M-DDFV POUR —div (¢(z, Vu)) = f

MODIFIED DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

(Hermeline ’03), (Boyer-Hubert ’08)
OBJECTIFS

o Adapter DDFV a des coefficients discontinus en assurant la
convergence optimale.

@ Possibilité de considérer des couplages linéaires/non-linéaires.
PRINCIPE : Nouveau gradient discret sur les quarts de diamant

N, T __ N, T
Viu' = E 1oViu”,
Q€N D

1 <
g (ue +ugx)
PR

//,“f'ic ~ VguT =V7IuT + Bod”,VQ C D.

oxv a oy @ B, est une matrice 2 x 4 dépendant
Lt ok . L.
- seulement de la géométrie.

Vo e Les inconnues intermédiaires 07 € R*
doivent étre éliminées.
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SCHEMAS M-DDFV POUR —div (¢(z, Vu)) = f

MODIFIED DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

On suppose que @ est régulier sur chaque quart de diamant

= Discontinuités autorisées a travers les arétes primales et duales.

On pose @ol€) = é / o(2,€) de.

ON DEMANDE LA CONTINUITE DES FLUX A L'INTERIEUR DE D

T

/s

Qxc,c*

Ticx . ) va:L*
Il faut que 0" vérifie
(()DQ)C,K* (vguT + BQ;CJC* 6D)7 ) (QOQK L* (VTUT + BQ)C L* 5 )7 V*)
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SCHEMAS M-DDFV POUR —div (¢(z, Vu)) = f

MODIFIED DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

On suppose que @ est régulier sur chaque quart de diamant
= Discontinuités autorisées a travers les arétes primales et duales.

On pose o(6) = 137 [ o) o

ON DEMANDE LA CONTINUITE DES FLUX A L'INTERIEUR DE D

(Por - (Vou" + Bog . 07), ") = (poy .- (Vou" + Bo .07),v
(¢ (VIu” + B 67),v*) = (¢o, .. (Vou" + B, .. 67),v")
(Por e (VEUT + Bog . 07),0) = (0o, (Vou" + Bo,  07),v)
(Por o (Vou" + Boy .07),v) = (po, .. (Vou" + B, ..07),v)

PROPOSITION

Pour tout u” € R7, et tout diamant D, il existe un unique §° € R*,
qui assure la continuité des fluz.
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SCHEMAS M-DDFV POUR —div (¢(z, Vu)) = f

MODIFIED DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

LE SCHEMA M-DDFV
Dans DDFV, on remplace le flux approché

(vT T _ | ‘ / VT T 7

par

, 1
pr(ViuT) = = > |Qlpo(Viu” + Bob”(ViuT)),

|D‘ €D

:VguT

FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES DIAMANTS

2 [ol (3 (Vau"), ViuT) = /fvmdz+/fvmdz voT e RY.

DED
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SCHEMAS M-DDFV POUR —div (¢(z, Vu)) = f

MODIFIED DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

PROPRIETES

e Existence et unicité de la solution du schéma non-linéaire.

o Estimation d’erreur pour des coefficients et des solutions
régulieéres par morceaux y compris pour le probleme non-linéaire.
Dans le cas linéaire, estimation en O(h) pour u et Vu.
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SCHEMAS M-DDFV POUR —div (p(x, Vu)) = f

MODIFIED DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

PROPRIETES

e Existence et unicité de la solution du schéma non-linéaire.

o Estimation d’erreur pour des coefficients et des solutions
régulieéres par morceaux y compris pour le probleme non-linéaire.
Dans le cas linéaire, estimation en O(h) pour u et Vu.

@ Solveur itératif de type décomposition-coordination dont la
convergence est prouvée.
A chaque itération :
e On “inverse” une méme matrice SDP.
e On effectue quelques itérations de plusiseurs “petits” Newton
indépendants.

@ Dans le cas linéaire, on a une formule explicite de la matrice SDP
du systeme :
o Elle généralise la formule de moyenne harmonique usuelle en 1D.
e Exactement le méme stencil que DDFV.
o Assemblage aisé en parcourant les arétes.
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div (A(x)V)

(Lipnikov et al 05 — ’08) (Manzini ’08)

@ Une inconnue scalaire u,
sur chaque volume de
controle x € 7.

@ Deux inconnues scalaires
de flux Fi , et F, , sur
chaque aréte o € &.

o Elles sont liées par la
relation de conservativité

F)C,0+FL,0 =0.

e On note R7 (resp. R?) I’ensemble des inconnues aux centres
(resp. aux arétes).
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div (A(x)V)

PRINCIPE : Se baser sur la formule de Green
/ AN (AeVu) - Eda +/ u(divé) de = / u(€ - v)ds.
K K oK

e Si F € R?, on définit la div. discrete

divF = Z 0| Fe.or-

UEEK

e On se donne un “produit scalaire” (-,-)4-1
sur ’ens. des B qui approche
—1
. [ A F-Gdx.
HYPOTHESES
Coercivité : Clx| Z |Feol® < (F,F) - 1 < Clk| Z |Freol?, VK,

o€l o€k
Consistance : ((A,CVg@),G)A,1 ot / pdiv*Gdx
’ K

= Gro (/ tp) VK, VG € RE, Vo affine.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div (A(z)V-)

PRODUITS SCALAIRES GLOBAUX

(Fa G)A*1 = Z(Fa G)Afl,)ca

K

(u,v) = Z | K |t v,

K

OPERATEUR FLUX APPROCHE : ® : u € RT — ®u € R® ~ (AVu) - v
(G, ®u) 41 = —(u,divFQG), YueRI VG € RE.
Le schéma s’écrit alors :
—div® (Pu) = f*, Vk.

Tout se raméne a construire un p.s. (-,)4-1 , convenable
vérifiant les hypothéses de consistance et coercivité
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div (A(x)V)

CONSTRUCTION DU P.S. (-, ) g4—1 -

ON CHERCHE

t
(Fv G)A—l,ic = <Fic,a) AJIC (Gic,a> ’

avec M, SDP de taille m x m.

DEFINITIONS
1] (20, — wx)" v,
R=|: , N=|: Ay, de taille m x 2,
|Um‘($am - x}C)t Vtam
ON PREND

1

Mg = —
x|

RAZ'R' + 11, CCY,

ou C de taille m x (m — 2) est une base du compl. orthogonal de N :
NiC =0.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div (A(x)V)

PROPRIETES

o Les mailles doivent étre étoilées par rapport a leur barycentre.

@ Le nombre total d’inconnues est égal au nombre d’éléments + le
nombre d’arétes.

@ Le systeme linéaire a résoudre est de type point-selle.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div (A(x)V)

PROPRIETES

o Les mailles doivent étre étoilées par rapport a leur barycentre.

@ Le nombre total d’inconnues est égal au nombre d’éléments + le
nombre d’arétes.

@ Le systeme linéaire a résoudre est de type point-selle.

@ On peut voir ces schémas comme une généralisation des éléments
finis mixtes associés & des formules de quadrature bien choisies.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div (A(x)V)

PROPRIETES

o Les mailles doivent étre étoilées par rapport a leur barycentre.

@ Le nombre total d’inconnues est égal au nombre d’éléments + le
nombre d’arétes.

@ Le systeme linéaire a résoudre est de type point-selle.

@ On peut voir ces schémas comme une généralisation des éléments
finis mixtes associés & des formules de quadrature bien choisies.

@ Sous de bonnes hypotheses de régularité, on peut montrer la
convergence & ’ordre 2 en norme L? et & l’ordre 1 en norme H'.

e Pas encore de théorie dans le cas de coefficients discontinus.
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.
@ Une inconnue vectorielle v sur chaque

Fe o kxeT.

»

@ Deux inconnues scalaires de flux F , et
F; - sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

Feo+F.r=0.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fi o kxeT.

»

@ Deux inconnues scalaires de flux F , et
F; - sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

Feo+F.r=0.

o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue + Ve (o — X)) =up + v, (Tg — 2x).
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue + Ve (o — X)) =up + Vo (T5 — 2x).

o Formule de “géométrie”

|K|§:/Cdiv ((x—m,c)m) dx:/m(f-u)(x—x,c)dx, Ve € R%
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité
Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue + Ve (o — X)) =up + Vo (T5 — 2x).

o Formule de “géométrie”

KlE =" 10| (€ veo) (@g — 7i), VEER

o€l

47/ 74
Franck BOYER VF pour les problémes anisotropes hétérogénes



ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité
Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue + Ve (o — X)) =up + Vo (T5 — 2x).

o Formule de “géométrie”

|K|Ag Ve = Z Feo(ze — ).

o€l
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue + Ve (o — X)) =up + Vo (T5 — 2x).

o Formule de “géométrie”

|K|Ag Ve = Z Feo(ze — ).

o€l

e Bilan des flux Z Feo,= —/ f(z)dz.
K
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(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES

@ On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES
@ On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.

o Sur maillage simplicial, le probleme est bien posé.

e Sur maillage quelconque, il faut pénaliser un petit peu I’équation
de continuité en z,,.

o Le schéma s’adapte sans grandes différences au cas non linéaire

—div (¢(z, Vu)) = f.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES

On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.

Sur maillage simplicial, le probleme est bien posé.

Sur maillage quelconque, il faut pénaliser un petit peu 1’équation
de continuité en z,.

Le schéma s’adapte sans grandes différences au cas non linéaire

—div (¢(z, Vu)) = f.

Résultat de convergence de la solution (ux)x et du gradient
(Vk ), pour un maillage quelconque et des données peu
régulieres.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES

On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.

Sur maillage simplicial, le probleme est bien posé.

Sur maillage quelconque, il faut pénaliser un petit peu 1’équation
de continuité en z,.

Le schéma s’adapte sans grandes différences au cas non linéaire

—div (¢(z, Vu)) = f.

Résultat de convergence de la solution (ux)x et du gradient
(Vk ), pour un maillage quelconque et des données peu
régulieres.

Sous des hypotheses de régularité de la solution et des coefficients
du probleme :
o Maillages généraux : Estimation d’erreur théorique en O(v/h)
pour la solution et son gradient.
e Maillages simpliciaux : Estimation en O(h).
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(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

o Le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

@ Le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.

HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
On peut ramener tout le probleme a la résolution d’un systeme
symétrique défini positif sur de nouvelles inconnues.

e On définit uy, = ue + vy - (xe — o) =u, + v, - (T, — 20).

o On utilise
Vi |)C‘ Z FICO‘ o*fﬂ)c)

o€k

e D'ou (F;c,a)aeg;c = Bgl(ua - UIC)UEEK'

49/ 74
Franck BOYER VF pour les problémes anisotropes hétérogénes



ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

@ Le nombre d’inconnues est important.

o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
On peut ramener tout le probleme a la résolution d’un systeme
symétrique défini positif sur de nouvelles inconnues.

o On définit uy & ue + v - (xe — o) =u, + v, - (T, — 20).

o On utilise
Vi |)C‘ Z FICO‘ o*fﬂ)c)

o€k
e D’ou (Feo)ocee = Bt (ug — U )oeey -
o Elimination de uy
Z Feo = —/ f(z)dx
o€l K
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

@ Le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.

HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
On peut ramener tout le probleme a la résolution d’un systeme
symétrique défini positif sur de nouvelles inconnues.

o On définit uy & ue + v - (xe — o) =u, + v, - (T, — 20).

o On utilise
Vi |)C‘ Z FICO‘ o*fﬂ)c)

o€k

e D’ou (Feo)ocee = Bt (ug — U )oeey -
o Elimination de uy

> ceolte =) = = [ fa)da

o€l
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

@ Le nombre d’inconnues est important.

o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
On peut ramener tout le probleme a la résolution d’un systeme
symétrique défini positif sur de nouvelles inconnues.

o On définit uy & ue + v - (xe — o) =u, + v, - (T, — 20).

o On utilise
Vi |)C‘ Z FICO‘ o*fﬂ)c)

e ATH
. -1
e D’ou (FIC,U)JEEK = B)c (UO' - UIC)UEEIC'
o Elimination de ux = ux = b + g Cx ol -

o€
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

@ Le nombre d’inconnues est important.

o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
On peut ramener tout le probleme a la résolution d’un systeme
symétrique défini positif sur de nouvelles inconnues.

o On définit uy & ue + v - (xe — o) =u, + v, - (T, — 20).

o On utilise
Vi |)C‘ Z FICO‘ o*fﬂ)c)

e ATH
. -1
e D’ou (FIC,U)JEEK = B)c (UO' - UIC)UEEIC'
o Elimination de ux = ux = b + g Cx ol -

o€

= (F)C,U)O’Eg;c - C}C(ua - ug/)o,a/EEK; + (G)c,a)a’ef;c~
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

@ Le nombre d’inconnues est important.

o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
On peut ramener tout le probleme a la résolution d’un systeme
symétrique défini positif sur de nouvelles inconnues.

o On définit uy & ue + v - (xe — o) =u, + v, - (T, — 20).

o On utilise
Vi |)C‘ Z FICO‘ o*xm)

e ATH
. -1
e D’ou (FIC,U)JEEK = B)C (UO' - UIC)UEEIC'
o Elimination de ux = ux = b + g Cx ol -

o€

= (F)C,U)O’Eg;c - C}C(ua - ug/)a’,a/EEK; + (G)c,a)a’ef;c~

o Fy , + F: -, =0 = Une équation par aréte liant les u,.
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

@ Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
@ Les inconnues u, correspondant & o € £x sont libres.
e Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

Ik|€ = / ( x—x,c)>dx Z/( m—x@)u,c,gdx

o€l
5 lol(& Gar — 200 Jcr
oc€EK
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

@ Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
@ Les inconnues u, correspondant & o € £x sont libres.
e Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

|K|Vu ~ Z lo|(u(zs) — u(ze) Wi o

o€l
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

@ Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
@ Les inconnues u, correspondant & o € £x sont libres.
e Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

1
Vieu = ] > ol(ue — u)vi o
o€
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux
E=EgUEH.
@ Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
Les inconnues u,, correspondant a o € £ sont libres.
Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

o 1
Veu & — Z lo|(te — Uk )Vk o-

Err. de consistance R ,(u) = @ Uy — U — Vit - (25 — x,c))
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

@ Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
Les inconnues u,, correspondant a o € £ sont libres.
Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

1
Vieu = ] > ol(ue — u)vi o
o€

Err. de consistance R ,(u) = di (ug — e — Vit (25 — x,c))

K,o
Sur chaque triangle Dy , on définit un gradient stabilisé

Vieotu=Vetu+ Re o (U)Vi .
K,0 K + }\,,0( ) K,o 51/ 74
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o Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”

/Q(A(x)VTu) -Vudr = XK:U,C ([c f) , Yo = ((ve)i, (Vo)o)-

52i 74



ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

o Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”
/(A(m)VTu) -VTvdr = ZU’C (/ f) » Vo= (), (Vo))
Q pe K
@ On peut I’écrire sous forme VF
5% Feoluoev) = Yo ([ 1), Vo= (e (o)),
IS

K o€€x

’ ’
avec Fe ,(u) = E aZ?% (ux — uyr), ax’® dépend des données.
o' €€k

52/ 74
Franck BOYER VF pour les problémes anisotropes hétérogénes



ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

o Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”
/(A(a:)VTu) -VTvdr = ZU’C (/ f) » Vo= (), (Vo))
Q pe K
@ On peut I’écrire sous forme VF
5% Feoluoev) = Yo ([ 1), Vo= (e (o)),

K o€€x K

’ ’
avec Fe ,(u) = E aZ?% (ux — uyr), ax’® dépend des données.
o' €€k
e Pour les arétes o € £g, 'inconnue v, est un degré de liberté, donc

Feo(uw)+ Frp(u) =0.

e Pour les arétes o € g, ceci est faux.
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

@ Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”
/(A(x)vw) Vodr=Y v (/ f) Yo = ((00)es (19)).
Q © K

@ On peut I’écrire sous forme VF

S Feo(w)(ve—vo) = ve </K f), Vo = (v ) (Vo )o),

K o€€x K

’ ’
avec Fe ,(u) = E aZ?% (ux — uyr), ax’® dépend des données.
o' €€k
e Pour les arétes o € £g, 'inconnue v, est un degré de liberté, donc

Feo(uw)+ Frp(u) =0.

e Pour les arétes o € g, ceci est faux.

CHOIX DES ARETES BARYCENTRIQUES/HYBRIDES
@ On décide que o € Ep si le tenseur A est régulier pres de o.
e On décide que o € &g si A est discontinu a travers o pour

assurer une bonne précision et la conservativité locale.
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PROPRIETES (Eymard-Gallouét-Herbin ’08)
@ Schéma barycentrique/hybride adapté & la géométrie & mi-chemin
entre VF et EF mixtes, proche des schémas mimétiques.
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

PROPRIETES (Eymard-Gallouét-Herbin ’08)
e Schéma barycentrique/hybride adapté & la géométrie & mi-chemin
entre VF et EF mixtes, proche des schémas mimétiques.

o La conservativité locale n’est assurée que sur les arétes
“hybrides”.

e Schéma totalement barycentrique :

peu d’inconnues / profil large / pas de conservativité locale
e Schéma totalement hybride :

beaucoup d’inconnues / profil réduit / conservativité locale

e Dans le cas barycentrique, la notion de “flux local” n’est pas tres
claire.
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

PROPRIETES (Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

Schéma barycentrique/hybride adapté & la géométrie & mi-chemin
entre VF et EF mixtes, proche des schémas mimétiques.
La conservativité locale n’est assurée que sur les arétes
“hybrides”.
e Schéma totalement barycentrique :
peu d’inconnues / profil large / pas de conservativité locale
e Schéma totalement hybride :
beaucoup d’inconnues / profil réduit / conservativité locale

Dans le cas barycentrique, la notion de “flux local” n’est pas trés
claire.

Le systéme linéaire a résoudre est symétrique.

Existence et unicité de la solution.

Théoreme de convergence dans le cas général.

Estimation d’erreur en O(h) pour u et Vu dans le cas isotrope
régulier.
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@ INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
Schémas VF monotones non-linéaires
Schémas DDFV
Schémas mimétiques
Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
o Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene

@ CONCLUSIONS
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PRESENTATION RAPIDE DU BENCHMARK

(Herbin-Hubert, ’08)

http://www.latp.univ-mrs.fr/fvcab
Actes de la conférence édités chez Wiley
Ed. : Robert Eymard et Jean-Marc Hérard

@ 19 contributions.

9 cas tests.

@ Une dizaine de familles de maillages.

Quelques éléments de comparaison :

e Nombre d’inconnues / d’éléments non nuls de la matrice.
o Respect de la conservativité locale.

o Erreurs L>°/L? sur u et Vu.

e Erreur sur 'approximation des flux aux interfaces.

o Respect de la positivité / Principe du maximum discret.
e Bilan énergétique discret.
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

@ Schéma SUSHI

© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS
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—div(AVu) = f dans Q

1.5 0.5
avec A = ( 05 15 ) et u(z,y) = 162(1 — z)y(l —y).

Meshi1
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TEST 1 : ANISOTROPIE MODEREE

ERREUR L? SUR LA SOLUTION (ORDRES 2 OU 3)

Test 1.1, Meshl. : sqrt(nunkw)->erl2

Test L1, Meshl. : sqrt(nnmat)->erl2

Test 11, Meshl. : h->erl2

- > MFD-MAR .

- MFE

—a— MRV

-~ NMFV 107 0 — 0
sustne |10 10 10° 10

ET SUR LE GRADIENT (ORDRES 1 OU 2)

Test 11, Meshl. : sqrt(nunkw)->ergrad

Test L1, Meshl. : sqrt(nnmat)->ergrad

Test L1, Meshl. : h->ergrad

~v ovFE Ty
3

Franck BOYER
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TEST 1 : ANISOTROPIE MODEREE

I I A Y I N
VAV
T

LTV VAN
NN

SSSSssS—

T
IS S SN RERE)

yA
A
|

H

NN EERRRRRRRY

Tr

T T T T
Mesh4_1 Mesh4_2
MINIMUM ET MAXIMUM DE LA SOLUTION APPROCHEE
mesh 4.1 mesh 4.2
umin umax umin umax

CMPFA 9.95E-03 1.00E+00 2.73E-03 9.99E-01
DDFV-BHU 1.33E-02 9.96E-01 3.63E-03 9.99E-01
DDFV-HER 0.00E+00 1.03E+4-00 0.00E+4-00 1.01E4-00
DDFV-OMN 1.34E-02 1.03E4-00 3.65E-03 1.01E400
FVHYB 2.14E-03 9.84E-01 7.16E-04 9.93E-01
FVSYM 7.34E-03 9.59E-01 2.33E-03 9.89E-01
MFD-BLS 8.54E-03 9.55E-01 2.44E-03 9.87E-01
MFD-MAN 6.64E-03 9.71E-01 1.50E-03 9.93E-01
MFV 1.08E-02 9.42E-01 3.34E-03 9.82E-01
NMFV 1.30E-02 1.11E+4-00 3.61E-03 1.04E+4-00
SUSHI 7.64E-03 8.88E-01 2.33E-03 9.61E-01

Franck BOYER
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—div(AVu) = f dans Q

1.5 0.5
avec A = ( 05 15 ) et

u(z,y) = sin ((1 —z)(1 - y)) + (1 - 2)*(1 —y)*.

Mesh3
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TEST 1 : ANISOTROPIE MODEREE

ERREUR L? SUR LA SOLUTION (ORDRE 2 OU 3)

Tt 1 Mesk. s srttnunkn)->ert2 o Test 12, Mesh3. sartmat)->eri2 . Test 12, Mesh3. : ho>erl2
= owpra
v CVFE 107 10
e DDFV-HU|
——ooFv-rER| | |
-« DDFV-MNI| 10 107
—<— DDFV-OM
e DG-C 10 10
oW
- Fear
FeG2 107 'S .
——FvHve
i MFD-BLS 107 . 10| . 10 .
- MFD-MAN
- > MED-MAR
Y 10 . o . wl e
—+— SUSHI-NP
10 ol 10
10" 10’ 10° 10" 10 10° 10° 10" 10 10 10f

ET SUR LE GRADIENT (ORDRES 1, 1.5 OU 2)

Test 1.2, Mesh3. : sqrt(nunkw)->ergrad . Test 1.2, Mesh3. : sqrt(nnmat)->ergrad

—<—DDFV-OMN|
e DG-C

06w | g7
- rEQr

FEQ2
T
o MFD-MAN
—a RV 10
—+— SUSHI-NP
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS

62i 74



TEST 3 : ECOULEMENT OBLIQUE

—div(AVu) = 0 dans ©

1 0
0 1073

avecA:R9< )Rgl,0=40°

La donnée au bord @ est continue et linéaire par mor-
ceaux sur Of) :

1 on (0,.2) x {0.}U{0.} x (0,.2)
a(e.y) = 0 on (8, )X{l}U{l}X(&l)
Y 1 on ((.3,1.) x {0} U{0} x (.3,1.)
5 on (0.,.7) x {L.}U{1.} x (0.,0.7)
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TEST 3 : ECOULEMENT OBLIQUE

MINIMUM ET MAXIMUM DES SOLUTIONS APPROCHEES

umin-i umax-i i

CMPFA 6.90E-02 9.31E-01 1
9.83E-04 9.99E-01 7

DDFV-BHU -4.72E-03 1.00E4-00 1
-5.31E-04 1.00E+00 7

DDFV-HER -4.72E-03 1.00E400 1
-5.96E-08 1.00E+00 7

DDFV-OMN 1.04E-01 8.96E-01 1
1.01E-03 9.99E-01 7

FVHYB -1.75E-01 1.17E+400 1
-1.00E-03 1.00E+00 6

FVSYM 6.85E-02 9.32E-01 1
4.92E-04 9.99E-01 8

MFD-BLS 6.09E-02 9.39E-01 1
1.29E-03 9.99E-01 7

MFD-MAN 7.56E-02 9.24E-01 1
8.01E-04 9.99E-01 8

MFE 3.12E-02 9.69E-01 1
5.08E-04 9.99E-01 8

MFV 1.22E-02 8.78E-01 1
7.92E-04 9.99E-01 7

NMFV 1.11e-01 8.88e-01 1
1.28E-03 9.99E-01 7

SUSHI 6.03E-02 9.40E-01 1
8.52E-04 9.99E-01 7
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TEST 3 : ECOULEMENT OBLIQUE

LES ENERGIES

enerl eren i
CMPFA N/A N/A
N/A N/A

DDFV-BHU 2.14E-01 9.60E-02 1 Energie de volume

2.42E-01 7.11E-06 7
DDFV-HER 2.14E-01 9.46E-02 1

2.42E-01 1.91E-05 7 enerl =~ / AVu - Vudz,
DDFV-OMN 1.81E-01 3.68E-03 1 2

2.42E-01 1.77E-06 7
FVHYB 2.13E-01 | 2.55B-01 | 1 Energie de bord

2.42E-01 8.19E-03 6
FVSYM 2.20E-01 0.00E+4-00 1 ~ .

2.42E-01 | 0.00E+00 | 8 ener2 s | AVu-vde.
MFD-BLS 2.38E-01 4.44E-15 1

2.42E-01 6.74E-13 7 Sur le probléeme continu :
MFD-MAN 1.91E-01 1.87E-14 1

2.42E-01 3.70E-14 8 erenl = eren?.
MFE 1.25E-01 2.46E-02 1

2.41E-01 2.91E-03 | 8 . e
NV 185601 S O3E07 1 Erreur sur le bilan d’énergie

2.42E-01 9.74E-06 7
NMEV 2.33¢-01 1.45¢-01 | 1 eren = enerl — ener2.

2.45E-01 1.94E-02 7
SUSHI 2.25E-01 3.01E-01 1

2.43E-01 1.28E-02 7

Franck BOYER
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS
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TEST 4 : FAILLE VERTICALE

—div(AVu) = 0 dans ©

:>QQ u = u sur 0f)

meshb
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TEST 4 : FAILLE VERTICALE

PRINCIPE DU MAXIMUM

o Vérifié par toutes les méthodes présentées ici.

VALEURS DES ENERGIES

enerl eren enerl eren

meshb meshb meshb5_ref mesh5_ref
DDFV-BHU 42.1 3.65E-02 43.2 1.27E-03
DDFV-HER 49.3 1.75E-01 43.8 1.64E-02
DDFV-OMN 42.2 3.65E-02 43.2 1.28E-03
FVHYB 41.4 6.12E-02 / /
MFD-BLS 33.9 7.93E-14 43.2 2.84E-12
MFD-MAN 31.4 1.16E-12 43.2 4.71E-14
MFV 49.9 4.21E-05 43.2 1.88E-05
NMFV / 43.2 5.92E-04
SUSHI 39.1 6.67E-02 43.1 8.88E-04

Franck BOYER
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TEST 4 : FAILLE VERTICALE

APPROXIMATION DES FLUX SORTANT

flux0 = AVu - v,
oQN{xz=0}

flux0 flux0 flux1 flux1 fluy0 fluy0 fluyl

meshb mesh5_ref meshb meshb5_ref meshb meshb5_ref meshb
CMPFA -45.2 -42.1 46.1 44.4 -0.95 -2.33 4.84E-04
DDFV-BHU -40.0 -42.1 41.8 44.4 -1.81 -2.33 9.08E-04
DDFV-HER -40.0 -42.0 41.8 44.3 -1.81 -2.35 9.08E-04
DDFV-OMN -40.0 -42.1 41.8 44.4 -1.81 -2.33 9.08E-04
FVHYB -44.3 / 46.3 / 0.49 / 1.55E-04
MFD-BLS -32.3 -42.1 36.2 44.4 -3.94 -2.33 1.22E-03
MFD-MAN -29.7 -42.1 34.1 44.4 -4.37 -2.33 1.01E-03
MFV -44.0 -42.1 50.3 44.4 -8.03 -2.33 1.72E+00
NMFV -43.2 -42.1 44.5 44.4 -1.23 -2.33 2.32E-04
SUSHI -40.9 -42.1 43.1 44.4 -2.21 -2.33 6.94E-04
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
e Opérateurs non-linéaires
© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
o Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ CONCLUSIONS
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—div(AVu) = f dans Q

avec

(22 +9?)

et u(z,y) = sinmzsinry.

1 107322 + 92 (1073 — 1)zy
(107° =Dy 22 +107%?

mesh?2
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TEST 5 : ANISOTROPIE TOURNANTE HETEROGENE

ERREUR EN NORME L? SUR LA SOLUTION (ORDRES 2 ET 3)

‘Test 5, Mesh2. : sqrt(nunkw)->er2 Test 5, Mesh2. : sqri(nnmat)->eri2 . Test §, Mesh2. : h->erl2

=R
—+— SUSHI-NP . .

ET SUR SON GRADIENT (ORDRES COMPRIS ENTRE 1 ET 2)

Test 5, Mesh2. : sqrt(nunkw)->ergrad . Tests, Mesh2. : sqrt(nnmat)->ergrad Test 5, Mesh2. : h->ergrad
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© INTRODUCTION
o Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Le Schéma Volumes Finis de base (TPFA, VF4)
@ Opérateurs non-linéaires

© QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
@ Schéma SUSHI
© COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene

@ CONCLUSIONS
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Y-A-T’IL UNE CONCLUSION ?

COMMENT CHOISIR UN SCHEMA 7
o Ai-je besoin d’utiliser un maillage vraiment général (non
conforme, déformé, ...)?
@ Ai-je besoin d’assurer la positivité/monotonie ?
o Ai-je besoin d’une approximation précise du gradient/des flux ?

@ Ai-je besoin d’'une approximation précise des énergies ?
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Y-A-T’IL UNE CONCLUSION ?

COMMENT CHOISIR UN SCHEMA 7

o Ai-je besoin d’utiliser un maillage vraiment général (non
conforme, déformé, ...)?

Aji-je besoin d’assurer la positivité/monotonie ?

Ai-je besoin d’une approximation précise du gradient/des flux ?

Ai-je besoin d’une approximation précise des énergies ?

Avec quelles autres équations dois-je envisager un couplage ?
Avec un code déja existant ?

Si oui, quelle est la structure de données dont je dispose dans
mon code ?
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Y-A-T’IL UNE CONCLUSION ?

COMMENT CHOISIR UN SCHEMA 7
o Ai-je besoin d’utiliser un maillage vraiment général (non
conforme, déformé, ...)?
@ Ai-je besoin d’assurer la positivité/monotonie ?
o Ai-je besoin d’une approximation précise du gradient/des flux ?

@ Ai-je besoin d’'une approximation précise des énergies ?

o Avec quelles autres équations dois-je envisager un couplage ?
Avec un code déja existant ?

@ Si oui, quelle est la structure de données dont je dispose dans
mon code ?

@ Ai-je besoin d’étre rassuré par des théorémes ?
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