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CONTROLABILITE A ZERO

NOTATIONS

On s’intéresse au probleme parabolique suivant

Oy —V-(yVy)=1,v dans Q = (0,T) x Q
(S)Sy=0 sur ¥ = (0,7) x 0Q
y(0) = 4° dans Q

ou T > 0, Q un ouvert régulier de R, w € Q, v = y(x) € WH(Q),
yY € L2(Q) quelconque et v € L*(Q) est le controle.

T 3
Cotit du controle : [|v||z2(q) = (/ / v|? d:cdt> .
0 Jw

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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CONTROLABILITE A ZERO
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On s’intéresse au probleme parabolique suivant

Oy —V-(yVy)=1,v dans Q = (0,T) x Q
(S)Sy=0 sur ¥ = (0,7) x 0Q
y(0) = 4° dans Q

ou T > 0, Q un ouvert régulier de R, w € Q, v = y(x) € WH(Q),
yY € L2(Q) quelconque et v € L*(Q) est le controle.

T 3
Cotit du controle : [|v||z2(q) = (/ / v|? d:cdt> .
0 Jw

PROBLEMES DE CONTROLE
Peut-on trouver v € L?(Q) tel que la solution y de (S) vérifie :
e y(T)=yr, avecyr € L?(Q) quelconque donné. NON
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y(0) = 4° dans Q
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yY € L2(Q) quelconque et v € L*(Q) est le controle.

T 3
Cotit du controle : [|v||z2(q) = (/ / v|? d:cdt> .
0 Jw

PROBLEMES DE CONTROLE
Peut-on trouver v € L?(Q) tel que la solution y de (S) vérifie :
e y(T)=yr, avecyr € L?(Q) quelconque donné. NON
o [y(T) —yr|rz@) <&, avecyr € L*(Q) et € > 0 donnés.
OUI mais cotit — oo quand € — 0
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CONTROLABILITE A ZERO

NOTATIONS
On s’intéresse au probleme parabolique suivant

Oy —V-(yVy)=1,v dans Q = (0,T) x Q
(S)Sy=0 sur ¥ = (0,7) x 0Q
y(0) = 4° dans Q

ou T > 0, Q un ouvert régulier de R, w € Q, v = y(x) € WH(Q),
yY € L2(Q) quelconque et v € L*(Q) est le controle.

Cotit du controle : [|v||z2(q) = (/ / [v|? da dt)

PROBLEMES DE CONTROLE
Peut-on trouver v € L?(Q) tel que la solution y de (S) vérifie :
e y(T)=yr, avecyr € L?(Q) quelconque donné. NON
o [y(T) —yr|rz@) <&, avecyr € L*(Q) et € > 0 donnés.
OUI mais cotit — oo quand € — 0
e y(T) =0. OUI, équivalent au controle aux trajectoires
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PROBLEME ADJOINT
—0q—V-(7Vq) =0 dans Q
(S*)4qg=0 sur ¥
q(T) =qr dans (2,

avec qr € L%(Q) quelconque.
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OBSERVABILITE

PROBLEME ADJOINT

—0iq—V-(vVq) =0 dans Q
(8%)qq¢=0 sur ¥
q(T) = qr dans €,

avec qr € L*(2) quelconque.

THEOREME

Le systéme (S) est controlable a zéro au temps T si et seulement si le
systeme adjoint (S*) est observable au temps T > 0, i.e. s’il existe
Cops > 0 telle que toute solution de (S*) vérifie

‘CI(O)PL?(Q) < Cobs / lq(t, z)|? dt da.
0, T)xw

Dans ce cas, il existe un contréle v pour (S) tel que

lvllz2Q) < \/@ |y0|L2(Q)~

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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PREUVES DE LA CONTROLABILITE A ZERO POUR (S)

STRATEGIE 1 : CONSTRUCTION EXPLICITE DU CONTROLE
(Lebeau-Robbiano, ’95)

@ Preuve d’une mauvaise inégalité d’observabilité partielle,
c’est-a-dire sur les basses fréquences de l'opérateur —V - (yV-).

@ Celle-ci découle d’une inégalité spectrale pour 1'opérateur
elliptique —V - (V+).

@ Celle-ci provient elleeméme d’une inégalité de Carleman locale
sur un opérateur elliptique augmenté du type

D2+ V- (yV)

e Construction du controle par un découpage de Iintervalle de
temps ; utilisation de la dissipation parabolique.
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PREUVES DE LA CONTROLABILITE A ZERO POUR (S)

STRATEGIE 1 : CONSTRUCTION EXPLICITE DU CONTROLE
(Lebeau-Robbiano, ’95)

@ Preuve d’une mauvaise inégalité d’observabilité partielle,
c’est-a-dire sur les basses fréquences de l'opérateur —V - (yV-).

@ Celle-ci découle d’une inégalité spectrale pour 1'opérateur
elliptique —V - (V+).

@ Celle-ci provient elleeméme d’une inégalité de Carleman locale
sur un opérateur elliptique augmenté du type

D2+ V- (yV)
e Construction du contrdle par un découpage de I'intervalle de

temps ; utilisation de la dissipation parabolique.

STRATEGIE 2 : PREUVE DIRECTE DE L'INEGALITE D’OBSERVABILITE

(Fursikov-Imanuvilov, '96)
@ Preuve d’une inégalité de Carleman globale sur 'opérateur
parabolique
o —V-(vV)
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INEGALITE SPECTRALE

Soient p1 < pg < --- < g ... les valeurs propres de l'opérateur
—V - (yV:) avec CL de Dirichlet homogene et (¢ )ren la base
Hilbertienne de L?({2) formée des fonctions propres associées.

1l existe C > 0 telle que pour tout p > 0

> el < ceCﬁ/’ > aigi(@) ]2 dz, ()i CR.

i <p w  MiSp
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LA METHODE DE LEBEAU-ROBBIANO 1/3

INEGALITE SPECTRALE

Soient uy < po < --+ < g ... les valeurs propres de l'opérateur
—V - (vV:) avec CL de Dirichlet homogene et (¢)ren la base
Hilbertienne de L?(Q) formée des fonctions propres associées.

THEOREME (LEBEAU-ROBBIANO, ’95)

1l existe C' > 0 telle que pour tout p > 0

D i’ < Cec‘/ﬁ/‘ > aigi(x)

pi<p w  HiSp

2
‘ diIJ, (Oéz)z c R.

THEOREME (OBSERVABILITE PARTIELLE)
Il existe C > 0 telle que toute solution du probléeme adjoint (S*) avec
qr € E,, = Vect(¢r, pr < p), vérifie

cCVE
. / lq(t, )2 dt dz.

(0, T)xw

19(0)[Z2¢y < C
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LA METHODE DE LEBEAU-ROBBIANO 2/3

En utilisant les résultats précédents, on obtient directement un
résultat de controlabilité pour des données contenant un nombre fini
de modes propres de 'opérateur.

THEOREME (CONTROLABILITE PARTIELLE)

Pour pp > 0 quelconque fixé, le systeme

Oy —V-(7Vy) =1lg,(1,v) dans Q = (0,T) x Q
(Su)qy=0 sur ¥ = (0,T) x 002
y(0) =y’ € B,
est exactement controlable a 0 avec un controle v qui vérifie

CVE

e
lvllz20) < C

|yO|L2(Q)~
VT
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e On considere Ey2; = Vect(dy, i < 2%7).
o On écrit [0,T] = U;enlay, ajt1]
o ap =0, aj+1 = a; + 2T}, pour tout j € N
o Tj = K277” avec p € (0,1)
o K choisi pour que 237 T; =T
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LA METHODE DE LEBEAU-ROBBIANO B

e On considere Eg2; = Vect(dr, wp < 2%).
o On écrit [0,T] = U;enlay, ajt1]
o ao =0, aj4+1 = a; + 2T}, pour tout j € N
o T; = K2777 avec p € (0,1)
o K choisi pour que 2372\ T; =T

CONSTRUCTION DU CONTROLE COMPLET

controle - diffusion :

a zéro |y(a3+1, )2

dans s < P Ty(a, 1 T, )
| | | >
a; a; + 1} Gjy1

Le contréle ainsi obtenu in fine vérifie

[vllz2@) < Cly°lL2(e)-
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PROBLEMATIQUES NUMERIQUES

COMMENT CALCULER NUMERIQUEMENT UN CONTROLE A ZERO
POUR (S) 7
o Pour les problemes de controle approché a € > 0 pres :
(Glowinski-Lions, 94)

On écrit le systeme d’EDP qui donne le HUM controéle

— Discrétisation — Résolution

Comment peut-on faire tendre €, dt, h vers 07

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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PROBLEMATIQUES NUMERIQUES

COMMENT CALCULER NUMERIQUEMENT UN CONTROLE A ZERO
POUR (S) 7
o Pour les problemes de controle approché a € > 0 pres :
(Glowinski-Lions, 94)

On écrit le systeme d’EDP qui donne le HUM controéle
= Discrétisation = Résolution

Comment peut-on faire tendre €, dt, h vers 07

o Autre stratégie :
On discrétise d’abord le systéme (S)

—> Ce systeme discret est-il controlable a zéro?

= Si oui, peut-on évaluer le colit du controle en fonction de h, 0t ?
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ON SE PLACE EN 1D OK en multi-D cartésien
MAILLAGE UNIF. - DIFF. FINIES OK sur maillage régulier
0I Il Il Il Il Il Il I1 m - (:L.Z)IS’LSN

xo €1 X0 IN  IN41 Mm = (xi-l—%)OSiSN
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NOTATIONS

ON SE PLACE EN 1D

OK en multi-D cartésien
MAILLAGE UNIF. - DIFF. FINIES

OK sur maillage régulier

1 M = (2;)1<i<n
L Il Il Il Il 1 Il J _—

IN  TN4+1 m = ($i+%)0§i§N

Zo xy Z2

e Fonctions discrétes

u = (ui)lgiSN S Rmt, V= (Ui—i-%)OSiSN S Rﬁ.

o Dérivées discretes (CL Dirichlet < ug = uy41 = 0)

R, o _ Uiyl —U;_1
(Du); s 1 = Yit1 T U €R™, (D’U)iZM € R™,
" h 0<i<N h 1<i<N

o Intégrales discretes et normes

N N T N
/Qu:Zhui7 AU:Zhvi+%, ||u||%2(Q) :/0 Zh|ui(t)|2dt,...
i=1 i=0 i=1
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On note A™ = —D(yD-) et on considere le systéeme d’EDO suivant

Oy + A"y =1,v dans Q = (0,7) x M
(Sn) QYo =yn+1 =0
y(0) =4° € R™

18i 48



PROBLEME SEMI-DISCRETISE EN ESPACE

On note A™ = —D(yD-) et on considere le systéeme d’EDO suivant

Oy + A"y =1,v dans Q = (0,T) x M
(Sh)§ %o =yn41 =0
y(0) =y° € R™
PROBLEME DE CONTROLE A ZERO

e A maillage fixé, peut-on trouver v € L?(Q) tel que y(T) =07
e Si oui, a-t’on |[v]|12(g) < C|y°|L2(n) uniformément en h?
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PROBLEME SEMI-DISCRETISE EN ESPACE

On note A™ = —D(yD-) et on considere le systéeme d’EDO suivant

Oy + A"y =1,v dans Q = (0,T) x M

(Sh)§ %o =yn41 =0
y(0) =y° € R™

PROBLEME DE CONTROLE A ZERO

e A maillage fixé, peut-on trouver v € L?(Q) tel que y(T) =07
e Si oui, a-t’on |[v]|12(g) < C|y°|L2(n) uniformément en h?
QUELQUES REFERENCES

@ (Lopez-Zuazua, *98) : OUI - 1D, coeffs constants, maillage
uniforme, controle frontiere. Utilisent la forme explicite des
éléments propres de la matrice du Laplacien.

@ (Zuazua, ’03,°06) : contre-exemple en dimension 2 : existence de
modes propres localisés en espace associés a des tres hautes
fréquences.

@ (Labbé-Trélat, *06) : Cadre plus général mais résultat moins
précis.

13/ 48
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(Kavian ’01, Zuazua ’03)
GEOMETRIE CARTESIENNE :  =|0, 1[%. Maillage carré uniforme.
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(Kavian ’01, Zuazua ’03)
GEOMETRIE CARTESIENNE :  =|0, 1[%. Maillage carré uniforme.
COEFFICIENTS CONSTANTS : y(z) =1
Matrice de I'opérateur A™ = —DD = matrice du Laplacien standard.

~ i j — Yim1j — Yit1j — Yig—1 — Yij+1
(_DDy)z,] — %] ? J lh2J % %, .
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LE CONTRE-EXEMPLE EN DIMENSION 2

(Kavian ’01, Zuazua ’03)
GEOMETRIE CARTESIENNE : =0, 1[2. Maillage carré uniforme.
COEFFICIENTS CONSTANTS : y(z) =1
Matrice de I'opérateur A™ = —DD = matrice du Laplacien standard.

4Yij — Yi15 — Yit1j — Yig—1 — Yij+1
h? '

UN VECTEUR PROPRE LOCALISE EN ESPACE

On prend v¢; ; = (—1)"9; ;.

(—=DDy);; =

_ 4 . 4
(=DD¥)ij = 55(=1)'0i; = 15%i;.
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LE CONTRE-EXEMPLE EN DIMENSION 2

(Kavian ’01, Zuazua ’03)
GEOMETRIE CARTESIENNE : =0, 1[2. Maillage carré uniforme.
COEFFICIENTS CONSTANTS : y(z) =1
Matrice de I'opérateur A™ = —DD = matrice du Laplacien standard.

~ AYij = Yi-1j — Y1) — Yij—1 — Yij
_ »J i—1,j i+1,5 — Yij—1 — Yij+1
(=DDy);; = 3 :
UN VECTEUR PROPRE LOCALISE EN ESPACE
On prend v¢; ; = (—1)"9; ;.

_ 4 . 4
(=DD¥)ij = 55(=1)'0i; = 15%i;.

SUPPOSONS QUE w NE RENCONTRE PAS LA DIAGONALE
Pour tout controle v, la solution de (S) vérifie

d _ 4
— W0, V)2 @) = (0 V)2 @e 7"

Bilan : Le mode selon 1 n’est pas controlable. Mais ¢’est un mode

trés haute fréquence ~ %.
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1l existe hg > 0 et C' > 0 tel que pour tout 0 < h < hg, il existe un
contrdle v pour le systéme (Sy) vérifiant

o La solution y de (Sy) est telle que |y(T)|r2(q) < Ce_icf|y0|Lz(Q).
o On a lestimation ||v]|12(0) < Cly°|r2(0)-

De facon plus précise :
o Il existe une proportion du spectre (ind. de h) exactement
controlable a zéro uniformément par rapport a h.
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NOS RESULTATS

THEOREME

1l existe hg > 0 et C > 0 tel que pour tout 0 < h < hyg, il existe un
controle v pour le systéme (Sy) vérifiant

o La solution y de (Sy,) est telle que |y(T)|p2(q) < 067%|y0|L2(Q).
o On a lestimation ||v]|12(0) < Cly°|r2(0)-

De facon plus précise :

o Il existe une proportion du spectre (ind. de h) exactement
controlable & zéro uniformément par rapport a h.

THEOREME

1l existe hg > 0 et Cops > 0 tel que pour tout 0 < h < hg, toute
solution du probléme adjoint (S}) vérifie

_C
|4(0)[Z2() < Cobs // lq(t, @) dt dz + Ce™ 2 |gpli2 q)-
0, T)xw
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@ On choisit n’importe quelle fonction ¢(h) > e ¢/ h2, typiquement
#(h) = h? (B > 0 quelconque).
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ALGORITHME DE CALCUL 1/3

e On choisit n’importe quelle fonction ¢(h) > e~¢/ h2, typiquement
#(h) = h? (B > 0 quelconque).
e Pour toute donnée initiale discreéte y° € R™, on définit
Jgm 1 (T h
qr € R™ & 5 |q(t>|%2(w) dt + %MF‘i%Q) + (y07Q(O))L2(Q)a
0

ou ¢ est la solution du probléeme adjoint pour la donnée finale gp.
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ALGORITHME DE CALCUL

1/3

e On choisit n’importe quelle fonction ¢(h) > e~¢/ h2, typiquement
#(h) = h? (B > 0 quelconque).
e Pour toute donnée initiale discreéte y° € R™, on définit
=m 1 T h
qr € R™ L 3 lq(t)[72 () dt + %
0

ou ¢ est la solution du probléeme adjoint pour la donnée finale gp.

lqr|72q) + (1°,4(0) 22 (),

PRrROPOSITION
e La fonctionnelle J™ admet un unique minimiseur qopr € R™.

e Si on pose v =1,q ot q est la solution du probleme adjoint pour
la donnée finale qopt.

o |y(M)lr2q) < VCobs v/ O(R)|Y°|L2(0)-
o [[vllp2(g) < vCobs|yO|L2(Q)~

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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ALGORITHME DE CALCUL 1/3

e On choisit n’importe quelle fonction ¢(h) > e~¢/ h2, typiquement
#(h) = h? (B > 0 quelconque).
e Pour toute donnée initiale discreéte y° € R™, on définit
=m 1 T h
qr € R™ L 3 lq(t)[72 () dt + %
0

ou ¢ est la solution du probléeme adjoint pour la donnée finale gp.

lqr|72q) + (1°,4(0) 22 (),

PRrROPOSITION
e La fonctionnelle J™ admet un unique minimiseur qopr € R™.

e Si on pose v = 1,q ot q est la solution du probléme adjoint pour
la donnée finale qopt.

o |y(M)lr2q) < VCobs v/ O(R)|Y°|L2(0)-
o [[vllp2(g) < vCobs|yO|L2(Q)~

Minimisation de J” = gradient conjugué.
(Labbé-Trélat *06) : Résultat similaire mais la valeur de 3 est
imposée par les propriétés du schéma et de I’équation.

16/ 48
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1 (T o(h
) =3 [ O dt+ e ¢ 0%00)
—_—

T AM
=(e~TA y07qF)L2(Q)

COMMENT CALCULER LE GRADIENT DE J™ 7
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ALGORITHME DE CALCUL

2/3

1 (T o(h
77ar) = 2 [ la0Baw dt+ 2 gr o+ (40 0(0) 2oy
2/, (@) 5 @
—_———
:(efTAmyOaQF)LZ(n)

COMMENT CALCULER LE GRADIENT DE J™ ?
@ ¢r est donné. On calcule la solution ¢ du probleme adjoint

—0q+ A%q =0, ¢(T)=qr.
© On résout ensuite le probleme direct
Ow + A%w = 1,4(t), w(0)=0.
@ Alors pour tout ¢r € R™, on a

/ / o(t, 2)i(t, 7) dt dz = (w(T), 4r) 120
10,T[xw

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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ALGORITHME DE CALCUL

2/3

w1 [T ¢(h), o 0
=5 L2 (w L2(Q ,
I (ar) 2/, la()[72() At + 9 larlT2) +  (¥7:9(0))L2(q)
| —
:(e*TAsmyO,QF)Lz(m

COMMENT CALCULER LE GRADIENT DE J™ 7
@ ¢r est donné. On calcule la solution ¢ du probleme adjoint

—0q+ A%q =0, ¢(T)=qr.
© On résout ensuite le probleme direct
Ow + A%w = 1,4(t), w(0)=0.
@ Alors pour tout ¢r € R™, on a

/ / o(t, 2)i(t, 7) dt dz = (w(T), 4r) 120
10,T[xw

OPERATEUR HUM (HILBERT UNIQUENESS METHOD, J.L.LIONS)

L’opérateur A™ : gp € R™ — w(T') € R™ défini ci-dessus est appelé
I'opérateur HUM associé au probleme et on a
pu/s
VJ™(gr) = A qr + ¢(h)gr + e~ yo.

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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RESUME : Pour calculer le controle discret v = 1,,¢, on doit résoudre

(A™ + (W)Id) qr = —e~ TA™ 0. (%)

1Si 48



ALGORITHME DE CALCUL 833

RESUME : Pour calculer le contrdle discret v = 1,,q, on doit résoudre
(A + (L) g = —e ATy, (%)
GRADIENT CONJUGUE
e Raisonnable car A™ + ¢(h)Id est SDP.
e MAIS : La matrice de A™ n’est pas aisément accessible et elle est
pleine.
o En réalité chaque produit matrice-vecteur est donné par :
e On résout un probléme rétrograde de t =T a t = 0.
e On résout un probléme direct det =0at="1T.
o Le systeme est tres mal conditionné, en particulier quand ¢(h)
est petit, ou quand w est petit.
@ Trouver un préconditionneur efficace est un probleme ouvert
important.

18/ 48
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ALGORITHME DE CALCUL 833

RESUME : Pour calculer le contrdle discret v = 1,,q, on doit résoudre

(A™ + G(h)Id) g = —e~ TA™ 0. (*)

GRADIENT CONJUGUE

Raisonnable car A™ + ¢(h)Id est SDP.
MALIS : La matrice de A™ n’est pas aisément accessible et elle est
pleine.
En réalité chaque produit matrice-vecteur est donné par :

e On résout un probléme rétrograde de t =T a t = 0.

e On résout un probléme direct det =0at="1T.
Le systeme est trés mal conditionné, en particulier quand ¢(h)
est petit, ou quand w est petit.
Trouver un préconditionneur efficace est un probleme ouvert
important.

REMARQUE IMPORTANTE : v = 1,,¢ est borné L? unif.en h.
BIEN QUE la solution gr de (x) satisfait

1
H(JFHL‘Z(Q) h:o W —

18/ 48
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e 100 mailles; 7' = 1; Domaine de controle w =]0.5,0.8[; ¢(h) = h’.
e Donnée initiale y° = sin(mz)'°; Coeff. de diffusion (z) = 0.1.

e 218 it de GC (tolérance = 107%).

e Distance a la cible atteinte ~ 1075, Cofit du controle ~ 0.66.
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EXEMPLES NUMERIQUES

DYNAMIQUE DU SYSTEME CONTROLE

@ 100 mailles; 7' = 1; Domaine de controle w =]0.5,0.8[; ¢(h) = h*.
e Donnée initiale y° = sin(mz)'°; Coeff. de diffusion (z) = 0.1.
e 218 it de GC (tolérance = 1078).
e Distance a la cible atteinte ~ 107°. Coiit du contréle ~ 0.66.
NORME L?(w) DU CONTROLE EN FONCTION DE t

0.8

0.7

0.6

0.5+

0.4+

0.3+

0.2

0.1+

0 T T L L B By B B B B B B
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 19/ 48
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h4

@ 100 mailles (non unlforme ;T ; w=]0.4,0.6[; ¢(h) =
o Coeff. de diffusion 1072 < ~v(x )
e 183 it de GC (tolérance =10~

e Distance a la cible atteinte ~ 10~*. Cotit du contréle ~ 2.52.

02
)

19i 48



EXEMPLES NUMERIQUES

DE L’INFLUENCE DU PAS D’ESPACE

e Mémes données que précédemment (¢(h) = h?)

@ On fait seulement varier le pas d’espace.

N=1/h nb it GC | distance a la cible | colit du controle
50 87 4,25107° 0.622

100 218 1075 0.66

200 617 2,110°° 0.686

400 1869 5107 0.797

800 6030 1.210°7 0.717
comportement ~ N6 ~ h? = /é(h)

F. Boyer

Approximation Numérique et Contrdle
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EXEMPLES NUMERIQUES

DE L’INFLUENCE DU PAS D’ESPACE

e Mémes données que précédemment (¢p(h) = h?)

@ On fait seulement varier le pas d’espace.

N=1/h nb it GC | distance a la cible | colit du controle
50 25 3,51073 0.467

100 40 1,61073 0.522

200 65 7.5710~* 0.564

400 110 3.4810~% 0.596

800 196 1.610~7 0.621
comportement ~ N ~ h=/é(h)

F. Boyer

Approximation Numérique et Contrdle
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EXEMPLES NUMERIQUES

DE L’INFLUENCE DU PAS D’ESPACE

o Mémes données que précédemment (¢(h) = h)

@ On fait seulement varier le pas d’espace.

N=1/h nb it GC | distance a la cible | cotlit du controéle
50 9 2.7107 0.265

100 11 2.010~2 0.311

200 13 1.4410—2 0.356

400 15 1.010~2 0.398

800 18 6.9107° 0.434
comportement ~ cte ~h? = Vo(h)

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO REVISITEE ... POUR LE PB CONTINU

INEGALITE DE CARLEMAN GLOBALE POUR UN OP. ELLIPTIQUE
On construit une fonction poids ¢ dans €2 (Q,R), telle que
V| > cet p >0dans Q, 0On,¥(t,x) <0 dans (0,T) x 99,
O > csur {0} x (Q\w), Vzp=0cet I < —csur {T} x Q.

21/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO REVISITEE ... POUR LE PB CONTINU

INEGALITE DE CARLEMAN GLOBALE POUR UN OP. ELLIPTIQUE
On construit une fonction poids 1 dans €2(Q, R), telle que

V| > cetip >0dans Q, 0, (¢, z) <0 dans (0,T) x 99,
Op > csur {0} x (Q\w), Vzp=0et Oy < —csur {T} x Q.

On pose ¢ = ¥ et on considere 'opérateur P = —9? — V - (7V-)
THEOREME
Pour X\ > 1 assez grand, il existe C > 0 et sg > 1 tel que
33||€WUH%2(Q) + SHGS‘PVUH%?(Q) + 51729 8,u(0, ‘)|%2(Q)
+ 5e>?0)|9u(T, )‘L2(Q) + s%e?? T>|U(T»~)|i2(sz)

< € (e Pulliaggy + 5> V(T )3

+ 5|e*¢0) 9,00, .)|iz(w)) :

pour tout s > sg, et tout u € H*(Q), avec u(0) =0, et u =0 sur 9.

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO REVISITEE ... POUR LE PB CONTINU

INEGALITE DE CARLEMAN GLOBALE POUR UN OP. ELLIPTIQUE
On construit une fonction poids 1 dans €2(Q, R), telle que

V)| > cetip >0dans Q, 0O, (¢, z) <0 dans (0,T) x 99,
O > e sur {0} x (Q\w), Vzv=0et Opp < —csur {T} x Q.

On pose ¢ = e*¥ et on considere l'opérateur P = —9? — V - (7V-)
e Siu(0)=0,u=0sur 9N et Pu=0

5322 y(T, Wiz

<C (562S¢(T>|vzu(Ta Zz(a) + sle*? ) (0, ')|%2(w)) :

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO REVISITEE ... POUR LE PB CONTINU

INEGALITE DE CARLEMAN GLOBALE POUR UN OP. ELLIPTIQUE
On construit une fonction poids 1 dans €2(Q, R), telle que

V| > cetip >0dans Q, 0,,9¥(t,z) <0 dans (0,7) x 99,
O > csur {0} x (Q\w), Vyop=0et Otp < —csur {T} x Q.

On pose ¢ = e*¥ et on considere l'opérateur P = —9? — V - (7V-)
e Siu(0)=0,u=0sur 9N et Pu=0

.SZFQSQQ(T) |’U/(T‘7 ) |%2(Q)

<C (sewﬂ‘>|vxu(T, )22y + 5167 Dy 0, .)|§2(w)) .

CHOIX D’UN u PARTICULIER : Pour x> 0 et (¢;); C R

sinh j
u(t,x) = Z aj\(/\/%m ¢j(r) = Pu=0.

21/ 48
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3e2stp(T) |'u,(T, ) | %2 (Q)

<C (sezw(T) IV ou(T, ) 22y + s¢> 2020 9,u(0, .)&2@)) :

smh(\/mt)
avec u(t,z) = Za oi(z), >0, (¢j); CR.
Hj <p \/’u_ ’ "

22i 48



2D u(T, ) Ra

<C (seQS‘p(T)qu(T, My + 56752090, .)@2(@) :

sinh(,/7jt)
avec u(t,z) = aj————¢;(z), >0, (aj); CR.
MXS:M T J )i

EVALUATION DES DIFFERENTS TERMES

sinh(/i; T') 2 .
T, Yoy = 3l (—*/_) > L[S sinh(mT) Play
Hi<p \/W H ni<p
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PRINCIPE DES PREUVES
POUR LE PB CONTINU

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO REVISITEE ...

$2 P |u(T, )32
<C (5625v<T>|vzu(T, 2z + 5¢2 52 209, (0, .)|§2(w)) :

smh(\/pT]t) N
> o L= dy(a) u> 0, (ag); CR

EVALUATION DES DIFFERENTS TERMES

(T, gy = Z<]|2(Smh(¢gﬂ)

3" (sinh(y7T))” Joy[?

1<

avec u(t,x) =
Hi<p

> Isinh(yT) Pl

1
H i <p

Y

IVaul(T, )| F2 0y < C7

22/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES
POUR LE PB CONTINU

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO REVISITEE ...

53625/’0<T> |u(T, ) |%2(Q)
<C (S€2SW<T>|VIU( )|L2 Q) + Sezqs11p~p(0)|8 u( a)|%2(w)) :

smh(\//T]t) N
> o L= dy(a) u> 0, (ag); CR

EVALUATION DES DIFFERENTS TERMES

(T, gy = Z<]|2(Smh(¢gﬂ)

ez <O | Y (sinh(yT)) oy [?

i <p

avec u(t,x) =
Hi<p

> Isinh(yT) Pl

1
H i <p

Y

|V ou(T,
2

10u(0, )2y = / 3 ajey(@)| de.

By <p
22/ 48
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322D u(T, ) 220y

<C (sezw(T)|Vzu(T, .)|%2(Q) + se2e5up(0)19,4(0, .)|%2(w)) .

smh(\/mt)
avec u(t,z) = Za oi(z), >0, (¢j); CR.
pj <p \/’u_ ’ "

BILAN : On choisit s ~ C'/1 et on trouve

2

S ol | < e [13 a0 d

wi<p “lui<p
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BUTS :

@ Obtention d’une inégalité de Lebeau-Robbiano discrete.
@ Pour cela, on va prouver une inégalité de Carleman discrete pour
l'opérateur elliptique semi-discret

P = -0} — D(yD-).

28i 48



PRINCIPE DES PREUVES

ADAPTATION AU PROBLEME SEMI-DISCRET

BUTS :
e Obtention d’une inégalité de Lebeau-Robbiano discrete.
@ Pour cela, on va prouver une inégalité de Carleman discrete pour
l'opérateur elliptique semi-discret

P = -0} — D(yD-).

CE QUI MARCHE A L’'IDENTIQUE :
@ Si on a Carleman discret : la preuve de l'inégalité de
Lebeau-Robbiano sera la méme.
@ Si on a I'inégalité de Lebeau-Robbiano discrete : preuve de
I'inégalité d’observabilité partielle similaire.
o Ensuite, construction du contréle semi-discret identique.

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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PRINCIPE DES PREUVES

ADAPTATION AU PROBLEME SEMI-DISCRET

BUTS :

e Obtention d’une inégalité de Lebeau-Robbiano discrete.
@ Pour cela, on va prouver une inégalité de Carleman discrete pour
Popérateur elliptique semi-discret

P = -0} — D(yD-).

CE QUI MARCHE A L’'IDENTIQUE :
@ Si on a Carleman discret : la preuve de l'inégalité de
Lebeau-Robbiano sera la méme.
@ Si on a I'inégalité de Lebeau-Robbiano discrete : preuve de
I’inégalité d’observabilité partielle similaire.
o Ensuite, construction du contréle semi-discret identique.
LES DIFFICULTES :
o L’inégalité de Lebeau-Robbiano discrete est fausse sans
hypothese supplémentaire.
o L’inégalité de Carleman discrete ne peut donc pas étre vraie non
plus en toute généralité.
Des restrictions vont nécessairement apparaitre dans la
preuve.

23/ 48
F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle



Soit A™ I'opérateur elliptique discret A™ := —D(yD-) défini sur un
maillage 90 constitué de N points. On note (u7")1<j<n ses valeurs
propres et (¢j)1<j<n la base L?(2)-orthonormale associée.

24i 48



PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO DISCRETE 1/2

Soit A™ I'opérateur elliptique discret A™ := —D(yD-) défini sur un
maillage 90 constitué de N points. On note (u7")1<j<n ses valeurs
propres et (¢;)1<j<n la base L?(Q)-orthonormale associée.
INEGALITE ATTENDUE

Z |ak|2§C€C\/’7/‘ Z Pk

ppEp pep™
Hp<p pE<p

2
’ , V(ak)lngN S RN.

RAPPEL :/ u= Z hu(z;) < somme de taille N,, = Card(w N M)

TiCw

24/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO DISCRETE 1/2

Soit A™ I'opérateur elliptique discret A™ := —D(yD-) défini sur un
maillage 90 constitué de N points. On note (u7")1<j<n ses valeurs
propres et (¢;)1<j<n la base L?(Q)-orthonormale associée.
INEGALITE ATTENDUE

2
Z lag|? < Cec‘/’j/‘ Z ak¢k’ : Y(ag)1<k<n € RY.
ukELLm e ukEHm
Hp<p pE<p

RAPPEL :/ u = Z hu(z;) < somme de taille N,, = Card(w N M)
w TiEW
REMARQUE FONDAMENTALE

Pour des raisons de dimension cette inégalité ne peut étre vraie, au
mieux, que dans un sous-espace de RY de dimension N,

On peut espérer qu’elle soit vraie pour les N, premiers modes propres.

- el 1, <
proportion constante du spectre ~ = 0SS

1€

1wl
n2 10 [

24/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE LEBEAU-ROBBIANO DISCRETE 2/2

THEOREME

1l existe C' > 0, e1 > 0 et hg > 0 tels que, dés que h < hg, on a
l'inégalité suivante

Z |ak|2§060\/’j/’ Z akgbk

w
g €p™ ppEpM
Mg < M <p

2
‘ , V(ak)i<k<n C R,

g1
h2*

pour tout 0 < p <

INEGALITE D’OBSERVABILITE PARTIELLE
@ On obtient la méme inégalité d’observabilité partielle en
uniformément en h, pour les p < 7%.
CONTROLABILITE A ZERO
e On montre la controlabilité exacte a zéro pour tous les modes
inférieurs a 7%, avec un contréle uniformément borné en h.
o Les autres modes sont naturellement dissipés exponentiellement,

VT
T k)

. A~ et N2 N . -< |
ce qui montre la controlabilité a zéro a une distance e™ »2 pres.

25/ 48
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IDEE DE LA PREUVE POUR LE PROBLEME CONTINU 1D :
. . N . . At
o Estimations a poids exponentiels : p = ¥ = e .

e On pose f = —Pu = 02u + 0,(y0,u), et u = pv.

P~ (07 (pv) + 82 (0z(p))) = p~ ' f.

26i 48



PRINCIPE DES PREUVES
1/2

L’INEGALITE DE CARLEMAN DISCRETE

IDEE DE LA PREUVE POUR LE PROBLEME CONTINU 1D :
A

o Estimations a poids exponentiels : p = ¥ = ¢
e On pose f = —Pu = 02u + 0,(y0,u), et u = pv.

p~ 1 (07 (pv) + 8 (10 (pv))) = p~ [
e On développe les dérivées (7 = cte = 1) en posant 7 = p~*

02 + 620 + 1(92p)v + 1(92p)v + 20 (9yp) (Brv) + (D) (Dav) = 1.
=Bv

=Av

26/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE CARLEMAN DISCRETE 1/2

IDEE DE LA PREUVE POUR LE PROBLEME CONTINU 1D :
A

o Estimations a poids exponentiels : p = ¥ = ¢°¢
e On pose f = —Pu = 02u + 0,(y0,u), et u = pv.

P~ (2 (pv) + 02(102(pv))) = p~ f.

e On développe les dérivées (y = cte = 1) en posant r = p~ 1

020+ 020 + (02 p)v + r(02p)v + 21 (0:p) (01v) + 1(Dyp) (Ogv) = 7 f.

=Av =Bv

@ On éleve au carré

1A4v]122 () + 1 BullZa(q) + 2(Av, Bv)r2(g) = I flZ2(q),

26/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE CARLEMAN DISCRETE 1/2

IDEE DE LA PREUVE POUR LE PROBLEME CONTINU 1D :
A

o Estimations a poids exponentiels : p = ¥ = ¢°¢
e On pose f = —Pu = 02u + 0,(y0,u), et u = pv.

P~ (2 (pv) + 02(102(pv))) = p~ f.

e On développe les dérivées (y = cte = 1) en posant r = p~ 1

020+ 020 + (02 p)v + r(02p)v + 21 (0:p) (01v) + 1(Dyp) (Ogv) = 7 f.

=Av =Bv

@ On éleve au carré et on ne garde que le double produit

2(Av, Bv) 2y < ||7“f||%2(Q)’

26/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE CARLEMAN DISCRETE 1/2

IDEE DE LA PREUVE POUR LE PROBLEME CONTINU 1D :
A

o Estimations a poids exponentiels : p = ¥ = ¢°¢
e On pose f = —Pu = 02u + 0,(y0,u), et u = pv.

P~ (2 (pv) + 02(102(pv))) = p~ f.

1

On développe les dérivées (v = cte = 1) en posant r = p~
020+ 020 + (02 p)v + r(02p)v + 21 (0:p) (01v) + 1(Dyp) (Ogv) = 7 f.

=Av =Bv

On éleve au carré et on ne garde que le double produit
2(Av, Bv) (@) < I fll72(q)

Nombreuses intégrations par parties dans le terme (Av, Bv)pe.
On utilise les C.L., la D.I. u(0) = 0 et les propriétés de 1.

26/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE CARLEMAN DISCRETE 1/2

IDEE DE LA PREUVE POUR LE PROBLEME CONTINU 1D :
A

o Estimations a poids exponentiels : p = ¥ = ¢°¢
e On pose f = —Pu = 02u + 0,(y0,u), et u = pv.

P~ (2 (pv) + 02(102(pv))) = p~ f.

1

On développe les dérivées (v = cte = 1) en posant r = p~
OFv + v +1(9F p)v + (92 p)v + 21(8:p) (Drv) + 7(9up) (Dpv) = 7.

=Av =Bv

On éleve au carré et on ne garde que le double produit
2(Av, Bv) (@) < I fll72(q)

Nombreuses intégrations par parties dans le terme (Av, Bv)pe.
On utilise les C.L., la D.I. u(0) = 0 et les propriétés de 1.
Choix, a posteriori, des parametres A et s suffisament grands
pour absorber les mauvais termes par les bons.
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE CARLEMAN DISCRETE 1/2

IDEE DE LA PREUVE POUR LE PROBLEME CONTINU 1D :
A

o Estimations a poids exponentiels : p = ¥ = ¢°¢
e On pose f = —Pu = 02u + 0,(y0,u), et u = pv.

P~ (2 (pv) + 02(102(pv))) = p~ f.

1

On développe les dérivées (v = cte = 1) en posant r = p~
OFv + v +1(9F p)v + (92 p)v + 21(8:p) (Drv) + 7(9up) (Dpv) = 7.

=Av =Bv

On éleve au carré et on ne garde que le double produit
2(Av, Bv) (@) < I fll72(q)

Nombreuses intégrations par parties dans le terme (Av, Bv)pe.
On utilise les C.L., la D.I. u(0) = 0 et les propriétés de 1.
Choix, a posteriori, des parametres A et s suffisament grands
pour absorber les mauvais termes par les bons.

L’inégalité obtenue est valable pour tout A > A\ et tout s > s;.
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PRINCIPE DES PREUVES

L’INEGALITE DE CARLEMAN DISCRETE 2/2

LLA PREUVE DANS LE CAS DISCRET :

@ On prend les mémes poids que dans le cas continu.

o Les intégrations par parties discretes et les dérivations discretes
de produits font apparaitre des nouveaux termes.

O?v 410 DDv + (87 p) v + r(DDp) T + 2r(dsp)(8¢v) + 2rDp Dv
=Av =Bv
— /rf + e

Les termes en plus sont petits en h mais grands en s et \.

@ On va controler tous les nouveaux termes sous une condition
sh < €0,

avec un g bien choisi qui ne dépendra que des données.

e Comme on prend ensuite s ~ ,/fi, on obtient bien pu < ;4.

27/ 48
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PRINCIPE DES PREUVES

UN PEU DE CALCUL DIFFERENTIEL DISCRET

DERIVATION DE PRODUITS fi €ER™, g; € R™

D(f1f2) = (Df1)f2 + (Df2) f1,

D(g192) = (Dg1)gz + (Dg2)g1.-
MOYENNE DE PRODUITS
FR=T it o (Df)Dh).
DOUBLES MOYENNES )
F=f+"pDY,
Par exemple (Rappel : 7 = p~1)

h2 2.2

_ _ h? E
rp=1+4+ —r(DDp) =~ 1+ —710?p~1+ (0:0)* rp +---
4 4 4 ~—
=1
INTEGRATIONS PAR PARTIES DISCRETES fER™ et g € R™

[ 109 == [ (D11 + gy - fagy,
Q Q

28/ 48
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© INTRODUCTION

© CONTROLABILITE DU PROBLEME SEMI-DISCRET EN
ESPACE

© CONTROLABILITE DU PROBLEME COMPLETEMENT
DISCRET

@ UN PEU D’EXPLORATION NUMERIQUE

© CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
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DISCRETISATION EN TEMPS

CONTROLABILITE
On a vu que le systeme d’EDO suivant

Oy + A"y =1,v dans Q = (0,T) x M
(Sn) ¥ =ynt1 =0
y(0) = y° € R™

est controlable a zéro uniformément en h a une erreur exp. petite pres.
OBSERVABILITE
On a également obtenu l’inégalité d’observabilité uniforme en h

_c
q(0)|iz(9) S Cobs // |q(t,x)|2 dt dx -+ Ce 2 ‘qF|%2(Q)
(0, T)xw

pour toute solution du probleme adjoint
-0 g+ A"g=0 dans Q= (0,T) x M
(Sh){ @ = an+1 =0,
q(T) =qr € R™

CADRE DISCRET EN TEMPS 7 (Zheng, ’08), (Ervedoza, Valein, '09)
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Soit M > 1 un entier et §t = T/M.
ScHEMA D’EULER IMPLICITE

n+l _ ,n

Yy Yy
(Sh,st) ot
Y0 € R™.

+ ATy =1, 0" V0O<n< M —1

e Le controle est donné par (v™")1<n<, avec v € R™.
e La solution au temps final est 4™ € R™.
e Le schéma est inconditionellement stable.
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DISCRETISATION EN TEMPS

SCHEMA D’EULER IMPLICITE

Soit M > 1 un entier et §t = T/M.
ScHEMA D’EULER IMPLICITE

n

ynJrl —y
(Sh,st) 5t
Y € R™.

+ ATy =1, 0" V0O<n< M —1

@ Le controle est donné par (v")1<n<m, avec v™ € R™.

e La solution au temps final est y™ € R™.

o Le schéma est inconditionellement stable.
QUESTIONS

o A §t et h fixés, le systéme est-il controlable a zéro ?

2

M
e Si oui, le cotit du controdle ||v| 2y = <Z 5t|v”|2Lz(w)> est-il
n=1

uniformément borné en h et 6t 7?7
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DISCRETISATION EN TEMPS

SCHEMA D’EULER IMPLICITE

Soit M > 1 un entier et §t = T/M.
ScHEMA D’EULER IMPLICITE

n

ynJrl —y
(Sh,st) 5t
Y € R™.

+ ATy =1, 0" V0O<n< M —1

@ Le controle est donné par (v")1<n<m, avec v™ € R™.

e La solution au temps final est y™ € R™.

o Le schéma est inconditionellement stable.
QUESTIONS

o A §t et h fixés, le systéme est-il controlable a zéro ?

2

M
e Si oui, le cotit du controdle ||v| 2y = <Z 5t|v”|2Lz(w)> est-il
n=1

uniformément borné en h et 6t ?
DEBUT DE REPONSES

e On s’attend & une cible en e

e Si M =1, le contrdle n’existe que si y° est supporté dans w.

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle

—C/h?
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DISCRETISATION EN TEMPS

0-SCHEMA

Soit M > 1 un entier et 6t =T /M.
0-SCHEMA, AVEC 6 € [, 1]

yn+1 _ yn

(Sh,st,0) 5t
y° € R™.

+ AT Oy (1 - 0)y™) =1, 0", VO<n<M—1

Le contréle est donné par (v")1<n<m, avec v € R™.
La solution au temps final est 3™ € R™.

Le schéma est inconditionnellement stable.

Pour # = 1 : Euler implicite.

Pour 6 = 1/2 : Crank-Nicholson.
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NOTION D’OBSERVABILITE POUR CES SCHEMAS

On fixe le maillage M, le pas de temps dt et 6 € [%7 1].
On note F = ker(Id — §t(1 — 0)A™) et E un sev de R™ t.q. A™E C E.

THEOREME (CONTROLABILITE < OBSERVABILITE)
Soit Cops > 0. Les énoncés suivants sont équivalents :

@ Pour tout y° € R™, il existe un contréle v pour (Sh.st,0) tel que
ol < v/ Cobslg® |2 ()

et tel que la solution y vérifie gnpry™ = 0.
© Toute solution (q"), du probléme adjoint suivant

qM+1 =qr € EﬂFJ-,

gM — M+ o
* Ry _
(Sh.st.0) 5t +0A%¢" =0,
n _ . n+
Ll 4 A (0g" + (1-0)g™) =0, VM —12n2>1,

M
vérifie  |q" — 6t(1 — 0)A™¢" 320y < Cobs > _ 6t|g" 320
n=1

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle

33/ 48



CONTROLABILITE DU SCHEMA COMPLET

THEOREME (CAS 1/2 < § <1 - ENONCE APPROXIMATIF ...)

Il existe Cops, C > 0, tels que pour tout h assez petit et ot < h, on a :

Pour tout y° € R™, il existe un contréle v = (v")1<n<m tel que :
o La solution (y™)o<n<nrr de (Shst0) vérifie
™ [120) < Ce™ " y012(q).

e Le contréle v vérifie

M
Z t|v"™[72(0y < Casl¥l72(0)-
n=1

CRANK-NICHOLSON : 6 = 1/2 : Résultat similaire avec 6t < h2.
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1l existe Cops, C > 0 tels que pour h assez petit et 6t < h, on a

M
_c
lg" = 6t(1 = 0)A™ ¢" 720y < Cis Z5t|qn|%2(w) +Ce 7 g™ 32 0,

n=1

pour tout (q"), solution du probleme adjoint (Sj; 5, o) associée a toute
donnée finale qp € R™.
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ALGORITHME DE CALCUL

Pour tout maillage M tel que h < hy, et tout y° € R™, on considere la
fonctionnelle gp € R™ +— JJ (¢r) définie par

me ot 20 g iy + 0.0 — 011~ ) A™ ") (e,

ott (¢"), est solution du pb adjoint pour la donnée finale ¢M*! = ¢p.
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ALGORITHME DE CALCUL

Pour tout maillage M tel que h < hy, et tout y° € R™, on considere la
fonctionnelle gp € R™ +— JJ (¢r) définie par

M ,
1 n O h < b
T3(ar) = 53 01" Byt 0 a2y + 0" — 81— 0) A7) (e,
n=1

ott (¢"), est solution du pb adjoint pour la donnée finale ¢M*! = ¢p.
PRroPOSITION

J5Y a un unique minimiseur qg,opt. 5t € R™. La solution (¢"), du pb
adjoint associé est telle que si on pose

" =1,q", V1 <n< M,

M
e Borne uniforme du cotit : Z (5t|v”|%2(w) < Cozbs|y0|%2(9).
n=1

o Taille de la cible : la solution (y™), du probléme controlé vérifie

ly™(r2) < V(h)Cobs|y®|L2(0)-

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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On suppose fixée une fonction h +— ¢(h) > e~ /",

@ Pour le probléme semi-discret : un controle ¢ — v(t)
uniformément borné en A donné par la minimisation de

1 [T o(h
Iae) =5 [ a0 de+ 2P ar e + 60D
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ESTIMATION D’ERREUR EN TEMPS

On suppose fixée une fonction h +— ¢(h) > e~ /",

e Pour le probléeme semi-discret : un controle ¢ — v(t)
uniformément borné en A donné par la minimisation de

1 (75(h)

.
JM(qr) = 3 /0 lq(t) %2(@ dt + ——= ‘QF|L2(Q + (4% ¢(0)) 12(0)-

@ Pour les problemes completement discrets : un controle discret
(v™),, uniformément borné en h et dt, par minimisation de

0

It (ar) 251‘\ 72 (w) larlZ2 @)+ (" a" — 6t(1 = 0)A™q") 12y

711

On note alors vg;(t) = Z V" )(n—1)s¢,ns¢[(1)-
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ESTIMATION D’ERREUR EN TEMPS

On suppose fixée une fonction h +— ¢(h) > e~ /",

e Pour le probléeme semi-discret : un controle ¢ — v(t)
uniformément borné en A donné par la minimisation de

1 (75(h)

.
JM(qr) = 3 /0 lq(t) %2(@ dt + ——= ‘QF|L2(Q + (4% ¢(0)) 12(0)-

@ Pour les problemes completement discrets : un controle discret
(v™),, uniformément borné en h et dt, par minimisation de

T2 (ar) ZM ot 0 e ey 00— 11— A7) e

711

On note alors vg;(t) = Z V" )(n—1)s¢,ns¢[(1)-

THEOREME (ESTIMATION D’ERREUR) J

A maillage M fizé,  |lvse — v||L2(Q) < Ch|y0|Lz(Q)5t
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EXEMPLES NUMERIQUES

SCHEMA D’EULER IMPLICITE

o Mémes données que dans le cas semi-discret.

@ On fixe un maillage de 100 points et on fait varier dt.

1/6t nb it GC | distance a la cible | cotlit du controéle

10 136 3.9107° 1.069

20 139 2.010~° 0.884

40 144 1.7107° 0.767

80 143 1.3107° 0.714

160 141 1.1107° 0.688

320 170 1.0107° 0.674

640 173 1.0107° 0.667

1280 174 9.610°° 0.664

2560 183 9.5107° 0.662
[ o0 | 218 ] 10-° \ 0.660 |
’ comportement H ~ cte \ ~ cte \ ~ 0t H
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EXEMPLES NUMERIQUES

ScHEMA DE CRANK-NICHOLSON (6 = 1/2)

o Mémes données que dans le cas semi-discret.

@ On fixe un maillage de 100 points et on fait varier dt.

1/6t nb it GC | distance a la cible | colit du controle

10 139 1.8107° 0.688

20 157 1.0107° 0.660

40 186 9.4107° 0.660

80 202 9.4107° 0.660

160 202 9.4107° 0.660

320 201 9.4107° 0.660

640 202 9.4107° 0.660
B | 218 ] 107° \ 0.660 |
’ comportement H ~ cte ‘ ~ cte ‘ ~ ot* H
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OBSERVABILITE PARTIELLE

o On utilise I'inégalité de Lebeau-Robbiano discrete et la méme
preuve que dans le cas continu.
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PRINCIPE DES PREUVES

OBSERVABILITE PARTIELLE

@ On utilise I'inégalité de Lebeau-Robbiano discrete et la méme
preuve que dans le cas continu.

CONSTRUCTION DU CONTROLE

@ Découpage du temps discret {0,--- , M} en paquets de taille 2M;.

e On alterne le contrdle & zéro des fréquences < 2% pendant M f
pas de temps, puis on fait M; pas de temps d’évolution libre.

@ On utilise la dissipation parabolique du schéma :
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PRINCIPE DES PREUVES

OBSERVABILITE PARTIELLE

@ On utilise I'inégalité de Lebeau-Robbiano discrete et la méme
preuve que dans le cas continu.

CONSTRUCTION DU CONTROLE
@ Découpage du temps discret {0,--- , M} en paquets de taille 2M;.

e On alterne le contrdle & zéro des fréquences < 2% pendant M f
pas de temps, puis on fait M; pas de temps d’évolution libre.

@ On utilise la dissipation parabolique du schéma :
e Pour Euler implicite, la matrice d’itération du schéma est

B”™ = (1d 4 §tA™) "
e Pour le #-schéma, la matrice d’itération du schéma est
B™ = (Id 4 65t A™) "' (1d — (1 — 0)5tA™).

e A comparer &
e—&t.Am
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© INTRODUCTION

© CONTROLABILITE DU PROBLEME SEMI-DISCRET EN
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© CONTROLABILITE DU PROBLEME COMPLETEMENT
DISCRET
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© CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
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RAPPEL
11 existe Cops > 0 tel que pour tout h assez petit, toute solution du
probléme adjoint (S}) vérifie

19(0) 2 < Cons // (gt 2)? db i + (h)lar 2

0,7)Xw
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RAPPEL
11 existe Cops > 0 tel que pour tout h assez petit, toute solution du
probléme adjoint (S}) vérifie

n
(e qr|72(q) < Cobs ((AWQF7(IF)L2(Q) + ¢(h)|QF|%2(Q)> .
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ESTIMATION DE LA CONSTANTE D’OBSERVABILITE

PRINCIPE

RAPPEL
1l existe Cops > 0 tel que pour tout h assez petit, toute solution du
probleme adjoint (S}) vérifie

m
le™ "4 qrl72 ) < Cobs ((AEmQFJIF)L?(Q) + ¢(h)|qF|2L2(Q)) :

ESTIMATION DE Cp,

o Il s’agit de résoudre un probléme aux valeurs propres généralisé

Aq = A\Bg,

avec A et B symétriques définies positives.
e Méthode de la puissance : ¢% € R™, quelconque.

—2TA™ &
I 2 qr
— m
le=2T A% g L2 (@)
5T = (A% 4 g(R)Id) e,
on a alors : |672T“4gJI qu’\Lz(Q) — Cops.

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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DONNEES
o Coeff. de diffusion v = 0.1; ¢(h) = h*.

RESULTATS
w =]0.4,0.7] ]
h_ T Cobs |onu:
50 1.686 o
100 | 1.725 to00]
200 | 1.761 _2000]
300 1.78 aooo]




DONNEES
o Coeff. de diffusion v = 0.1; ¢(h) = h*.

RESULTATS
w =]0.5,0.8] ]
h_ T Cobs 2onu:
50 4.149 o
100 | 4.404 so00]
200 | 4.615 ao0o]
300 | 4.720 sooo]




DONNEES
o Coeff. de diffusion v = 0.1; ¢(h) = h*.

RESULTATS
w =]0.6,0.9] .
h_l Cobs mo{
50 | 11.25 ]
100 | 12.69
200 | 13.83 e
300 | 14.42 ool




DONNEES
o Coeff. de diffusion v = 0.1; ¢(h) = h*.

RESULTATS
w :]07, 10[ 2oonu:
h— 1 CObs IOODOi
50 34.97 ‘]
100 | 42.41 o)
200 | 49.00 2000e)
300 | 52.44 ~30000-
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

LE HUM OPERATEUR A-T’IL UN NOYAU ?

o La matrice A™" = (A;;) permet d’écrire

N
(A™q); = Aijg /QAhi'Q(')

j=1
@ On va donc regarder le comportement quand i — 0 de

1
h
e S’il y a un noyau, on va obtenir une fonction b telle que

Bij =~ b(xz,x])

Bij = Azg

o Quelle est la régularité de b? Etude des dérivées successives de b

g Biri = Bij
ity h ’
/ - B
e Y S Y]
¥} h
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

CALCUL DES NORMES SUR TOUT {2

N [ 1Ble [ 157 | 187
Maillage uniforme 50 0.717 4.487 257.069
Semi-discret 100 | 0.705 4.986 509.200
200 | 0.699 5.510 1011.378

400 | 0.696 6.046 2013.575

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle

45/ 48



STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

CALCUL DES NORMES SUR TOUT )

Maillage uniforme
Semi-discret

N | [Bllo | Bl | B [l

50 | 0.717 | 4.487 | 257.069
100 | 0.705 | 4.986 | 509.200
200 | 0.699 | 5.510 | 1011.378
400 [ 0.696 | 6.046 | 2013.575

CALCUL DES NORMES LOIN DE w

Maillage uniforme
Semi-discret

N | [IBlloc | [B'lloc | [1B"]loo
50 | 0.346 | 1.385 | 9.090
100 | 0.330 | L.314 | 6.893
200 | 0.335 | 1.331 | 6.605
400 | 0.337 | 1.339 | 6.454

F. Boyer

Approximation Numérique et Contrdle
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

N =50

0. 0.
0.18

0.16 043
0.14 02]
0.12

0.10 0.0]
0.08

0.06 02
0.04 04
0.02

0.0 -0

00 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

0.0 01 02 03 0.4 05 0.6 07 08 09 1.0

-2

-3

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

F. Boyer

0.
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

N =100

0.1 X
0.16

0.4-
0.14
0.12 0.2
0.10

0.0
0.08
0.06 -0.2]
0.04

-0.4
0.02
0.0 0.

00 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0 00 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0
1.5 1.0
1.0 09
05 08
0.0 0.7
0.5 06
-1.0] 05
~1.5] 0.4
-2.0] 03
-2.5] 02
-3.0f 0.1
-3. X
0.0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0 00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1.0
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

N =200

0.1 X
0.16

0.4
0.14
0.12 0.2
0.10

0.0
0.08
0.06 -0.2]
0.04

-0.4]
0.02
0.00 -0.

00 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0 00 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0
1 1.0
1.0 09
05 08
0.0 0.7
0.5 06
-1.0] 05
-1.5] 0.4
-2.0] 03
-2.5] 02
-3.0f 0.1
3. X
0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 0.0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

N =50

0. 2
0.6 15
1.0
05
05
04 0.0
03 0.5
1.4
0.2
1]
0.1 N
0. -2,
0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
1.0
0.9
0 08
0.7
50| 06
05
—~100] 0.4
03
—~150] 0.2
0.1
20 0.
0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

N =100

06
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

0

-50]
-100)
-150)
—-200
—250|
-300
-350

40
0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

F. Boyer

2.
1.5
1.0
0.5
0.0
-0.5
1.
-1.5
-2

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

0.
0.0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1.0
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

RESULTATS

e w =]0.5,0.8]. Diffusion 0.06 < v(x) < 0.14.

N =200

0. 2
0.6 15
1.0
0.5
0.5
04 0.0
03 0]
1.
0.2
-1.5
0.1 N
0.1 2.1
00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 00 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
100 1.0
0 0.9
_100] 08
—200] o7
_a0d] 06
400] 0%
- 0.4
-500] 03
-600] 0.2
—~700] 041
-80 0.
0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
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STRUCTURE DE L’OPERATEUR HUM

CONCLUSIONS

CONJECTURES

o L’opérateur HUM est un opérateur & noyau (x,y) — b(x,y).
@ b est réguliére sur le complémentaire de

A, ={(z,2),z € W}

e La singularité de b sur 9A,, est du second ordre et de la forme

2, L 1
O~ 3308, = 0u(1(@)0:D) ~ 30

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle

46/ 48



© INTRODUCTION

© CONTROLABILITE DU PROBLEME SEMI-DISCRET EN
ESPACE

© CONTROLABILITE DU PROBLEME COMPLETEMENT
DISCRET

@ UN PEU D’EXPLORATION NUMERIQUE

© CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

47i 48



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

CONCLUSIONS

Résultats de controlabilité uniforme en h pour un état final
exponentiellement petit en h.

Inégalités d’observabilité uniformes associées.

Coefficients variables (en z!).

Maillages cartésiens réguliers en multi-D.

Cas semi-discret et completement discret.

Algorithmes de calcul avec estimation a priori de la taille de la
cible.

F. Boyer Approximation Numérique et Contrdle
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

CONCLUSIONS
o Résultats de controlabilité uniforme en h pour un état final
exponentiellement petit en h.
Inégalités d’observabilité uniformes associées.
Coefficients variables (en z!).
Maillages cartésiens réguliers en multi-D.
Cas semi-discret et completement discret.
Algorithmes de calcul avec estimation a priori de la taille de la
cible.
PERSPECTIVES
Le cas des maillages non structurés est completement ouvert.
Amélioration du solveur par un préconditionneur.
Etude plus fine de Popérateur HUM A™.
Etude de la constante d’observabilité en fonction des parametres
du probleme (domaine de controle, régularité des coefficients, ...).

Inégalités de Carleman discrétes pour les problémes paraboliques
= coeflicients dépendant du temps.
o Problemes semi-linéaires. Systemes.
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