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Considérons la trajectoire de la “particule” située en x a t = 0 est
ts ®y(2) 2 Bt 2).

Le champ de vitesse est défini par

0
v(t,y) = £|s=t (la trajectoire qui passe au point y en s = t).
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Considérons la trajectoire de la “particule” située en x a t = 0 est
ts ®y(2) 2 Bt 2).

Le champ de vitesse est défini par

U(tvy) = %|s=t (q)s(cI)t_l(y)))
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Considérons la trajectoire de la “particule” située en x a t = 0 est
t— Dy(x) def D (¢, ).

Le champ de vitesse est défini par

v(t, ®(t,x)) = 0pP(t, x).
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Considérons la trajectoire de la “particule” située en x a t = 0 est

t— Dy(x) def D (¢, ).

Le champ de vitesse est défini par

v(t, ®(t,x)) = 0pP(t, x).

@ T
P, @ On note wy = $¢(w).

Pour toute fonction f réguliére on a

d

7 : flt,y)dy = /wt ((%f—i— div (fv)) dy.

4/ 40



e Conservation de la masse : p = densité dans I’écoulement

d
0= y p(t,y) dy = / (8tp + div (pv)) dy, Yw,Vt.
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e Conservation de la masse : p = densité dans I’écoulement

Op + div (pv) = 0.

5/ 40



e Conservation de la masse : p = densité dans I’écoulement
Op + div (pv) = 0.
e Evolution de la quantité de mouvement : pv = densité de q.d.m.

d
/ (at(pv) + div(pv ® v)) dy = 5] P dy

Loi de Newton + Th. du moment cin. ~» = /

w

pgdy + / omnds
t Owy
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e Conservation de la masse : p = densité dans I’écoulement
Op + div (pv) = 0.

e Evolution de la quantité de mouvement : pv = densité de q.d.m.

d
/ (6t(pv) + div(pv ® ’U)) dy = 5| P dy

- / (pg 4 div (o)) dy
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e Conservation de la masse : p = densité dans I’écoulement

Op + div (pv) = 0.

e Evolution de la quantité de mouvement : pv = densité de q.d.m.

O(pv) + div (pv @ v) — dive = pg.
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

EQUATIONS DE CONSERVATION EN ME’]CANIQUE DES FLUIDES

o Conservation de la masse : p = densité dans I’écoulement
Op + div (pv) = 0.
e Evolution de la quantité de mouvement : pv = densité de q.d.m.

O(pv) + div (pv ® v) — dive = pg.

e Modélisation de la contrainte :

Fluide Newtonien : ¢ =2u(p) D(v) —pld.
~——

_ (Vo) +(Vu)t
- 2

o Loi d’état :
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Op+v-Vp=0ip+ div(pv) =0,

dive =0,

O(pv) + div (pv @ v) — 2div (u(p)D(v)) +Vp = pg.
—_————

~pAv
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ECOULEMENT INCOMPRESSIBLE NON-HOMOGENE

op+v-Vp=0p+ div(pv) =0,
dive =0,
O(pv) + div (pv @ v) — 2div (u(p)D(v)) +Vp = pyg.
T
@ Deux fluides non miscibles, sans tension de surface :
po(z) € {pfuide1s PAuide2}, VT € L.
— Données initiales peu régulieres (BV(Q), L>=(22), M(), ...).

6/ 40
F. Boyer Equation de transport



ECOULEMENT INCOMPRESSIBLE NON-HOMOGENE

op+v-Vp=0p+ div(pv) =0,

dive =0,

I(pv) + div (pv ® v) — 2div (u(p)D(v)) +Vp = py.

~puAv
@ Deux fluides non miscibles, sans tension de surface :
po(x) € {Puidels Piuide2}, Y € Q.
— Données initiales peu régulieres (BV(Q), L>=(22), M(), ...).

@ Dans un cadre de sol. faibles, on peut espérer au mieux :

v e L2(J0, T, (Hg (2))9).
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ECOULEMENT INCOMPRESSIBLE NON-HOMOGENE

op+v-Vp=0p+ div(pv) =0,
dive =0,
O(pv) + div (pv @ v) — 2div (u(p)D(v)) +Vp = pyg.
—_————
~uAv

@ Deux fluides non miscibles, sans tension de surface :

po(x) € {pﬁuidel; pﬁuide2}, Yr € Q.

— Données initiales peu régulieres (BV(Q), L>=(22), M(), ...).

@ Dans un cadre de sol. faibles, on peut espérer au mieux :
ve L*(J0, T, (Hy (2))9).

AUTRES EXEMPLES :
e Equation de Vlasov. Espace des phases (z,¢) € Q x R?

o Systemes de lois de conservation (Keyfitz et Kranzer, ...).

du+ div(u® G(lu))) =0, G:R— R

F. Boyer Equation de transport
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EQUATION DE TRANSPORT DANS () OUVERT BORNE REGULIER :

Op+v-Vp=0 dans Q,
{ (T)

p([)) = Po,
avec un champ de vecteurs tangent a 0f.

v:RxQ—R? lip.,, borné, dive =0, et v-n =0 sur I.
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METHODE DES CARACTERISTIQUES DANS ()

EQUATION DE TRANSPORT DANS {2 OUVERT BORNE REGULIER :

p(0) = po,
avec un champ de vecteurs tangent a 0.
v:RxQ—R? lip.,, borné, dive =0, et v-n =0 sur JQO.
FrotT : X(s,t,x) € Q, Vt,s, Va € Q.

{&p—l—v-szO dans €,

%X(s, t,z) = v(s, X(s,t,x)),

X(t,t,z) = x.
N.B. : &4(z) = X(¢,0, ).
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METHODE DES CARACTERISTIQUES DANS )

EQUATION DE TRANSPORT DANS {2 OUVERT BORNE REGULIER :

Op+v-Vp=0 dans Q,
{ p(0) = po,
avec un champ de vecteurs tangent a 0.
v:RxQ—R? lip.,, borné, dive =0, et v-n =0 sur JQO.
FroT : X(s,t,z) € Q, Vt,s, Vo € Q.

%X(s, t,z) = v(s, X(s,t,x)),

X(t,t,z) = x.

PROPOSITION

Toute solution réguliére de (T) est constante le long des
caractéristiques (= Traj. des “particules”).
~ Si po est réguliére, l'unique solution réquliére de (T) est

p(t, ) = po(X(0,¢, 7).
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OBJECTIF :

Donner un sens aux solutions de (T) pour des données peu réguliéres.
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SOLUTIONS FAIBLES

OBJECTIF :

Donner un sens aux solutions de (T) pour des données peu réguliéres.

DEFINITION (1 < p < 400)
po € LP(), v e LY(J0,T[, (L? (Q))9), divo =0 et v-n =0 sur 9Q.
On dit que p € L*°(]0,T[, LP(Q?)) est solution faible de (T) si

T
/ /p(8t<p+v-V<p) dtdw—i—/poap(O)daz:O,
0o Ja Q

pour tout p € CL([0,T[xQ).

<

Rq : Si v est régulier et p est solution classique de (T) alors c’est une
solution faible
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SOLUTIONS FAIBLES

OBJECTIF :

Donner un sens aux solutions de (T) pour des données peu réguliéres.

DEFINITION (1 < p < 400)
po € LP(), v e LY(J0, T, (L? (Q))9), divo =0 et v-n =0 sur IQ.
On dit que p € L*°(]0,T[, LP(Q2)) est solution faible de (T) si

7
/ /p(at(P-l-U-V(p) dtd:c—i—/po(p(O)dx:O,
0o Ja Q

pour tout p € CL([0,T[xQ).

Existence de solutions : plus simple.

Ay

~> Unicité des solutions : plus difficile.

~+ Propriétés qualitatives (régularité, positivité) : plus difficile.
~~ Lien avec I’équation caractéristique : moins clair.
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Si v est lipschitzien, on a vu qu’on peut définir le flot X.

Pour tout pg € LP(Q), la fonction

p(t, .'17) = PO(X(O’ t, .’17)),

est l'unique solution faible de (T) pour la donnée initiale pq.
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Si v est lipschitzien, on a vu qu’on peut définir le flot X.

Pour tout pg € LP(Q), la fonction

p(t, .’17) = PO(X(O’ t, .’17)),

est l'unique solution faible de (T) pour la donnée initiale pq.

o Existence :
Par régularisation de py et convergences faibles.
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CAS D'UN CHAMP DE VECTEURS REGULIER

Si v est lipschitzien, on a vu qu’on peut définir le flot X.

PROPOSITION
Pour tout py € LP(2), la fonction

p(t,l‘) = pO(X(Oatyx))a

est l'unique solution faible de (T) pour la donnée initiale pg.

e Unicité :
Pour tout ¢ € CL(]0, T[x) on construit ¢ solution de

T
= p(t,x) = —/t P(s, X (s,t,x))ds,

Op+v-Vp =1,
o(T) =0,

T
que 'on prend comme fonction test = / /(p1 — p2)dtdx = 0.
0o Ja
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Supposons seulement v € L(]0, T[, (L? (2))4).

Pour tout pg € LP(Q), il existe au moins une solution faible dans
L>(]0,T[, LP()) de I’équation de transport.

On procede en approchant v par des champs de vecteurs réguliers
(Un)n et en montrant que la suite de solutions (py,,), associée converge.
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Supposons seulement v € L(]0, T[, (L? (2))4).

Pour tout py € LP(R2), il existe au moins une solution faible dans
L>(]0,T[, LP()) de I’équation de transport.

La fonction p = 0 est la seule solution positive de (T) pour la
donnée initiale py = 0.

11 suffit de prendre ¢(t,2) =T — t comme fonction test :

T
0=/ /p(atcp—l-v-Vgo)dtdﬂc—l-/ po ¢(0)dx
0o Jo \—_\_/1—’ o~~~
T
=—/ /pdtdﬂc.
0 JQ
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Supposons seulement v € L(]0, T[, (L? (2))4).

Pour tout pg € LP(Q), il existe au moins une solution faible dans
L>(]0,T[, LP()) de I’équation de transport.

La fonction p = 0 est la seule solution positive de (T) pour la
donnée initiale pg = 0.

STRATEGIE :
Si on sait montrer (propriété de renormalisation) que

{0tp+v‘Vp=0, :{ i (p%) +v-V(p?) =0,
p(0) = po, (0*)(0) = pj,
alors on obtient 'unicité de la solution faible pour toute donnée

initiale.
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CONTRE-EXEMPLE A L’UNICITE

UNE MAUVAISE NOUVELLE Depauw (CRAS 2003)
On peut construire explicitement :

e un champ de vecteurs v € (L*(]0, T[xQ))? & divergence nulle.

e une solution faible p € L>(]0,T[x€2) non nulle de (T) pour la
donnée initiale nulle.

De plus, v € L}, .(]0, 7], (BV(2))?) mais v & L*(]0, T[, (BV (£2))4).

loc
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CONTRE-EXEMPLE A L’UNICITE

UNE MAUVAISE NOUVELLE Depauw (CRAS 2003)
On peut construire explicitement :

e un champ de vecteurs v € (L*(]0, T[xQ))? & divergence nulle.

e une solution faible p € L>(]0,T[x€2) non nulle de (T) pour la
donnée initiale nulle.

De plus, v € L}, .(]0, 7], (BV(2))?) mais v & L*(]0, T[, (BV (£2))4).

loc

REMARQUE
Cette solution vérifie p(t,z) € {—1,1} presque partout

2 _
:>p =1,
on a donc

{ Op+v-Vp=0, { A (p?
p(0) =0, %)

LA PROPRIETE DE RENORMALISATION N’EST PAS VERIFIEE

F. Boyer Equation de transport
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@ Unicité des solutions faibles dans le cadre Sobolev.
Liens avec 1’éq. caractéristique.
DiPerna-Lions (Invent., 1989), Desjardins (DIE, 1997)
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@ Unicité des solutions faibles dans le cadre Sobolev.
Liens avec 1’éq. caractéristique.
DiPerna-Lions (Invent., 1989), Desjardins (DIE, 1997)

e Cadre BV a divergence L.
Bouchut (ARMA, 2001), Colombini-Lerner (Duke, 2002)
Le Bris-Lions (Ann. di Mat., 2003), Ambrosio (Invent., 2004)
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ELEMENTS BIBLIOGRAPHIQUES

@ Unicité des solutions faibles dans le cadre Sobolev.
Liens avec 1’éq. caractéristique.
DiPerna-Lions (Invent., 1989), Desjardins (DIE, 1997)

e Cadre BV a divergence L.
Bouchut (ARMA, 2001), Colombini-Lerner (Duke, 2002)
Le Bris-Lions (Ann. di Mat., 2003), Ambrosio (Invent., 2004)

o Cadre Hamiltonien autonome.
Restreint & d = 2, v € L? + condition d’orientation du champ.
Bouchut-Desvillettes (DIE, 2001), Hauray (Ann. THP, 2003)
Colombini-Crippa-Rauch (CPDE, 2006)
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ELEMENTS BIBLIOGRAPHIQUES

o Unicité des solutions faibles dans le cadre Sobolev.
Liens avec 1’éq. caractéristique.
DiPerna-Lions (Invent., 1989), Desjardins (DIE, 1997)

e Cadre BV a divergence L.
Bouchut (ARMA, 2001), Colombini-Lerner (Duke, 2002)
Le Bris-Lions (Ann. di Mat., 2003), Ambrosio (Invent., 2004)

o Cadre Hamiltonien autonome.
Restreint & d = 2, v € L? + condition d’orientation du champ.
Bouchut-Desvillettes (DIE, 2001), Hauray (Ann. IHP, 2003)
Colombini-Crippa-Rauch (CPDE, 2006)

e Cadre v discontinu + OSLC : (Vv) + (Vv)! < «a(t) € L*(]0,T])
Utilisation du flot au sens de Filippov.
Poupaud-Rascle (CPDE, 1997)
Bouchut-James (Nonlinear Anal., 1998)
Bouchut-James-Mancini (Ann. SNS Pisa, 2005)

F. Boyer Equation de transport
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UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES

PROPRIETE DE RENORMALISATION POUR DES CHAMPS SOBOLEV

THEOREME (DiPerna-Lions, 1989)

po € LP(), v e L1(J0, T[, (W' (Q))%), dive =0, v-n =0 sur Q.

@ Toute solution faible p € L (|0, T, L () pour la donnée po
est une solution renormalisée, i.e. :

V3 e CL(R)", B(p) est solution faible pour la D.I. B(po).

© Une telle solution faible est donc unique et de plus elle vérifie

p € C([0,T), LYRQ)), pour tout q fini tel que q < p.

Il s’agit de justifier sur les solutions faibles les calculs formels
0B(p) +v-VB(p) = B'(p)(Orp +v - Vp) =0,
B(p)i=0 = B(pt=0)-
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A PARTIR DE MAINTENANT ON SUPPOSE p = +00
Soit un noyau n € C°(B(0,1)), n >0, [ =1, n.(z) = Zn(z/e).

On introduit un opérateur de convolution en espace défini par

[ xn e y)dﬁf/f 776( — 1z —2en(y ))dw
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 1/4

A PARTIR DE MAINTENANT ON SUPPOSE p = +00
Soit un noyau n € C°(B(0,1)), n >0, [zn =1, n(x) = Sn(z/e).

On introduit un opérateur de convolution en espace défini par
def
fHnne(y) = / f@)n. <y —x— 2€n(y)> dz.
Q

(Owp+v-Vp) = Odans €,
p(0) = Po
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 1/4

A PARTIR DE MAINTENANT ON SUPPOSE p = +00
Soit un noyau n € C°(B(0,1)), n >0, [zn =1, n(x) = Sn(z/e).

On introduit un opérateur de convolution en espace défini par

fonne) ™ [ fam. <y . zgn(y)) in.

(Otp +v - Vp) xp, e = 0dans Q,
P(0) *n 1)e = po *n 7).
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 1/4

A PARTIR DE MAINTENANT ON SUPPOSE p = +00
Soit un noyau n € C°(B(0,1)), n >0, [zn =1, n(x) = Sn(z/e).

On introduit un opérateur de convolution en espace défini par

fonne) ™ [ fam. <y . zm(y)) in.

(Orp 4+ v - Vp) %y, n- = 0dans Q,
P(0) *n 1)e = po *n 7).

On pose p§ = po *n 7 et pe(t) = p(t) *n ne.

Orpe +v-Vp. = |:(/U V), (1 *n )} p dans €2,
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INGREDIENT ESSENTIEL : Etude du reste R. = [(v V), (e *n -)] p.

Sipe L>®(]0,T[xQ) et v e L0, T[,(WH(Q))¢, dive = 0.
e Pour tout ¢ > 0, R. € L*(J0,T[x).

o La famille (R.). tend vers 0 dans L' fort quand € tend vers 0.
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 2 /4

INGREDIENT ESSENTIEL : Etude du reste R. = {(v V), (Ne *n, -)} p-

LEMME (DE FRIEDRICHS / ESTIMATION DU COMMUTATEUR)
Sipe L>®(]0,T[xQ) et v e L0, T[,(WH(Q))¢, dive = 0.

e Pour tout e > 0, R. € L*(]0,T[xQ).

e La famille (R.). tend vers 0 dans L' fort quand € tend vers 0.

PREUVE : Sans le terme qui contient la normale n dans - x, -

v(t,y) — v(t,y — sz))

- -Vn(z)dz

R.(t,y) = /Bp(t,y—az)[
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 2 /4

INGREDIENT ESSENTIEL : Etude du reste R. = {(v V), (Ne *n, -)} p-

LEMME (DE FRIEDRICHS / ESTIMATION DU COMMUTATEUR)
Sipe L>®(]0,T[xQ) et v e L0, T[,(WH(Q))¢, dive = 0.

e Pour tout e > 0, R. € L*(]0,T[xQ).

e La famille (R.). tend vers 0 dans L' fort quand € tend vers 0.

PREUVE : Sans le terme qui contient la normale n dans - x, -

v(t,y) — v(t,y — sz))

- -Vn(z)dz

R.(t,y) = /Bp(t,y—az)[

— [ Rellzr < Cllplleun I V0l 1 oy | V0l ind. de <.
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 2 /4

INGREDIENT ESSENTIEL : Etude du reste R. = {(v V), (Ne *n, -)} p-

LEMME (DE FRIEDRICHS / ESTIMATION DU COMMUTATEUR)
Sipe L>®(]0,T[xQ) et v e L0, T[,(WH(Q))¢, dive = 0.

e Pour tout ¢ > 0, R. € L*(J0,T[x).

e La famille (R.). tend vers 0 dans L' fort quand € tend vers 0.

PREUVE : Sans le terme qui contient la normale n dans - x, -

R.(t,y) = /Bp(ty —€2) [U(Ly) — vg(t, y—e2) -Vn(z) dz

N
o rty) ——Volty).z
E—

16/ 40
F. Boyer Equation de transport



PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 2 /4

INGREDIENT ESSENTIEL : Etude du reste R. = {(v V), (Ne *n, -)} p-

LEMME (DE FRIEDRICHS / ESTIMATION DU COMMUTATEUR)
Sipe L>(]0,T[xQ) et v € L*(J0,T[, (WH1(Q))4, dive = 0.

e Pour tout e >0, R. € L*(]0,T[xQ).

e La famille (R.). tend vers 0 dans L' fort quand € tend vers 0.

PREUVE : Sans le terme qui contient la normale n dans - x, -

Relt) —polt.n) |

(Vv(t, y).z) - Vn(z) dz
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 2/4

INGREDIENT ESSENTIEL : Etude du reste R. = {(v V), (Ne *n, -)} p-

LEMME (DE FRIEDRICHS / ESTIMATION DU COMMUTATEUR)
Sipe L>(]0,T[xQ) et v € L*(J0,T[, (WH1(Q))4, dive = 0.

e Pour tout e >0, R. € L*(]0,T[xQ).

e La famille (R.). tend vers 0 dans L' fort quand € tend vers 0.

PREUVE : Sans le terme qui contient la normale n dans - %, -

Relt) —polt.n) |

(Vv(t,y).z) -Vn(z)dz
— _p(t,y)/B din(Vv(t,y)-Z>Tl(Z) dz
- p(t,y)Tr(Vv(t,y))/ n(z) dz

B
=—p(t,y)divo(t,y) = 0.
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e Pour tout p € L*(]0, T[x£2) solution faible :
La fonction régularisée p. = p x,, 1. vérifie

Oipe + v+ Vpe = R: — 0 dans L*(]0, T[x%),

pe(0) = pg ——5» po dans LP(€),Vp < +oc.
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 3/4

e Pour tout p € L>(]0,T[x) solution faible :
La fonction régularisée p. = p *,, 1. vérifie

{ Ope +v-Vpe = R. - 0 dans Ll(]O,T[xQ),

p:(0) = pf —> po dans LP(52),¥p < +oc.
£—

e p. est réguliere = on peut multiplier par 3'(p¢)

diB(pe) +v-VB(p:) = Re (' (pe) — 0 dans L'(]0,T[xQ),
N—— E—
<118l oo
Bpe)(0) = B(po) ——5 Blpo) dans LP(Q).
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 3/4

e Pour tout p € L>(]0,T[x) solution faible :
La fonction régularisée p. = p *,, 1. vérifie

{ Ope +v-Vpe = R. - 0 dans Ll(]O,T[xQ),

p:(0) = pf —> po dans LP(52),¥p < +oc.
£—

e p. est réguliere = on peut multiplier par 3'(p¢)

diB(pe) +v-VB(p:) = Re (' (pe) — 0 dans L'(]0,T[xQ),
N—— E—
<118l oo
Bpe)(0) = B(po) ——5 Blpo) dans LP(Q).

e Or, p. " dans L', donc B(p.) — B(p) dans L!.
g— E—

__ JoBp) v VB(p) =0,
B(p)(0) = B(po)-

F. Boyer Equation de transport
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REGULARITE EN TEMPS : Montrons que p € C°([0,T], L'(£2)).

at(pel - p€2) +v- v(p51 - pEz) = R€1 - REQ'

1Si 40



REGULARITE EN TEMPS : Montrons que p € C°([0,T], L'(£2)).

8tﬁ(,031 - p€2) +uv- vﬂ(pf:‘l - p62) = (R€1 - R82)/61(p81 - p€2)'
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REGULARITE EN TEMPS : Montrons que p € C°([0,T], L'(£2)).

atlpsl - p62| +v- V|p£€1 - p€2| = (R€1 - REQ)Sgn(psl - pEz)'
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REGULARITE EN TEMPS : Montrons que p € C°([0,T], L'(£2)).
atlpsl - p62| +v- V|p£€1 - p€2| = (R€1 - REZ)Sgn(p51 - pEz)'

On utilise le fait que divo =0 et v-mn = 0 sur le bord :

d
ZilPes () = P (D1 @) < [1Rey (t) = Bea ()] 21 (-
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 4 /4

REGULARITE EN TEMPS : Montrons que p € C°([0,T], L*(£2)).

8t‘p€1 - p€2‘ +uv- v|p51 - p€2| = (R€1 - Rez)Sgn(ps1 - pez)'

On utilise le fait que divo =0 et v-mn = 0 sur le bord :

d
ZilPes (1) = P (Dllz1(@) < N1Bey () = Reo (1) 1.0)-

D’ou

sup |[pe, (8) = pe, ()l < llpg" = £° Mt + | Rey = ReylLr-

t€[0,T]

F. Boyer Equation de transport
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 4 /4

REGULARITE EN TEMPS : Montrons que p € C°([0,T], L*(£2)).

8t‘p€1 - p€2‘ +uv- v|p51 - p€2| = (R€1 - Rez)Sgn(ps1 - psz)'

On utilise le fait que divo =0 et v-mn = 0 sur le bord :

d
ZilPes (1) = P (Dllz1(@) < N1Bey () = Reo (1) 1.0)-

D’ou

sup ||pe, (t) = pey ()l < [0 — p5° It + [ Rey — Rey |-

t€[0,T]

— (pe)e est de Cauchy dans C°([0,T], L' (Q2)).

F. Boyer Equation de transport
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PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION 4 /4

REGULARITE EN TEMPS : Montrons que p € C°([0,T], L*(£2)).

8t‘p€1 - p€2‘ +uv- v|p51 - p€2| = (R€1 - Rez)Sgn(ps1 - psz)'

On utilise le fait que divo =0 et v-mn = 0 sur le bord :

d
ZilPes (1) = P (Dllz1(@) < N1Bey () = Reo (1) 1.0)-

D’ou

sup ||pe, (t) = pey ()l < [0 — p5° It + [ Rey — Rey |-

te[0,T)

— (pe)e est de Cauchy dans C°([0,T], L' (Q2)).

Comme (p. ). converge vers p dans L(]0, T[x2) on a bien

p € C°([0,T], L*(Q)).

F. Boyer Equation de transport
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@ PRINCIPE DE COMPARAISON :

P <pd = p1 < po.
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@ PRINCIPE DE COMPARAISON :

P <pd = p1 < po.

e PRINCIPE DE PRODUIT :

Oip1+v-Vpr =0

_ 1
p1(0) = po d(prp2) +v-V(p1p2) =0
T (012)(0) = pbe
Op2 +v-Vpy =0 e o
p2(0) = pg
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On se donne pg, p§ € L>=(Q), v,v, € L*(]0,T[, (W'1(Q))9),
divy, = dive =0, v-n =v, -n =0 sur 0.

Soiten :
o p lunique sol. faible bornée pour les données (v, po).

® p, lunique sol. faible bornée pour les données (vn, pg}).
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STABILITE / COMPACITE

ENONCE

THEOREME

On se donne po, g} € L(Q), v,vn € LM(J0,T[, (WH1(2))%),
divv, = dive =0, v-n =wv, -n =0 sur 0.

Soiten :

o p lunique sol. faible bornée pour les données (v, po).

® p, lunique sol. faible bornée pour les données (vn, pg}).
sup,, [|pg [l < +oo,

vy, —— v, dans L'(]0, T[xQ),

e % po, dans L' (%),

Si

pn — p, dans LP(]0,T[xQ), Vp < 400
alors Vt € [0, T, pn(t) —— p(t), dans LP(Q2), Vp < +o00
n—0o0

F. Boyer Equation de transport
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© sup, [|pgllL=(q) < +oo = sup, [|pullL>qo,rxa) < +00,

pn — p, dans L™ faible-x,

n—oo

Py, —— pv, dans M(]0, T[xQ) faible-*.
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© sup, [|pgllL=(q) < +oo = sup, [|pullL>qo,rxa) < +00,

pn —— p, dans L™ faible-x,

n—oo

Py, —— pv, dans M(]0, T[xQ) faible-*.

@ Vn, v, € L'(J0,T[, (Wh1)%)
= p,, vérifie la propriété de renormalisation

= p2 est solution faible pour les données (v, (p§)?).
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STABILITE / COMPACITE

PREUVE

Q@ sup,, |90 || L= () < +00 = sup,, ||pnllL>qo,r[x0) < +00,

pn —— p, dans L faible-x,

n—oo

Py, — pv, dans M(]0,T[xQ) faible-*.
© Vn, v, € L'(]0,T[, (Wh1)4)

= p, vérifie la propriété de renormalisation
= p2 est solution faible pour les données (v, (p)?).
© Comme (p§)? converge vers p3, on en déduit que

pi —— R, dans L™ faible-x,

p2v, —— Rov, dans M(]0,T[xQ) faible-*.

ot R est la solution faible pour les données (v, p3).

21/ 40
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STABILITE / COMPACITE

PREUVE

Q@ sup,, |90 || L= () < +00 = sup,, ||pnllL>qo,r[x0) < +00,

pn —— p, dans L faible-x,

n—oo

Py, — pv, dans M(]0,T[xQ) faible-*.
© Vn, v, € L'(]0,T[, (Wh1)4)

= p, vérifie la propriété de renormalisation
= p2 est solution faible pour les données (v, (p)?).

© Comme (p§)? converge vers p3, on en déduit que

pi —— R, dans L™ faible-x,

p2v, —— Rov, dans M(]0,T[xQ) faible-*.

ot R est la solution faible pour les données (v, p3).
Q@ Comme v € L1(]0, T[, (W11)?)
= p vérifie la propriété de renormalisation = R = p2.

21/ 40
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STABILITE / COMPACITE

PREUVE

Q@ sup,, |90 || L= () < +00 = sup,, ||pnllL>qo,r[x0) < +00,

pn —— p, dans L faible-x,

n—oo

Py, — pv, dans M(]0,T[xQ) faible-*.
© Vn, v, € L'(]0,T[, (Wh1)4)

= p, vérifie la propriété de renormalisation
= p2 est solution faible pour les données (v, (p)?).
© Comme (p§)? converge vers p3, on en déduit que

pi —— R, dans L™ faible-x,

p2v, —— Rov, dans M(]0,T[xQ) faible-*.

ot R est la solution faible pour les données (v, p3).
Q@ Comme v € L1(]0, T[, (W11)?)
= p vérifie la propriété de renormalisation = R = p?.
@ convergence faible + convergence des normes = convergence forte.
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OBJECTIF :

Utiliser les résultats sur ’EDP pour étudier I’équation caractéristique
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RETOUR A L'EQUATION CARACTERISTIQUE 1/4

OBJECTIF :

Utiliser les résultats sur ’EDP pour étudier I’équation caractéristique

DEFINITION (FLOT LAGRANGIEN REGULIER)

Soit v € (L>(]0, T[xQ))%. Une application ®° : [0,T] x Q > Q est
appellée flot lagrangien régulier pour v issu de 0 si

@ Pour presque tout t €]0,T[, on a
{a: €, ®%t,x) e A} =0, pour tout borélien A de mes. nulle.

22/ 40
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RETOUR A L'EQUATION CARACTERISTIQUE 1/4

OBJECTIF :

Utiliser les résultats sur ’EDP pour étudier I’équation caractéristique

DEFINITION (FLOT LAGRANGIEN REGULIER)
Soit v € (L>(]0, T[xQ))%. Une application ®° : [0,T] x Q > Q est
appellée flot lagrangien régulier pour v issu de 0 si

@ Pour presque tout t €]0,T[, on a

{a: €, ®%t,x) e A} =0, pour tout borélien A de mes. nulle.

© Le probleme de Cauchy suivant

0,00 (t,z) = v(t, ®°(t, 2)),
—_—
bien défini p.p.!

®%(0,2) = ,

est vérifié au sens des distributions sur |0, T[x€2.

F. Boyer Equation de transport
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Soit ®° un flot lagrangien régulier issu de O pour un champ de
vecteurs v.
Pour presque tout x € Q, 3! @Y : [0,T] — Q lipschitzienne tq

o ®0(t,z) = ®0(t), pour presque tout t € [0,T).

o 92(0) =z et (P2)'(t) = v(t, ®L(t)) pour presque tout t € [0,T].
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RETOUR A L'EQUATION CARACTERISTIQUE 2/4

PROPOSITION (TRAJECTOIRES POUR PRESQUE TOUT )

Soit ®° un flot lagrangien régulier issu de 0 pour un champ de
vecteurs v.
Pour presque tout x € , 3 ®Y : [0, T] — Q lipschitzienne tq

o ®Y(t,x) = ®U(t), pour presque tout t € [0,T].

o 92(0) =z et (P2)'(t) = v(t, ®L(t)) pour presque tout t € [0,T].

THEOREME
Soit v e L]0, T[,( WH1(Q))¥) N L™, dive =0 et v-n =0 sur 9.

Il existe un unique flot lagrangien régulier ®° issu de 0 pour v.

De plus, ®° € C°([0, T, (LP(2))?) pour tout p < +oo.

REMARQUE : On peut définir de facon similaire un flot ®* issu de
tout instant s € [0, 7.

23/ 40
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@ On approche v par des champs réguliers v,, pour lesquels le flot
®0 est bien défini par Cauchy-Lipschitz.
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@ On approche v par des champs réguliers v,, pour lesquels le flot
®0 est bien défini par Cauchy-Lipschitz.

© On remarque que ce flot vérifie ®% (s, z) = T'(0,z) avec

o,Ts ), =0

IS (s,z) = x.
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RETOUR A L'EQUATION CARACTERISTIQUE 3/4

PRINCIPE DE LA PREUVE

@ On approche v par des champs réguliers v,, pour lesquels le flot
®0 est bien défini par Cauchy-Lipschitz.

© On remarque que ce flot vérifie ®% (s, z) = I's (0, z) avec

oIy 4+ (VI3).v, =0
VT + (V%) )
I (s,x) ==
© Théoreme de stabilité des sol. faibles du transport —
Vs €10,T], ®(s,-) — ®°(s,-), dans L' fort
24/ 40
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RETOUR A L'EQUATION CARACTERISTIQUE 3/4

PRINCIPE DE LA PREUVE

@ On approche v par des champs réguliers v,, pour lesquels le flot
®0 est bien défini par Cauchy-Lipschitz.

© On remarque que ce flot vérifie ®% (s, z) = I's (0, z) avec

(= o
© Théoreme de stabilité des sol. faibles du transport —
Vs €[0,T], ®%(s,) — ®°(s,-), dans L' fort
@ On passe a la limite dans le terme non-linéaire de
0@ (t, ) = v (t, 0 (¢, 2)).
24/ 40
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@ PROPRIETE DE SEMI-GROUPE :

Q2 (t3, ®'1 (ty, x)) = " (t3,2), Vi1,to,t3, et presque tout x € Q.

25i 40



© PROPRIETE DE SEMI-GROUPE :
Q2 (t3, ®'1 (ty, x)) = " (t3,2), Vi1,to,t3, et presque tout x € Q.

© SOLUTION DE L’EQUATION DE TRANSPORT :
L’unique solution p de (T) pour la donnée pg € L vérifie

p(t, ®°(t,z)) = po(z), Vi, pour presque tout = € Q.
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RETOUR A L’EQUATION CARACTERISTIQUE 4 /4

PROPRIETES

@ PROPRIETE DE SEMI-GROUPE :

Q2 (t3, ®' (ty,x)) = O (t3,2), Vi1, 1o,t3, et presque tout x € Q.

© SOLUTION DE L’EQUATION DE TRANSPORT :
L’unique solution p de (T) pour la donnée pg € L vérifie

p(t, ®°(t,z)) = po(z), Vi, pour presque tout = € Q.

© STABILITE : v,,v € LY(]0,T[, (W11(Q))%) n L>

v, — v dans L'
n—oo

n—oo

sup,, |[vnllpe < 400 }

F. Boyer Equation de transport

= 3% —— ®° dans L.
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RETOUR A L’EQUATION CARACTERISTIQUE 4 /4

PROPRIETES

@ PROPRIETE DE SEMI-GROUPE :
Q2 (t3, ®' (ty,x)) = O (t3,2), Vi1, 1o,t3, et presque tout x € Q.

© SOLUTION DE L’EQUATION DE TRANSPORT :
L’unique solution p de (T) pour la donnée pg € L vérifie

p(t, ®°(t,z)) = po(z), Vi, pour presque tout = € Q.
© STABILITE : v,,v € LY(]0,T[, (W11(Q))%) n L>

= 3% —— ®° dans L.

n—oo

v, — v dans L'

n—oo

sup,, |[vnllpe < 400 }

@ REGULARITE DU FLOT :
(Ambrosio-Lecumberry-Maniglia, Rend. Sem. Mat. Padova 2005)
(Crippa-De Lellis, preprints 2005/2006)
Pour tout € > 0, il existe A de mesure < ¢ tel que

®Y est lipschtizienne sur 0, T[xQ \ A.
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On suppose v € L*(]0, T[, (BV(2))?), dive = 0.
8tps +v- vps = R..
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On suppose v € L*(]0, T[, (BV(2))?), dive = 0.
Ogpe +v-Vpe = Re.
DECOMPOSITION DE LA DIFFERENTIELLE DE v
Dzv:\V})de—i-D;v: Vvdr + \J\Ew |Div|.

eLt matrice [M| =1
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On suppose v € L*(]0, T[, (BV(2))?), dive = 0.
Ogpe +v-Vpe = Re.
DECOMPOSITION DE LA DIFFERENTIELLE DE v
Dzvz\v%dx—i-D;v: Vvdr + \J\Ew |Div|.
erL

matrice [M| =1

sup, | Re|lm < +oo = si o est v.a. faible-x de |R| on vérifie que

o < plLA(M,)|D50], ot AQM,7) = /B Vn(2).M.| d=.
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On suppose v € L1(]0, T[, (BV(2))9), dive = 0.
Ope +v-Vp. = R..
DECOMPOSITION DE LA DIFFERENTIELLE DE v
Dzv:\v%dx—i-D;v: Vodr+ M(t,z) |Djvl|.
erL "

matrice |[M| =1

sup, ||Re||m < +00 = si o est v.a. faible-* de |R.| on vérifie que

o < Ipllu~A(M, )| DS0], ot A(M,n) = /B IVn(2)-M.2| dz.

10:8(pe) + v - VB(pe)| < [[RellamllB'(pe)lloo
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On suppose v € L1(]0, T[, (BV(2))9), dive = 0.
Ogpe +v-Vpe = Re.
DECOMPOSITION DE LA DIFFERENTIELLE DE v
Dzvz\v%dx—i-D;v: Vvdr + \J\Ew |Div|.
erL

matrice [M| =1

sup, | Re|lm < +oo = si o est v.a. faible-x de |R| on vérifie que

o < ol AQL DD, ot A(M,7) = /B Vn(2).M.| d=.

10:8(p) +v-VB(p)| <C  A(M,n) |Dv]
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On suppose v € L1(]0, T[, (BV(2))9), dive = 0.
Ogpe +v-Vpe = Re.
DECOMPOSITION DE LA DIFFERENTIELLE DE v
Dzvz\v%dx—i-D;v: Vvdr + \J\Ew |Div|.
erL

matrice [M| =1

sup, | Re|lm < +oo = si o est v.a. faible-x de |R| on vérifie que

o < ol AQL DD, ot A(M,7) = /B Vn(2).M.| d=.

10:6(p) +v - VB(p)| < Cinf (A(M, ) | Dyv]
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LE CADRE BV

LA PREUVE D’AMBROSIO (2004)

On suppose v € L1(]0, T[, (BV(2))9), dive = 0.
O¢pe +v - Vpe = Re.
DECOMPOSITION DE LA DIFFERENTIELLE DE v
Dzv:\v%dx—i—D;v:Vvdx—i— M |D;v).
€L

matrice [M| =1

sup, ||Re||m < +00 = si o est v.a. faible-x de |R| on vérifie que

o < ol AQL DD, ot A(M,7) = /B IVn(2)-M.2| dz.
10:6(p) +v - VB(p)| < Cinf (A(M, ) | Dyv]

LEMME D’ALBERTI : (Cf. aussi Bouchut (2001)) inf,) A(M,n) = |TrM]|.
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LE CADRE BV

LA PREUVE D’AMBROSIO (2004)

On suppose v € L1(]0, T[, (BV(2))9), dive = 0.
O¢pe +v - Vpe = Re.
DECOMPOSITION DE LA DIFFERENTIELLE DE v
Dzv:\V}_J;dm—i—D;v:Vvdx—i— M |D;v).
€L

matrice [M| =1

sup, ||Re||m < +00 = si o est v.a. faible-x de |R| on vérifie que
7 < Iolli=AM.0)|Diel, o AM.0) = [ [Vn(:).0 2]
10:6(p) +v - VB(p)| < Cinf (A(M, ) | Dyv]
LEMME D’ALBERTI : (Cf. aussi Bouchut (2001)) inf,) A(M,n) = |TrM]|.
0:8(p) +v - VB(p)| < C|TrM||D3v| = C|TrDjv| = 0.

26/ 40
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© Introduction

© Solutions peu régulieres du transport
@ Le transport pour des données régulieres
@ Solutions faibles. Le probleme de 'unicité
@ Solutions renormalisées a la DiPerna-Lions
@ Liens avec les EDO
@ Le cadre BV d’apres Ambrosio

© THEOREMES DE TRACE. PROBLEME AU BORD
@ Continuité en espace des solutions faibles

@ Conclusions
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QUESTION : Que se passe-t'il si le champ v n’est pas tangent & 927

Op + div (pv) = divy ,(p, pv) =0

= la trace normale de (p, pv), est définie faiblement sur 8(]0, T[x£2)
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QUESTION : Que se passe-t'il si le champ v n’est pas tangent & 927

Op + div (pv) = divy ,(p, pv) =0

= la trace normale de (p, pv), est définie faiblement sur 8(]0, T[x£2)

PEUT-ON FAIRE MIEUX ?
Bardos (Ann. ENS, 1970), Cessenat (CRAS, 1984,1985)
Mischler (CPDE, 2000), B. (DIE, 2005)

dpy, = (v-n)dodt, |du,| = |v-n|dodt,
dpy = dpt — dpy,  |dpo| = dpt + dp, .
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On suppose que (v-n) € L*(]0, T[xT), a > 1.
Pour toute solution faible p € L>(]0,T[xQ) du transport, il existe une
unique trace yp € L°(]0, T[xT, |du,|) vérifiant

T T
/ / p(Opp +v - V) dtdx +/ /(’yp)(p(v -m)dtdo =0,
0o Ja o Jr

pour tout ¢ € C1(]0,T[xQ).
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LE PROBLEME DES TRACES 2/2

THEOREME (B. (2005))

On suppose que (v-n) € L*(]0,T[xT'), a > 1.
Pour toute solution faible p € L>(]0,T[xQ) du transport, il existe une
unique trace yp € L>(]0, T[xT, |du,|) vérifiant

T T
/ / p(Orp+v - V)dtde + / /(vp)w(v -m)dtdo =0,
o Jo o Jr

pour tout p € CL(]0,T[xQ).
De plus, on a

o Régularité en temps : p € C°([0,T), LP(R)) pour tout p < +oo0.

o Propriété de renormalisation :

1(8(p)) = B(p), VB €C(R).
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OBJECTIF : résoudre le probleme

Op+v-Vp=0,
p=p° laouv-n <0,
p(0) = po.
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RESOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY

OBJECTIF : résoudre le probleme
Op+v-Vp=0,
p=p% laouv-n <0,
p(0) = po.

THEOREME

Pour tout py € L>(Q) et tout p¢ € L]0, T[xT,du, ), il existe
p € L>(]0,T[xRQ) et p* € L=(]0, T[xT, du ) uniques tels que pour
tout ¢ € CL([0, T[xQ)

g
/ /p(atw+v~V<p)dtdx+/pogo(O)dx
0o Jo Q

T T
—/ /psgo(v-n)*dadt%—/ /pego(v-n)* do dt = 0.
o Jr o Jr

+ Continuité en temps + Renormalisation.

F. Boyer Equation de transport
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e PRINCIPE DE COMPARAISON :

0%, PP p1 < p2, DD
e — == s s +
05, duy, -p.p. p1 < p3,  dpy -p.p.

e PRINCIPE DE PRODUIT :

Op1+v-Vpr = O,} . {3t(p1p2) +v-V(p1p2) =0

>

1
0 <
1<

Oipa +v-Vpy =0 Y(p1p2) = (vp1)(vp2)
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@ FORMULE DE TRACE :

n
Yot o) = 13%% / plt, o — en(o)) dé, dans LI(J0, T[xT, [dju,)).
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EXTENSIONS/APPLICATIONS

@ FORMULE DE TRACE :

1 n
yp(t, o) = lir%; p(t,o —¢én(o))dg, dans L]0, T[xT, |du.,|).
n— 0

@ TRACES DES SOLUTIONS L>(]0,T[, LP(f2)) : p < 40

vp & LP(J0, T[xT, |dpy|)
11 faut définir le temps de parcours 7(¢, x).
On montre alors (propagation & vitesse finie)
o 7(t,z) > 0 presque partout.
o Y7(t,0) > 0 |dp.|-presque partout.
vp € LP(J0, T[XT, y7|dpiy])-
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EXTENSIONS/APPLICATIONS

@ FORMULE DE TRACE :
n

1
yp(t, o) = lin%); p(t,o —¢én(o))dg, dans L]0, T[xT, |du.,|).
n— 0

@ TRACES DES SOLUTIONS L>(]0,T[, LP(f2)) : p < 40

vp & LP(J0, T[xT, |dpy|)
11 faut définir le temps de parcours 7(¢, x).
On montre alors (propagation & vitesse finie)
o 7(t,z) > 0 presque partout.
o Y7(t,0) > 0 |dp.|-presque partout.
vp € LP(J0, T[XT, y7|dpiy])-

© CL NON-LINEAIRES POUR UN ECOULEMENT NON-HOMOGENE
(B.-Fabrie, DCDS-B 2007)
Existence de solutions au probleme de NS avec des données au
bord en entrée du domaine et la CL suivante en sortie

1
OM = Opef. T — ipb(v ‘M) (U — Uref),
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© Introduction

© Solutions peu régulieres du transport
@ Le transport pour des données régulieres
@ Solutions faibles. Le probleme de 'unicité
@ Solutions renormalisées a la DiPerna-Lions
@ Liens avec les EDO
@ Le cadre BV d’apres Ambrosio

© Théoremes de trace. Probleme au bord

@ CONTINUITE EN ESPACE DES SOLUTIONS FAIBLES

@ Conclusions
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EXEMPLE : On prend = R? pour simplifier.
po € L°() & support compact,
v(t, z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T), infe > 0.
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EXEMPLE : On prend = R? pour simplifier.
po € L°() & support compact,
v(t, z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T), infe > 0.

CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION DU TRANSPORT :

plt,,y) = pola — B(t), ), avee B(t) = / o(s) ds.
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EXEMPLE : On prend = R? pour simplifier.
po € L=(2) a support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION DU TRANSPORT :

plt,2,y) = pola — (1), ), avee B(t) = / o(s) ds.

/0 /Rlp(t,w,y) — p(t, o, y)| dt dy
= /O /R|Po(x = O(t),y) — po(xo — (1), y)| dt dy
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EXEMPLE : On prend = R? pour simplifier.
po € L=(2) a support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION DU TRANSPORT :

plt,2,y) = pola — (1), ), avee B(t) = / o(s) ds.

T
/0 /Ip(t,x,y)—p(t,wo,y)ldtdy

&(T)
/ /|Po$—7'y) polan = ) s ())dfdy.
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EXEMPLE : On prend = R? pour simplifier.
po € L°() & support compact,
v(t, z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T), infe > 0.

CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION DU TRANSPORT :

plt,,y) = pola — B(t), ), avee B(t) = / o(s) ds.

T
/0 /R Iplt, 2. ) — plt, z0,9)]| dt dy

1 (T)
< — — . dr dy.
< inf<p/0 /Rlpo(m 7,y) — po(xzo — 7,y)| dr dy
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CONTINUITE EN ESPACE

INTRODUCTION

EXEMPLE : On prend = R? pour simplifier.
po € L=(9) a support compact,
v(t, z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T), infe > 0.

CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION DU TRANSPORT :

plt..) = polie = B(0).), avee 8() = [ o(s)ds.

T
/ / Ip(t, 2. y) — p(t,z0,)]| dt dy
0

1
<:
“inf

&(T)
/ / pole — 7.y) — polao — 7.y)| dr dy.
0 R

CONTINUITE DES TRANSLATIONS DANS L' —

z e p(-,x,-) € COR, Ly, (10, T[xR)).
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@ Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction du champ v.

35i 40



@ Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction du champ v.

@ Si ¢ s’annulle sur Jto, 1] alors on a

p(t,z,y) = po(x — C,y), Vt €]ty ],

et donc il n’y a sirement pas continuité en x !
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CONTINUITE EN ESPACE

REMARQUES

e Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction du champ v.

@ Si ¢ s’annulle sur Jtg, 1] alors on a

p(t?xvy) = ,00(1‘ - Ca y)a Vit E]thtl[a

et donc il n’y a sirement pas continuité en x !

@ On peut quand méme montrer par le calcul précédent que
p(t,z,y)e(t) € C2(R, Li (10, T[xR)),
autrement dit

€T = p(‘vxv ')(U('ﬂz’ ) : 6;,;) € C?(Rv L%,y(]OaT[XR))
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CONTINUITE EN ESPACE

REMARQUES

e Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction du champ v.

@ Si ¢ s’annulle sur Jtg, 1] alors on a

p(t?xvy) = ,00(1‘ - Ca y)a Vit E]thtl[a

et donc il n’y a sirement pas continuité en x !

@ On peut quand méme montrer par le calcul précédent que
p(t.z,y)p(t) € CA(R, L , (10, T[xR)),
autrement dit
@ p(,2,)(v(2,0) - ) € CUR, Ly, (]0, T[<R)).

@ Aucune régularité nécessaire sur (.

= Aucune régularité en temps nécessaire sur le champ v.

35/ 40
F. Boyer Equation de transport



FAISONS UN CALCUL FORMEL EN SUPPOSANT v1(t,z,y) > a > 0.
L’équation
Owp + 1100 + v20yp = 0.

yo . .
s’écrit aussi

0u(pv1) + 0, <%(pv1)) +0, (Z—j(pvl)) ~0.
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FAISONS UN CALCUL FORMEL EN SUPPOSANT v1(t,z,y) > a > 0.
L’équation
Owp + 1100 + v20yp = 0.

yo . .
s’écrit aussi

1 v
0 (pv1) + Oy (—(pvl)) + 0y (—2(,01)1)) =0.
U1 U1
ON PREND & COMME VARIABLE DE TEMPS

0z R+ wo0: R + w20, R + cR =0,

1 Vo
R=pvi, wo=—, wy =—, c= 0wy + Oyws.
U1 U1
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TENTATIVE DE PREUVE

FAISONS UN CALCUL FORMEL EN SUPPOSANT v (¢, z,y) > « > 0.
L’équation
Owp + 1100 + v20yp = 0.

s’écrit aussi

1
0 (pv1) + O (m(pvl)) + 0y ( (pvl)) =0.
ON PREND & COMME VARIABLE DE TEMPS
0 R+ wody R 4+ w20y R + cR = 0,

ou
V2
R=pvi, wy=—, wp=—, ¢= dywpy + Oywo.
U1 U1

PEUT-ON UTILISER UNE TECHNIQUE A LA DIPERNA - LIONS ?
Pour cela, il faut par exemple (wo,ws) € LL(]0,T[, (W,":' J0, T[xR))%).

t,y

Cela nécessite de la régularité en temps sur v !
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Soit v € L2(]0, T[, (H*(2))?) et p solution bornée de dyp + v - Vp = 0.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2z donc possede une trace

Yep € L=(]0, T[xT;, |dpiy]).

z «— (0 = Pr(z),s =d(z,T)) € I'x]0,{],

x =0 —sn(o).
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Soit v € L2(]0, T[, (H*(2))?) et p solution bornée de dyp + v - Vp = 0.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2z donc possede une trace

Yep € L=(]0, T[xT;, |dpiy]).

Q@ Ona p(t,f, U)(U(t, & 0) : n(o’)) = (’7§p)(t, 0’)(’0(t,§, U) : n(cr)) p-p.

z «— (0 = Pr(z),s =d(z,T)) € I'x]0,{],

x =0 —sn(o).
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Soit v € L2(]0, T[, (H*(2))?) et p solution bornée de dyp + v - Vp = 0.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2z donc possede une trace

Yep € L=(]0, T[xT;, |dpiy]).

@ Onap(t,§ 0)(v(t, € 0) n(o)) = (’7§p)(t, o)(v(t, & o) n(o)) p.p.
© Lapplication & — yep (v(-,&, ") -n(o)) € LP(J0,T[xI) est C°.

I'=T9

z «— (0 = Pr(z),s =d(z,T)) € I'x]0,{],

x =0 —sn(o).
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Soit v € L2(]0, T[, (H*(2))?) et p solution bornée de dyp + v - Vp = 0.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2z donc possede une trace

Yep € LN(]O,T[X]_—‘&, |d/1"u|)

Q Onap(t,§,0)(v(t,€ 0)-n(0)) = (vp)(t,0)(v(t, & o) -n(0)) p.p.
@ Lapplication & — yep (v(-,&, ") -n(o)) € LP(J0,T[xI) est C°.

Soit X2 une hypersurface réguliere, N sa normale. Si on a

|1) : NI Z a > 07 sur ]tlat2[x2 X [_507§O]a

alors
p € CA[—éo, &ol, LY 5 (Jt1, 12[X %)), Vp < +o0.
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© Introduction

© Solutions peu régulieres du transport
@ Le transport pour des données régulieres
@ Solutions faibles. Le probleme de 'unicité
@ Solutions renormalisées a la DiPerna-Lions
@ Liens avec les EDO
@ Le cadre BV d’aprés Ambrosio

© Théoremes de trace. Probleme au bord
@ Continuité en espace des solutions faibles

© CONCLUSIONS
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SOLUTIONS RENORMALISEES POUR DES CHAMPS SOBOLEV OU BV
o Existence et unicité des solutions faibles.
o Bonnes propriétés qualitatives.
e Stabilité / Compacité.
o Définition d’un flot lagrangien régulier pour ’éq. caractéristique.
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CONCLUSIONS

SOLUTIONS RENORMALISEES POUR DES CHAMPS SOBOLEV OU BV

e Existence et unicité des solutions faibles.

e Bonnes propriétés qualitatives.

e Stabilité / Compacité.

o Définition d’un flot lagrangien régulier pour ’éq. caractéristique.
EXTENSIONS/ APPLICATIONS :

@ Théorémes de trace et probleme au bord.

o Continuité en espace des solutions faibles.

o Etude de problemes couplés du type NS non-homogene.
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CONCLUSIONS

SOLUTIONS RENORMALISEES POUR DES CHAMPS SOBOLEV OU BV

o Existence et unicité des solutions faibles.

e Bonnes propriétés qualitatives.

e Stabilité / Compacité.

o Définition d’un flot lagrangien régulier pour ’éq. caractéristique.
EXTENSIONS/ APPLICATIONS :

@ Théorémes de trace et probleme au bord.

o Continuité en espace des solutions faibles.

o Etude de problemes couplés du type NS non-homogene.
PROBLEMES OUVERTS :

@ Renormalisation pour les champs presque incompressibles :

Jj € L*(]0,T[x), infj >0, 0ij+ div(jv)=0.

o Conjecture de Bressan : (Bressan, Rend. Sem. Padova 2003)
Soit (vy, )y une suite de champs de vecteurs réguliers telle que
sup,, [|vnllze + [[Vonl|zr < +oc et dont les flots @9 vérifient

0<1/C < Jac(®?) < C.

Alors, la suite (®9),, est précompacte dans L*.
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Ambrosio-Crippa, Existence, uniqueness, stability and differentiability
properties of the flow associated to weakly differentiable vector fields

http://cvgmt.sns.it/papers/ambcri06/

DeLellis, Notes on hyperbolic systems of conservation laws and transport

equations

http://cvgmt.sns.it/papers/del06/
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