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PLAN DU COURS

PARTIE 1

o Introduction : modeles / problématiques.

o Le schéma volumes finis de base et les outils d’analyse associés.
PARTIE 2

@ Revue de schémas plus évolués et de leurs propriétés.

o Benchmark
PARTIE 3

@ Les schémas DDFV dans le cadre scalaire non-linéaire.

@ Les schémas DDFV pour le probleme de Stokes.
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PARTIE 1 - PLAN

© INTRODUCTION
o Avant-Propos
o Ecoulements complexes en milieux poreux
@ Ecoulements de fluides complexes visqueux incompressibles
o Autres modeles
o Cahier des charges

© LE ScHEMA VOLUMES FINIS BASIQUE POUR LE

PROBLEME DE LAPLACE
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4

@ Existence. Unicité. Stabilité.

@ Principe du maximum discret

@ Gradient discret. Compacité. Convergence
@ Estimation de 'erreur

o Extensions de VF4
@ Diffusion isotrope hétérogene
@ Second membre non régulier
@ Un exemple un peu plus complexe

@ Les limitations de VF4
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AVANT-PROPOS

CE DONT JE NE PARLERAI PAS DANS CE COURS

o La prise en compte de conditions aux limites exotiques (Fourier
par exemple).

@ Les problemes 3D (Cf. exposé de F. Hubert)
o Les méthodes Discontinuous Galerkin (Di Pietro—Ern ’08)
@ Beaucoup d’autres schémas (dont peut-étre votre schéma favori).

@ Les solveurs associés (décomposition de domaines, multigrille, ...)

Je ne présenterai pas le schéma idéal!

REMERCIEMENTS B. Andreianov, F. Hubert, S. Krell
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,

v = —(x,Vp), loi constitutive pour la vitesse de filtration.
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,
v = —p(x,Vp), loi constitutive pour la vitesse de filtration.

Lol DE DARCY

v=—K(x)Vp,

le tenseur K (z) est la perméabilité.
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EXEMPLES D’ECOULEMENTS DE DARCY ...

... OU PAS 1/2

ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,
v = —p(x,Vp), loi constitutive pour la vitesse de filtration.

REGIMES NON LINEAIRES
Dans certains cas, on doit considérer des effets non linéaires :

o Loi de Darcy-Forchheimer : En cas de forts gradients de pression
B —2kVp
1+ +/1+46k2Vp|

o Loi de puissance : Effets non-newtoniens

1
—Vp= %v—f—ﬂ\vh}, = v

lv[" "t = —kVp, <= v = —|kVp|%_1(k:Vp).

Dans tous les cas, la loi Vp — v = —p(z, Vp) est monotone
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EXEMPLES D’ECOULEMENTS DE DARCY ...

... OU PAS 2/2

HETEROGENEITES, DISCONTINUITES, ANISOTROPIE

= ==

Exemple de structure souterraine

Chaque couleur représente un milieu poreux différent :
—div (¢(z, Vp)) = f.

o(z, ) peut étre linéaire pour certains matériaux.
©(x,-) peut étre non linéaire pour d’autres.
o Certains matériaux sont tres perméables, d’autres tres
imperméables.
o Fortes anisotropies dues a des directions privilégiées dans la
structure des pores.
CONDITIONS DE TRANSMISSION
e La pression est continue aux interfaces.

o Le flux de masse ¢(x, Vp) - v est continu aux interfaces.
Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 1
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AUTRES MODELES EN MILIEU POREUX

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES EN MILIEU POREUX

e Couplage non-linéaire d’une équation de Darcy avec un probléeme
hyperbolique.
o En pratique on résout successivement via un schéma en temps :
1) Un probleéme de Darcy dont la perméabilité est une fonction de la
saturation.
—div (K(u)Vp) = f,
2) Un probléme hyperbolique non linéaire qui fait intervenir la
vitesse de Darcy v = —K (u)Vp calculée précédemment.

O (Ou) + div (f(u)v) = 0.
o La premiere étape releve du probleme étudié ici.

@ On a besoin d’une bonne approximation des flux (v - ) dans la
seconde étape.
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AUTRES MODELES EN MILIEU POREUX

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES EN MILIEU POREUX

e Couplage non-linéaire d’une équation de Darcy avec un probléeme
hyperbolique.
o En pratique on résout successivement via un schéma en temps :
1) Un probleéme de Darcy dont la perméabilité est une fonction de la
saturation.
—div (K(u)Vp) = f,
2) Un probléme hyperbolique non linéaire qui fait intervenir la
vitesse de Darcy v = —K (u)Vp calculée précédemment.

O (Ou) + div (f(u)v) = 0.

o La premiere étape releve du probleme étudié ici.
@ On a besoin d’une bonne approximation des flux (v - ) dans la
seconde étape.

CONVECTION-DIFFUSION D’UN POLLUANT

0¢(fc) + div (cv) — div (D(c,v)Ve) =0,
ot D(c,v) est un tenseur de diffusion/dispersion et v la vitesse de

Darcy.

10/ 52
Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 1



© INTRODUCTION
e Avant-Propos
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
o Ecoulements de fluides complexes visqueux incompressibles
e Autres modeles
@ Cahier des charges
© LE SCHEMA VOLUMES FINIS BASIQUE POUR LE
PROBLEME DE LAPLACE
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
@ Existence. Unicité. Stabilité.
@ Principe du maximum discret
@ Gradient discret. Compacité. Convergence
@ Estimation de ’erreur
e Extensions de VF4
@ Diffusion isotrope hétérogene
@ Second membre non régulier
@ Un exemple un peu plus complexe

@ Les limitations de VF4

lli 52



EQUATIONS DE NAVIER-STOKES INCOMPRESSIBLE MULTIFLUIDE

dp

5 +v-Vp=0,

opv . .

v +div (pv @ v) — 2div (n(p)D(v)) + Vp = pf + Koy,
dive = 0.

avec D(v) = (Vv + V) /2.
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EXEMPLES 1

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES INCOMPRESSIBLE MULTIFLUIDE

Op

ot

opv ) .

2 T div(pv @v) = 2div (n(p) D(v)) + Vp = pf + Kis,
dive = 0.

avec D(v) = (Vv + V) /2.

APRES DISCRETISATION EN TEMPS

~ Probleme de type Stokes a viscosité variable avec terme source

singulier

+v-Vp=0,

i n+l : n n+1 n+1l _ i n n n
AzY 2div (n(p™)D(®"")) + Vp =AY + F" 4 Kos,

divo™ = 0.
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EXEMPLES 1

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES INCOMPRESSIBLE MULTIFLUIDE

Op
ot
opv ) .
2 T div(pv @v) = 2div (n(p) D(v)) + Vp = pf + Kis,
dive = 0.

avec D(v) = (Vv + V) /2.

APRES DISCRETISATION EN TEMPS

~ Probleme de type Stokes a viscosité variable avec terme source

singulier

+v-Vp=0,

i n+l : n n+1 n+1l _ i n n n
AzY 2div (n(p™)D(®"")) + Vp =AY + F" 4 Kos,

divo™ = 0.

CAS TYPIQUE :
o p prend deux valeurs (pas de zones de mélange).

e 7 prend donc deux valeurs dont le rapport peut étre important.
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MODELES NAVIER-STOKES OLDROYD

% + (v-V)v—(1—r)div(2nD(v)) + Vp—dive = f,

A (2—? —Ww).oc+oc.W(v)+ (v- V)a) + 0 =2rnD(v),
dive =0,

avec D(v) = (Vv +1Vv)/2 et W(v) = (Vv —1Vv)/2.
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MODELES NAVIER-STOKES OLDROYD

% + (v-V)v—(1—r)div(2nD(v)) + Vp—dive = f,

A (?}—Z —Ww).oc+oc.W(v)+ (v- V)O‘) + 0 =2rnD(v),

dive =0,
avec D(v) = (Vv +1Vv)/2 et W(v) = (Vv —1Vv)/2.
MODELE DE SMAGORINSKI EN TURBULENCE
0
{ 4 (v V)~ div (2qD() — pudiv (|D(0)[D()) + Tp = f,

dive = 0.
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EXEMPLES 2

ECOULEMENTS NON-NEWTONIENS / LES

MODELES NAVIER-STOKES OLDROYD

% + (v-V)v—(1—=r)div(2nD(v)) + Vp —dive = f,
A (2& —W().o+ o W)+ (v- V)U) + o0 =2rnD(v),
dive =0,

avec D(v) = (Vv +tVw)/2 et W(v) = (Vo —tVv)/2.
MODELE DE SMAGORINSKI EN TURBULENCE

% + (v-V)v —div (2nD(v)) — ppdiv (|D(v)|D(v)) + Vp = f,
dive = 0.

MODELES D’ECOULEMENTS NON NEWTONIENS (SANG, GLACIERS, ...)

{ —div (n(D(v))D(v)) + Vp = f,

dive =0,

avec 1)(0) = Noo + (10 — noo)e’m"‘ par exemple.
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AUTRES MODELES

ELASTICITE

dive = f,
o =2u(x)D(u) + Mz)(divu)ld

MODELE EN ELECTROCARDIOLOGIE
(Coudiére—Pierre—Turpault ’09)

U= U — U,
C(Ou+ f(u)) = —div(G.Vu.), dans le coeur,
div ((G; + G¢)Vu,) = —div (G;Vu), dans le coeur,
div (GrVur) =0, dans le thorax,
(G;Vu.) -v
(GeVue) - v =—(GrVur) -v, alinterface coeur/thorax.

—(G;Vu) -v, alinterface coeur/thorax,

MAXWELL ...
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GEOMETRIE DU DOMAINE. MAILLAGES

PROPRIETES ATTENDUES DES SCHEMAS
e Conservation locale de la masse et consistance des flux.
@ Préservation des propriétés qualitatives des EDP (existence,
unicité, monotonie, etc ...).
@ Préservation des bornes physiques de la solution.
Bonne précision, méme sur des maillages grossiers et avec de
fortes anisotropies et hétérogénéités.
o Implémentation “facile” et colt de calcul “raisonnable”.
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GEOMETRIE DU DOMAINE. MAILLAGES

PROPRIETES ATTENDUES DES SCHEMAS
o Conservation locale de la masse et consistance des flux.
@ Préservation des propriétés qualitatives des EDP (existence,
unicité, monotonie, etc ...).
@ Préservation des bornes physiques de la solution.
o Bonne précision, méme sur des maillages grossiers et avec de
fortes anisotropies et hétérogénéités.
o Implémentation “facile” et colt de calcul “raisonnable”.
CONTRAINTES FAIBLES SUR LES MAILLAGES
o Maillages non conformes : grilles adaptées (ou pas!) a la
géométrie du probleme.
Raffinement local.
Cellules tres déformées.

Résultats honorables sur des maillages grossiers. 17/ 52
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EXEMPLES ACADEMIQUES DE MAILLAGES

BOYER
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LA NOTION DE MAILLAGE ORTHOGONAL ADMISSIBLE

(Eymard, Gallouét, Herbin, 00— ’09)
DEFINITION (pas la plus générale)
e Q un ouvert borné polygonal connexe de R,
o Un maillage orthogonal admissible 7 est constitué de :

e une famille finie de sous-domaines compacts, polyhédraux,
convexes, non vides de €2 notés x et appelés volumes de
controle vérifiant

o o
e Sikx#c,onaxnNc=40.
o Q=Ugerk
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LA NOTION DE MAILLAGE ORTHOGONAL ADMISSIBLE

(Eymard, Gallouét, Herbin, 00— ’09)
DEFINITION (pas la plus générale)

e Q un ouvert borné polygonal connexe de R,
o Un maillage orthogonal admissible 7 est constitué de :

e une famille finie de sous-domaines compacts, polyhédraux,
convexes, non vides de €2 notés x et appelés volumes de
controle vérifiant

o o

e Sik#c,onaknNcL=10.

o Q=Ugerk

o une famille de points (zx)cer tels que

e Pour tout K € 7, zx € /%

o Pour tout K,£ € T, K # £, si KN £ est de dimension d — 1, alors
c’est une face de K et de £, notée K|c et qui de plus, vérifie la
condition d’orthogonalité

[I)c,l‘g} L/C‘L. (1)
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LA NOTION DE MAILLAGE ORTHOGONAL ADMISSIBLE

(Eymard, Gallouét, Herbin, 00— ’09)
DEFINITION (pas la plus générale)
e Q un ouvert borné polygonal connexe de R,
o Un maillage orthogonal admissible 7 est constitué de :

e une famille finie de sous-domaines compacts, polyhédraux,
convexes, non vides de €2 notés x et appelés volumes de
controle vérifiant

° gin#c,onalgﬂZ:(ZJ.
o Q=Ugerk
o une famille de points (zx)cer tels que

e Pour tout K € 7, zx € /%

o Pour tout K,£ € T, K # £, si KN £ est de dimension d — 1, alors
c’est une face de K et de £, notée K|c et qui de plus, vérifie la
condition d’orthogonalité

[$)C,:L‘L} LK‘L. (1)
NOTATIONS
o Pas du maillage : size(7)
o Ensembles d’arétes : &, Ecut, Eint, Ex
e Normales : Vi, Vo, Vir
@ Volumes. Mesures : |k, |o]
o Distances : dxy, dro, dxr, do
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On considere le probleme suivant

—Au = f, dans Q
uw =0, sur JQ.

sur un maillage orthogonal admissible 7 (ici formé de triangles)

o

BILAN SUR UN VOLUME DE CONTROLE K

|’C|f:cd§/’cf=/’c—Au= Z — [ Vu v,

cEEK | g v

def—
=F}C,a
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|K4fﬁ:= jz: 75&@-

[ SN

i

\
\

CONSERVATIVITE LOCALE POUR LE PROBLEME INITIAL

F,C,a = —Fﬁ,g, si o =K|c.
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|K4fﬁ:= jz: 75KJ'

[ SN

i

\

CONSERVATIVITE LOCALE POUR LE PROBLEME INITIAL
Feo=-F.,, sio=cxlc.

INCONNUES AUX CENTRES On souhaite obtenir ue ~ u(zx)
Notation : v’ = (uc)xer € R7.
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LE scaEmMA VF4 / TPFA

NOTATIONS. GENERALITES.

‘ijk = zi: 25K¢r

o€k

CONSERVATIVITE LOCALE POUR LE PROBLEME INITIAL
Fro=-F.,, sio=x|c.

INCONNUES AUX CENTRES On souhaite obtenir ue ~ u(zx)
Notation : u” = (uy)cer € RZ.

FLUX NUMERIQUES
BUT : définir u” — Fy ,(u”) qui approche le flux réel Fy ,
SCHEMA NUMERIQUE

Trouver u? € R7 tel que |c|fc = E Fe o(u”) pour tout x € 7.
o€l
Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 1
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CAS D’UNE ARETE INTERIEURE o € &int, 0 =K|L.

Ty — X = i Ve

sizeo, (Vulx)) ve:.= ulwe) = ulwe) + O(size(T))

dlC[,
— Fro=—lo |—“(“) i o) L O(size(T)?)
On pose donc
Frpu7) = —Jo| 12718
KL
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CAS D’UNE ARETE INTERIEURE o € &int, 0 =K|L.

Ty — X = i Ve

sizeo, (Vulx)) ve:.= W + O(size(T))

= Fy,= —|0|M + O(size(T)?)

d?C[,
On pose donc
Uy —u
Frpu7) = —Jo| 12715
KL
Remarque : On a la conservativité du schéma Fy ,(u”) = —F. ,(u”)

NOTATION :

def

Fe (u") = Feo(u) = —F, o (u”).
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CAS D’UNE ARETE EXTERIEURE 0 € Eept.
To — T = d/ca’/)co-

(Vu(z)) - vieo ~ u(xg)d— u(@e) = 0 —du(ﬂc,c) <« condition au bord
Ko Ko

- F}C,a = —|0|% + O(size(T)z)

Ko

On pose donc

Freo(u”) = —lo|

Ui
o

dic
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LE SCHEMA
On cherche u7 = (uy)cer € R7 tel que

VK eT, Y Feolu”)=Iklfe,

og€EK
T Ye Uk o VF4
F)C,a(u ) = _lal d , S1o = ’C|£ S gint; ( )
KL
T —Ux .
Feo(u?) =—|o] I sio € Eept.
Ko
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LE scaEmMA VF4 / TPFA

CONSTRUCTION DU SCHEMA.

LE SCHEMA
On cherche u7 = (uy)cer € R7 tel que

VK €T, Y Feo(u”)=I[xlfe,

[ SN
T Ye e g VF4
F}C,a’(u ):_|U|d7, SIO':IC|£€€int, ( )
KL
T —Ux .
FIQU(’U’ ):_|U|d ) sio € Eept-
Ko

REMARQUES
o Il s’agit d’un systeme linéaire de IV équations a N inconnues
(N=nb de volumes de controle dans 7).
e Pourquoi TPFA 7 Two Point Flux Approximation
e Pourquoi VF4 7 Stencil de 4 points en 2D sur maillages triangles.
e Sur maillage 2D cartésien uniforme : c’est le schéma a 5 points
standard.
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LE scaEmMA VF4 / TPFA

CONSTRUCTION DU SCHEMA.

LE SCHEMA
On cherche u7 = (uy)cer € R7 tel que

VK €T, Y Feo(u”)=I[xlfe,

[ SN
T Ye e g VF4
F}C,a’(u ):_|U|d7, SIO':IC|£€€int, ( )
KL
T —Ux .
FIQU(’U’ ):_|U|d ) sio € Eept-
Ko

NOTATIONS - APPROXIMATION CONSTANTE PAR MORCEAUX

e On notera f7 = (fc)cer € R7.
e On associe & toute famille v7 € RZ, une fonction

vT(z) = Z Vel ().
KeT
@ On a alors .
3
[07 2o = sup foc|, [lv7][L2 = (Z ’C””KQ) :
KeT

KeT
Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 1
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

EXISTENCE. UNICITE. STABILITE.

NOTATIONS
e Pour tout couple (k, £) de volumes de controle voisins on note
Up — Uy
d)CL '
e Pour toute aréte intérieure o € ;¢ on note Dy (u”) = Dy (u7),
ou l'on a choisi une orientation K — £ une bonne fois pour toutes.

e Pour tout aréte extérieure o € &, on note D, (u”) = ;Kﬂ.

Dy (u7) =

LEMME (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE)
Soit uT € RT une éventuelle solution de (VF4), alors pour tout
vT € RT

> do|o|Do(uT) Do (v7) = Y |Kfvefic = (v, £7) 2

oce€ KeT

déf[’“/lr Tl

~» La conservativité locale est essentielle ici
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

EXISTENCE. UNICITE. STABILITE.

LEMME (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE)

Soit uT € R une éventuelle solution de (VF4), alors pour tout
v € RT

> dolo|Do(u =" Ikfocfc = (7, f )2

ce€l KeT

d f
< [UT 7]1 T

~ La conservativité locale est essentielle ici

PROPOSITION

La forme bilinéaire
(u”,v7) € RT x RT s [u”,v7)1 1,

est un produit scalaire sur RT appelé produit scalaire H} discret.
La norme associée est appelée norme H} discréte et notée || - ||1.7.
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Pour toute donnée f € L*(Q), le schéma (VF4) admet une unique
solution u” et on a

lulF 7 < e llz2lf7llze < lullz2llfllze-
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Pour toute donnée f € L*(Q), le schéma (VF4) admet une unique
solution u” et on a

lulF 7 < e llz2lf7llze < lullz2llfllze-

Pour obtenir une estimation H} discréte exploitable, on utilise le

Pour tout maillage orthogonal admissible T, on a

voT €RT, 7|22 < diam(Q)[v7 1,7

» Preuve de I'inégalité de Poincaré
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

PROPRIETES QUALITATIVES. PRINCIPE DU MAXIMUM DISCRET

MATRICE DU SYSTEME
o Elle est symétrique définie positive (Cf. I'intégation par parties
discrete).
o C’est une M-matrice = principe du maximum discret vérifié
fF>0=u" >0.
En effet, la ligne « de la matrice s’écrit

Z Qc,g(ulc —uz) = || fi.

eV >0
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

PROPRIETES QUALITATIVES. PRINCIPE DU MAXIMUM DISCRET

MATRICE DU SYSTEME
o Elle est symétrique définie positive (Cf. I'intégation par parties
discrete).
o C’est une M-matrice = principe du maximum discret vérifié
fF>0=u" >0.

En effet, la ligne « de la matrice s’écrit

Z ch/(ulc —uz) = || fi.

eV >0

IMPLEMENTATION DU SCHEMA
o Parcours du maillage par arétes et non par volumes de controle.
o Informations géométriques utilisées : |o|, di., |K|.
o La seule méthode de quadrature utilisée (éventuellement) est
pour le terme source.
e Estimation de l'erreur de quadrature f7 +— u”, g7 +— v7

[u” = v7||z2 < Callu” = v7ll7 < CAIfT — g7 L2

30/ 52
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

CELLULE DIAMANT

GRADIENT DISCRET  Pour tout v7 € R7, on définit (d = dimension)

o duﬁd_iu)cum =dD,(u" v, sio € Epnt,
Vpe®, VIivl = 05, i '
dTV,CU =dD,(uT v, sio € Eeut,
KL
VT =Y 1,ViuT € (LX(Q)%
DeD

LIEN AVEC LA NORME H| DISCRETE

1
711 7 = SIIVT 07|,
d

Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 1
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (COMPACITE FAIBLE)

Soit (T,)n une suite de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,,) — 0 et (u”™),, une famille de fonctions discrétes définies sur
chacun des maillages telle que

Tn

sup [|u”"||1,7, < +o0.
n

Alors :

o Il existe une fonction u € L*(R), et une sous-suite (u”*™), qui
converge fortement vers u dans L?().
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (COMPACITE FAIBLE)

Soit (T,)n une suite de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,,) — 0 et (u”™), une famille de fonctions discrétes définies sur
chacun des maillages telle que

sup [[u”™ 1,7, < +o0.
n

Alors :

o Il existe une fonction u € L*(2), et une sous-suite (u7#™), qui
converge fortement vers u dans L*(1).

De plus,
e La fonction u est dans H}(Q).

o La suite des gradients discrets (VTemuT«m), converge
faiblement vers Vu dans (L%(Q))<.

y

» Preuve du Théoréme de compacité
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (CONVERGENCE DU SCHEMA VF4)

Soit f € L*(Q) et u € H}(Q), l'unique solution du probléme continu.

Soit (7,)n une famille de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,) — 0.

Pour tout n, on note u”™ € R™™ ["unique solution du schéma sur le
maillage T, pour la donnée f.
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (CONVERGENCE DU SCHEMA VF4)

Soit f € L*(Q) et u € H}(Q), l'unique solution du probléme continu.

Soit (7,)n une famille de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,) — 0.

Pour tout n, on note u”™ € R™™ ["unique solution du schéma sur le
maillage T, pour la donnée f.
On a:

e La suite (u”"), converge fortement vers u dans L?(12).
o La suite (V™mu”™), converge faiblement vers Vu dans
(L3 (@))%
De plus, si d > 2, la convergence forte des gradients n’a lieu que si
f=u=0.

v

» Preuve de la convergence de VF4

33/ 52
Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 1



PREALABLES

@ Convergence du schéma : pas d’hypothese de régularité sur u.
e Pour les estimations d’erreur on va supposer que u € H?(f2).
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

PREALABLES

o Convergence du schéma : pas d’hypothese de régularité sur wu.

e Pour les estimations d’erreur on va supposer que u € H?(Q).
PRINCIPE DE L’ANALYSE

@ On souhaite comparer u” avec la projection P7u = (u(xx))c de

la solution exacte sur le maillage. On définit ’erreur

el =PTu—u”.
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

PREALABLES

o Convergence du schéma : pas d’hypothese de régularité sur wu.
e Pour les estimations d’erreur on va supposer que u € H?(Q).

PRINCIPE DE L’ANALYSE

@ On souhaite comparer u” avec la projection PTu = (u(x,))c de
la solution exacte sur le maillage. On définit ’erreur

el =PTu—u”.

@ On compare le flux numérique calculé sur P7u avec le flux exact
o] R, (1) < Feo(PTu) = Fro.
11 vient (pour o € &)

ULy ) —ulx
R)C,O’(U): ( )d/cz: K |0|/Vu Vi dx.
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def

|U|Rfc,a(“) = FK,U(PTU) - ch,cr-
@ On soustrait le bilan de flux exact
Klfe =Y Fro= Y Feol™u)— Y [0]|Req(u),
[ SN o€l o€l
et le schéma numérique
elfi = 3 Fralu?).
o€k
On obtient

VkeT, Z Feo(e") = Z |o| R0 (00). (%)

4TS o€l
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def

|o|Ric.o(u) = Fr o (PTu) — F,C,(,.
e On obtient

VEeT, Y Feole’) =Y [0|Req(u). (%)

o€k AT
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

0| R o (1) = Fr o (PTu) — Fr o

@ On obtient
VkeT, Z FK,J(BT) = Z ‘O-|RIC,U(U)~ (*)
o€k o€k
e On multiplie (x) par ec et on somme sur K.
o L’erreur de consistance est conservative Ry ,(u) = —R, »(u)

donc on trouve

[e”,e] 1T—Zd|a|D Zd|a|R D, (e™).

o€l oce&

e Par Cauchy-Schwarz on trouve

le™[h,7 < (Z daIUIIRa(U)I2> :

oe
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lle™lh,7 < (Z dUIJIIRa(u)F) -

oe&

Siu € C%(Q), il existe C ne dépendant que de () telle que

lle”llze < diam(Q)le” |17 < Csize(T) || D?ul|,

lu —uT| g2 < Csize(T)|| D*ul| oo

ESTIMATION DE L’ERREUR DE CONSISTANCE
Siu€C*(Q), |Ry(u)| < C|D%ulsosize(T).
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

e llr < (ZdUIGIIRa(u)F) :

oe&

THEOREME (ESTIMATION D’ERREUR - Version 2)

Siu € H*(Q), il existe C ne dépendant que de Q) et reg(T) telle que
7]z < diam(Q)||e” |1, < Csize(T)||D?ul| 2,

lu —uT|| 2 < Csize(T)||D?ul| 2.

ESTIMATION DE L’ERREUR DE CONSISTANCE
Siue H*(Q), |Ry(u)| < Csize(T ( / | D?u? dm) ,

ou C ne dépend que la constante de régularité du maillage

lo| | ol >
reg(T)=sup| — + — | .
g( ) UEF‘E) <dlco dz:o’

Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 1

36/ 52



@ Bien qu’on ait (pour des familles régulieres de maillages)

P u—u” |7 ————0,
size(7)—0

on a jamais (sauf si u = f = 0)

VTiu” Vu.

size(7)—0
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

REMARQUES ET PROBLEMES OUVERTS

@ Bien qu’on ait (pour des familles régulieres de maillages)

IP7u — w17 ————0,
size(7)—0

on a jamais (sauf si u = f = 0)

\VARTS Vu.

size(7)—0

o En pratique on observe un phénomene de super-convergence
€™ |r2(e) ~ Csize(T)?,

comme pour les schémas éléments finis (Aubin—Nitschze).

~» C’est encore un probleme ouvert dans le cas général.
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©@ INTRODUCTION
e Avant-Propos
Ecoulements complexes en milieux poreux
Ecoulements de fluides complexes visqueux incompressibles
Autres modeles

® 6 6 o

Cahier des charges
© LE ScHEMA VOLUMES FINIS BASIQUE POUR LE

N
PROBLEME DE LAPLACE
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
@ Existence. Unicité. Stabilité.
@ Principe du maximum discret
@ Gradient discret. Compacité. Convergence
@ Estimation de ’erreur
o Extensions de VF4
@ Diffusion isotrope hétérogene
@ Second membre non régulier
@ Un exemple un peu plus complexe
o Les limitations de VF4
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PROBLEME ISOTROPE HETEROGENE
On veut résoudre

—div (k(x)Vu) = f, dans Q,
u =0, sur €.

avec k € L>(Q,R) et infq k > 0.

39i 52



VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

PROBLEME ISOTROPE HETEROGENE
On veut résoudre

{ —div (k(z)Vu) = f, dans Q,

u =0, sur (.

avec k € L>(Q,R) et infq k > 0.
ScHEMA VF4

@ Structure générale inchangée

Ve eT, |klfe= > Feolu”),
o€k

il faut bien sar changer la définition des flux :

Uy — Uk

d}CL

Fe o(u”) = |olks

o QUESTION : Que prendre pour k, 7
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Si on construit les k, de telle sorte que

> koly ———k, dans L*(Q),
et size(7)—0

alors le schéma converge.
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

CONVERGENCE

THEOREME

Si on construit les ko, de telle sorte que

> kelp ——— k, dans L*(Q),
ice size(7)—0

alors le schéma converge.

e OK (sans autre hypothese) si on prend

1
ka:—/k(x)dx.
ol /o

o Si le maillage est tel que k est Lip. sur chaque diamant
1
k, = W/ k(x)dz, ou ks, =k(zp),zp € D.
o ag

o Si le maillage est tel que k est Lip. sur chaque volume de contréle
_ dxoke +deoke

ko
d)CL

1
,avec ke = m/ k(x)dz, ou ke = k(zx).
K
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LE CAS REGULIER

Si k est Lipschitzienne sur Q et que u est H> sur chaque diamant,
alors on a convergence a ['ordre 1 comme pour le probleme de Laplace.

» Estimation coeff reg VF4
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

LE CAS REGULIER PAR MORCEAUX

@ Si k est seulement Lipschitzienne sur chaque volume de controle,
on perd la convergence a l'ordre 1.
@ On peut retrouver cette convergence optimale en choisissant

ke =

EXEMPLE 1D
o k, = moy. arithmétique
rdre 1
ordre 3
@ k, = moy. harmonique

ordre 1

o o1 0z 03 04 05 o8 o7 08 09 1
42/ 52
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D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).

o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(x)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).
o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(x)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
@ On introduit une inconnue artificielle sur I'aréte u,.
o On définit les flux venant de k et de ¢
Fro = ok "e™ , Fry = |olke—

dro

o — Ug

deo
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).

o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(x)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
@ On introduit une inconnue artificielle sur I'aréte u,.
o On définit les flux venant de k et de £
F)c,a = |0'|k)cuad7un7 Fz:,a: ‘O'|kLUWd7UC
Ko Lo

@ On demande la conservativité locale

F)C,oszLcr-

)
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).

o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(x)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
@ On introduit une inconnue artificielle sur I'aréte u,.
o On définit les flux venant de k et de £
Uy — Uk Ug — Ug
= | ,ZC — F = |0 k —
o = lolb T Fep = lolke

e On demande la conservativité locale
F)C,o = 7FL,0"

@ On en déduit la valeur de u, puis le flux numérique
ki
do Uk T dﬁ Ug

ki ke ’
dio dro

:>u’0'_

d Uy — U
Kc £ S » Estimation consistance

— F)CL = ‘O’| d}Ca i dz:a d,CL
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SECOND MEMBRE H !
—Au = f,

avec f € H™1(Q). On écrit f = divG avec G € (L?(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

fzcdgm Z /G(w)-l/,wda:.

o€k 0%,_/
pas défini!
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SECOND MEMBRE H !
—A’LL = fa

avec f € H=1(Q). On écrit f = divG avec G € (L?(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

|K|f16(f Z |U|| |/G(.’I: V)Ca'dx

AT
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SECOND MEMBRE NON REGULIER

SECOND MEMBRE H !
—Au = f7
avec f € H™1(Q). On écrit f = divG avec G € (L?(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

Kl 3 ol [ 6la) - v do.

AT
e Convergence :

S Iklfep(m) = 3 o (Z o \|D|/G ,,)

KET,, KET,
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SECOND MEMBRE NON REGULIER

SECOND MEMBRE H !
—Au = f7
avec f € H™1(Q). On écrit f = divG avec G € (L?(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

Kl 3 ol [ 6la) - v do.

AT

e Convergence :

S klfeplen) = 3 lol(p(me) - p(z) (é' /e uu) .

k€T, o€€int
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SECOND MEMBRE NON REGULIER

SECOND MEMBRE H !
—Au = f,

avec f € H™1(Q). On écrit f = divG avec G € (L?(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

Kl 3 ol [ 6la) - v do.

AT
e Convergence :

Z k| fep(ae) = — Z |J|3lc£ d@(xn)dzjo(x)c) (|11)/ G(x).y)m>

k€T, OEEint
=|D|
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SECOND MEMBRE NON REGULIER

SECOND MEMBRE H !
—Au = f7
avec f € H™1(Q). On écrit f = divG avec G € (L?(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

Kl 3 ol [ 6la) - v do.

AT

e Convergence :

> Ikl feple) == Y /73<<qu,“> - G(z) da.

K€T, o€Eint
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SECOND MEMBRE NON REGULIER

SECOND MEMBRE H !
—Au = f,

avec f € H=1(Q). On écrit f = divG avec G € (L?(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

el 3 ol / g, di

AT

o Convergence :
> elfeple) == [ (VP ) - Gla) de
k€T, Q

— = 0 V- G(x)dr = (f, 90>H—1,H§‘

n—oo
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SECOND MEMBRE NON REGULIER

SECOND MEMBRE H !
—Au = f7
avec f € H=1(Q). On écrit f = divG avec G € (L3(Q))4.
e Principe : On remplace la moyenne de f par

el 3 ol / g, di

AT

o Convergence :

S Kl feplae) = — / (V7PT"g) - Gla) du

k€T,

— = V- G(x)dr = (f, 90>H—1,H§‘
n—oo O
o Remarques :
e Le schéma dépend du choix de G.
o Estimation d’erreur par interpolation pour des u € H*(Q),
1<s<2.
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D’AUTRES SITUATIONS POSSIBLES

e Sauts de flux : Si f = p(x)dr ou I est une courbe polygonale et
si le maillage suit cette courbe.

o d
el =D lolg—=—p(o).
Ko LO
o
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SECOND MEMBRE NON REGULIER

D’AUTRES SITUATIONS POSSIBLES

e Sauts de flux : Si f = p(x)dr ou I est une courbe polygonale et
si le maillage suit cette courbe.

of deo
KIfe Y Jol————p(x,).

d d
UES}C Ko + LO
oCrIl
e Sauts de flux et d’inconnue :
On définit
def Uk,c — Uk
F)C,U = |U| 7d 5
Ko
def Up,o — U
F.,= O’|77d
Lo
On impose

Us,o — Ux,o = S5 < donnée du saut de u

Froo+Feo= S, « donnée du saut de flux.

De ces deux égalités, on tire les valeurs de ux , et u, o, en
fonction de uy,u, et des données S, et S,.
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VF4 EN SITUATION COMPLEXE

(Angot—B.—Hubert, ’09)
ECOULEMENT EN MILIEU POREUX FRACTURE

div v =0, Conservation de la masse,
v=—K(z)Vp, Loide Darcy.

u=0
T
Matrice poreuse : K (z) = Id. Em{g
Fractures de gauche : K(x) = 1072Id. - | -
Fractures de droite : I ——
3 3
¥ — 102 0 <& m <&
“\o0 1072/
e
|
1
u=1
Domaine  =]0,1[%>,  Epaisseur des fractures : by = 1072
46/ 52
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VF4 EN SITUATION COMPLEXE

(Angot—B.—Hubert, ’09)
MODELE ASYMPTOTIQUE

o Les fractures sont modélisées par des segments.
@ Dans la matrice poreuse on résout la loi de Darcy standard.

@ Sur chaque fracture ¥ on écrit une loi de Darcy moyennée.

VU'U‘EZ—Kﬁn[{Zﬁ, wt
f

Uy = ﬂ‘z,

—8s(bef7783uf) = —[[Vu . V]]Z'

SCHEMA DE TYPE VF4
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VF4 EN SITUATION COMPLEXE

(Angot—B.—Hubert, ’09)
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© INTRODUCTION
e Avant-Propos
Ecoulements complexes en milieux poreux
Ecoulements de fluides complexes visqueux incompressibles
Autres modeles
Cahier des charges

© LE ScHEMA VOLUMES FINIS BASIQUE POUR LE

N
PROBLEME DE LAPLACE
e Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
@ Existence. Unicité. Stabilité.
@ Principe du maximum discret
@ Gradient discret. Compacité. Convergence
@ Estimation de ’erreur
e Extensions de VF4
@ Diffusion isotrope hétérogene
@ Second membre non régulier
@ Un exemple un peu plus complexe

@ Les limitations de VF4
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o Les maillages cartésiens : les volumes de controle sont des
parallelipipedes rectangles et x, est le centre de gravité.
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LiMITATIONS DE VF4

COMMENT TROUVER DES MAILLAGES ORTHOGONAUX ADMISSIBLES

o Les maillages cartésiens :
o Les maillages triangles conformes :
On prend z, =centre du cercle circonscrit ; MAIS :
e zx € kK n’est pas garanti (méme zx € Q n’est pas certain).
e On peut avoir zx = x, pour K # £ = dx. = 0!
e Généralisation possible au cas ou

(xz —xx) - vke >0 < Condition de Delaunay

e Pour presque toute famille de points dans le plan, il existe une

unique triangulation de Delaunay correspondant.
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LiMITATIONS DE VF4

COMMENT TROUVER DES MAILLAGES ORTHOGONAUX ADMISSIBLES

o Construction duale :
Diagramme de Voronoi d’un ensemble de points.

o Il existe des algorithmes assez efficaces de triangulation de
Delaunay et de construction du diagramme de Voronoi.
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e Sur un maillage triangle non conforme : la condition
d’orthogonalité est impossible & remplir.
@ Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem
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LiMITATIONS DE VF4

DANS BEAUCOUP DE NOMBREUX CAS ...

@ Sur un maillage triangle non conforme : la condition
d’orthogonalité est impossible a remplir.

e Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem

@ Dans le cas anisotrope homogene :

—div (AVu) = f,
la condition devient la A-orthogonalité
Ty — T | Avy, = A2, —2) Lo

~> Le choix du maillage dépend du probleme a résoudre.
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e Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem

@ Dans le cas anisotrope homogene :

—div (AVu) = f,
la condition devient la A-orthogonalité
Ty — T | Avy, = A2, —2) Lo

~ Le choix du maillage dépend du probléme a résoudre.
o Dans le cas anisotrope hétérogene :

—div (A(z)Vu) = f,

la condition va dépendre de x ...
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LiMITATIONS DE VF4

DANS BEAUCOUP DE NOMBREUX CAS ...

@ Sur un maillage triangle non conforme : la condition
d’orthogonalité est impossible a remplir.

e Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem

@ Dans le cas anisotrope homogene :

—div (AVu) = f,
la condition devient la A-orthogonalité
Ty — T | Avy, = A2, —2) Lo

~ Le choix du maillage dépend du probléme a résoudre.
o Dans le cas anisotrope hétérogene :

—div (A(z)Vu) = f,

la condition va dépendre de x ...
@ Pour des problemes non linéaires :

—div (p(Vu)) = f,

il est impossible d’approcher le flux par un schéma & deux points.
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LE GRADIENT DISCRET VF4 N’EST PAS BON
o Il n’approche correctement le gradient que dans une direction.

e La convergence du gradient est toujours en un sens faible.

51i 52



LiMITATIONS DE VF4

LA RECONSTRUCTION DE GRADIENT

LE GRADIENT DISCRET VF4 N’EST PAS BON
o Il n’approche correctement le gradient que dans une direction.

@ La convergence du gradient est toujours en un sens faible.

BILAN :
Il faut utiliser plus de 2 inconnues pour approcher les flux
=~ approcher le gradient de la solution dans toutes les directions

@ Schémas cell-centered : On utilise les inconnues sur les mailles
voisines.

@ Schémas primal/dual : On utilise de nouvelles inconnues aux
sommets (maillage dual).

o Schémas mimétiques/hybrides/mixtes : On utilise des inconnues
aux arétes.
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FIN DE LA PREMIERE PARTIE !



PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

e On suppose 2 convexe (pour simplifier).

e On fixe une vecteur unitaire £ € R? et pour tout = € £ on note
y(x) la projection de z sur 09 dans la direction &.
e Pour toute aréte o € £, on note

(2,y) = 1 si[z,y)No#0
X9 =0 si [z,y]No=10.
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

e On suppose 2 convexe (pour simplifier).

e On fixe une vecteur unitaire £ € R? et pour tout = € £ on note
y(x) la projection de z sur 09 dans la direction &.
e Pour toute aréte o € £, on note

(2,y) = 1 si[z,y)No#0
X9 =0 si [z,y]No=10.

e On note

Q= {z €Q, [z,y(x)] ne rencontre aucun sommet

et ne contient aucune aréte}.

On vérifie que Q¢ est de mesure nulle dans €.
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

e On suppose 2 convexe (pour simplifier).

e On fixe une vecteur unitaire £ € R? et pour tout = € £ on note
y(x) la projection de z sur 09 dans la direction &.

e Pour toute aréte o € £, on note

(2,y) = 1 si[z,y)No#0
X9 =0 si [z,y]No=10.

e On note

Q= {z €Q, [z,y(x)] ne rencontre aucun sommet

et ne contient aucune aréte}.

On vérifie que Q¢ est de mesure nulle dans €.

e Soit maintenant k € 7 et z € Kk N .
En parcourant le segment [z, y(z)], on rencontre un nombre fini
de volumes de contrdle noté (x;)1<i<m avec K1 = K et K, est un
volume de controle du bord.
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@ On a donc une somme télescopique

m—1
U = Ug, = Z('chl — U,y ) Uiy,
i=1
m—1
|U”C| < Z |U”Ci - qui+1| + |0 - ’U,,Cm|,
=1

o Il vient

el < 3 dol Do (u) o (. ().

c€e€
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

@ On a donc une somme télescopique
m—1
U = Uiy = E (re; = Uieir) + Uy
i=1
m—1
|ulC| < E |ulCi _U”Cz‘+1| + |0_u)Cm|a
i=1
o Il vient

1
luc| <Y dor/co——=|Dqs(u”)|xo(,y()).
aze;: N Xo(2,y

avec ¢, = |Vo - €| (qui est non nul car x € Q).
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

@ On a donc une somme télescopique
m—1
U = Uiy = E (Ui, = Ukipy) + Ui,y
i=1
m—1
|ulC| < E |uK~i _qui+1| + |0_u)Cm|a
i=1
o Il vient

luc] <Y do/co—=|Do (uT)Ixo (2, y(x)).

1
el V Co

avec ¢, = |Vo - €| (qui est non nul car x € Q).
o Par Cauchy-Schwarz (rappel : z € k)

|u)<:|2 < (Z dUCng(1'7y(1'))> (Z CCZU|DU(UT)|2XU(‘T’y(I))> :

o€ oeg 7
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

u? < (Z dgchc,(x,y(x») (Z f”Dg<uT>|2xg<x,y<m>>> .

o€E ocg 7

ESTIMATION DU PREMIER TERME Soit & € &, telle que y(z) € 6.
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

u? < (Z dgchc,(x,y(x») (Z f”Dg<uT>|2xg<x,y<m>>> .

o€E ocg 7

ESTIMATION DU PREMIER TERME Soit & € &, telle que y(z) € 6.
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

u? < (Z dgchc,(x,y(x») (Z (Ci”DU(uT)an(fE,y(fﬂ))) .

o€E ocg 7

ESTIMATION DU PREMIER TERME Soit & € &, telle que y(z) € 6.

Z docoXo(z,y(x)) = |(96;< —Z5) -§| < diam(Q).
ce€
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- dy
Vk € T,Vx € kN, |u’<|2 < dlam(Q) (Z c—|D0(u7)|2XG(x,y(:L’))> .

oecg 7

55i 52



PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

. dy
Vic € T,Vx € kN9, |ucl? < diam(Q) (Z C|Dg(u7)|2xg(x’y(x))> .

oecg 7

On integre sur k£ N Q par rapport a z, puis on somme sur K € 7

5 ihunf? < diaun(s) 3= 2210, ( [ xolopt)as )

KET ceg ¢
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

. dy
Vic € T,Vx € kN9, |ucl? < diam(Q) (Z C|Dg(u7)|2xg(x’y(x))> .

oeg 7

On integre sur k£ N Q par rapport a z, puis on somme sur K € 7

5 ihunf? < diaun(s) 3= 2210, ( [ xolopt)as )

KET ceg ¢

EVALUATION DE L'INTEGRALE

/ Xo (z,y(2)) dz < diam(Q)|o|c,.
Q
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

. dy
Vic € T,Vx € kN9, |ucl? < diam(Q) (Z C|Dg(u7)|2xg(x’y(x))> .

oeg 7

On integre sur k£ N Q par rapport a z, puis on somme sur K € 7

5 ihunf? < diaun(s) 3= 2210, ( [ xolopt)as )

KET ceg ¢

EVALUATION DE L'INTEGRALE

/ Xo (z,y(2)) dz < diam(Q)|o|c,.
Q

CONCLUSION
[u (172 = Y Iklfucl® < diam(2)* Y |o]de| Do (u™)]* = diam(Q)*||u” |} 7
xeT o€l
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e Soit u" € L%(R?) le prolongement par 0 de u”~ € L?(Q).
@ On va utiliser le théoréeme de Kolmogorov, pour cela il suffit
d’obtenir une estimation sur les translatées

lu™ (- +m) —u"|| L p—— 0, unif. par rapport a n.
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 1 : COMPACITE FORTE L2

e Soit u™ € L%(R?) le prolongement par 0 de u”" € L%(Q).
@ On va utiliser le théoréeme de Kolmogorov, pour cela il suffit
d’obtenir une estimation sur les translatées

[lu™ (- + 1) — u"| L2 p— 0, unif. par rapport a n.

e On fixe n € R? non nul. Par sommes télescopiques on a
(@ +n) —u"(@)] <Y do| Do (u™)|xo (x, 2 +1),
o€l
et par Cauchy-Schwarz

lu™(x +1n) —u"(2))? < (Z Xo(x, 2 + n)d(,c(,>

o€t

(Zxa i+ ) 2ID, 0 >2),

o€l

avec ¢, = Vo - 4|
[l
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 1 : COMPACITE FORTE L2

[u"(z 4 1) — u™(z)|* < <Z Xo (T, 2 + n)daca>

oe€

d
" (Z XU@,quDU(m)Q) |
Co
o€eE
avec ¢, = |v - %|
ESTIMATION DU PREMIER TERME

e On peut se ramener au cas ol [z, z + 1] C Q.

e Soient alors k, £ € T tels que x € K et £ + 1 € £, on a alors

Z XU(JI,.’E + n)daca -

o€l

(l‘z: _l'ic) . |Z|’ < ‘xa _-'L'K|

Sloe —(@+n)|+[(@+n) — 2]+ |z —zc
< ] + 2size(T,).
e On integre en z € R?
57/ 52
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) @) < Clllsize(T) Y (ol + ) 221D, (07 ) )
oeé 7

e On integre en z € R?

o 4= 3 < Clltsize(T)) 3 2210, ( [ ol n)as )

oecg 7
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 1 : COMPACITE FORTE L2

(o) -0 (@) < Cllbtsize(T) - (xola + ) D7),
o€t 7

e On integre en z € R?

o )= 3 < Clntsize(T) 3 2210, ( [ ol n)as )

ocg 7

e Calcul de l'intégrale

/ Xo (@, + 1) dz = |nl|o]co
]R2
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 1 : COMPACITE FORTE L2

(o) -0 (@) < Cllbtsize(T) - (xola + ) D7),

o€e€
e On integre en z € R?
n n|2 : dU T,n\|2
o )= 3 < Clntsize(T) 3 2210, ( [ ol n)as )
ocg 7

e Calcul de l'intégrale

/ Xo (@, + 1) dz = |nl|o]co
]R2

CONCLUSION
[u" (- + 1) = u™||72 < Clnl(|n] + size(T,)) W™ (17 7, -
N—— A,_/
<diam(2) borné

3 une sous-suite u?(" — u € L2(R?) avec u = 0 en dehors de .
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e Par hypothese, on a

sup |[V7mu” |2 < +oo,
n

e Il existe donc G € (L?(2))? tel que (modulo une autre sous-suite)

V7iemyTen) — @,
n—oo

On veut montrer que u € H(Q) et Vu = G.
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

o Par hypothese, on a

sup [|[VTmu” |12 < +oo,
n

e Il existe donc G € (L?(£2))? tel que (modulo une autre sous-suite)

V7iemyTen) — @,
n—00

On veut montrer que u € H}(Q) et Vu = G.
e Soit ® € (C*(R?))? (on ne suppose pas ® = 0 sur 99)

I, = / u'(div®)der —— [ u(div®)dx.
Q

n—oo Q
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

o Par hypothese, on a

sup [|[VTmu” |12 < +oo,
n

e Il existe donc G € (L?(£2))? tel que (modulo une autre sous-suite)

Ve yTe) — 1 (.
n—oo

On veut montrer que u € H} () et Vu = G.
e Soit ® € (C*(R?))? (on ne suppose pas ® = 0 sur 99)

L, = [ wn(div®)de —— [ wu(div®)dz.

Q n—oo Q

o Mais on a aussi
L= u (/div(bda:) Y w Yy </<I>~umdz>.
Ke€T, K k€T, o€&c N
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e Sommons par aréte

L=y (ug—ug)(/a@-um)Jr 3 ug(/oqmu,c,,).

0E€Eint 0€Eeut
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e Sommons par aréte

L=Y (uﬁ—uﬁ)v,cc-(/g@)—i- 3 uﬁum-(/cr@).

0€Eint 0€Eeut
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e Sommons par aréte

loldee [ ulk —u? 1 /
I, = d A= 1o
> g dee <) ol J,

g€€int
|o|dico ul 1/
—— ld—L v |- | — | ®].
2 =) il ),

0€Eext
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e Sommons par aréte

59i 52



e Sommons par aréte
1
BT /q) |
S vz (L |

o€E
o Comme ® est C*°

(= [2) - (5 [ 2)| = COvlcsive).

Vo € &,
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

@ Sommons par aréte

e Tn T”7~. -
Li==> |p|Viru (Iol/f)'

e

e Comme ® est C

(19)- G ) crvoms

e Comme (V7nu7"), est bornée dans L?, on a

_ Tn,Tn . i/ ;
Io==Y_|p|Viru (|D| Dcp + Og (size(T,,)).

e

Vo € &,
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

@ Sommons par aréte

1
Iy =— T (= [ @),
n==2 [PIvEr (|J|[,>

e

e Comme ® est C

(19)- G ) crvoms

e Comme (V7nu7"), est bornée dans L?, on a

I,=- Z VIny™n . / D + Og(size(7,)).

o€l b

Vo € &,
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

@ Sommons par aréte

In=—=>|p|Viu- (M/Uq>> :

oce&

e Comme ® est C®

(9)- (& o) cromames

e Comme (V77u7"), est bornée dans L?, on a

Vo € &,

I, = _/ V7T . ® dx + Og(size(Ty,)).
Q
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

@ Sommons par aréte

1
In=—=>|p|Viu- (M/Uq>> :

oce&

e Comme ® est C®

(9)- (& o) cromames

e Comme (V77u7"), est bornée dans L?, on a

Vo € &,

I, = _/ V7T . ® dx + Og(size(Ty,)).
Q

e Bilan, pour tout ® € (C*(R?))?

I, —— — | G-®dx, et I, —— [ udivddzx.
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ESTIMATION D’ENERGIE

Vn >0, [[u'" |z, <diam(@Q)|f] 2.
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ESTIMATION D’ENERGIE
n =0, [u™ 1z, <dam(Q)]f] L2
THEOREME DE COMPACITE = Il existe u € HZ () tq

uTem —— y dans L*(Q),
n—oo

V7ot 7ot — Yy dans (L2(€2))2.
n—oo
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

ESTIMATION D’ENERGIE

Vn >0, [z, <diam(Q)]f[|z:-

THEOREME DE COMPACITE = Il existe u € Hi(Q) tq
uTem ——— o dans L? (1),
n—oo

Ve yTen — Ty dans (L2(Q))%

n—oo

CE QU’IL RESTE A FAIRE

e On va montrer que u vérifie la formulation faible du probleme

—Au = f.

@ Par unicité on en déduit que les convergences ci-dessus ont lieu
pour toute la suite (u7"),.
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ef
Vo € C2(Q), PTo = (p(zc))cer € RT.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7yp

> dololDec(wr) AL S ),

0€Eint KeT,
Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

Vo € CX(Q), PTo = (p(xx))cer €RT.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7p
T — X
S doloiDec(um) PEL P _ S g ().
0€Eint L K€L,

Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.
PAR DEFINITION DU GRADIENT DISCRET

ds|o Tp, T L) K
Z C|l |anu ", (WVM:) = Z || frep(@ic)-

TEEint N~ K€ET,
=ID|
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

Vo €CX(Q), PTo = (p(zc))cer € RT.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7¢p
Z da|U|D)CL(UTn)<p(; Z || fep(@ic)-
o€Eint KET,

Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.
PAR DEFINITION DU GRADIENT DISCRET
> [ 1w

Z /Dv%nun ) (Sﬁ(xc)dmsﬁ( ) >

0€Eint
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

Vo € CX(Q), PTo = (p(xx))cer €RT.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7p
T — X
S doloiDec(um) PEL P _ S g ().
o€Eint re KeT,

Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.
PAR DEFINITION DU GRADIENT DISCRET

=Y | f@) | elx)+ (plax) = o(x)) | da.

KeT vk ot
el pn
= Ry (x)
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BiraN
/ ViryTn  Vp(x)de — / f(z) o(z) dx
Q Q
= —/ V7rum - RY () dx +/ f(z)Ry (z) du.
Q Q
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BiraN
/ ViryTn  Vp(x)de — / f(z) o(z) dx
Q Q
= —/ V7rum - RY () dx +/ f(z)Ry (z) du.
Q Q

< C| D¢l sosize(Ts).

Ry ()] = \Mu (Vela) veevee

d}(ﬁﬁ
[R5 (2)] = lp(xx) — ()] < | Dpllocsize(Tn).
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

BiLAN
/ ViruTn  Vp(z) de —/ f(z) () dz
Q Q
= —/ V7ruT - RT(2) dm+/ f(z)Ry (z) dz.
Q Q

< C||D?@||sosize(Ty,).

|R711(x)| = ’MVKL - (V<P($> : V}cc)”}ca

d)CL
[R5 (2)] = lp(xx) — ()] < | Dpllocsize(Tn).

ON PEUT DONC PASSER A LA LIMITE

Yo € C°(9), / Vu-Veodr= | fed. (%)
Q Q

Par densité, (x) est encore vraie pour tout p € Hg(Q), d’ot le résultat.
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

NON CONVERGENCE FORTE DES GRADIENTS
D’apres la formule d’intégration par parties discrete, on a

> dolollDo (™) = Y [ilfet = [ flapu™ da.
oce& K€T, Q
Comme VIru™ = dDg(u”™)v,, on en déduit
1 d0|0" T, Tnl|2 Tn
pi Z J |[VIny®n|* = /Qf(x)u dz.

TEE N~
=|D|
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

NON CONVERGENCE FORTE DES GRADIENTS
D’apres la formule d’intégration par parties discrete, on a

S dolol|Do(w™)P = 3 Ikl fiuf = / J(@)u™ da.

oe€ KeT,

Comme VIru™ = dDg(u”™)v,, on en déduit

1
LIV = [ fa da.
Q
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

NON CONVERGENCE FORTE DES GRADIENTS
D’apres la formule d’intégration par parties discrete, on a

S dololl D = 3 el = [ flop o

oe€ KeT,

Comme VIru™ = dDg(u”™)v,, on en déduit

1
H P z/f(x)uT" da.
Q

On passe a la limite dans le terme de droite et on trouve
hm [VTruT |2, = d/ f@)u(z) de = d||Vul|2..

~ Siu#0etd>2, onn’a donc pas convergence forte des gradients.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

Rg(u) _ u($c) —u .’E}C |0_| /Vu Ve, dr.

e Formules de Taylor avec reste intégral (pour u € C? et x € o)

u(z,) = u(x)—i—Vu(x)(xL—m)—i-/o (1—t)D*u(z+t(x.—)).(v,—x)* dt,

u(xe) = u(x)+Vu(x)~(m,c—:v)+/0 (1715)Dzu(ert(a:,C—a:)).(x,cfx)2 dt.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

R,(u) = W - ﬁ Vu(z) - v, dx.

e Formules de Taylor avec reste intégral (pour u € C? et x € o)

u(z,) = u(x)—i—Vu(x)(xL—m)—&—/o (1—t)D*u(z+t(x.—)).(v,—x)* dt,

u(xe) = u(x)+Vu(x)~(:v,c—m)+/0 (lft)D2u(x+t(x,c—x)).(x,cfx)2 dt.

@ On soustrait et on utilise v, — Tx = dx Vi,
1
u(zy)—u(ze) = diu(x).um—i-/ (1—t)D*u(z+t(z,.—x)).(x,—x)* dt
0

_ /0 (1= 6)D2u(x + Hzr — 2)).(2r — 2)2 dt.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

R,(u) = W - ﬁ Vu(z) - v, dx.

e Formules de Taylor avec reste intégral (pour u € C? et z € o)

u(z,) = u(a:)—i—Vu(m)(a:L—m)—&—/o (1—t)D*u(z+t(x.—)).(v,—x)* dt,

u(xe) = u(x)JrVu(x)'(:z:,c—z)Jr/o (17t)D2u(x+t(x,C—x)).(x,cfx)2 dt.

o Bilan :
1 1 ) .
RU(U) = d;cc|0'| L/O (1 — t)D U(J?‘i‘t(ZEL — x))(xL _ 37) dtdx
=Ty
_ d)cj|0‘ /0/01(1 —t)D%*u(x + t(zx — z)).(zc — )2 dt da .

=T
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1
dicc|o|

/ / 1 ODu(e 4 t{ae — 2)) (e — 2)? did.
o JO

T =

Gbi 52



/ / 1 ODu(e 4 t{ae — 2)) (e — 2)? did.
o JO

INEGALITE DE JENSEN

T, =
YT des|o]

T < g |// 1=t D2u( + ta — @) Pl — o dtda.
KLC
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

1 1

T = 7/ / (1 —t)D*u(z + t(z, — z)).(x, — x)* dtdz.
dicclol Jo Jo
INEGALITE DE JENSEN

1 1
17 < g [ [ = tPID e ¢ ta - ) Ple ol dida.
d}cz|0| o JO

CHANGEMENT DE VARIABLE
(t,x) €[0,1] xo—y=x+t(z, — ) € D,.

Le Jacobien vaut (1 —¢)(x, — x) - vx, = (1 — t)d 0.

ds size(7)?
T2§77’/ D?u(y)|* dy < C(reg(T /D2uy2dy.
(1 < gipy [ 0P dy < s =T [ 10t
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u(wy) —u(wg)
Ro () = b, L) |a|/k 2)Vu(e) - ve da.

NOUVEAU TERME DANS L’ESTIMATION

AL

u(ze) —ufze)

R,(u)| < |k
Ry () et

+ O(size(T)).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE REGULIER

dir
NOUVEAU TERME DANS L’ESTIMATION

T

@ Pour n’importe lequel des choix de k, on a

kg—i/k‘(x)daﬁ
ol Jo

Ra(u):kgw |0|/k 2)Vu(z) - v, de.

) — u(zx)

R,(u
|Ro(u) i

+ O(size(7)).

< C||VE||sosize(T).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE REGULIER

Ro(u):kow |0|/k 2)Vu(z) - v, de.

NOUVEAU TERME DANS L’ESTIMATION

T

@ Pour n’importe lequel des choix de k, on a

1
ke — — / k(x)dx
lol Jo
@ Avec des formules de Taylor on trouve aussi
1
— 1 2
re) —ulre) | o (/ Vuf? + [ D?uf? dm)
1p| Jp

d)CL
66/ 52
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) — u(zx)

R,(u
|Ro(u) i

+ O(size(7)).

< C||VE||sosize(T).




dr u(z,) — u(xe
dro L dio
RS dice

Ry(u) =

1

)_ L / k(x)Vu(z) - v, do.
lof Jo

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT

/ k(z)Vu(z) vy, dx o / Vue(2) Ve de = ke, / Vu (x) Vi, dr.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

dy u(x,) — u(x
Ro(u) = %:Ld)u ( L)dm (@c) \U|/k 2)Vu(z) - v, de.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢
ATTENTION : u n’est pas réguliere mais u)c et u|. le sont.

u(ze) = u(z) + Vupe(z) - (zc — x) + O(size(T)?),
u(z.) = u(z) + Vu(z) - (. — ) + O(size(T)?).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

dr u(zy) — u(x)

R, (u) =
O'() %+dkf;g d)CL

/k Wu(x) - v, da.
ol

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

w(zy) = u(@) + Ve () - (—deoVir + 20 — ) + O(size(T)?),
w(z,) = u(@) + Vu(2) - (deoVir + 2o — 1) 4 O(size(T)?).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

Ry (u) =

dr u(zy) — u(x)
T i ‘U|/k 2)Vu(z) - v, de.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

() —u(ze) = deo VU () Ve + deo Ve (z) - v + O(size(7)?).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

Ry (u) =

dr u(zy) — u(x)
T i ‘U|/k 2)Vu(z) - v, de.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

) ulee) = %2 (zg,:m(x).um) +op (k,cwa ) um)+o<size<7>2>
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

Ry (u) =

dr u(zy) — u(x)
Fr—r i M/k 2)Vu(z) - Vi, dx.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

w(z,)—u(ze) = % <k£Vu|£(ﬂc)'Vm> +% (k,cvu,c(w)-vm) +O0(size(T)?)

ON INTEGRE SUR o

deo n dm>

Ial(u(:cﬁ)—u(:cn))=(l% e / k(z)Vu(z)ve, de+O(size(T)?).

g
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

dee  ulze) = ulze) /k; Wu(x) - v, da.
|O'| KL

Bo(w) = o 4 deo dxc

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

dro deo .
w(zy)—u(ze) = g(kCVuM(x)«y,“) 1: (k,CVu,C( )um)+0(s1ze(7)2)
L K<
ON INTEGRE SUR o

dic u(acg) - U(l')c) _ ﬁ / k(m)VU(CU) Vi dx + O(size(T)).

dLo‘ + dlCa dKIL
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