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ANALYSE NUMERIQUE DES EDP

Approximation numérique compléte d’un probléeme parabolique

Soit T' > 0, €2 un ouvert borné, polygonal, convexe de R2.

On se donne une fonction k € C*°(Q) (en particulier bornée !) et telle que infg & > 0, une fonction f € C*([0,T] x Q)
et une fonction ug € C°°(£2). On notera ki, = info k et kpax = supg k.

On admet qu’il existe une unique solution v € C°°([0, 7] x Q) au probleme suivant

Opu — div (k(z)Vu) = f(t,z), pourtout (t,z) € [0,T] x Q,
u(t,z) =0, pour tout (t,z) € [0,T] x Of, (1)
uo(x), pour toutz € Q.

Le but de ce probleme est I’étude compléte d’une méthode numérique de type Euler implicite en temps / éléments finis
en espace pour résoudre ce probleme.

Notations :
e On rappelle que H}(Q) est 'ensemble des éléments de H*(£2) dont la trace est nulle au bord. Dans ce probleéme, on
notera C'p > 0 la constante dans I’inégalité de Poincaré suivante

Vo € HY(Q), o]z < Cpl[ Vo] e

e Dans tout le probleme si (¢,2) — v(¢, x) est une fonction qui dépend de ¢ et de x, alors pour tout ¢ € [0,T7], v(t)
désignera la fonction v (¢, -) qui ne dépend donc plus que de la variable x.
e Pour toute fonction (¢,z) € [0,T] x Q + v(t,z) € R de classe C¥, on note

|v]lck = . max <||<9?°<9§faﬁfvllmqo,ﬂxm)-

ag,aq,00)€ 3
agtar+az <k

Partie I- Semi-discrétisation en temps :

On commence par discrétiser le probléme par rapport a la variable de temps. Pour cela, on se donne un pas de temps

At = % ou M est un entier positif. On note t” = nAt pour 0 < n < M les différents instants de la discrétisation.
On fixe u® = ug et on considere alors le systéme d’équations suivantes

un+1 _ un
L div (K@) V) = () = (), dans @, @)
u™ = 0. sur 9.
On propose la formulation variationnelle suivante de ce probleme
Trouver v € H}(Q) tel que c(u" T, v) + Ata(u™, v) = c(u™ + Atf(t" 1), v), Yo € H(Q), (3)



ol on a posé

def

Vu,v € Hy (), a(u,v) = / k(x)Vu - Vodr,
Q

Yu,v € L2(Q), c(u,v) = / uv dx.
Q

1. Montrer que si u™ € Hg () est connu, alors le probleme (3) admet une unique solution ™ *1. En déduire que
1’on définit ainsi de fagon unique une suite (u")o<,<ns d’éléments de H{ ().

2. Montrer que la fonction »™ 1 ainsi construite vérifie le probleme elliptique (2) au sens des distributions, ainsi que
la condition aux limites en un sens que 1’on précisera.

3. Pourtout 0 < n < M — 1, on définit I’erreur de consistance

w(t™ x) —u(t, x)
At

R (2) = — Qpu(t"*, z)

qui est donc une fonction de classe C*° qui ne dépend que de la variable . Démontrer que
[R™ | oo () < Atfulle2,
IR 22 () < At/]9Q] [Jullcz,

IVR™ | 2(0) = \/Hale"“IIiz + 102, R0 < At/2( [Julles-

4. Pour tout 0 < n < M, on définit I’erreur d’approximation au temps ¢" par e = u(t") — u"™. Montrer que ’on a
YO<n<M-—1,Yve€ H(Q), cle™™ v)+ Ata(e"™,v) = c(e™ + AtR" v).
5. En déduire que
VO<n<M—1, | + kuin At Ve 2o < Jle™|[r2[le" 2 + AtCP|| R 2] Ve 1z,
et enfin que

km
2

. 1 CQ
EAVE G < Sllenlfe + Atg [ R

1
VO S n S M — ]., §H€n+1||%2 —+
On pourra utiliser I'inégalité de Young : Va,b € R,Ve > 0, ab < Sa* + 5-b°.
6. Conclure que

QT
sup ||e"||2 < At Cp it
0<n<M min

[ulle2-

Le schéma proposé est donc d’ordre 1 en temps.

Partie II- Discrétisation complete en temps et espace - cadre abstrait :

D’un point de vue pratique, il nous faut maintenant résoudre le probleme elliptique (3) a chaque pas de temps. On se
propose pour cela d’utiliser une méthode de Galerkin.

On se donne une famille (V3,);, de sous-espaces de dimension finie de H} (£2) et on considere pour tout n le probléme
suivant

Trouver u) ' € Vj, tel que c(u) ™, v) + Ata(u) ™ vy) = c(ufl + AtfE" ), v1), You € Vi, 4)

Pour chaque h > 0, on se donne un uf) € V}, (qui est censé approcher uy).



. Siul € Vj, est donné, démontrer qu’il existe une unique suite (u}!),, d’éléments de V}, qui vérifie les équations
.

. Pour toute fonction w € H} (), montrer qu’il existe un unique élément de V}, noté Pp,w qui vérifie
Yo, € Vi, a(Prw,vr) = a(w,vy), Yoy, € V.

Montrer qu’on a I’estimation

min

km‘ X
Vo € HY(Q), [IVPwllze < 22 |Vl s.
L opérateur P, : H}(Q2) — V), ainsi contruit est appelé projecteur elliptique sur Vy, par rapport a a.

Dans la suite, on suppose que Py, vérifie la propriété : il existe My > 0, indépendant de h, tel que

— Prw — w2 < Myh? >
Yw € Hé(Q) ﬂCQ(Q), ” hW wHL > 1 ||wHC (5)
|73}L’LU — ’LU‘Hl S MthwHCz

Pour tout n et h, on définit e} = u(t™) — u} 'erreur totale entre la solution exacte et la solution approchée au
temps ¢". On écrit cette erreur sous la forme

e, = (u(t") = Ppu(t")) + (Pru(t") — up),

_on 2,
=€ =Ch

et on va étudier séparément ces deux termes.

. Pour tout n > 0, on pose S™ = P (Oru(t™)) — dzu(t™). Montrer qu’il existe My > 0 indépendant de u, de h et
de At tel que
vn e {0,..., M}, [|S™|z2 < Mah?||ul|cs.

. Montrer que, pour toutn € {0,...,M — 1}, ona
(€t o) + Ata(ef ™ vy) = (@, vp) + At (PR R™ M vp) + At c(S™TE up).
. En déduire, toujours pour n € {0,..., M — 1}, I'inégalité
1 1
§H§Z+1||2Lz + Atkin||VER |72 < §||5Z||2L2
+ AtC,%%HVR"“HLz IVeR e + AtCp||S™ | 2| VeER T e

. Montrer ensuite que

1 1 1 k2 1
SRtz + 5 Atkmin[VER 72 < SlEl7: + AtCHE2VR™72 + AtCH—[1S" 172
2 2 2 k2 kmin
. Conclure enfin que
2 ~0 2 2 B 2 2 o M5 4 o
sup [eyllz2 < |lepllze + 2T Cp -3 At7|Q||ullgs + 2TCH R |ul|gs-
n<M kyin Emin

. Montrer maintenant que
sup [|e; (72 < MPh[lulZ.
n<M



9. Conclure qu’il existe une constante M3 > 0 indépendante de At et h telle que

sup [legllzz < Ma(At + 72 +[|&]|2)-
n<M

Comment construiriez-vous u$ en pratique ?

Le schéma étudié est donc d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace en norme L?2.
10. On revient dans cette derniere question a 1’étude du projecteur elliptique.

(a) Montrer, en utilisant les résultats du cours que 1’on a

kmax
Yw € Hy(Q), [Phw —wlg < d(w, Vi),

kmin
ou d(w, Vy,) = infy, ev, |w — wp|g1.

(b) On suppose maintenant qu’il existe C' > 0 indépendante de h, telle que Vw € H2(Q)NHE(Q), d(w,V3) <
Chl|w]|| gz, en déduire que la seconde inégalité de (5) est vraie.

(c) Toujours en utilisant un résultat du cours, montrer que
Yw € Hy(Q) N HA(Q), |[Prw —wl|z: < C'R?||w| g2
En déduire que la premiére inégalité de (5) est également vraie.

Partie III- Discrétisation complete en temps et espace - approximation par éléments finis :
Dans toute la suite, on suppose ici donné un maillage simplicial géométriquement conforme de €2 noté 7. On construit
I’espace Vj, C H}(Q) a partir de ce maillage et de I’élément fini de Lagrange P!

1. Décrire en quelques lignes I’espace V},. On précisera en particulier sa dimension en fonction des caractéristiques
géométriques du maillage.

2. Montrer que le schéma (4) peut se mettre sous la forme suivante
MU+ AtA, U = M, U™ + AtM F™

ot U™, U™t et F™+! sont des vecteurs colonnes dont on précisera la taille et les coefficients, Aj, et M, sont des
matrices que I’on précisera également.

3. Montrer que M}, et A, sont symétriques définies positives. En déduire que M}, + At A, est une matrice inversible
pour toute valeur du pas de temps At > 0.

Partie IV- Un lemme de Strang :

Dans cette partie, on s’intéresse a une variante de la méthode de Galerkin pour laquelle on va établir un résultat semblable
au lemme de Céa. Dans la partie suivante, ce résultat sera appliqué a I’étude de I’influence des formules de quadrature
dans la méthode numérique proposée dans ce probleme.
On se place dans le cadre abstrait suivant : soit V' un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire, continue et coercive sur V'
(on note v > 0 la constante de coercivité), L une forme linéaire continue sur V. On considere I’unique solution v € V'
du probleme

Yo eV, a(u,v) = L(v). (6)

Pour tout & > 0 on se donne un sous-espace de dimension finie V;, C V, une forme bilinéaire coercive ay, sur V,.

1. Démontrer que pour tout & > 0, il existe une unique solution u € V}, du probléme approché

Vo, € Vi, an(un,vp) = L(vy). 7



2. En s’inspirant de la démonstration du lemme de Céa, montrer que

a 1 ap(up,wy) — alup, wy
vthVh, Huh,*Uh”V S U”ufrUh,”V‘i’* sup | l( ) ) ( ) l)|
a O wyev, [wnllv

3. En déduire qu’on a

1 —
llu — up|ly < (1 + M) d(u, V) + — sup lan (un, wr) —alus, wn)
(% A eV ||’U]h||v

Partie V- Méthodes de quadrature :

On revient dans cette partie au cadre étudié dans les parties II et III.

On note K le simplexe de référence associé a I’élément fini P!. Pour tout élément K € 7, on note T une application
affine qui envoie K sur K, hy désigne le diametre de K et |K | sa mesure.

La construction des matrices M), et A;, obtenues dans la partie III, fait intervenir le calcul d’intégrales sur chaque
élément K du maillage. On se propose dans cette partie d’étudier des méthodes d’évaluation numérique de ces intégrales
(le calcul exact étant en général hors de portée) et leur influence sur la précision du calcul.

Soit N > 1. On appelle formule de quadrature d’ordre N, sur I’élément de référence, une application linéaire continue
In : CO(K) — R telle que

Vo e PN-1 / vdi = In(9).
K

1. Déterminer 1’ordre des formules de quadrature suivantes

1(6) = 52(0,0),
(o) = %@(1/3, 1/3),

(o) = é(@(o, 0) + 0(1,0) + 9(0, 1)).

Entre ces trois méthodes, laquelle vous semble - en pratique - la plus adaptée a I’utilisation dans le contexte de
notre probléme (i.e. pour évaluer les intégrales intervenant dans A;, et Mp,) ?

2. On fixe dorénavant une formule de quadrature /. Démontrer qu’il existe C' > 0 telle que

vo e HV(R). \ /K 8 — In(0)| < Clilyn .

3. Pourtout K € T, ettoutv € HY(K), on pose
INyK(v) = 2|K‘IN(U e} TK)
Montrer que

< C2|K |2 hi vl g xc).

‘/ vdr — Iy ik (v)
K

Vuh,vh € Vh, ah(uh,vh) B Z INJ((]{JVU}I . Vvh).
KeT

4. On pose maintenant

Montrer que pour tout uy, vy, € Vp, on a
la(un, vp) — ap(up,vp)| < ChNHkHCNCL(Uh,Uh).

En déduire qu’il existe g > 0 (qui dépend de NV et de k) tel que

Fin|| Vup|[ 7. (8)

N | =

Vh < hg, Yun, € Vi, an(up,up) >



S.

7.

8.

On pose également

def
Vup, vp € Vhy cp(un,vn) = Z In,k (up o).
KeT
Pour quelles valeurs de N, est-on siir d’avoir la propriété suivante

Yup,vp € Vi, c(un,vn) = cp(un, vg). )

. On choisit dorénavant une valeur de N pour laquelle (9) est vraie. Par ailleurs, pour simplifier un peu, on va

supposer dans la suite que f(¢, ) = 0 pour tout (¢, x).

Le schéma numérique complet pour le probleme parabolique qui nous occupe devient maintenant

Trouver u) ™' € Vj, tel que c(u)} ™, v) + Atap,(u)t,vp) = c(@},vn), You € Vi, (10)

les seules différences (en dehors du fait que f = 0) étant dans le fait que 1’on a remplacé la forme bilinéaire a par
la forme bilinéaire a;, qui est calculée a ’aide de la formule de quadrature I .

On admet que I’analyse de 1’erreur associée a ce probleme peut se dérouler de la méme fagon que dans les parties
II et I, a condition de savoir démontrer les propriétés (5) pour un nouvel opérateur de projection elliptique noté

73; et défini par .
Yw € Hy(Q),Yon, € Vi, an(Prw,vr) = a(w,vy,).

(a) Démontrer que pour i > 0 suffisament petit, on a I’estimation

-~ kaax
Vw € Hy (), [[VPhwl|z2 < I Vwllze.

min

(b) Démontrer que
1 —~ kmax N kr2nax
Yw € Hy(R), |w—Prw|g < 1+r d(w, Vi) +2Ch k2—||k\|CNHVw||Lz.

min min

En déduire que la seconde inégalité de (5) est encore vraie pour I’ opérateur 7,371
Soitw € HY(Q) N H2(Q).
(a) Montrer qu’il existe un unique 1., , € Hg(Q) tel que
V’U € Hé(Q)7 G(U, 1pw,h) = (’LU - ,ﬁ;tw7 U)L2'
Montrer que 1y, 5, € H?(2) et qu’il existe C > 0 indépendante de w et h telle que
[Wownlliz < Cllw = Phewl] 2.
(b) Démontrer que
Jw — Prwl2s = a(w — Prw, Yuh — Prtbuwn) + an(Prw, Prbwn) — a(Phw, Phtbu,p).
(c) En déduire que
[lw — 73210“%2 < Emax|w — ﬁzw‘Hl [%w,n — Phtbw,nlm + ChN||k||cNkmax|737Lw|H1|Ph¢w,h‘H1'
(d) Conclure qu’il existe C’ > 0 indépendante de w et h telle que
= Prwlfs < B[] sz + 0N ||| g

Ceci prouve donc que pour [N > 2 la premiere estimation de (5) reste vraie pour 1’opérateur P, et donc que
la méthode de quadrature Iy utilisée dans le schéma ne dégrade pas ses propriétés de convergence.

FIN DU PROBLEME




