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ANALYSE NUMERIQUE DESEDP

Etude d'un probl éeme elliptique coupl é

Soit{2 un ouvert borné régulier et connexeédont on note: la normale unitaire sortante. On se donne une
fonction f € L?(2). On s’intéresse dans ce probléme a la résolution dul@nad elliptique couplé suivant :

{ ¥ = A/.L = f> danSQ, (1)

—u—Ap =0, dans(,
pour lequel on considérera plusieurs types de conditiordimites.

Notations :
On définit la moyenne su? de toute fonction intégrable par la formule

1
m(u) = @/ﬂu(az) dx,

ou |(2| désigne la mesure de Lebesguefte
On rappelle quéi{ (9) est I'ensemble des élements He () dont la trace est nulle au bord. On notera aussi
H} (Q) l'ensemble des éléments dec H'(€2) dont la moyennen(u) est nulle.

Partie |- Préliminaire : une inégalité de Poincaé-moyenne :
Soit une fonctiord € L(Q) telle quem(9) = 1.
Démontrer qu'il existe une constantg > 0 qui dépend dé) et ded telle que

Vue H'(Q), |ullzz < Co(Vullz2 + [m(ud)). )

On pourra mettre en place un raisonnement par I'absurde.
Partie 1l- Conditions aux limites de Neumann :

On s'intéeresse dans cette partie au probleme (1) auquejaie des conditions aux limites de Neumann
suivantes

g—(p =0, surosf?,

o )
B _ 0, surofl.

on



On propose la formulation variationnelle suivante du peai¢ (1)-(3) : Trouvefyp, u) € H' () x H'(Q)
tel que

/ngyd:zr—k/ﬂv,u'VVda:—/Qm/)da:—k/Qng%Vi/)dzz:
:/fud:r, V(y,v) € HY(Q) x HY(Q). (4)
Q

1. Démontrer que le probleme (4) est équivalent a : TeoGy, 1) € H(Q) x H*(Q) tel que

/gouda:—i—/Vu-Vud:z::/de:z:, Vv € HY(Q),
Q Q Q

—//ﬂbd&:—l—/V(p-dex:O, Vi € HY(Q).
Q Q

2. En choisissant convenablement les fonctions tests/, montrer que s{p, ) € H' () x H(Q) est
solution de (4), alors :

(a) o ety vérifient les équations (1) au sens des distributions.
(b) o etp vérifient les conditions aux limites (3) en un sens & [H&ci
(c) on am(y) = m(f) etm(u) = 0.

3. Démontrer que sip, 1) € HY(Q) x H'(Q) est solution de (4) pour la donnée = 0, alors on a
Ve = Vu = 0. En déduire qu'alore = 0 ety = 0.

4. Déemontrer que sf € L?(Q) est quelconque, alors le probleme (4) adaueplus une solution(y, 1t).

5. On veut maintenant montrer que, pour tgut L2(12), le probleéme (4) admet en effet une solution.
Pour cela, on introduit un nouveau probleme variationfebuver (p, i) € H} () x HL () tel que

/anda:Jr/QVﬁ.vad:p—/ﬂwdzw/ﬂvavwx
- /Q (f — m(f)Fde, V($.7) € HL(Q) x HL(9Q). (5)

(8) En utilisant un résultat du cours, demontrer que Idkgmme (5) admet une unigue solution.
(b) Soit(p, 1) € H}L () x HL (Q) la solution de (5) obtenue a la question précédente.

i. Pour tout(y, v) € H'(2), vérifier que si on poSe = ¢ — m(y) ety = v — m(v), alors on
a(i,7) € HY(Q) x H,(9).

ii. En déduire que si on pose = ¢ + m(f) ety = p, alors le coupldp, 1) est bien solution
du probleme initial (4).

6. Démontrer que la solutiofy, ;1) obtenue ci-dessus vérifie

el + llullgr < ClIfll2,

ouC > 0 dépend seulement d&



7. Démontrer enfin, en se servant de certains résultatewvusurs, que le probleme étudié satisfait une
propriété de régularité elliptique, c’est-a-direequiour toutf € L?(Q) onap € H?(Q), u € H*(Q) et

el + llellaz < Cllflle2,

ot1C' > 0 dépend seulement d&

Partie IlI- Conditions aux limites Dirichlet-Neumann :

On s’interesse dans cette partie aux mémes équatiomsgit)cette fois assorties des conditions aux limites
suivantes

=20, surof,
6
8—” =0, surof. ©)
on

On propose la formulation variationnelle suivante de ce/eau probleme (1)-(6) : Trouvép, ) € Hi(Q) x
H'(Q) tel que

/ngyd:zr—k/ﬂv,u'vyda:—/Qm/)da:—k/Qng%V@Z)dzz:
:/fydx, V(b v) € HY(Q) x HY(Q). (7)
Q

1. Comme dans la partie precédente, on peut vérifier (aeneande pas de le refaire !) que toute solution
de (7) vérifie les équations (1) au sens des distributiarieseconditions aux limites (6) en un sens
convenable.

Montrer que I'on a encore la propriété(y) = m(f). Pourquoi ne peut-on plus montrer quigy) =
0?

2. Montrer que sip, u) € Hi(Q) x H'(Q) est solution de (7) pour la donnge= 0, alors on aVy =
Vi = 0. En déduire d’abord qug = 0, puis ensuite qug = 0.

Conclure que, pouf € L%(2) quelconque, le probleme (7) adnzet plus une solution.

3. On va maintenant montrer qu'une telle solution existea@fement pour toute donnge c L3(Q).
Pour cela, on fixe une fois pour toute dans la suite une famétie C2°(2) telle quem(f) = 1 et on
introduit les espaces suivants

Hgm(Q) = {p € Hy(Q), m(p) =0}, et Hy,o(Q) = {ne H(Q), m(ud) =0}

On considere alors le nouveau probleme variationnelastiv Trouver(¢, 1) € H,,,(Q2) x ng(sz)
tel que

/Qgﬁdwr/gvg-de—/gwdwr/gvgz-vwx
- /Q (f — m(£)0)7 da — /Q m(f)V6- Vi dz, V(§.7) € HL() x HY Q). ()

(a) Démontrer que’{&m(Q) et H}W(Q) sont des espaces de Hilbert et que, sur ces deux espaces,
l'applicationu +— ||Vu||;2 est une norme équivalente a la noriié.

3



(b) Démontrer que le probleme (8) admet une unique syt /).

(c) Pourtout(y), v) € Hy(Q) x H' (), vérifier que si on pose = 1) — m(1)0 ety = v — m(vh),
alors on &y, v) € Hg,,,(Q) x H}, 4(0).

(d) Démontrer enfin que si on poge= ¢ + m(f)0 puis u = n + m(Ve - V), alors on a bien que
(o, p) € HE(Q) x H(2) et que(y, 1) est solution du probleme variationnel (7).

Partie IV- Approximation par EI éments FinisP! de la solution du probleme(7) :

On suppose dans cette partie duesst polygonal, qu’'on dispose d’'un maillagede €2, géométriguement
conforme et constitué de simplex&s On note(a;)1<;<n les sommets de ce maillage. On ndtele nombre

de sommets du maillage situés sur le bord et on suppose quenl@rotation choisie est telle que ces sommets
situés sur le bord somxactementles sommets; pourl < ¢ < M. On rappelle également que la constante
de régularite&rr > 1 du maillage est définie par

hk
Or = sup —,
KeT PK

ou hi et px sont respectivement le diametre et la rondeur d’'un étémie € 7. Enfin,h = maxgecr hi
désigne la taille du maillage.

On note maintenarit), le sous-espace dé' () constitué des fonctions dont la restriction sur chagaenéeht
K du maillage7 estP!. On définit également, o = Vi, N HE(Q). On note enfirZ} : H?(Q) — Vj,
I'opérateur d'interpolation de Lagrange défini et éaudn cours.

On souhaite approcher numériquement la solutign.) du probléme (7). Pour cela, on met en place une
méthode de Galerkin basée sur les espagest Vj, o décrits ci-dessus. Plus précisément on va chercher
(@n, pn) € Vi N Vy tel que

/ OpVp dx + / Vun - Vop de — / Upp dx —l—/ Von - Viby, dx
Q Q Q Q
= /Qf”h dz, V(¥n,vn) € Vho X Vi (9)

Onadmet que ce probleme (9) admet une unique solution (cela peutrs@trer par la méme méhode que
dans la partie précédente).

1. Quelle est la dimension dg, ? Décrire rapidement la base g constituée des fonctions de forrié
associées au maillage considéreé.

2. Décrire 'espacé’, o : on en précisera notamment la dimension et une base.
3. Démontrer que I'on a

/<<,o—soh>uhdx+/vm—uh)-vVhdx—/<u—uh>whdx+/v<<,o—soh>-whdx
Q Q Q Q

=0, V(¢n,vn) € Vo x Vi (10)

4. Veérifier queV}, contient les fonctions constantes. Déduire de (10) quedia (¢ — ¢, ) = 0. En déduire
gu'il existe une constant€; > 0 dependant seulement €etelle que

le = enll: < CillV(e = @n)ll 2, (11)



5. Soitd € C°(02) telle quem(#) = 1.
(a) Justifier qu€}L0 € W, et qu'il existe une constanté, > 0 qui depend seulement dktelle que

16 = Zp0ll 2 < Cob?[0)l 2, IVZ30]l12 < Co(1+ orh)|0)] 2

(b) En choisissant convenablement les fonctions tests @@&ysmontrer que
(= )0 )| < o1+ 0T = )2 B + Cal = ol e

(c) Montrer finalement qu'il exist€'s > 0 eth* > 0 ne dépendant que de et ded tels que : si
h < h*, alors on a

= pnllz < Coor(IV(e —on)llrz + IV (1 — pn)ll2)- (12)

6. En choisissant convenablement les fonctions tests d@jsnjontrer que

IV (= pn) |72 + IV (0 — @n)l72
<|IV(p=Zhu)32 + IV (0 = Zio) |32 + 2]l — nll 2l — Thpl pz + 2l w — w22 1 Zhe — @l z2-

7. Démontrer maintenant qu’il existé, > 0 ne dépendant que deet ded telle que, sih < h*, on a
IV (1= p)lIz2 + 11V (e = en)lize < Ca (Il = Tpplln + o7l — Zneliin) -

8. Montrer que si on suppose qle, i) € H?(Q) x H?($2), alors il existe une constantg; ne dépendant
que def et ded telle que, sh < h*,0ona

lle = enllen + lln = pallan < Csozhlllellm + lul m2)-

9. Expliquer comment le probleme (9) se met sous la forma dysteme linéaire carrdU = F' a
réesoudre. On précisera hotamment :

la taille de ce systeme,

la nature des inconnués et leur lien avec les fonctions inconnugsg et u,,

la structure particuliere de la matricket les expressions de ses différents coefficients,

les coefficients du second membire



