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1. Modéles de transport en 1D



Partie 2 : Equations de transport

1. Modéles de transport en 1D

1.1. Trafic routier



Modélisation

Hypotheses

e On suppose la route rectiligne et infinie ~~ R.
e Une seule voie de circulation. Impossible de dépasser.
e On ne regarde pas les problemes d'entrées et sorties.

Quantités d'interét

e p(t,x) = densité de véhicules a linstant f et au point x
Le nb de véhicules entre les positions a et b a l'instant t est

donne par
b
J p(t,x) dx.

a

e v(t,x) = vitesse du vehicule qui passe au point x a linstant t.

But du jeu : Etablir des equations satisfaites par p et v.



Trajectoire d'un véhicule particulier

On suppose connu le champ de vitesse v
Soit & un des véhicules roulant sur l'autoroute.
On note t — X (t, =) sa trajectoire le long de cette route.

Principe fondamental #1 = cinématique = définition de la vitesse
L'equation differentielle verifiee par X est

d
Ex(t’ &) = v(t, X(t, D).

Dans toute la suite on supposera (et on vérifiera éventuellement a
posteriori) que v est une fonction reguliere.



Loi de conservation des véhicules

Enoncé

Avec nos choix de modélisation, aucun véhicule ne peut apparaitre,
disparaitre ou déepasser un autre vehicule.

Principe fondamental #2 = loi de conservation

Si elles sont régulieres, les deux fonctions p (densité) et v (vitesse)
sont liees par l'équation aux dérivees partielles

¢ (pv) = 0.

L)
? oX

ot

On va en donner deux preuves

e La preuve « des physiciens ».
e La preuve « des matheux ».



Loi de conservation des véhicules
Preuve 1
Soient a < b deux points fixés sur l'autoroute.
Idée
Comparer le nombre de véhicules dans la portion [a, b] a linstant ¢
et a linstant t + ot, pour ¢t petit.

X=a X=Db

Instantt &—e——.—ea—a e a8
Instantt + 0t —e——a——aa e & e e R e o

b b
Jpﬂ+&xﬂk—f;ﬂxﬂu

a a

= véh. entrants — véh. sortants



Loi de conservation des véhicules
Preuve 1
Soient a < b deux points fixés sur l'autoroute.
Idée
Comparer le nombre de véhicules dans la portion [a, b] a linstant ¢
et a linstant t + dt, pour 4t petit.

X=a X=Db
Instantt &« =—a—@—a—a e a8 a
St xv(t,a) x p(t,a)

Instantt + 0t —e&—=—a———aa—e & e & R e o>

b b
Jpﬂ+&xﬂk—f;ﬂxﬂu

a a

= (ot)v(t,a)p(t,a) — veh. sortants



Loi de conservation des véhicules
Preuve 1
Soient a < b deux points fixés sur l'autoroute.
Idée
Comparer le nombre de véhicules dans la portion [a, b] a linstant ¢
et a linstant t + dt, pour 4t petit.

X=a X=Db

Instant t
5t x v(t,a) x p(t,a) ot x v(t,b) x p(t,b)

Instant t + 0t — & —=ar————Re R R @ Er—————E

b b
J p(t + dt,x) dx—f p(t,x) dx

= (8t)u(t, a)p(t,a) — (Bt)V(t, b)p(t,b)



Loi de conservation des véhicules
Preuve 1
Soient a < b deux points fixés sur l'autoroute.
Idée
Comparer le nombre de véhicules dans la portion [a, b] a linstant ¢
et a linstant t + ot, pour ¢t petit.

X=a X=Db

Instant t
5t x v(t,a) x p(t,a) ot x v(t,b) x p(t,b)

Instantt + 0t —&—=—a————aa e R & E—ar—-—a—a>

b _ b
[ et =t e [7 L peuie ) o

a



Loi de conservation des véhicules
Preuve 1
Soient a < b deux points fixés sur l'autoroute.
Idée
Comparer le nombre de vehicules dans la portion [a, b] a linstant ¢
et a linstant ¢ + 6t, pour ot petit.

X =a X=Db

Instant ¢
5t x v(t,a) x p(t,q) ot x v(t,b) x p(t,b)

Instantt + 0t —&—=—a————aa e R e G—a—-a—a>

b
, dp  d(pv) _
ot petit = L (at + o (t,x)dx = 0.

Argument final : Ce qui précéde est vrai pour tout t,a, b |



Loi de conservation des véhicules

Preuve 2

Soient b et @ deux voitures qui roulent sur autoroute.
Principe
Le nombre de véhicules entre & et & ne dépend pas du temps !

Instant to ——@y—e—er—a Rad@y————

Instantt — — @—_e—_—=—==2—@& - - >



Loi de conservation des véhicules

Preuve 2

Soient b et @ deux voitures qui roulent sur autoroute.
Principe
Le nombre de véhicules entre & et & ne dépend pas du temps !

Instant to ——@y—e—er—a Rad@y————

Instantt — — @—_e—_—=—==2—@& - - >

d (X
0= —J p(t,x) dx.
dt Jxea)



Loi de conservation des véhicules

Preuve 2

Soient b et @ deux voitures qui roulent sur autoroute.
Principe
Le nombre de véhicules entre & et & ne dépend pas du temps !

Instant to ——@y—e—er—a Rad@y————

Instantt — — @—_e—_—=—==2—@& - - >

0= (Sxt.8) st X8 - (GXC.B) it Xt )

X (t,6=)
+ J @(t, X) dx.
X (t,6=) ot



Loi de conservation des véhicules

Preuve 2

Soient b et @ deux voitures qui roulent sur autoroute.
Principe
Le nombre de véhicules entre & et & ne dépend pas du temps !

Instant to ——@y—e—er—a Rad@y————

Instantt — — @—_e—_—=—==2—@& - - >

0= V(t’X(ta Q))P(t,x(ta Q)) - V(t’X(t) a))p(t,X(t, Q))

X (t,4)
+ J @(t, X) dXx.
xt@ Ot



Loi de conservation des véhicules

Preuve 2

Soient b et @ deux voitures qui roulent sur autoroute.
Principe
Le nombre de véhicules entre & et & ne dépend pas du temps !

Instant to ——@y—e—er—a Rad@y————

Instantt — — @—_e—_—=—==2—@& - - >

) rop 0
O:f (’04—( v)> ax.
(t,ﬂ) 6t @

Argument final : Ce qui précéde est vrai pour tout ¢, b, & !



Et si on donnaitunnom a @ et & ?

e La notation &b et & ne peut pas étre conservée, il faut trouver

un moyen de les identifier.
e Idée : On fixe un temps de référence to et on repere ces

vehicules par leur position a cet instant.

Instant ty ——dmy——~—er—a—aa-—— —

X1 Xo

& — (to,x1), et &< (to,X0).



Et si on donnaitunnom a @ et & ?

e La notation &b et & ne peut pas étre conservée, il faut trouver
un moyen de les identifier.

e Idée : On fixe un temps de référence to et on repere ces
vehicules par leur position a cet instant.

Instant ty ——dmy——~—er—a—aa-—— —

X1 Xo

& — (to,x1), et &< (to,X0).
e La trajectoire t — X(t, &) est désormais notée t — X(t, to, Xo0).

%X(h to,Xo) = V(t,X(t, to7Xo)),

X(to,to,X0) = Xo,

e X n'est rien d'autre que le flot associe au champ de vitesse v !



Et si on donnaitunnom a @ et & ?

e La notation &b et & ne peut pas étre conservée, il faut trouver
un moyen de les identifier.

e Idée : On fixe un temps de référence to et on repere ces
vehicules par leur position a cet instant.

Instant tg —— ﬂ—a—m—&—aﬂa& rrrrr —_—

X1 Xo

& — (to,x1), et @& <= (to,X0).
e Latrajectoire t — X(t, &) est désormais notée t — X(t,to, x0).
%X(L to,Xo) = V(t,X(t, to7Xo)),
X(to,to,xo0) = Xo,

Définition (Caractéristiques)

Dans le cadre des phénomeénes de transport les trajectoires
t— X(t, to,Xo0) sont plutot appelées courbes caractéristiques
associees au champ de vitesse v.



La piéce manquante

Modélisation du comportement des conducteurs

A ce stade : Une seule équation pour deux inconnues p et v

La brique manquante
Comment les vehicules adaptent leur vitesse au trafic ?

Il faut une loi de comportement !

10



La piéce manquante

Modélisation du comportement des conducteurs

A ce stade : Une seule équation pour deux inconnues p et v

La brique manquante
Comment les vehicules adaptent leur vitesse au trafic ?

Il faut une loi de comportement !
e Modelel :
V(t,x) = Vmax = constante donnée

On obtient l'équation de transport a vitesse constante

[@P + Vimax (9xp = O]

10



La piéce manquante

Modélisation du comportement des conducteurs

A ce stade : Une seule équation pour deux inconnues p et v

La brique manquante
Comment les vehicules adaptent leur vitesse au trafic ?

IL faut une loi de comportement !

e Modele 2 :
V(E,X) = Vmax(X) = fonction donnée
On obtient l'équation (forme conservative)
[&p + Ox(pVmax (X)) = O~]
ou encore (forme non conservative)

(09 + Vi () 8p + Vi (¥) p = 0.

10



La piéce manquante

Modélisation du comportement des conducteurs

A ce stade : Une seule équation pour deux inconnues p et v

La brique manquante
Comment les vehicules adaptent leur vitesse au trafic ?

Il faut une loi de comportement !

e Modele 3 : Les conducteurs adaptent leur vitesse au trafic
v=g(p), g:R — R loidonneée
On obtient l'équation non-linéaire
(00 + &x(f(p)) = O,)

avec f(p) = pg(p).
Exemple typique : V= Vmax(1— p),

. [(3tp + VimaxOx (p(1 = p)) = o.]

10



Partie 2 : Equations de transport

1. Modéles de transport en 1D

1.2. Dynamique des gaz simplifiée



Dynamique des gaz simplifiée

Lois de bilan

Pb : Evolution d'un gaz dans un tube rectiligne hermetique de
section S.

e Probléme mono-dimensionnel

e Densite du gaz p(t,x)

e Vitesse moyenne des particules de gaz v(t, x)

e Pression du gaz p(t, x)

1



Dynamique des gaz simplifiée

Lois de bilan

Pb : Evolution d'un gaz dans un tube rectiligne hermetique de
section S.

e Probléme mono-dimensionnel

e Densite du gaz p(t,x)

e Vitesse moyenne des particules de gaz v(t, x)

e Pression du gaz p(t, x)

Conservation des particules [(%p + dx(pv) = O.]

1



Dynamique des gaz simplifiée
Lois de bilan

Pb : Evolution d'un gaz dans un tube rectiligne hermétique de
section S.

e Probléme mono-dimensionnel

e Densité du gaz p(t,x)

Vitesse moyenne des particules de gaz v(t, x)
Pression du gaz p(t, x)

Conservation des particules [&p + ox(pv) = O.]

Loi de Newton = bilan de quantité de mouvement

On fixe a < b.
On considere le volume de gaz compris entre X(t,0,a) et X(t,0,b).

d X(£,0,b)
— SJ (pv)(t,x)dx | = somme des forces extérieures
dt X(t,0,a)

1



Dynamique des gaz simplifiée
Lois de bilan

Pb : Evolution d'un gaz dans un tube rectiligne hermétique de
section S.

e Probléme mono-dimensionnel

e Densité du gaz p(t,x)

Vitesse moyenne des particules de gaz v(t, x)
Pression du gaz p(t, x)

Conservation des particules [&p + ox(pv) = O.]

Loi de Newton = bilan de quantité de mouvement

On fixe a < b.
On considere le volume de gaz compris entre X(t,0,a) et X(t,0,b).

d
at

X(t,0,b)
s f (V) (t.X) dx) — —Sp(t.X(t,0,b)) + Sp(t,X(t,0,a))
X(t,0,a)

1



Dynamique des gaz simplifiée
Lois de bilan

Pb : Evolution d'un gaz dans un tube rectiligne hermétique de
section S.

e Probléme mono-dimensionnel

e Densité du gaz p(t,x)

Vitesse moyenne des particules de gaz v(t, x)
Pression du gaz p(t, x)

Conservation des particules [&p + ox(pv) = O.]

Loi de Newton = bilan de quantité de mouvement

On fixe a < b.
On considere le volume de gaz compris entre X(t,0,a) et X(t,0,b).

X(£,0b) 5 X(t,0,b) op
—(pv+ pv?)dx = —J —— dx.
L(t,o,a) ot X(t,0.a) OX

1



Dynamique des gaz simplifiée
Lois de bilan

Pb : Evolution d'un gaz dans un tube rectiligne hermétique de
section S.

e Probléme mono-dimensionnel

e Densité du gaz p(t,x)

Vitesse moyenne des particules de gaz v(t, x)
Pression du gaz p(t, x)

Conservation des particules [&p + ox(pv) = O.]

Loi de Newton = bilan de quantité de mouvement

On fixe a < b.
On considere le volume de gaz compris entre X(t,0,a) et X(t,0,b).

[@(pv) + Ox(pV? + p) = O.]

1



Dynamique des gaz simplifiée

Lois de comportement

A ce stade :
Otp + Ox(pv) =0
Ar(pv) + dx(pv® +p) = O.
Il manque une loi pour la pression
e Gaz sans pression
p=0
e Ecoulement isentropique :
p = pop’,

avec po et v > 1 dépendant du gaz considére.
e Ecoulement isotherme d'un gaz parfait :

p=cp,

ou ¢ dépend des conditions de température (vitesse du son 1)

e et bien d'autres ...
12



Partie 2 : Equations de transport

2. Modéles de transport en dimension
quelconque



Rappels sur les opérateurs différentiels

Définition (Gradient, Laplacien, Divergence)
Soit Q un ouvert de RY et u e CH(Q, R), F € CY(Q,RY). On deéfinit

O\l d d
! Au:=>"du, divF := ) oxFi

Vu = C s =i i=1
OxgU =Tr(D2u), = Tr(DyxF)

Proposition (Quelques formules utiles)

div(uF) = F - (Vu) + (divF)u, Au = div (Vu).

13



Rappels sur les opérateurs différentiels

Définition (Gradient, Laplacien, Divergence)
Soit Q un ouvert de RY et u e CH(Q, R), F € CY(Q,RY). On deéfinit

Oyl d d
! Au:=>"du, divF := ) oxFi

Vu = C s =i i=1
OxaU =Tr(D2u), = Tr(DyF)

Théoréme (Formule de Stokes)
Soit Q un domaine régulier de RY et F e C}(RY, RY), alors on a

J (divF)(x)dx = J F(x) - n(x)do(x),
Q

o0

ou n désigne la normale unitaire sortante au domaine Q.

13



Partie 2 : Equations de transport

2. Modéles de transport en dimension
quelconque

2.1. Théoréme de Liouville



Théoréme de Liouville
Enoncé

e Soitv: (t,x) € R x RY — v(t,x) e R? un champ de vitesse
regulier et borne.

e On note X les caractéristiques associées a v.

e Pourtoutte R, leflotautempst

yeRI — X(t,0,y) e RY,
est un C!-difféomorphisme. On note J(t,y) := det(D,X)(t, 0,y).

14



Théoréme de Liouville

Enonce

e Soitv: (t,x) € R x RY — v(t,x) e R? un champ de vitesse

regulier et borne.
e On note X les caractéristiques associées a v.
e Pourtoutte R, leflotautempst

yeRI — X(t,0,y) e RY,
est un C!-difféomorphisme. On note J(t,y) := det(D,X)(t, 0,y).
Théoréme (de Liouville)

Le jacobien J vérifie, pour tout y € RY, l'équation différentielle linéaire
scalaire

(9tJ(t,Y) = (diVX V)(t,X(t,O,y))J(t,y),
J(Ovy) = ]-7

e En particulier : J(t,y) > O pour tout ¢,y !
e Dans ce contexte on notera plutét divv au lieu de divy v.

14



Théoréme de Liouville
Enonce

e Soitv: (t,x) € R x RY — v(t,x) e R? un champ de vitesse

regulier et borne.
e On note X les caractéristiques associées a v.
e Pourtoutte R, leflotautempst

yeRI — X(t,0,y) e RY,
est un C!-difféomorphisme. On note J(t,y) := det(D,X)(t, 0,y).
Théoréme (de Liouville)

Le jacobien J vérifie, pour tout y € RY, l'équation différentielle linéaire
scalaire

(9tJ(t,Y) = (diVX V)(t,X(t,O,y))J(t,y),
J(Ovy) = ]-7

Corollaire (Conservation des volumes)
Siv est a divergence nulle alors J(t,y) = 1 pour tout t,y !

14



Théoréme de Liouville

Preuve

e On utilise le théoreme de différentiation du flot

at(DyX) = (Dxv)(t, X(t,0,y)).(DyX),
(DyX)(0) = 1d,
e Puis la differentielle de l'application « determinant »

(Ddet)(M).H = (detM) Tr(M~1.H), YM e GL4(R), YH € M4(R).

15



Théoréme de Liouville

Preuve

e On utilise le théoreme de différentiation du flot

o (DyX) = (Dxv)(t, X(t, O, )).(DyX),
(DyX)(0) = 1d,
e Puis la differentielle de l'application « determinant »
(Ddet)(M).H = (detM) Tr(M~1.H), YM e GL4(R), YH € M4(R).

e La suite est un calcul de dérivée composee ...

arJ(t,y) = dr(det(DyX)(t, 0,y))
= (det(DyX)(t,0,y)) Tr ((DyX(t,0,y)) " .a:(DyX)(t, O, ))
= J(t,y) Tr ((DyX(t,0,)) " (Dxv)(t, X (¢, 0,)).(D,X(t,0,¥)))
J(t,y) Tr (Dxv) (8, X(8,0,y)))
= J(t,y)(divxV)(t,X(t, O,y)).

)

15



Partie 2 : Equations de transport

2. Modéles de transport en dimension
quelconque

2.2. Théoréme de Reynolds



Théoréme de Reynolds

Enoncé

But : on veut pouvoir écrire un bilan de conservation (comme pour
le trafic routier) mais en dimension quelconque.

Il faut donc généraliser le calcul suivant :

d X (t,d=) X (t,6)
e f ot x) dx | = J (@p + Ox(pv)) dx.
X (t,4=) X (t,6=)

16



Théoréme de Reynolds

Enoncé

But : on veut pouvoir écrire un bilan de conservation (comme pour
le trafic routier) mais en dimension quelconque.

Il faut donc généraliser le calcul suivant :

d [ XeR) X(£.42)
P f p(t,x)dx | = J (Gtp + dx(pv)) dx.

X (t.6=) X (t =)

Théoreme
Soit Qo = RY un domaine fixé. Pour tout t € R on pose

Qt o= X(t, O7 Qo)
Soitf: (t,x) e R x R? — f(t,x) e R, de classe C. Alors on a

% < Qt}"(l‘,x) dx) = Lt [o:f + div(fv)](t,x) dx.

16



Théoréme de Reynolds

On veut calculer la dérivée de
F(t):= | f(t,x)dx.
Q

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(t,y)dy.

Qo

Preuve

17



Théoréme de Reynolds

Preuve

On veut calculer la dérivée de

Fit) = | fltxdx

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(Ly)dy.

Qo

e Dérivation sous l'intégrale + Théoréeme de Liouville

F/(t) = 0 f(t7X(taoay))atJ(t7y) dy

+L [&f(tax(faOa)/))+(Dxf)(f»X(fa07)/))09((&O,Y)}J(ty)dy

17



Théoréme de Reynolds

Preuve

On veut calculer la dérivée de

Fit) = | fltxdx

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(Ly)dy.

Qo

e Dérivation sous l'intégrale + Théoréeme de Liouville

F/(t) = 0 f(t7X(taoay))atJ(t7y) dy

+L [&f(fax(f,O,Y))+(Dxf)(f,X(ta07)/))-V(f,X(f-,O:y))]J(ty)dy

17



Théoréme de Reynolds

Preuve

On veut calculer la dérivée de

Fit) = | fltxdx

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(Ly)dy.

Qo

e Dérivation sous l'intégrale + Théoréeme de Liouville

F/(t) = 0 f(t7X(taoay))atJ(t7y) dy

+L [(%f(fax(f»OJ)H(fo)(f-,X(tan))-V(tX(f-,an))}J(ty)dy

17



Théoréme de Reynolds

Preuve

On veut calculer la dérivée de

Fit) = | fltxdx

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(Ly)dy.

Qo

e Dérivation sous l'intégrale + Théoréeme de Liouville

F/(t) = 0 f(t,X(t,O,y))(dIVX \/)(t,X(tO/y))J(t.y) dy

+L [(%f(fax(f»OJ)H(fo)(f-,X(tan))-V(tX(f-,an))}J(ty)dy

17



Théoréme de Reynolds

Preuve

On veut calculer la dérivée de

Fit) = | fltxdx

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(Ly)dy.

Qo

e Dérivation sous l'intégrale + Théoréeme de Liouville
P = | TFEX@)(EX) + (TF)(EX) - vEX0(Ey) oy
Qo

], af (£, X)J(t,y) dy

17



Théoréme de Reynolds

On veut calculer la dérivée de

Fit) = | fltxdx

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(Ly)dy.

Qo
e Dérivation sous l'intégrale + Théoréeme de Liouville

PO = [ [am) + o]t x0UEy) dy

Preuve

17



Théoréme de Reynolds

Preuve

On veut calculer la dérivée de

Fit) = | fltxdx

e Changement de variable

F(t): f(LX(t,O,y))J(Ly)dy.

Qo
e Dérivation sous l'intégrale + Théoréeme de Liouville

PO = [ [am) + o]t x0UEy) dy

e Changement de variable inverse
P@:j[mwmmﬂmnm.
Q;

17



Théoréme de Reynolds
Commentaires

On vient de montrer

% ( Qtf(t,X) C/X) = L[ [@f + div(fv)](t,x) ax.



Théoréme de Reynolds
Commentaires

On vient de montrer

% ( Qtf(l‘,X) dX) = L[ [@f + div(fv)](t,x) ax.

1. Sion applique cette formule a f = 1 on trouve

%|Qt| = L (divv)(t, x) dx.

t

On retrouve que si divv = O, alors t — || est constant. De plus
e Sidivv = O, alors le volume de Q; augmente avec le temps.
e Sidivv < O, alors le volume de Q; diminue avec le temps.

18



Théoréme de Reynolds
Commentaires

On vient de montrer

fllt ( f(t,x) dx) = J [o:f + div(fv)](t,x) dx.
Q
1. Sion applique cette formule a f = 1 on trouve

|Qt| —f (divv)(t, x) dx.
Q

On retrouve que si divv = O, alors t — || est constant. De plus
e Sidivv = O, alors le volume de Q; augmente avec le temps.
e Sidivv < O, alors le volume de Q; diminue avec le temps.

2. Si on applique la formule de Stokes, on trouve

gt ( f(t,x dx) f Of dx + f(v-n)do(x).

o

18
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Partie 2 : Equations de transport

2. Modéles de transport en dimension
quelconque

2.3. Etablissement de lois de conservation



Equations de conservation
Soit un systéme de « particules » dense décrit par une densite
p(t,x) € R et un champ de vitesse v(t, x) € RY, réguliers.
Théoréme (Equation de continuité)
On suppose qu'il n'y a ni disparition ni apparition de particules
durant l'évolution, alors p et v sont reliees par 'EDP

Otp + div(pv) = O.

On l'appelle équation de continuité ou conservation de la
masse.

20



Equations de conservation
Soit un systéme de « particules » dense décrit par une densite
p(t,x) € R et un champ de vitesse v(t, x) € RY, réguliers.
Théoréme (Equation de continuité)
On suppose qu'il n'y a ni disparition ni apparition de particules
durant l'évolution, alors p et v sont reliees par 'EDP

Otp + div(pv) = O.

On l'appelle équation de continuité ou conservation de la
masse.

Si la population est divisée en deux especes et que a(t, x) € [0,1]
désigne la proportion de l'espece 1 au temps t et au point x alors :

Théoréme (Equation de convection)
Si la densité totale p est non nulle, alors a et v sont reliées par 'EDP
i+ Vv-Va=0.

On l'appelle équation de transport, ou équation de convection. 20



Partie 2 : Equations de transport

3. Solutions classiques des équations de
transport



Objectif
Probléme de Cauchy pour une EDP d'évolution

Un peu de vocabulaire

e EDP d'évolution - EDP dont l'une des variables est le temps t.

Les autres variables sont en general des variables « d'espace ».

[atu = gqchose en fonction de u, dyu, ] (%)

e Probléme de Cauchy - Une EDP d'évolution + une donnee
initiale

[u(O,x) = Uo(X), vX.] (x%)
On trouve aussi les notations

u(,.) =uo(.), ou u(0)=uo, OU Uj_o = Uo.

e Le vocabulaire issu de la théorie des EDO est largement
conserve

. ) e équilibre

e trajectoire

. s o o stabilité
e probleme linéaire / non-linéaire

e linéarisé

21



Objectif
Probléme de Cauchy pour une EDP d'évolution

Un peu de vocabulaire

e EDP d'évolution - EDP dont l'une des variables est le temps t.

Les autres variables sont en general des variables « d'espace ».

[atu = gqchose en fonction de u, dyu, ] (%)

e Probléme de Cauchy - Une EDP d'évolution + une donnee
initiale

[u(O,x) = Up(X), VX.] (x%)

Warning !
Un probleme de Cauchy pour une EDP d'évolution ne reléve en

aucun cas de la théorie développée pour les équations
differentielles !

Solution du probléme de Cauchy

On se donne x — up(x) et on cherche une fonction (t,x) — u(t, x)
qui vérifie (x) et ().

21



Partie 2 : Equations de transport

3. Solutions classiques des équations de
transport

3.1. Cas général de l'équation de convection



Equation de transport/convection

Résolution du probléme de Cauchy
Théoréme

Pour tout champ v régulier et borné, pour toute donnée initiale
Uo € CY(RY), il existe une unique solution u € C*([0, +oo[xRY) du
probleme de Cauchy

O+ v(t,x)-Vu =0, Vt>O0,VxeR,
u(0,x) = Uo(x), Vx eRY,

et celle-ci est donnée par la formule
u(t,x) = uo(X(0,t,x)), Vt> 0,vx e RY,
ou X designe les caracteristiques associees au champ v.

Idée fondamentale (~ preuve) : la solution est constante le long des
caractéristiques !

On parle de méthode des caractéristiques

22



Equation de transport/convection

Résolution du probléme de Cauchy

u(t,x) = uo(X(0,t,x)), Vt> 0,vx e RY,

[llustration de la formule en 1D d'espace

IX(0, t1, x1\  X(0, tz, x2) X(0,ts, x3)

oo 05 1.0 15 20 25 30 35 40
Position x

22



Equation de transport/convection
Preuve par analyse-synthése
e On suppose qu'une solution u existe.

e On fixe un point xo € R et on considere la valeur de u le long de
la caractéristique issue de xo

o(t) == u(t,X(t,0,x0)), Vt=O.
e On observe (dérivation de fonction composée) que
o' (t) = owu(t,X(t,0,x0)) + (0:X(t,0,x0)) - Vu(t,X(t,0,x0))
= qu(t,X(t,0,x0)) + v(t,X(t,0,x0)) - Vu(t,X(t,0,x0))
= (0 + v - Vu)(t,X(t,0,%0))
=0,

cette derniere egalité étant issue de l'equation vérifiee par u.
Donc ¢ est constante.

23



Equation de transport/convection

Preuve par analyse-synthése

e On suppose qu'une solution u existe.
e On fixe un point xo € R et on considere la valeur de u le long de
la caractéristique issue de xo

e(t) == u(t,X(t,0,x0)), Vt=O.

e On adonc établi
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Equation de transport/convection

Preuve par analyse-synthése

e On suppose qu'une solution u existe.
e On fixe un point xo € R et on considere la valeur de u le long de
la caractéristique issue de xo

e(t) == u(t,X(t,0,x0)), Vt=O.

e On adonc établi

e On calcule par ailleurs

¢(0) = u(0,X(0,0,x0)) = u(0,x0) = Uo(Xo0)-

23



Equation de transport/convection

Preuve par analyse-synthése

e On suppose qu'une solution u existe.
On fixe un point xo € R et on considere la valeur de u le long de
la caractéristique issue de xo

e(t) == u(t,X(t,0,x0)), Vt=O.

e On adonc établi

On calcule par ailleurs

90(0) = U(O,X(O, O,Xo)) = U(O,Xo) = UO(XO)'

e On a donc montré

(u(t,X(t,0,%0)) = Uo(x0), ~ Vt>0,V¥xo € R.]
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Equation de transport/convection

Preuve par analyse-synthése

e On suppose qu'une solution u existe.
e On a donc montre

(u(t,X(£,0,%0)) = Uo(x0), ~ Vt>0,¥xo € R.]

~ |l faut maintenant en deduire u(t, x) pour tout t, x.
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Equation de transport/convection

Preuve par analyse-synthése

e On suppose qu'une solution u existe.
e On a donc montre

(u(t,X(£,0,%0)) = Uo(x0), ~ Vt>0,¥xo € R.]

~ |l faut maintenant en deduire u(t, x) pour tout t, x.
e Question : Etant donnés t, x peut-on trouver xq tel que

X(t,0,x0) = x? (%)

On dit qu'on cherche le pied de la caractéristique.

23



Equation de transport/convection

Preuve par analyse-synthése

On suppose qu'une solution u existe.
On a donc montré

(u(t,X(£,0,%0)) = Uo(x0), ~ Vt>0,¥xo € R.]

~ |l faut maintenant en deduire u(t, x) pour tout t, x.
Question : Etant donneés £, x peut-on trouver xp tel que

X(t,0,x0) = x? (%)

On dit qu'on cherche le pied de la caractéristique.
e Réponse : Oui bien sar !
La solution de () est donc donnée par

Xo = X(0,t,x).
On trouve donc la formule annonceée
u(t,x) = uo(X(0,t,x)).

23



Partie 2 : Equations de transport

3. Solutions classiques des équations de
transport

3.2. Quelques exemples simples



Exemples simples
Vitesse constante
On suppose que v(t,x) = v ne dépend ni de t ni de x.
e Calcul des caracteristiques
X(t, to,Xo0) = Xo + (t —to)v.
e La solution du probleme de Cauchy s'ecrit donc

u(t,x) = uo(x —vt), Vt,x.

Exemple en 1D :
o V=2

e Up = Une gaussienne.

Position x

24



Exemples simples

Vitesse uniforme en espace

On suppose que v(t,x) = v(t) ne dépend que de t.

e Calcul des caractéristiques

t
X(t, to,Xo) = Xo + J V(T) dr.

to

e La solution du probléme de Cauchy s'écrit donc

u(t,x) = uo (x + JO v(T) dr) = Uo (x - f v(T) dr) .
t 6]

Exemple en 1D :
e v(t) =0.7+ 0.5t

e Up = Une gaussienne.

25



Exemples simples

Vitesse variable

On considere maintenant v(t, x) dépendant a la fois de t et x.

e Calcul des caracteristiques

[Comment faire ??]

e La solution du probleme de Cauchy s'écrit donc

u(t,x) = uo () .

Exempleen 1D :

° V(t,X) =
0.7 + 0.5t + 0.55sin(2x).

e Up = Une gaussienne.




Exemples simples

Champ tournant en 2D

On se place en dimension 2. On suppose qu'il existe w € R (la
vitesse angulaire) tel que

V(X) = w <_X2> , Vx e R2.
X1

e Calcul des caractéristiques

_ [cos(w(t—to)) —sin(w(t—to)) _
X(t,to, Xo0) = <sin(w(t —to))  cos(w(t - to)) )XO = Ruti-to¥o:

e La solution du probléme de Cauchy s'écrit

u(t,x) = uo(R_wex).

27



Exemples simples

Champ tournant en 2D

On se place en dimension 2. On suppose qu'il existe w e R (la
vitesse angulaire) tel que
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Partie 2 : Equations de transport

3. Solutions classiques des équations de
transport

3.3. Autres types d’'équations



Applications de la méthode des caractéristiques

Idée générale
Toute la méthode est baseée sur le calcul suivant

T [u(t,X(t,0,x0))] = [0t + v - Vu](t,X(t,0,%0)),

valable pour toute fonction u dérivable et tout v assez regulier.
A retenir

Toute EDP d'évolution dont la partie principale est de la forme
(0 +Vv-V)u,

peut se « résoudre » en étudiant l'évolution de u le long des
caracteéristiques de v.

Exemples

Ou+Vv-Vu=f,
ou+v-Vu+au =0,

f(t,x) € R donné

a(t,x) e Rdonné
o + div(uv) = O

QU +V-VUu=u? 28



Applications de la méthode des caractéristiques

Exemple 1 : Transport avec terme source

On fixe (t,x) — v(t,x) € RY régulier.
Théoréme

Pour tout ug € C*(R?), et tout f € CO(R x RY), il existe une unique
solution u e CY([0, +oo[ xRY) au probleme de Cauchy suivant

o+ v(tx) - Vu =f(t,x), Vt >0,¥x eR,
u(t =0,x) = uo(x), ¥xeR.

Elle est donnée par la formule

t
u(t,x) = uo(X(0,t,x)) + J f(s,X(s,t,x))ds, Vi=O0,VxeR.
(0]



Applications de la méthode des caractéristiques
Exemple 2 : Transport avec terme de réaction
On fixe (t,x) — v(t,x) € RY régulier.

Théoréme
Pour tout ug € C}(RY), et tout a e CO(R x RY),il existe une unique
solution u e CY([O, +uwo[xRY) au probleme de Cauchy suivant

o+ v(t,x) - Vu+a(t,x)u=0, Vt>O0,Vx e R,
u(t=0,x) =uo(x), ¥xeR.

De plus, si up(x) = O pour tout x, alors u(t,x) = O pour tout t, x.

Remarques

e |l existe une formule « explicite »...
e Cas particulier : la loi de conservation dqu + div(uv) = O.
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Applications de la méthode des caractéristiques

Exemple 2 : Transport avec terme de réaction

On fixe (t,x) — v(t,x) € RY régulier.

o+ v(t,x) - Vu+a(t,x)u=0, Vt> O,VxeR,
u(t=0,x) =up(x), ¥xeR.

u(o, +) u(0.5, (1, -) wu(l5, )

Position x
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Partie 2 : Equations de transport

4. Solutions faibles des équations de
transport



Partie 2 : Equations de transport

4. Solutions faibles des équations de
transport

4.1. Introduction et Définition



Une (des ?) formule(s ?) d'intégration par parties

Proposition (Une formule de Stokes light ...)
Soit un ouvert Q < RY, Pour tout F € CL(Q,RY), on a

f divF dx = O.
Q
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Une (des ?) formule(s ?) d'intégration par parties

Proposition (Une formule de Stokes light ...)
Soit un ouvert Q < RY. Pour tout F € CL(Q,RY), on a

f divF dx = O.
Q

Proposition (Intégration par parties sans terme de bord)

Soit un ouvert Q = RY. Pour tout F € C*(Q,RY) et u € C(Q,R), tels
que F ou u est a support compact dans €, alors on a

L u(divF)dx = — L(Vu) - Fdx.

Exemple :siu,ve CY{Q,R), avec uou v a support compact

J u(ov)dx = *J (gu)vdx, Vie{l,..,d}.
Q Q
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Un outil de base

Rappel du cours de Distributions

Lemme (du Bois-Reymond)
Soit Qun ouvertde R etue Ll (Q). Siona

J updx =0, Vo e CP(Q),
Q

alorson a
u=0 presque partout dans Q.

e L'idée de base consisterait a choisir ¢ = u comme fonction test
pour obtenir §, [u? dx = O et donc u = O mais bien str ce n'est
pas possible car u n'est pas supposee CL ().

e La preuve complete basée sur un argument de densite est
donnée dans l'annexe A des notes de cours.
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Solutions faibles du transport

Introduction
Objectif
Définir des solutions d'une équation de transport

ou+v-Vu =0,

qui ne soient possiblement pas derivables ni méme continues.

Mais pourquoi diable veut-on faire ca ??7?
1. Modélisation : Il existe des discontinuités qui se propagent
e Ondes de chocs : mur du son, ..
e Bouchon sur l'autoroute.
e Démarrage a un feu rouge.
2. Mathématique : La formule exacte qui résout l'eéquation de
transport a vitesse constante pour ug de classe C! est

u(t,x) = uo(x — tv).

Elle ne nécessite aucune régularité de up (et donc de u ..)

34



Solutions faibles du transport

Définition
Soit v un champ de vecteurs C! et borné. On considére le probléme

de Cauchy
5) ou+Vv(t,x)-Vu=0, Vt>O0,¥xeR,
*
u(t=0,x) =uo(x), ¥xeR.

Définition
Pour toute donnée initiale uo € L} (RY) on dit qu'une fonction
uell

L.(]0, +oo[xRY) est une solution faible de (x) si elle vérifie,
pour toute fonction test ¢ € C*(R x RY) l'égalité

J-+00f u(t,x)[orp + div(pv)](t,x) dx dt +f Uo(X)p(0,x) dx = O.
o] Rd R4

Remarque : Cette définition a bien un sens sous les seules
hypotheses d'intégrabilité de up et u !
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Partie 2 : Equations de transport

4. Solutions faibles des équations de
transport

4.2. Propriétés



Solutions faibles du transport

Est-ce qu'on a tout cassé ?

Pour qu'une telle approche soit pertinente, il faut que :

1. Toute solution réguliére u e C! est une solution faible.

2. Toute solution faible u qui, de plus, est de classe C!, est une
solution classique.

3. On conserve l'existence et l'unicité de la solution : pour tout

Uo € LL(RY), il existe une unique solution faible u du probléme.

4. Validite de la formule explicite par les caractéristiques ?

On va montrer ces propriétés par la suite
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Solutions faibles du transport

Solution classique = solution faible

Proposition

Siu e CH[O, +oo[xRY) est une solution classique du probleme de
transport, alors u est aussi une solution faible du probleme.

Preuve : En 1D pour simplifier mais ¢a ne change rien !

e On prend une fonction test ¢,
e On multiplie 'EDP par ¢,
e Onintegre sur [0, +o0[ xR,

+0
0= J J ©(0iu + voxu) dx dt
o Jr
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Solutions faibles du transport

Solution classique = solution faible

Proposition

Siu e CY([0, +o[xRY) est une solution classique du probleme de
transport, alors u est aussi une solution faible du probleme.

Preuve : En 1D pour simplifier mais ¢a ne change rien !

e On prend une fonction test ¢,
e On multiplie 'EDP par ¢,
e Onintégre sur [O, +o0[ xR,

+00 +00
0= J <f o dt) ax + J <f PVoxU dx) dt
R \Jo 0 R
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Solutions faibles du transport

Solution classique = solution faible

Proposition

Siu e CY([0, +o[xRY) est une solution classique du probleme de
transport, alors u est aussi une solution faible du probleme.

Preuve : En 1D pour simplifier mais ¢a ne change rien !

e On prend une fonction test ¢,
e On multiplie 'EDP par ¢,
e Onintégre sur [O, +o0[ xR,

e On fait des integrations par parties,

0= fR < Lﬂc Orpu dt — <p(O,x)u(O,x)) de:OO (J}R Ox(pv)u dx) at.
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Solutions faibles du transport

Solution classique = solution faible

Proposition

Siu e CY([0, +o[xRY) est une solution classique du probleme de
transport, alors u est aussi une solution faible du probleme.

Preuve : En 1D pour simplifier mais ¢a ne change rien !

e On prend une fonction test ¢,
e On multiplie 'EDP par ¢,

On integre sur [O, +o0[ xR,

On fait des intégrations par parties,
On utilise la donnée initiale.

0= fR < Lﬂc Orpu dt — <p(O,x)uo(x)> deﬂc (JR Ox(pv)u dx> at.
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Solutions faibles du transport
Solution faible réguliére = solution classique
Proposition

Soit u e L} ([0, +oo[xRY) une solution faible du probleme de

transport pour la donnée initiale uo. Si u e CY([0, +oo[ xRY) alors u
est solution classique et u(0,.) = uo.

Preuve : Toujours en 1D !

e On commence par prendre ¢ € C1(]0, +[xR) et on intéegre par
parties (dans lautre sens que la preuve précédente !)

+o0
0= J J w(0ru + voyu) dx dt.
(6] R

e Par le lemme de Du Bois Reymond, il vient .
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Solutions faibles du transport

Solution faible réguliére = solution classique
Proposition

Soit u € L}, ([0, +oo[ xRY) une solution faible du probléeme de

transport pour la donnée initiale uo. Si u e CY([0, +oo[ xRY) alors u
est solution classique et u(0,.) = uo.

Preuve : Toujours en 1D !

e On commence par prendre ¢ € C1(]0, +[xR) et on intéegre par
parties (dans lautre sens que la preuve précédente !)

+o0
0= J J w(0ru + voyu) dx dt.
(6] R

e Par le lemme de Du Bois Reymond, il vient .

e Maintenant on prend ¢ € C1(R x R) et on intégre par parties a
nouveau puis on compare a la définition pour obtenir

0= f ©(0,X)(u(0,x) — uo(x)) dx.
R

e Lemme de Du Bois Reymond = | u(0,.) = uo |
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Les solutions réguliéres par morceaux

2.0
r={(tX(t0,a),t>0}.
| )y
N 1.5 Qg = {(t,x), x <X(t,0,a)},
S0/ o QO Qq = {(t X0
s a = {(tx), x>X(t,0,a)},
| t,x), sif(t, Qg,
o L(tx) i ug(t,x) f( X) € Qg
ug(t,x), si(t,x) € Qq.
0.0 —
oo 05 10 15 20
Position x
Proposition

Si ug (resp. ug) est solution classique de l'équation de transport dans
Qg (resp. dans Qg), alors u est une solution faible de ['équation de
transport dans 10, +oo[ xR.

Exemple typique : Si ug et ug sont des constantes !



Partie 2 : Equations de transport

4. Solutions faibles des équations de
transport

4.3. Expression explicite



Expression explicite via les caractéristiques

On suppose toujours que v est donne, regulier et borné.

Théoreme

Pour toute donnée initiale uo € L} (RY), la formule

u(t,x) :== uo(X(0,t,x)), pourpresque tout (t,x),

définit bien un élément de L, ([0, +oo[ xRY).

De plus, cette fonction u est une solution faible du probleme de
transport pour la donnee initiale ug.

Remarque : A ce stade, rien ne dit qu'il n'y a pas une autre solution
faible pour la méme donnée initiale ... ce qui serait un probleme ...
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Expression explicite via les caractéristiques

Preuve dans le cas d'une vitesse constante

On suppose v(t,x) = v. La formule devient

u(t,x) := uo(x — tv).

e U est bien mesurable, il reste a voir que la classe de u presque
partout ne dépend que de la classe de ug ... c'est
essentiellement la définition de la mesure produit.
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Expression explicite via les caractéristiques

Preuve dans le cas d'une vitesse constante

On suppose v(t,x) = v. La formule devient

u(t,x) := uo(x — tv).

e U est bien mesurable, il reste a voir que la classe de u presque
partout ne depend que de la classe de up .. c'est
essentiellement la définition de la mesure produit.

e On prend maintenant une fonction test o e CX(R x RY) et on
calcule la quantité d'intérét

Jﬂof u(t,x)(orp + v - Vo) (t,x)dxdt
o Jrd

+00
= f J Uo(x — tv)(Orp + v - V) (£, x) dx dt
o Jrd
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Expression explicite via les caractéristiques

Preuve dans le cas d'une vitesse constante

On suppose v(t,x) = v. La formule devient

u(t,x) := uo(x — tv).

e U est bien mesurable, il reste a voir que la classe de u presque
partout ne depend que de la classe de up .. c'est
essentiellement la définition de la mesure produit.

e On prend maintenant une fonction test o e CX(R x RY) et on
calcule la quantité d'intérét

Jﬂof u(t,x)(orp + v - Vo) (t,x)dxdt
o Jrd

+00
[ ] wowi@e +v- oty + ) dyat
0] R
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Expression explicite via les caractéristiques
Preuve dans le cas d'une vitesse constante

On suppose v(t,x) = v. La formule devient

u(t,x) := uo(x — tv).

e U est bien mesurable, il reste a voir que la classe de u presque
partout ne dépend que de la classe de ug ... C'est
essentiellement la définition de la mesure produit.

e On prend maintenant une fonction test p € CL(R x RY) et on
calcule la quantite d'interét

Jﬂof u(t,x)(0rp + v - Vo) (t,x)dxdt
R

+a0
J f uo(y <ﬂ<,9ty+tv)> dy dt
R t
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Preuve dans le cas d'une vitesse constante

On suppose v(t,x) = v. La formule devient

u(t,x) := uo(x — tv).

e U est bien mesurable, il reste a voir que la classe de u presque
partout ne dépend que de la classe de ug ... C'est
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- [ uown (| ” (etty+ ) at)ay
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Expression explicite via les caractéristiques

Preuve dans le cas d'une vitesse constante

On suppose v(t,x) = v. La formule devient

u(t,x) == uo(x — tv).

e U est bien mesurable, il reste a voir que la classe de u presque
partout ne dépend que de la classe de ug ... c'est
essentiellement la définition de la mesure produit.

e On prend maintenant une fonction test p € CL(R x RY) et on
calcule la quantite d'interét

froo f u(t,x)(0rp + v - Vo) (t,x) dx dt
o Jrd

-~ | wowetoyay

C'est bien l'expression attendue
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Partie 2 : Equations de transport

4. Solutions faibles des équations de
transport

4.4. Unicite



Unicité des solutions faibles

Théoréme
Pour toute donnée initiale uo € L} .(RY), il existe au plus une solution
faible u au probleme de transport.

Remarques

e On a montré l'existence d'une telle solution juste avant par la
formule explicite.

e In fine, on a donc existence et unicité de la solution faible pour
toute donnée initiale.

e Le probleme est linéaire donc il suffit de montrer que

(uo = O pour presque tt x) == (u = O pour presque tt (t,x)).
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Unicité des solutions faibles
Preuve 1/2

On se donne donc u e L}

([0, +oo[xRY) telle que
+o0

0= f f u(t,x)(Grp + v - Vo)(t,x)dxdt, VYeoeCLR x RY). (x)
o Jrd

On veut montrer que u = O.
Lemme
Pour tout 1 € CL(]O, +oo[xRY) il existe ¢ € CL(R x RY) telle que

dwp+Vv-Vo =1, pourt>O0etxeR

Admettons le lemme pour linstant.
e Dans ce cas, on peut remplacer dans (x) et obtenir

0= Foof u(t,x)y(t,x)dxdt, Vi e CL(]O, +o[xRY).
) R

e Comme ceci est vrai pour tout 1 € C2(]O, +0[xRY), on en
déduit que u = O (Lemme de Du Bois-Reymond).
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Unicité des solutions faibles

Preuve 2/2
Il reste a montrer le lemme

Lemme
Pour tout 1 € CL(]0O, +oo[xRY) il existe ¢ € CL(R x RY) telle que

dwp+Vv-Vo =1, pourt>O0etxeRI

e On peut utiliser la formule établie plus haut

o(t,x) = po(x —tv) + f;w(ax + (s —t)v)ds.

e On effectue le changement de variable y = x — tv

t
poly) = plty +tv) - st,y 1 sv)ds,

e On veut p a support compact, donc on peut faire tendre t — +o0
+00

poly) =~ | wis.y+sv)ds. .



Unicité des solutions faibles
Preuve 2/2
Il reste a montrer le lemme
Lemme

Pour tout 1 € CL(]0O, +oo[xRY) il existe ¢ € CL(R x RY) telle que

dwp+Vv-Vo =1, pourt>O0etxeRI

e On a finalement obtenu la formule
+
o(t,x) = — P(s,x + (s —t)v)ds.
t

e Il reste a verifier que cette formule définit bien une fonction de

classe C! et a support compact qui satisfait l'équation attendue.

C'est un calcul explicite élementaire que vous étes encourages
a faire.
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Illustrations

On résout
o + vou = 0.

e Vitesse constantev = 2.
e Up = une indicatrice = 12 2 3. g

u(o, ) u(1 u(2,-) u(3,-)

0 2 4 6 8 10
Position x

12

45



Illustrations

On résout
o + v(t)oxu = 0.

e Vitesse uniforme en espace v(t) = 0.7 + 0.5t
e Up = une indicatrice = 12 2 3. g

u(o, -) u(l, -) u(l5s, -)

Position x

45



Illustrations

On résout
ot + v(t,x)oxu = O.

e Vitesse quelconque v(t,x) = 0.7 + 0.5t + 0.5sin(2x).
® Up = une indicatrice = 12 2 3. g

Position x

45



Illustrations

On résout
o + v(t,x)oxu + a(t,x)u = O.

e Vitesse quelconque v(t,x) = 0.7 + 0.5t + 0.5sin(2x).

e Terme de réaction a(t,x) = cos(2x)
e Up = une indicatrice = 17 7 3 g

u(o, ) u(l, -) w15, -)

Position x

45
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