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Introduction

EDO = Equations Di�érentielles Ordinaires

Equations qui relient une fonction inconnue et sa dérivée

x1ptq “ fpt, xptqq, t P I. (E)

 f est donnée, on cherche x.

Vocabulaire

• t : variable de temps (convention !)

• xptq : état du système à l’instant t

• t ÞÑ xptq : une trajectoire, une courbe intégrale, ...

• f : Iˆ Ω Ă Rd Ñ Rd : champ de vecteurs.
C’est la fonction qui dé�nit l’équation.

• Si d “ 1 : on parle d’une équation scalaire.

• Si le champ de vecteurs f ne dépend pas du temps : équation
autonome
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Introduction

EDO = Equations Di�érentielles Ordinaires

Equations qui relient une fonction inconnue et sa dérivée

x1ptq “ fpt, xptqq, t P I. (E)

 f est donnée, on cherche x.

Questions

• Existence et unicité de solutions de (E) associées à une donnée
initiale xpt0q “ x0 ?

• Calcul explicite des solutions ?

• Comportement qualitatif ?

• Solutions périodiques ?

• Si deux données initiales sont proches, est-ce que les solutions
sont proches ?
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Introduction

EDO = Equations Di�érentielles Ordinaires

Equations qui relient une fonction inconnue et sa dérivée

x1ptq “ fpt, xptqq, t P I. (E)

 f est donnée, on cherche x.

Attention !

• L’équation (E) est souvent écrite sous la forme

x1 “ fpt, xq.

Dans cette écriture la lettre x désigne une fonction inconnue.

• En revanche, quand on dé�nit le champ de vecteurs f la lettre x
est juste un élément de l’espace d’états Rd .

Exemple : fpt, xq “ sinptq ` x ˚ cospt` xq, ici x est un nombre !.
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Introduction

EDO = Equations Di�érentielles Ordinaires

Equations qui relient une fonction inconnue et sa dérivée

x1ptq “ fpt, xptqq, t P I. (E)

 f est donnée, on cherche x.

• Equations non dé�nies :

xptq2 ` x1ptq2 “ 1.

Recette : On se ramène à une équation dé�nie (TFI ...)
• Equations du second ordre (ou d’ordre n ě 2) :

x2ptq “ gpt, xptq, x1ptqq,

Recette : On se ramène à une équation d’ordre 1 dans R2d

˜

x
x1

¸1

ptq “

˜

x1ptq
gpt, xptq, x1ptqq

¸

ðñ

˜

y1
y2

¸1

ptq “

˜

y2ptq
gpt, y1ptq, y2ptqq

¸
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Représentations graphiques

• Equations scalaires :

x1 “ xp1´ xq
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Représentations graphiques

• Equations non scalaires :

˜

x1
x2

¸1

“

˜

x1p0.4´ x2q
´x2p1´ 3x1q

¸
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Représentations graphiques

• Champ de vecteurs (autonomes)

f :

˜

x1
x2

¸

P R2 ÞÑ

˜

x1p0.4´ x2q
´x2p1´ 3x1q

¸

P R2

A retenir : Une solution t ÞÑ xptq de pEq est une courbe dont la
tangente en tout point est parallèle aux �èches ! 5



Représentations graphiques

• Champ de vecteurs (autonomes)

f :

˜

x1
x2

¸

P R2 ÞÑ

˜

x1p0.4´ x2q
´x2p1´ 3x1q

¸

P R2

A retenir : Une solution t ÞÑ xptq de pEq est une courbe dont la
tangente en tout point est parallèle aux �èches ! 5



Représentations graphiques

• Exemple de trajectoire en dimension 3 (Attracteur de Lorenz)

¨

˚

˝

x1
x2
x3

˛

‹

‚

1

“

¨

˚

˝

10px2 ´ x1q
x1p28´ x3q ´ x2
x1x2 ´ 8{3x3

˛

‹

‚
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Quelques exemples
Mécanique

Pendule : θ2 `
g
l

sin θ “ 0,

Pendule linéarisé : θ2 `
g
l
θ “ 0.

Ressort “linéaire” : l2 ` k2pl´ l0q “ 0.

Pendule-Ressort :

$

’

&

’

%

θ2 ` 2
l1

l
θ1 `

g
l

sinpθq “ 0

l2 “ lpθ1q2 ` g cospθq ´
k
M
pl´ l0q

Dynamique collective :

$

’

&

’

%

x1i “ vi

v1i “ α
ÿ

j‰i

vj ´ vi
}xi ´ xj}2

Astronomie ...

Ballistique ...

Chimie ...
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Quelques exemples
Dynamique des populations

Modèle de Malthus : N1 “ pb´ dqN,

Modèle logistique : N1 “ pb´ dqN
ˆ

1´
N

Nmax

˙

,

Modèle proie-prédateurs (L-V) :

˜

x
y

¸1

“

˜

ax ´ bxy
´cy ` dxy

¸

,

Espèces en compétition :

˜

x
y

¸1

“

˜

ax ´ bxy
cy ´ dxy

¸

,

Modélisation du cancer ...
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Quelques exemples
Liens avec des Equations aux dérivées partielles

Equations de transport :

Bu
Bt
` cpt, xq

Bu
Bx
“ 0

Lien avec les solutions de l’EDO

x1 “ cpt, xq.

Equation de la chaleur :
Bu
Bt
´
B2u
Bx2

“ 0

Modèle de réaction-di�usion (= chaleur + logistique) :

Bu
Bt
´
B2u
Bx2

“ up1´ uq
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Quelques exemples
Liens avec des Equations aux dérivées partielles

Equations de transport :

Bu
Bt
` cpt, xq

Bu
Bx
“ 0

Equation de la chaleur :

Bu
Bt
´
B2u
Bx2

“ 0

Solutions à variables séparées upt, xq “ fptqgpxq
#

f 1ptq ` λfptq “ 0

g2pxq ` λgpxq “ 0

Modèle de réaction-di�usion (= chaleur + logistique) :

Bu
Bt
´
B2u
Bx2

“ up1´ uq
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Quelques exemples
Liens avec des Equations aux dérivées partielles

Equations de transport :

Bu
Bt
` cpt, xq

Bu
Bx
“ 0

Equation de la chaleur :

Bu
Bt
´
B2u
Bx2

“ 0

Modèle de réaction-di�usion (= chaleur + logistique) :

Bu
Bt
´
B2u
Bx2

“ up1´ uq

Solutions en onde progressive upt, xq “ Upx ´ ctq

cU1 ` U2 “ Up1´ Uq.
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2. Quelques préliminaires



Partie 1 : Equations di�érentielles ordinaires

2. Quelques préliminaires

2.1. Fonctions lipschitziennes



Fonctions globalement lipschitziennes

Dé�nition

Soit A Ă Rm et f : A ÞÑ Rd . On dit que f est (globalement)
lipschitzienne s’il existe un nombre L ą 0 tel que

@x, y P A, }fpxq ´ fpyq} ď L}x ´ y}.

Meilleure constante = Constante de Lipschitz de f = Lippfq

Propriétés de base

• Lipschitzienñ continu
• C1 à dérivée bornée dans un ouvert convexeñ Lipschitzien

(Acc. �nis)
• Pour culture : Théorème de Rademacher :
Si f est Lipschitzienne, alors elle est di�érentiable presque
partout et sa di�érentielle est bornée par Lippfq.

Exemples (non nécessairement di�érentiables)

• x P R ÞÑ |x| ou x P Rm ÞÑ }x} P R.
• L’application distance à un ensemble B :

x ÞÑ dpx,Bq “ inf
yPB
}x ´ y}.

• La projection (orthogonale) sur un convexe fermé K Ă Rd,

x P Rd ÞÑ PKx P Rd.
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Prolongement lipschitzien

Théorème

Soit A Ă Rm et f : AÑ Rd une fonction globalement lipschitzienne
sur A, alors il existe une fonction F : Rm Ñ Rd qui véri�e :

• F|A “ f .

• F est globalement lipschitzienne sur Rm.

Si de plus f est bornée sur A, on peut choisir F bornée sur Rm.

Preuve :

• Cas scalaire : Si d “ 1, on pose

Fpxq :“ inf
yPA

ˆ

fpyq ` L}x ´ y}
˙

,

où L “ Lippfq.
• Cas général : On fait la construction précédente pour chaque
composante. 10



Fonctions localement lipschitziennes

Dé�nition

Soit A Ă Rm et f : AÑ Rd une fonction. On dit que f est localement
lipschitzienne sur A si :

Pour tout point x0 P A, il existe un ouvert U de A contenant x0 tel que
f est lipschitzienne sur U.

Remarques

• La constante de Lipschitz de f sur U dépend de U (et de x0 !).
• Une version avec des ε et des δ

@x0 P A, Dδx0 ą 0,Lx0 ą 0

@x, y P A, tels que }x ´ x0} ă δx0 , }y ´ x0} ă δx0 ,

}fpxq ´ fpyq} ď Lx0}x ´ y}.

• Localement Lipschitzñ continu
• C1 ñ localement Lipchitz 11



Fonctions localement lipschitziennes

Dé�nition

Soit A Ă Rm et f : AÑ Rd une fonction. On dit que f est localement
lipschitzienne sur A si :

Pour tout point x0 P A, il existe un ouvert U de A contenant x0 tel que
f est lipschitzienne sur U.

Remarques

• La constante de Lipschitz de f sur U dépend de U (et de x0 !).
• Une version avec des ε et des δ

@x0 P A, Dδ ą 0,L ą 0

@x, y P A, tels que }x ´ x0} ă δ, }y ´ x0} ă δ,

}fpxq ´ fpyq} ď L}x ´ y}.

• Localement Lipschitzñ continu
• C1 ñ localement Lipchitz 11



Fonctions localement lipschitziennes
Caractérisation utile

Proposition

Soit A Ă Rm un ouvert et f : AÑ Rd une fonction. On a l’équivalence

f est localement lipschitzienne sur A

ðñ

Pour tout compact K Ă A, f est lipschitzienne sur K.

Preuve :

ð Pour tout x0 P A, il existe δ ą 0 tel que K “ Bpx0, δq est compact
et inclus dans A.

ñ On raisonne par l’absurde.

Proposition (loc. Lipschitz vs. glob. Lipschitz)

Soit A Ă Rm un ouvert et f : AÑ Rd une fonction localement
lipschitzienne.

Pour tout compact K Ă A, il existe une fonction globalement
lipschitzienne fK sur Rm telle que

fK “ f , sur K.

12



Fonctions localement lipschitziennes
Caractérisation utile

Proposition

Soit A Ă Rm un ouvert et f : AÑ Rd une fonction. On a l’équivalence

f est localement lipschitzienne sur A

ðñ

Pour tout compact K Ă A, f est lipschitzienne sur K.

Proposition (loc. Lipschitz vs. glob. Lipschitz)

Soit A Ă Rm un ouvert et f : AÑ Rd une fonction localement
lipschitzienne.

Pour tout compact K Ă A, il existe une fonction globalement
lipschitzienne fK sur Rm telle que

fK “ f , sur K.
12



Partie 1 : Equations di�érentielles ordinaires

2. Quelques préliminaires

2.2. Champs de vecteurs



Champs de vecteurs
Dé�nition. Exemples

Dé�nition

Soit I un intervalle de R et Ω un ouvert de Rd . On appelle champ de
vecteurs, une application

f : pt, xq P Iˆ Ω Ñ fpt, xq P Rd.

• t est la variable de temps.

• x est la variable d’état.

Si f ne dépend pas du temps, on dit qu’il est autonome.

Dans tout ce cours, on ne considère que des champs de vecteurs
au moins continus.
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Champs de vecteurs

Dé�nition

On dit qu’un champ de vecteurs continu f : Iˆ Ω Ñ Rd est
globalement lipschitzien par rapport à la variable d’état s’il
existe une fonction continue L : t P IÑ Lptq P R` telle que

Pour tout t P I, la fonction fpt, ¨q est Lptq-lipschtizienne sur Ω.

Autrement dit,

@t P I,@x1, x2 P Ω, }fpt, x1q ´ fpt, x2q} ď Lptq}x1 ´ x2}.

Remarque : Pas de régularité par rapport à la variable de temps.

Vocabulaire standard mais dangereux

On dit parfois que f est globalement lipschitzien par rapport à la
seconde variable.

Exemple fondamental : champs de vecteurs linéaires

fpt, xq “ Aptqx ` bptq,

avec t ÞÑ Aptq P MdpRq et t ÞÑ bptq P Rd continues.
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Champs de vecteurs

Dé�nition

On dit qu’un champ de vecteurs continu f : Iˆ Ω Ñ Rd est
localement lipschitzien par rapport à la variable d’état si :

pour tout pt0, x0q P Iˆ Ω, il existe L ą 0, δ ą 0, un voisinage ouvert U
de x0 tels que

pour tout t P IX rt0 ´ δ, t0 ` δs,

la fonction fpt, ¨q est L-lipschtizienne sur U.

Ceci s’exprime aussi sous la forme

@t P IX rt0 ´ δ, t0 ` δs,@x1, x2 P U, }fpt, x1q ´ fpt, x2q} ď L}x1 ´ x2}.
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Champs de vecteurs

Proposition

Un champ de vecteurs continu f est localement lipschitzien par
rapport à la variable d’état si et seulement si :

pour tout compact K Ă Iˆ Ω, il existe L ą 0 telle que

@t P I, x1, x2 P Ω, tels que pt, x1q P K et pt, x2q P K
on a }fpt, x1q ´ fpt, x2q} ď L}x1 ´ x2}.

Di�érence entre les deux visions :

• Un voisinage peut être extrêmement petit.

• Un compact peut être très gros (dans une certaine mesure bien
entendu).

15



Champs de vecteurs

Corollaire

Soit f : Iˆ Ω Ñ Rd un champ de vecteurs continu et localement
lipschitzien par rapport à la variable d’état, K un compact de Ω

et ra,bs un sous-intervalle compact de I.

Il existe un champ de vecteurs rf : Rˆ Rd Ñ Rd continu et
globalement lipschitzien par rapport à la variable d’état tel que

rf “ f , sur ra,bs ˆ K.
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Equations di�érentielles linéaires scalaires

Proposition

Soit I Ă R un intervalle non vide et t P I ÞÑ aptq P R une fonction
continue.

Si x : IÑ R est une fonction de classe C1 véri�ant l’équation

x1ptq “ aptqxptq, @t P I,

alors on a

xptq “ xpsq exp

˜

ż t

s
apτqdτ

¸

, @t, s P I.

Remarque : La connaissance de xpsq pour un s donné su�t à
déterminer x sur tout l’intervalle I.
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Inéquations di�érentielles linéaires scalaires

Proposition

Soit I Ă R un intervalle non vide et t P I ÞÑ aptq P R une fonction
continue. Soit x : IÑ R est une application de classe C1.
Si x véri�e l’inégalité di�érentielle suivante

x1ptq ď aptqxptq, @t P I,

alors on a

xptq ď xpsq exp

˜

ż t

s
apτqdτ

¸

, @t, s P I, t.q. t ě s,

xptq ě xpsq exp

˜

ż t

s
apτqdτ

¸

, @t, s P I, t.q. t ď s.

Remarque : La connaissance de xpsq pour un s donné donne une
majoration de xptq pour t ě s et une minoration pour t ď s. 18



Lemme de Gronwall

Théorème

Soit I un intervalle non vide, t P I ÞÑ aptq P R une fonction positive et
C P R une constante.

Si x : IÑ R est une fonction continue qui véri�e, pour un certain
s P I, la propriété suivante :

xptq ď C `
ż t

s
apτqxpτqdτ, @t P I, t.q. t ě s,

alors nous avons l’inégalité

xptq ď C exp

˜

ż t

s
apτqdτ

¸

, @t P I, t.q. t ě s.

Premier résultat fondamental de ce chapitre
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Lemme de Gronwall généralisé

Théorème

Soit I un intervalle non vide de R, a : IÑ R une fonction positive et
b : IÑ R une fonction croissante.

Si x : IÑ R est une fonction continue qui véri�e, pour un certain
s P I, la propriété suivante :

xptq ď bptq `
ż t

s
apτqxpτqdτ, @t P I, t.q. t ě s,

alors nous avons l’inégalité

xptq ď bptq exp

˜

ż t

s
apτqdτ

¸

, @t P I, t.q. t ě s.
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3. Théorème de Cauchy-Lipschitz global et
applications

3.1. Dé�nitions



Problème de Cauchy pour une EDO
Soit f : Iˆ Ω Ñ Rd un champ de vecteurs, t0 P I et x0 P Ω.

Problème de Cauchy

#

x1ptq “ fpt, xptqq

xpt0q “ x0
(C)

Le couple pt0, x0q est appelée donnée de Cauchy.

Remarque

Si f est autonome, l’instant initial t0 n’a pas d’importance :

pJ, xq est solution de

#

x1ptq “ fpxptqq

xpt0q “ x0
ðñ

pJ´ t0, t ÞÑ xpt` t0qq est solution de

#

y1ptq “ fpyptqq

yp0q “ x0

21



Problème de Cauchy pour une EDO
Soit f : Iˆ Ω Ñ Rd un champ de vecteurs, t0 P I et x0 P Ω.

Problème de Cauchy

#

x1ptq “ fpt, xptqq

xpt0q “ x0
(C)

Le couple pt0, x0q est appelée donnée de Cauchy.

Dé�nition

Une solution du problème de Cauchy (C) est un couple pJ, xq où
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Dé�nition

• pJ, xq est une solution maximale : s’il n’existe pas de solution
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pJ, xq est solution de

#

x1ptq “ fpxptqq

xpt0q “ x0
ðñ

pJ´ t0, t ÞÑ xpt` t0qq est solution de

#

y1ptq “ fpyptqq

yp0q “ x0
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Problème de Cauchy pour une EDO
Soit f : Iˆ Ω Ñ Rd un champ de vecteurs, t0 P I et x0 P Ω.

Problème de Cauchy

#

x1ptq “ fpt, xptqq

xpt0q “ x0
(C)

Le couple pt0, x0q est appelée donnée de Cauchy.
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#
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xpt0q “ x0
ðñ
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#
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Notion de solution maximale

−1 −0.5 0.5 1 1.5 2

−0.5

0.5

J1

J2

x1
x2

La solution pJ1, x1q n’est pas maximale car pJ2, x2q en est un
prolongement strict.
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Notion de solution maximale

Un exemple scalaire

#

x1 “ x2,

xp0q “ x0

Solutions maximales non globales

• Si x0 “ 0 :
pR , t ÞÑ 0q.

• Si x0 ą 0 :
˜



´8,
1
x0

„

, t ÞÑ
1

1
x0
´ t

¸

.

• Si x0 ă 0 :
˜



1
x0
,`8

„

, t ÞÑ
1

1
x0
´ t

¸

.

A retenir

L’intervalle de dé�nition d’une solution maximale dépend de la
donnée de Cauchy.

22



Formulation intégrale d’un problème de Cauchy

Soit f : Iˆ Ω Ñ Rd un champ de vecteurs (au moins) continu.

Proposition (Formulation intégrale d’un problème de Cauchy)

Soit J Ă I un intervalle, t0 P J et x0 P Ω. On se donne une fonction
x : JÑ Ω.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. x est de classe C1 et véri�e
#

x1ptq “ fpt, xq, @t P J,

xpt0q “ x0.

2. x est continue et véri�e

xptq “ x0 `
ż t

t0

fps, xpsqqds, @t P J.
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3.2. Enoncé et preuve du théorème



Enoncé du théorème principal

Théorème (Cauchy-Lipschitz global)

On suppose que le champ de vecteurs f : Iˆ Rd Ñ Rd est continu et
globalement lipschitzien par rapport à la variable d’état.

Alors, pour toute donnée de Cauchy pt0, x0q, il existe une unique
solution globale pI, xq du problème de Cauchy

#

x1ptq “ fpt, xq,

xpt0q “ x0.

De plus, toute autre solution pJ, x̃q de ce problème de Cauchy est la
restriction à J de x.

Plan de la preuve :
1. Unicité
2. Borne a priori
3. Choix d’un espace fonctionnel
4. Mise sous la forme d’un problème de point �xeñ Existence 24



Preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz global
Etape 1/4 : Unicité

• Soient pJ1, x1q et pJ2, x2q deux solutions du même pb de Cauchy.
On pose J “ J1 X J2.

• La di�érence z “ x1 ´ x2 véri�e

zptq “
ż t

t0

`

fps, x1psqq ´ fps, x2psqq
˘

ds, @t P J.

• Pour t P J, t ě t0

}zptq} ď
ż t

t0

}fps, x1psqq ´ fps, x2psqq}ds.

• On utilise l’hypothèse sur f :

}zptq} ď
ż t

t0

Lpsq}x1psq ´ x2psq}ds “ 0`
ż t

t0

Lpsq}zpsq}ds.

• On utilise le lemme de Gronwall (avec C “ 0)

}zptq} ď 0ˆexp

˜

ż t

t0

Lpsqds

¸

, @t ě t0 ñ z “ 0 sur JX rt0,`8r.
25



Preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz global
Etape 2/4 : Estimation a priori

On suppose qu’une solution pI, xq existe et on veut estimer sa taille.

• On part de la formulation intégrale

xptq “ x0 `
ż t

t0

fps, xpsqqds, @t ě t0.

• On introduit (un peu arbitrairement)

xptq ´ x0 “
ż t

t0

fps, x0qds`
ż t

t0

`

fps, xpsqq ´ fps, x0q
˘

ds, @t ě t0.

• On utilise l’hypothèse sur f et t ě t0

}xptq ´ x0} ď
ż t

t0

}fps, x0q}ds`
ż t

t0

Lpsq}xpsq ´ x0}ds, @t ě t0.

• Le lemme de Gronwall généralisé nous donne

}xptq ´ x0} ď

˜

ż t

t0

}fps, x0q}ds

¸

exp

˜

ż t

t0

Lpsqds

¸

, @t ě t0.
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Preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz global
Etape 2/4 : Estimation a priori

Proposition

S’il existe une solution globale pI, xq au problème de Cauchy
#

x1ptq “ fpt, xq,

xpt0q “ x0,

alors celle-ci véri�e

}xptq} ď ϕptqeψptq, @t P I.

avec

ϕptq :“ 1` }x0} `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

t0

}fps, x0q}ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,@t P I,

ψptq :“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

t0

Lpsqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, @t P I.
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Preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz global
Etape 3/4 : Choix d’un espace fonctionnel

Conséquence de l’estimation a priori

Toute solution doit véri�er sup
tPI

´

ϕ´1ptqe´ψptq}xptq}
¯

ď 1.

Idée naturelle : Introduire l’espace fonctionnel
"

z P C0pI,Rdq, sup
tPI

´

ϕ´1ptqe´ψptq}zptq}
¯

ă `8

*

.

Il faut prendre un peu de marge de manoeuvre :

E :“

"

z P C0pI,Rdq, }z}E :“ sup
tPI

´

ϕ´1ptqe´2ψptq}zptq}
¯

ă `8

*

.

Proposition

L’espace pE, }.}Eq est un espace de Banach.

Preuve (Exo) : Idem que pour la complétude de pC0b pR,Rq, }.}8q.
27



Preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz global
Etape 4/4 : Problème de point �xe

Pour tout z P E, on pose
`

θpzq
˘

ptq :“ x0 `
ż t

t0

fps, zpsqqds, @t P I.

• Fait numéro 1 : θpx0q “ θpt ÞÑ x0q P E

`

θpx0q
˘

ptq “ x0 `
ż t

t0

fps, x0qds.

• Fait numéro 2 : soient z, z̃ P E

}
`

θpzq
˘

ptq ´
`

θpz̃q
˘

ptq} ď
1
2
}z ´ z̃}Eϕptqe2ψptq, @t P I.

• Conclusions :
• On a θpEq Ă E.
• θ est 1

2 -lipschitzienne dans pE, }.}Eq.

• On applique le théorème du point-�xe de Banach

ùñ D!x P E, tel que θpxq “ x.

Cette fonction x est la solution recherchée du pb de Cauchy. 28
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Equations di�érentielles linéaires

Dé�nition

Une EDO linéaire est une équation de la forme

x1 “ Aptqx ` bptq,

où t P I ÞÑ Aptq P MdpRq et t P I ÞÑ bptq P Rd sont des applications
continues. Si b ” 0 on dit que l’équation est homogène.

D’autres versions ...

• Tout s’adapte sans di�culté dans C.

• Si E est un R-espace vectoriel (ou C-e.v. ...) de dimension �nie
on peut tout adapter à l’équation

x1ptq “ uptq.xptq ` bptq,

où b : IÑ E et u : IÑ LpEq sont des applications continues.

• Et même si E est un espace de Banach de dimension in�nie ...

Théorème (Cauchy-Lipschitz linéaire)

Pour tout donnée initiale pt0, x0q P Iˆ Rd, il existe une unique
solution globale pI, xq au problème de Cauchy

#

x1ptq “ Aptqxptq ` bptq,

xpt0q “ x0,

Preuve : Le champ de vecteurs fpt, xq “ Aptqx ` bptq est continu et
globalement lipschitzien par rapport à la variable d’état.
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Equations di�érentielles linéaires

Dé�nition

Une EDO linéaire est une équation de la forme

x1 “ Aptqx ` bptq,

où t P I ÞÑ Aptq P MdpRq et t P I ÞÑ bptq P Rd sont des applications
continues. Si b ” 0 on dit que l’équation est homogène.

Théorème (Cauchy-Lipschitz linéaire)

Pour tout donnée initiale pt0, x0q P Iˆ Rd, il existe une unique
solution globale pI, xq au problème de Cauchy

#

x1ptq “ Aptqxptq ` bptq,

xpt0q “ x0,

Preuve : Le champ de vecteurs fpt, xq “ Aptqx ` bptq est continu et
globalement lipschitzien par rapport à la variable d’état. 29



Equations di�érentielles linéaires
Structure de l’ensemble des solutions

Lemme (Equation homogène)

Soient x1, ..., xm : IÑ Rd des solutions de l’équation di�érentielle
homogène x1 “ Aptqx.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout t P I, px1ptq, ..., xmptqq est libre dans Rd .

2. Il existe un t˚ P I tel que px1pt˚q, ..., xmpt˚qq est libre dans Rd .

3. px1, ..., xmq est libre dans C0pI,Rdq.

Preuve :

1.ñ 2. Immédiat.
2.ñ 3. Immédiat.
3.ñ 1. On raisonne par contraposée et unicité dans Cauchy-Lipschitz.

Corollaire

L’ensemble S0 de toutes les solutions de l’équation homogène
x1 “ Aptqx est un espace vectoriel de dimension d.

Pour tout b, l’ensemble Sb de toutes les solutions de l’équation
x1 “ Aptqx ` bptq est un espace a�ne de dimension d dirigé par S0.
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Equations di�érentielles linéaires
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2. Il existe un t˚ P I tel que px1pt˚q, ..., xmpt˚qq est libre dans Rd .

3. px1, ..., xmq est libre dans C0pI,Rdq.

Corollaire

L’ensemble S0 de toutes les solutions de l’équation homogène
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30



FIN DE LA SéANCE 2



Equations di�érentielles linéaires
Formules explicites 1/2

• Equation linéaire homogène à coe�cients constants
#

x1 “ Ax,

xp0q “ x0

La solution est donnée par

xptq “ etAx0, @t P R.

Preuve : Calcul explicite des itérées de Picard ...

Rappel : exponentielle de matrice

Si M P MdpRq,

eM “
ÿ

kě0

Mk

k!
.

• Equation non-homogène associée
#

x1 “ Ax ` bptq,

xp0q “ x0

Proposition (Formule de Duhamel / Variation de la constante)

L’unique solution du problème de Cauchy ci-dessus est donnée par

xptq “ etAx0 `
ż t

0
ept´sqAbpsqds, @t P R.

32



Equations di�érentielles linéaires
Formules explicites 1/2

• Equation linéaire homogène à coe�cients constants
#

x1 “ Ax,

xp0q “ x0

La solution est donnée par

xptq “ etAx0, @t P R.

• Equation non-homogène associée
#

x1 “ Ax ` bptq,

xp0q “ x0

Proposition (Formule de Duhamel / Variation de la constante)

L’unique solution du problème de Cauchy ci-dessus est donnée par

xptq “ etAx0 `
ż t

0
ept´sqAbpsqds, @t P R.
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Equations di�érentielles linéaires
Formules explicites 2/2

• Equation linéaire scalaire
#

x1 “ aptqx,

xp0q “ x0

La solution est donnée par

xptq “ e

ż t

0
apτqdτ

x0, @t P R.

• Equation non-homogène associée
#

x1 “ aptqx ` bptq,

xp0q “ x0

Proposition (Formule de Duhamel / Variation de la constante)

xptq “ e

ż t

0
apτqdτ

x0 `
ż t

0
e

ż t

s
apτqdτ

bpsqds, @t P R.

ATTENTION

En général, en dimension d ą 1,

t ÞÑ exp

˜

ż t

0
Apτqdτ

¸

.x0,

n’est pas solution de x1 “ Aptqx.
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Formules explicites 2/2
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Equations di�érentielles linéaires
x1 “ Ax : Portraits de phase 2ˆ 2

Noeud stable

• A est diagonalisable

• 0 ą λ2 ą λ1.

e1

e2

34



Equations di�érentielles linéaires
x1 “ Ax : Portraits de phase 2ˆ 2

Point-selle

• A est diagonalisable

• λ1 ą 0 ą λ2.

e1

e2

34



Equations di�érentielles linéaires
x1 “ Ax : Portraits de phase 2ˆ 2

Noeud dégénéré stable

• A non diagonalisable

• 0 ą λ1 “ λ2.

• Ae1 “ λ1e1.

• Ae2 “ λ2e2 ` e1.

e1

e2

34



Equations di�érentielles linéaires
x1 “ Ax : Portraits de phase 2ˆ 2

Foyer stable

• A a des v.p. complexes

• λ˘ “ α˘ iβ.

• α “ Repλ˘q ă 0.

• Ape1 ˘ ie2q “ λ˘pe1 ˘ ie2q.

e1

e2

34



Equations di�érentielles linéaires
x1 “ Ax : Portraits de phase 2ˆ 2

Foyer stable

• A a des v.p. complexes

• λ˘ “ α˘ iβ.

• α “ Repλ˘q ă 0.

• Ape1 ˘ ie2q “ λ˘pe1 ˘ ie2q.

e1

e2
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Equations di�érentielles linéaires
x1 “ Ax : Portraits de phase 2ˆ 2

Foyer instable

• A a des v.p. complexes

• λ˘ “ α˘ iβ.

• α “ Repλ˘q ą 0.

• Ape1 ˘ ie2q “ λ˘pe1 ˘ ie2q.

e1

e2

34



Equations di�érentielles linéaires
x1 “ Ax : Portraits de phase 2ˆ 2

Centre

• A a des v.p. complexes

• λ˘ “ 0˘ iβ.

• Repλ˘q “ 0.

• Ape1 ˘ ie2q “ λ˘pe1 ˘ ie2q.

e1

e2

34
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Flot d’un champ de vecteurs
Introduction

But

Etude globale des solutions d’une EDO

vs.

Etude de chaque trajectoire
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vs.

Etude de chaque trajectoire
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Flot d’un champ de vecteurs
On se donne f : Iˆ Rd Ñ Rd continu et globalement lipschitzien par
rapport à la variable d’état.

Dé�nition

Pour tout t0 P I, x0 P Rd, on note

t P I ÞÑ ϕpt, t0, x0q

l’unique solution (globale) du problème de Cauchy
#

x1 “ fpt, xq, @t P R,

xpt0q “ x0.

L’application pt, t0, x0q P Iˆ Iˆ Rd ÞÝÑ ϕpt, t0, x0q P Rd, est appelée
le �ot associé au champ de vecteurs f .

Dé�nition

L’application Φpt, t0q : x0 P Rd ÞÑ ϕpt, t0, x0q P Rd, est appelée le �ot
entre les instants t0 et t. 36



Flot d’un champ de vecteurs
Propriétés 1/3

Théorème (Propriété de groupe du �ot)

Pour tous t0, t1, t2 P I, on a

Φpt0, t0q “ Id,

Φpt2, t0q “ Φpt2, t1q ˝ Φpt1, t0q.

En particulier, pour tous t0, t1 P I, Φpt1, t0q est bijectif et

Φpt1, t0q´1 “ Φpt0, t1q.

Preuve : Unicité dans Cauchy-Lipschitz.

Proposition (Continuité du �ot 1)

Pour tous t0, t1 P I, le �ot Φpt1, t0q est lipschitzien.

Preuve : Lemme de Gronwall. 37



Flot d’un champ de vecteurs
Propriétés 2/3

Théorème (Continuité du �ot 2)

Le �ot
ϕ : pt, t0, x0q P Iˆ Iˆ Rd Ñ Rd,

est localement lispchitzien par rapport à toutes ses variables.

Preuve :

• Encore et toujours le lemme de Gronwall ... mais c’est un peu
plus délicat ...

38



Continuité du �ot par rapport aux paramètres

On suppose que le champ de vecteurs dépend d’un paramètre α

pt, x, αq P Iˆ Rd ˆ Rp ÞÑ fpt, x, αq P Rd.

Théorème

Si f est continu et globalement lipschitzien par rapport aux variables
px, αq alors le �ot associé

pt, t0, x0, αq P Iˆ Iˆ Rd ˆ Rp ÞÝÑ ϕpt, t0, x0, αq P Rd,

est localement lipschitzien par rapport à toutes ses variables.

Application : Méthode de tir.

39



FIN DE LA SéANCE 3



Flot d’un champ de vecteurs
Propriétés 3/3

Théorème (Di�érentiabilité du �ot)

Soit f : Iˆ Rd Ñ Rd un champ de vecteurs continu, globalement
lipschitzien et C1 par rapport à la variable d’état.

• Pour tous t, t0 P I, le �ot Φpt, t0q : Rd Ñ Rd est de classe C1.
• Pour tous t0 et x0, l’application jacobienne

t ÞÑ D
`

Φpt, t0q
˘

px0q P MdpRq

est l’unique solution du problème de Cauchy linéairematriciel
#

M1ptq “
`

Dxf
˘

pt, ϕpt, t0, x0qq.Mptq,

Mpt0q “ Id.

Preuve :

• Formule de Taylor et lemme de Gronwall ... 41
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Partie 1 : Equations di�érentielles ordinaires

4. Théorème de Cauchy-Lipschitz local

4.1. Enoncé(s)



Théorème de Cauchy-Lipschitz local - version 1

On se donne un espace d’états Ω Ă Rd ouvert et f : Iˆ Ω Ñ Rd un
champ de vecteurs continu et localement lipschitzien par rapport
à la variable d’état.

Théorème

Pour toute donnée de Cauchy pt0, x0q P Iˆ Ω, il existe un δ ą 0
(dépendant des données !) tel qu’il existe une unique solution x du
problème de Cauchy dé�nie sur l’intervalle Jδ :“st0 ´ δ, t0 ` δrXI.

Corollaire

Soient pJ1, x1q et pJ2, x2q deux solutions de l’équation x1 “ fpt, xq telles
que J1 X J2 ‰ H.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe t˚ P J1 X J2 tel que x1pt˚q “ x2pt˚q.

2. Les deux fonctions x1 et x2 coïncident sur tout J1 X J2.
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Théorème de Cauchy-Lipschitz local - version 2

On se donne un espace d’états Ω Ă Rd ouvert et f : Iˆ Ω Ñ Rd un
champ de vecteurs continu et localement lipschitzien par rapport
à la variable d’état.

Théorème

Pour toute donnée de Cauchy pt0, x0q P Iˆ Ω il existe une unique
solution maximale pJ, xq au problème de Cauchy.

De plus,
• J est un ouvert de I.

• Toute autre solution prJ, x̃q de ce même problème de Cauchy
véri�e rJ Ă J et x̃ est la restriction de x sur rJ.
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Preuve de la version 1

1. Soit ε ą 0 tel que Kε “
`

rt0 ´ ε, t0 ` εs X I
˘

ˆ Bpx0, εq est
compact et contenu dans Iˆ Ω.

2. Soit fε : Rˆ Rd Ñ Rd continu et globalement lipschitzien t.q.

fε “ f , sur Kε.

3. On applique le théorème de Cauchy-Lipschitz global à fε :
Il existe une solution globale pR, xεq de

#

x1εptq “ fεpt, xεptqq,

xεpt0q “ x0.

4. Continuité de xε : Il existe 0 ă δ ă ε, tel que

xεptq P Bpx0, εq, @t Pst0 ´ δ, t0 ` δr.

5. Conclusion :
xε est solution du problème initial sur st0 ´ δ, t0 ` δrXI.
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Preuve du corollaire

2.ñ 1. Immédiat.
1.ñ 2. On introduit l’ensemble

J :“
 

t P J1 X J2, x1ptq “ x2ptq
(

.

• J est non vide : par hypothèse t˚ P J.
• J est fermé dans J1 X J2 : car x1 et x2 sont continues.
• J est ouvert dans J1 X J2 :
Soit t0 P J : pJ1, x1q et pJ2, x2q sont deux solutions dumême
problème de Cauchy posé sur J1 X J2 :

$

&

%

y1ptq “ fpt, yq,

ypt0q “ y0.

D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz local, il existe δ ą 0 t.q.

pJ1 X J2qXst0 ´ δ, t0 ` δrĂ J.

Conclusion : J “ J1 X J2
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Preuve de la version 2

• On dé�nit l’ensemble J par

J “
ď

pJ,xq solution

J.

• J ‰ H, d’après C-L. version 1 !
• Pour t P J , on pose

yptq “ la valeur en t de n’importe quelle solution pJ, xq t.q. t P J.

Remarque : Cette dé�nition est cohérente (grâce au corollaire) !

• Par construction, pJ , yq est l’unique sol. maximale du problème.
• On prend t˚ P J et on pose y˚ :“ ypt˚q. Le problème de Cauchy

#

z1ptq “ fpt, zq

zpt˚q “ y˚,

admet une solution unique sur un intervalle st˚ ´ δ, t˚ ` δrXI.
Par recollement, on a une solution sur J Y pst˚ ´ δ, t˚ ` δrXIq

ùñ st˚ ´ δ, t˚ ` δrXI Ă J .
Conclusion : J est ouvert dans I.
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Partie 1 : Equations di�érentielles ordinaires

4. Théorème de Cauchy-Lipschitz local

4.3. Critères de globalité



Objectifs

Questions

1. A quoi reconnaît-on une solution globale ?

2. Que se passe-t’il au bord de l’intervalle de dé�nition d’une
solution maximale non globale ?

Deux versions d’un même principe

Eléments de réponse

• Si Ω “ Rd :
Principe d’explosion en temps �ni.

• Si Ω ‰ Rd :
Principe de sortie de tout compact.
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Explosion en temps �ni

Théorème

Soit f : Rˆ Rd Ñ Rd un champ de vecteurs continu et localement
lipschitzien par rapport à la variable d’état et pJ, xq une solution
maximale de l’équation x1 “ fpt, xq.

On pose α “ inf J P r´8,`8r et β “ sup J Ps ´8,`8s.

Alors pour n’importe quel t0 P J, on a

• Si β ă `8, alors suptPrt0,βr }xptq} “ `8.

• Si α ą ´8, alors suptPsα,t0s }xptq} “ `8.

Utilisation : Dans 95% des cas, on raisonne par contraposée pour
montrer qu’une solution est globale :

1. On suppose que β ă `8.
2. On démontre que suprt0,βr }xptq} ă `8 (on utilise l’équation !).
3. Ceci contredit le théorème donc β “ `8. 48
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Explosion en temps �ni
Preuve

• On suppose β ă `8 et R :“ sup
rt0,βr

}xptq} ă `8.

• On considère le compact K “ rt0, β ` 1s ˆ B̄p0,R` 1q. On prend
fK continu et glob. lip. par rapport à la variable d’état tel que

fK “ f , sur K.

• Le théorème de Cauchy-Lipschitz global donne l’existence et
unicité d’une unique solution globale y du problème de Cauchy

pPKq

#

y1ptq “ fKpt, yq

ypt0q “ xpt0q,

• Par déf., on a pt, xptqq P K pour tout t P rt0, βr et donc
fpt, xptqq “ fKpt, xptqq.

ùñ prt0, βr, xq est sol. de pPKq ùñ y “ x sur rt0, βr.

• Il existe 0 ă δ ă 1 tel que yptq P B̄p0,R` 1q, @t P rt0, β ` δr.
• Sur l’intervalle rt0, β ` δr, y est solution de y1 “ fpt, yq, ce qui
contredit la maximalité de la solution pJ, xq.
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Partie 1 : Equations di�érentielles ordinaires

5. Equilibres. Stabilité

5.1. Dé�nitions



Introduction

Soit f : Ω Ñ Rd autonome et de classe C1.
Dé�nition (Equilibres)

On appelle équilibre du système tout point x˚ P Ω tel que

fpx˚q “ 0.

Ceci est équivalent à dire que la fonction constante t P R ÞÑ x˚ est
solution de l’équation di�érentielle x1 “ fpxq.

Questions de la stabilité

Si x˚ est un équilibre du système, que peut-on dire des solutions
associées à une donnée initiale proche de x˚ ?

• Sont-elles globales ?

• Restent-elles proches de x˚ ?

• Si oui, que se passe-t’il quand tÑ `8 ?
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 1 : fpxq “ x
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 2 : fpxq “ ´x
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 3 : fpxq “ 0
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 4 : fpxq “ x3
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 4 : fpxq “ x3
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 5 : fpxq “ ´x3
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Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 5 : fpxq “ ´x3
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 5 : fpxq “ ´x3
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 6 : fpxq “ x2
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 6 : fpxq “ x2
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 7 : fpxq “ ´x2
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 7 : fpxq “ ´x2
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires

On considère l’équilibre x˚ “ 0.

Exemple 8 : fpxq “ xp1´ xq Modèle logistique
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Dé�nition

Dé�nition (Stabilité)

On dit que x˚ est un équilibre stable pour l’équation x1 “ fpxq si :

Pour tout donnée initiale proche de x˚ la solution est globale en
temps positif et reste proche de x˚ pour t ě 0.

Ou encore @ε ą 0, Dδ ą 0, ΦptqpBpx˚, δqq Ă Bpx˚, εq, @t ě 0.

ε
δ
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Dé�nition

Dé�nition (Stabilité asymptotique)

On dit que x˚ est un équilibre asymptotiquement stable pour
l’équation x1 “ fpxq s’il est stable et si :

Pour tout donnée initiale proche de x˚ la solution converge en temps
long vers x˚.

Ou encore @x0 P Bpx˚, δq, ϕpt, x0q ÝÝÝÑ
tÑ8

x˚.

ε
δ
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5. Equilibres. Stabilité

5.2. Cas linéaire



Retour sur les systèmes linéaires 2 ˆ 2

Noeud stable
λ1 ă λ2 ă 0

e1

e2

Noeud stable dégénéré
λ1 “ λ2 ă 0 non diagonalisable

e1

e2

Foyer stable
λ1 “ λ2,Repλ1q ă 0

e1

e2

Centre
λ1 “ λ2,Repλ1q “ 0

e1

e2
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Retour sur les systèmes linéaires 2 ˆ 2

Noeud instable
λ1 ą λ2 ą 0

e1

e2

Noeud instable dégénéré
λ1 “ λ2 ą 0 non diagonalisable

e1

e2

Foyer instable
λ1 “ λ2,Repλ1q ą 0

e1

e2
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Retour sur les systèmes linéaires 2 ˆ 2

Point-selle
Cas λ1 ą 0 ą λ2

e1

e2

Flot parallèle
λ1 “ λ2 “ 0 non diagonalisable

e1

e2
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Etude générale des systèmes linéaires
x1 “ Ax

But

Trouver un critère de stabilité (asymptotique) des équilibres.

Dé�nition

Soit A P MnpCq et λ P SppAq.

On dit que λ est semi-simple si Ker pA´ λIq “ Ker pA´ λIq2.

Proposition (Décomposition de Dunford)

Toute matrice A P MnpCq s’écrit de manière unique sous la forme

A “ D` N,

avec D diagonalisable dans C, N nilpotente et DN “ ND.

De plus,

λ est une v.p. semi-simple de Aðñ Ker pD´ λq Ă Ker N.
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Etude générale des systèmes linéaires
x1 “ Ax

But

Trouver un critère de stabilité (asymptotique) des équilibres.

Théorème

On considère le système di�érentiel linéaire autonome x1 “ Ax.

• L’état d’équilibre x˚ “ 0 est asymptotiquement stable si et
seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle
strictement négative.
Dans ce cas, l’équilibre est exponentiellement stable :

DC, γ ą 0, t.q. }etA} ď Ce´γt, @t ą 0.

• L’état d’équilibre x˚ “ 0 est stable si et seulement si toutes les
valeurs propres de A sont de partie réelle négative ou nulle et que
celles de partie réelle nulle sont semi-simples.
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Etude générale des systèmes linéaires
x1 “ Ax

But

Trouver un critère de stabilité (asymptotique) des équilibres.

Attention : le résultat précédent est faux pour le système x1 “ Aptqx.

Aptq “

˜

´11´ 9cptq ` 12sptq 12` 12cptq ` 9sptq
´12` 12cptq ` 9sptq ´11` 9cptq ´ 12sptq

¸

,

avec cptq “ cosp24 tq, sptq “ sinp24 tq.

On a
SppAptqq “ t´2,´20u, @t P R.

Pourtant

t ÞÑ e4t
˜

cosp12 tq ` 2 sinp12 tq
2 cosp12 tq ´ sinp12 tq

¸

est solution.
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5. Equilibres. Stabilité

5.3. Cas non linéaire



Critère spectral de stabilité
x1 “ fpxq

But

Trouver un critère de stabilité (asymptotique) des équilibres.

Théorème

Soit x˚ P Rd tel que fpx˚q “ 0.

On note A “ Dxfpx˚q la matrice jacobienne de f en x˚.

1. Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement
négative, alors x˚ est un équilibre asymptotiquement stable de
l’équation x1 “ fpxq.

2. Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement
positive, alors x˚ est un équilibre instable de l’équation x1 “ fpxq.

Attention

Si A a au moins une valeur propre de partie réelle nulle, alors on
ne peut pas conclure. 58



Critère spectral de stabilité
Preuve (x˚ “ 0)

Etape 1 : Introduction d’un champ de vecteurs perturbé

• On écrit fpxq “ Ax ` gpxq et comme A “ Dfp0q on a

lim
xÑ0

}gpxq}
}x}

“ 0.

• Par hypothèse
}etA} ď C1e´γt, @t ě 0.

• Pour δ ą 0 petit, on construit gδ : Rd Ñ Rd, glob. lip. et t.q.
$

&

%

gδ “ g, sur B̄p0, δq,

}gδpxq} ď
γ

2C1
}x}, @x P Rd.

• On pose alors fδpxq “ Ax ` gδpxq et on considère le problème
#

x1δ “ fδpxδq,

xδp0q “ x0.
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Critère spectral de stabilité
Preuve (x˚ “ 0)

Etape 2 : Estimation des solutions du problème perturbé

• Formule de Duhamel

xδptq “ etAx0 `
ż t

0
ept´sqAgδpxδpsqqds.

• Propriétés de etA puis de gδ

}xδptq} ď C1e´γt}x0} ` C1

ż t

0
e´γpt´sq}gδpxδpsqq}ds

ď C1e´γt}x0} `
γ

2

ż t

0
e´γpt´sq}xδpsq}ds.

• Réécriture

eγt}xδptq} ď C1}x0} `
γ

2

ż t

0
eγs}xδpsq}ds.

• Lemme de Gronwall

eγt}xδptq} ď C1}x0}eγt{2

ùñ }xδptq} ď C1}x0}e´γt{2.
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Critère spectral de stabilité
Preuve (x˚ “ 0)

Etape 2 : Estimation des solutions du problème perturbé

• Formule de Duhamel

xδptq “ etAx0 `
ż t

0
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Critère spectral de stabilité
Preuve (x˚ “ 0)

Etape 3 : Conclusion

• Système initial et système perturbé

pPq

#

x1 “ fpxq,

xp0q “ x0.
pPδq

#

x1δ “ fδpxδq,

xδp0q “ x0,
avec

fδ “ f sur Bp0, δq.
• On a montré que les solutions de pPδq véri�ent

}xδptq} ď C1}x0}e´γt{2. (Stab)

• Conclusion :

}x0} ď
δ

C1
ñ }xδptq} ď δ,@t ą 0

ñ xδptq P Bp0, δq,@t ą 0

ñ fδpxδptqq “ fpxδptqq,@t ą 0

ñ pr0,`8r, xδq est la solution de pPq et véri�e (Stab).
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Et dans les autres cas ?
Cas hyperbolique le linéarisé donne des informations

Théorème (Hartman-Grobman - hors programme)

On suppose fp0q “ 0. Si la jacobienne A “ Dxfp0q véri�e

SppAq X iR “ H,

alors, au voisinage de 0, le �ot de x1 “ fpxq et celui de x1 “ Ax sont
conjugués : Il existe un homéo local h : UÑ V tel que

ϕpt, xq “ h´1
`

etAhpxq
˘

, @x P U.

e1

e2

h
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ÐÝÝÝÝÝÝÝÝÝ
h´1

e1

e2
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Et dans les autres cas ?
Cas non hyperbolique le linéarisé ne su�t pas

Cas scalaire : linéarisé nul

x1 “ αx3.

• α ą 0 : 0 est instable
• α “ 0 : 0 est stable
• α ă 0 : 0 est asymp. stable (mais pas exponentiellement !)

Cas vectoriel : valeurs propres imaginaires pures
#

x1 “ ´y ` αxpx2 ` y2q

y1 “ x ` αypx2 ` y2q

• α ą 0 : 0 est instable
• α “ 0 : 0 est stable
• α ă 0 : 0 est asymp. stable (mais pas exponentiellement !)
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Intégrales premières. Ensembles invariants

Limites de l’étude du système linéarisé

• Ne permet de conclure que si SppAq X iR “ H.

• Ne peut donner que des résultats locaux : impossible de
trouver le bassin d’attraction d’un équilibre asymp. stable.

Dé�nition

Soit x˚ un équilibre asymptotiquement stable de x1 “ fpxq.
Le bassin d’attraction de x˚ est par dé�nition l’ensemble

Ux˚ :“

"

x0 P Ω, lim
tÑ`8

ϕpt, x0q “ x˚
*

.

Exemple : x1 “ ´x ` αx2

α “ 0 α ą 0 α ă 0
U0 “ R U0 “s ´8, 1{αr U0 “s1{α,`8r 62



Intégrales premières. Ensembles invariants
Quelques outils d’étude globale de x1 “ fpxq

Dé�nition (Intégrale première)

On dit qu’une fonction E : Ω Ñ R est une intégrale première du
système si

fpxq ¨∇Epxq “ 0, @x P Ω,

ce qui est équivalent à

d
dt
Epϕpt, x0qq “ 0,

i.e. E est constante le long des trajectoires.

Conséquence

Si E est une intégrale première du système alors toutes les
trajectoires sont contenues dans des surfaces de niveau

Eα :“ tx P Ω, Epxq “ αu “ E´1ptαuq.

Remarque : Cela permet beaucoup plus que l’étude de stabilité ! 63



Intégrales premières. Ensembles invariants
Quelques outils d’étude globale de x1 “ fpxq

Dé�nition (Ensemble invariant)

On dit qu’un ensemble A est (positivement) invariant pour le système
x1 “ fpxq si on a ϕpt,Aq Ă A, @t ě 0.

On vient de voir que si E est une intégrale première alors

Eα est invariant pour tout α P R.

Dé�nition

On dit que E : Ω Ñ R est dissipée le long du �ot si

fpxq ¨∇Epxq ď 0, @x P Ω,

ce qui est équivalent à
d
dt
Epϕpt, x0qq ď 0.

Proposition

Si E est dissipée le long du �ot alors les sous-ensembles de niveau

Eďα :“ tx P Ω, Epxq ď αu “ E´1ps ´ 8, αsq,

sont invariants.

En fait, il su�t que f ¨∇E ă 0 sur Eα
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Intégrales premières. Ensembles invariants
Quelques outils d’étude globale de x1 “ fpxq
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Intégrales premières. Ensembles invariants
Quelques outils d’étude globale de x1 “ fpxq

Dé�nition (Ensemble invariant)

On dit qu’un ensemble A est (positivement) invariant pour le système
x1 “ fpxq si on a ϕpt,Aq Ă A, @t ě 0.

Dé�nition

On dit que E : Ω Ñ R est dissipée le long du �ot si

fpxq ¨∇Epxq ď 0, @x P Ω,

ce qui est équivalent à
d
dt
Epϕpt, x0qq ď 0.

Proposition

Si E est dissipée le long du �ot alors les sous-ensembles de niveau

Eďα :“ tx P Ω, Epxq ď αu “ E´1ps ´ 8, αsq,

sont invariants. En fait, il su�t que f ¨∇E ă 0 sur Eα 64



Intégrales premières. Ensembles invariants
Quelques outils d’étude globale de x1 “ fpxq

Théorème (Liapounov, hors programme)

S’il existe une fonction V (appelée fonction de Liapounov du système)
véri�ant

• V est dissipée le long du système : f ¨∇V ď 0.

• Pour tout α P R, l’ensemble

tx P Ω, fpxq ¨∇Vpxq “ 0 et Vpxq “ αu,

est localement �ni.

• Il existe α tel que Vďα est compact et contient un unique point
d’équilibre x˚ du système.

Alors x˚ est asymptotiquement stable et Vďα est contenu dans le
bassin d’attraction.
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Exemples

Le pendule θ2 ` sinpθq “ 0

• Existence et unicité des solutions globales
• Intégrale première (=énergie totale du système)

Epθ, θ1q “
1
2
|θ1|2 ` p1´ cospθqq.

• Ensembles de niveau de E dans le plan de phases
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Exemples

Le pendule θ2 ` sinpθq “ 0

• Existence et unicité des solutions globales
• Intégrale première (=énergie totale du système)

Epθ, θ1q “
1
2
|θ1|2 ` p1´ cospθqq.
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Exemples

Le pendule amorti θ2 ` µθ1 ` sinpθq “ 0

• Existence et unicité des solutions globales
• Energie dissipée

Epθ, θ1q “
1
2
|θ1|2 ` p1´ cospθqq.

• Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

µ “
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Exemples

Le pendule amorti θ2 ` µθ1 ` sinpθq “ 0

• Existence et unicité des solutions globales
• Energie dissipée

Epθ, θ1q “
1
2
|θ1|2 ` p1´ cospθqq.

• Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

µ “ 0.1 66



Exemples

Le pendule amorti θ2 ` µθ1 ` sinpθq “ 0

• Existence et unicité des solutions globales
• Energie dissipée

Epθ, θ1q “
1
2
|θ1|2 ` p1´ cospθqq.

• Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

µ “ 0.5 66



Exemples

Le pendule amorti θ2 ` µθ1 ` sinpθq “ 0

• Existence et unicité des solutions globales
• Energie dissipée

Epθ, θ1q “
1
2
|θ1|2 ` p1´ cospθqq.

• Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

µ “ 1.0 66



Exemples

Le système proies-prédateurs (Lotka-Voltera) a,b, c,d ą 0

#

x1 “ ax ´ bxy

y1 “ ´cy ` dxy

• Existence et unicité locale : OK.

• Globalité ? Pas clair ...

• Les solutions restent positives si
x0 ą 0, y0 ą 0.

• Intégrale première
Epx, yq “ by ` dx ´ a log y ´ c log x.

• Stabilité de l’équilibre ?

• Trajectoires périodiques ?

66
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Partie 1 : Equations di�érentielles ordinaires

6. Etude détailée d’un modèle de
propagation d’épidémie



Présentation du modèle

On souhaite modéliser l’évolution d’une épidémie (non mortelle !)
dans une population donnée.

Hypothèses de modélisation :

• La population totale est constante au cours du temps (à
l’échelle de temps choisie).

• Chaque individu peut, à chaque instant, être dans trois états
di�érents (on parle de modèle compartimenté) :

• Etat infecté : Individu maladie et contagieux.

• Etat résistant : Individu qui ont contracté la maladie, qui sont
guéris et qui sont maintenant résistants au virus.

• Etat susceptible : Individu non malade susceptible de la
contracter au contact d’un in�vidu contagieux.

Mise en équation :

• Les nombres d’individus dans chacun des états à chaque
instant t sont notés Iptq, Rptq et Sptq respectivement.

• Le système considéré est
$

’

’

&

’

’

%

S1ptq “ ´ βIptqSptq ` γRptq,

R1ptq “ νIptq ´ γRptq,

I1ptq “ ´νIptq ` βIptqSptq,

où
• 1{ν est le temps moyen de guérison d’un patient infecté.
• β est le facteur de contamination.
• 1{γ est le temps moyen durant lequel un individu ayant contracté
la maladie va en être immunisé.
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Premiers éléments d’analyse du modèle

p‹q

$

’

’

&

’

’

%

S1ptq “ ´ βIptqSptq ` γRptq,

R1ptq “ νIptq ´ γRptq,

I1ptq “ ´νIptq ` βIptqSptq.

Théorème

Pour toutes données initiales positives S0,R0, I0, il existe une unique
solution de p‹q dé�nie sur r0,`8r. Par ailleurs, cette solution véri�e

@t P r0,`8r, Sptq ě 0,Rptq ě 0, Iptq ě 0,

et
@t P r0,`8r, Sptq ` Rptq ` Iptq “ S0 ` R0 ` I0.

Par la suite, quitte à changer les paramètres, on suppose
S0 ` R0 ` I0 “ 1.

Système réduit équivalent

p‹‹q

#

S1ptq “ ´βIS` γp1´ S´ Iq,

I1ptq “ ´νI` βIS.
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Premiers éléments d’analyse du modèle

Système réduit équivalent

p‹‹q

#

S1ptq “ ´βIS` γp1´ S´ Iq,

I1ptq “ ´νI` βIS.

Etats d’équilibre

• Equilibre 1 : absence de la maladie

I˚ “ 0, S˚ “ 1, et donc R˚ “ 0.

Cet équilibre est asymptotiquement stable ssi β ď ν et même
mieux si β ă ν !

• Equilibre 2 (si β ą ν) : épidémie persistente

I˚ “
γpβ ´ νq

βpν ` γq
, S˚ “

ν

β
, et donc R˚ “

νpβ ´ νq

βpν ` γq
.

Cet équilibre est asymptotiquement stable (β ą ν)
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Quelques exemples
Epidémie de force modérée

• Population infectée à l’instant initial : I0 “ S0 “ 1{2, R0 “ 0.
• Durée moyenne d’infection de 2 jours : ν “ 1{2
• Taux de contagion : β “ 1{30
• Durée d’immunité de 10 jours : γ “ 1{10
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Quelques exemples
Epidémie de grippe à New-York dans les années 60

• Initialement 10 malades / 8 millions d’habitants : I0 “ 1.25 10´6

• Durée moyenne d’infection de 3 jours : ν “ 1{3
• Taux de contagion : β “ 1{2
• Immunité permanente : γ “ 0

71
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Quelques exemples
Même exemple avec mutation du virus

• Initialement 10 malades / 8 millions d’habitants : I0 “ 1.25 10´6

• Durée moyenne d’infection de 3 jours : ν “ 1{3
• Taux de contagion : β “ 1{2
• Immunité perdue au bout d’un an : γ “ 1{365
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Quelques exemples
Le cas β “ ν

• Initialement I0 “ 0.7
• Durée moyenne d’infection de 3 jours : ν “ 1{3
• Taux de contagion : β “ 1{3
• Immunité perdue au bout de dix jours : γ “ 1{10

73
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