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Partie 3 : EDP elliptiques

1. Motivations

1.1. Le probléeme de la membrane élastique



Le probléeme physique

Introduction

On considere une membrane élastique plane au repos

e Le bord de la membrane est fixé a un cadre.

e On applique une force verticale en chaque point de la
membrane (par exemple en posant un objet dessus).

e On veut savoir quelle forme va prendre la membrane sous
leffet de cette force.



Le probléeme physique

Introduction

On considere une membrane élastique plane au repos

Mise en forme mathématique

e La membrane au repos est représentée par un ouvert Q ¢ R?
(plus exactement c'est lensemble Q x {0} dans R3).
e Ladensité de forces en x € Q est un nombre noté f (x). La force
0
verticale exercée sur le point (x,0),x e Qestdonc | O

fx)



Le probléeme physique

Introduction

On considere une membrane élastique plane au repos

Mise en forme mathématique

e Sous leffet de la force exercée, la
membrane va s'étirer et se déformer.

e But du jeu : Trouver la forme que va
prendre la membrane a l'équilibre.

e On cherche donc une fonction
u: Q — R dont la surface représentative
est solution du probléeme.




Le probléeme physique
Mise en équations 1/3
Déformations admissibles
On va introduire l'ensemble
X ={ueCQR), tq u=0suroQ},

dont voici quelques élements




Le probléeme physique
Mise en équations 1/3
Déformations admissibles
On va introduire l'ensemble

X = {ueCY{QR), tq u=0surdQ},

Le principe physique fondamental
La position d'equilibre adoptee par la membrane sous l'effet des
forces appliquées est celle qui va minimiser I'énergie totale.

On va chercher u € X telle que

E(u) = ir;)f(E(v).

C'est un probléme d'optimisation



Le probléeme physique

Mise en équations 2/3

= {ueCY{Q,R), tq.u=0suriQ}.
Calcul de l'éenergie pour un u € X donné

Ily a deux contributions a l'énergie E(u) = Ey(u) + Ex(u).
¢ Energie potentielle liée a la force [ :

Ei(u) := — L u(x)f (x) dx.

¢ Energie élastique :

_/ef ( 1+|Vu|2—1> dx,

ou kR > O est un coefficient de rigidité du matériau.



Le probléeme physique

Mise en équations 2/3

= {ueCY{Q,R), tq.u=0suriQ}.

Calcul de l'énergie pour un u € X donné

/?f ( 1+ |Vul? - 1) ax — L u(x)f(x) dx.



Le probléeme physique

Mise en équations 2/3

X ={ueCQR), tg u=0suroQ}.

Calcul de l'energie pour un u € X donné

E(u) = /?L (1/1 +|Vul? — 1) ax — L u(x)f(x) dx.

Hypotheése des petits déplacements

On suppose que la force exercee est petite et donc que le
déplacement u recherché est petit !

Conséquence +/1+ [VuP ~1+3|Vul?+...

Dorénavant on prendra l'énergie simplifiee

‘ E(u) = g L VUl dx — L L(F () dix.




Le probléeme physique

Mise en équations 3/3

Résume

X ={ueCQR), tg u=0suroQ}.

On cherche u € X qui vérifie

E(u) = in)f(E(v)7 (%)

avec E : X — R définie par
E(v) = EJ |Vv|2dx—f f(x)v(x) dx.
2 Ja Q

Les questions a résoudre :

1. Le probléme (x) admet-il une solution ?

2. Sioui, cette solution est-elle unique ?

3. Sioui, peut-on la caractériser a l'aide d'une équation plus
pratique a manipuler que le probléme (x) ?



Le probléeme physique

Le cas monodimensionnel

Pour simplifier, regardons le méme probleme mais en dimension 1.

Membrane élastique = Corde élastique
Q ouvert de R?> — | =]0, 1[ intervalle de R.



Le probléeme physique

Le cas monodimensionnel

Pour simplifier, regardons le méme probleme mais en dimension 1.

Membrane élastique = Corde élastique
Q ouvert de R?> — | =]0, 1[ intervalle de R.

Le probleme 1D

X = {ueC[0,1],R), tq u(0) = u(1) = 0.

On cherche u € X qui vérifie

E(u) = in)f(E(v), (*)

avec E : X — R définie par

k 1 ' 1
E(v) = §Jo|v\ dx—Jofvdx.
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1. Motivations

1.2. Premiers pas vers la résolution mathématique



Unicité

Avant méme d'étudier l'existence de la solution on peut montrer
Proposition
Si uq, up € X verifient

E(w) = E(up) = lQ}C(E(V)v <= on note Ig cet inf,

alors u; = uo.



Unicité

Avant méme d'étudier l'existence de la solution on peut montrer
Proposition
Si uq, up € X verifient

E(w) = E(up) = ir&_\)f(E(v), <= on note Ig cet inf,
alors u; = uo.

Preuve :

e Onpose u = “5% et on constate que u € X.
e On calcule

up + ux 1
2 2

1 k(*
E(u)—E( 5 :fE(u1)+fE(u2)—§L\u{—u’2|2dx



Unicité

Avant méme d'étudier l'existence de la solution on peut montrer
Proposition
Si uq, up € X verifient

E(w) = E(up) = lQ}C(E(V)v <= on note Ig cet inf,
alors u; = uo.

Preuve :

e Onpose u = “5% et on constate que u € X.
e On calcule

U1+U2>

k(! )
E(U)—E< > :/E—éjo \ui_u2|2dx.



Unicité

Avant méme d'étudier l'existence de la solution on peut montrer
Proposition
Si uq, up € X verifient

E(w) = E(up) = lQ}C(E(V)v <= on note Ig cet inf,
alors u; = uo.

Preuve :

e Onpose u = “5% et on constate que u € X.
e On calcule

k 1
Euy=£(82Y2) ,J U] — uh|? dlx.
2 8 Jo
e Par définition de l'infimum on doit avoir E(u) = /g et donc

1
J luj—ublPdx = 0 = (u1—uz)' =0 = up = up, cond. bord .
(0]

9



Unicité

Avant méme d'étudier l'existence de la solution on peut montrer
Proposition
Si uq, up € X verifient

E(w) = E(up) = lQ}C(E(V)v <= on note Ig cet inf,
alors u; = uo.

Argument géneéral de convexité :

o E est strictement convexe
e X est un ensemble convexe



Caractérisation de la solution

On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme
E(u) = inf E(v). (%)
veX

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Ce lemme est a la base de toute l'analyse réelle ou presque :

e Lemme de Rolle

e Théoreme des accroissements finis
Formules de Taylor. Développements limités.
Interpolation de Lagrange

e cfc..

10



Caractérisation de la solution

On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme

E(u) = ¢2)f( E(v). (%)

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Preuve :
e On prend h > O et on écrit

o(t* +h) —p(t*) = O,

10



Caractérisation de la solution

On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme

E(u) = ¢2)f( E(v). (%)

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Preuve :

e On prend h > O et on écrit

Pt + h) — (")
) >

0,

10



Caractérisation de la solution

On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme

E(u) = ¢2)f( E(v). (%)

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Preuve :

e On prend h > O et on écrit

10



Caractérisation de la solution

On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme

E(u) = ¢2)f( E(v). (%)

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Preuve :

e On prend h > O et on écrit

e On prend h < O et on écrit
o(t* +h) —o(t*) = O,
10



Caractérisation de la solution

On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme

E(u) = ¢2)f( E(v). (%)

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Preuve :

e On prend h > O et on écrit

e On prend h < O et on écrit
* o *
AP o)

10



Caractérisation de la solution

On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme

E(u) = ¢2)f( E(v). (%)

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Preuve :

e On prend h > O et on écrit

,t*Il <
o) =g h

10



Caractérisation de la solution
On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme
E(u) = inf E(v). (%)
veX

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i%f o(t), alors ©'(t*) = O.

Proposition (Equations d’Euler-Lagrange)
Siu € X vérifie (x), alors on a

1 1
/?J u'(x)V' (x) — J f)v(x)dx =0, VveX. (%)
0 0

Preuve : On fixev e X.

On poset — ¢(t) = E(u + tv) et on applique le lemme a t* = O. 10



Caractérisation de la solution
On suppose encore qu'il existe une solution u € X du probléme

E(u) = inf E(v). (%)
veX

Lemme (Résultat fondamental de l'analyse)
Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et t* € R. On suppose que

Siona p(t*) = i?{f o(t), alors ©'(t*) = O.

Proposition (Equations d’Euler-Lagrange)
Siu € X vérifie (x), alors on a

1 1
/?J u'(x)V' (x) — J fx)v(x)dx =0, VYveX. (%)
0 0

Dans ce cas particulier, on peut vérifier que la réciproque est vraie .

u € X verifie () = u verifie (x).

10



Caractérisation de la solution

Proposition (Equations d’Euler-Lagrange)
Siu e X vérifie (x), alors on a

1 1
/?J u'(x)V' (x) — J fx)v(x)dx =0, VveX.
0 0

(%)

1



Caractérisation de la solution

Proposition (Equations d’Euler-Lagrange)
Siu e X vérifie (x), alors on a

1 1
/?J u (x)V (x) — J fX)v(x)dx =0, VveX. (%)
0 0

Théoréme
Siu e X vérifie (xx) et que de plus u € C2([0,1]), alors on a

(% % %)

—RkU"(x) = f(x), pour toutx €]0,1],
u(0) =u(l) =0.

La reciproque est vraie.

1



Caractérisation de la solution

Proposition (Equations d’Euler-Lagrange)
Siu e X vérifie (x), alors on a

1 1
/?J u (x)V (x) — J fX)v(x)dx =0, VveX. (%)
0 0

Théoréme
Siu e X vérifie (xx) et que de plus u € C2([0,1]), alors on a

(% % %)

—RkU"(x) = f(x), pour toutx €]0,1],
u(0) =u(l) =0.

La reciproque est vraie.

Vocabulaire : (x x x) est appelé un probléme aux limites

=1 EDP + des conditions au bord (ou aux limites)

1



Résumeé

(%)

(%%)

Relations

e (xx) sont les eéquations d'Euler-Lagrange associees au

probleme d'optimisation (x).

(% % %)

e (xx) est une formulation variationnelle associée au probleme

aux limites (» » ).

12



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?

Stratégie en 4 étapes

1 On demontre que g := in)f(E(v) > —o0.
VE,

13



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Stratéegie en 4 étapes
1 On demontre que g := in)f(E(v) > —o0.
VE.

2. On prend une suite minimisante (un), < X pour cet infimum,
c'est-a-dire une suite qui veérifie

lim E(Un) = Ig.

n—0o0

Remarque
Une telle suite existe toujours !

Sans hypothése sur E et X autre que la finitude de l'infimum.

13



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Stratéegie en 4 étapes
1 On demontre que g := in)f(E(v) > —o0.
VE.

2. On prend une suite minimisante (un), < X pour cet infimum,
c'est-a-dire une suite qui veérifie

lim E(Un) = Ig.

n—0o0

3. On essaie de montrer que cette suite (ou une sous-suite)
converge en un certain sens vers une limite u € X.

13



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?

Stratégie en 4 étapes

1 On demontre que g := in)f(E(v) > —o0.
VE.
2. On prend une suite minimisante (un), < X pour cet infimum,
c'est-a-dire une suite qui veérifie
lim E(Un) = Ig.

n—aoo

3. On essaie de montrer que cette suite (ou une sous-suite)
converge en un certain sens vers une limite u € X.

4. On essaie de montrer que E satisfait une propriété de continuité
pour établir que E(up,) — E(u).

Conclusion
On aura bien résolu le probleme
E(u) = nleoo E(up) =Ig = ‘|/2>f(E(V)

13



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?

Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},
1 1
E(v) = SL |v’\2dxffofvdx.

Proposition

IR
2k

On a la proprieté :  infyex E(V) = —

Analysons la définition de £ : Nous avons

e Un «gentil » terme (le premier) qui est toujours positif,

e Un terme qui n'a pas de signe (le second).

Etape 1

Morale : Le premier terme va prendre le dessus sur le second car il
est quadratique alors que le second est seulement linéaire : pour

v « grand », le premier terme va dominer le second.

14



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 1

Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},
1 1
E(v) = gJo |v’\2dx—Jofvdx.

Proposition

2
On a la propriéteé :  infyex E(V) = — “/.cz”f?l'

Lemme
Pour toutv e X, ona||v|i= < V]2

Preuve de la proposition : Pour toutv e X, on a

szvdx

Inégalité de Young : pourtouta,be R, e >0 :ab < 5a° + 2—1€b2

Lem. Young 1 R
<Iflelvies € IV < slfIE + 5 1vIE

14



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?

Etape 1

Rappels : X = {veC}[0,1],R), v(0) = v(1)},

R ! /2 '
E(v)=§L|v\ dx—fofvdx.

Proposition

2
On a la propriété :  infyex E(V) > — ”Q”,;l.
Lemme

Pour toutv e X, ona||v|i= < V]2

Preuve du Lemme : Pour tout v € X, et x € [0, 1], on peut ecrire
X 1 c.—s.

v(0) +J V'(t) dt‘ < f V() dt < V]

—~~ YO 0

=0

V)| =

14



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?

) ) ) o Etape 2
Il existe (toujours) une suite minimisante !

e Comme lg > —oo, pour tout n > 1, le nombre

1
/E+E

n'est pas un minorant de l'ensemble des valeurs de E sur X.
Rappel : La borne inférieure est le plus grand des minorants !

15



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
. ) . L Etape 2
Il existe (toujours) une suite minimisante !
e Comme lg > —oo, pour tout n > 1, le nombre
1
/ _
E+ e
n'est pas un minorant de l'ensemble des valeurs de E sur X.
Rappel : La borne inférieure est le plus grand des minorants !
e Comme ce n'est pas un minorant, il existe au moins un élement
de X (noté up) tel que

Ie <E(un) <Ig+ %

15



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
. . ) L Etape 2
Il existe (toujours) une suite minimisante !
e Comme lg > —oo, pour tout n > 1, le nombre
1
/ _
E+ e
n'est pas un minorant de l'ensemble des valeurs de E sur X.
Rappel : La borne inférieure est le plus grand des minorants !
e Comme ce n'est pas un minorant, il existe au moins un élement
de X (noté up) tel que
1

Ie <E(un) <Ig+ P
e Par le théoréme des gendarmes on a bien
E(un) m /E.

Remarque

Pas besoin de topologie sur X ni de propriétés de E. 5



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},
/? 1 1
E(v) = fJ |v’\2dx—J fvdx.
2 (e} (e}

Objectif
Montrer que (up)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.

Difficulté : la seule information dont on dispose sur u, c'est

E(Un) m /E.

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

P! 1
E(v) = fJ V|2 dx — J fvdx.

2 Jo o)

Objectif

Montrer que (up)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un

certain sens.

Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E-

Une question plus simple

Est-ce que la suite (up), est bornee ?

La reponse déepend de la norme qu'on prend sur X !

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

R ! /12 '
E(v):§Jo|v\ dx—Jofvdx.

Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.

Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.
Une question plus simple
Est-ce que la suite (up), est bornee ?

La reponse déepend de la norme qu'on prend sur X !

e Norme usuelle sur X :  ||V|cr = ||V|re + |V]|re
Probléme : Il existe des suites (vp), telles que (E(vn)), est
bornée dans R mais |V, | n'est pas bornée !

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

R ! /12 '
E(v):§Jo|v\ dx—Jofvdx.

Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.

Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.

Une question plus simple
Est-ce que la suite (up), est bornee ?

La reponse déepend de la norme qu'on prend sur X !

e Norme sur X adaptée au probléeme :  |v|2, := [v[Z + |V/]|%

C'est gagné ! Toute suite vérifiant (E(vn))n est bornée dans R,
verifie (vp)n est bornée dans (X, |.|).

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

/? 1 1
E(v) = fJ V|2 dx — J fvdx.
2 Jo o
Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.
Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.

Proposition
La suite minimisante (un), pour (x) est de Cauchy dans (X, ||.||).

Preuve Rappel : ||V|2, = V% + [V/|Z.

k(! , ;o2 E(un) + E(Unyp) Un + Unip
gJo|ur,fu,,+p| dx = 5 E< 5 >




Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

/? 1 1
E(v) = fJ V|2 dx — J fvdx.
2 Jo o
Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.
Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.

Proposition
La suite minimisante (un), pour (x) est de Cauchy dans (X, ||.||).

Preuve Rappel : V|2, = [V|Z + V]2
kR, E(up) +E(u
7J\ |un7un+p‘2dxg MflE
8 Jo 2

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

R ! /12 '
E(v):§Jo|v\ dx—Jofvdx.

Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.

Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.

Proposition
La suite minimisante (un), pour (x) est de Cauchy dans (X, ||.||).

Preuve Rappel : V|2, = [V]Z + V]2

luyp, — ull’1+pHL2 — 0, unif.enp.

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

/? 1 1
E(v) = fJ V|2 dx — J fvdx.
2 Jo o
Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.
Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.

Proposition
La suite minimisante (un), pour (x) est de Cauchy dans (X, ||.||).

Preuve Rappel : V|2, = [V]Z + V]2

It — tnpll= < Uy~ Upsplie —— O, unif enp.

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

/? 1 1
E(v) = fJ V|2 dx — J fvdx.
2 Jo o
Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.
Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.

Proposition
La suite minimisante (un), pour (x) est de Cauchy dans (X, ||.||).

Preuve Rappel : V|2, = [V]Z + V]2

lun — Unipliz < un = Ungplre < [up — U:'v+pHL2 P O, unif.enp.

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

/? 1 1
E(v) = fJ V|2 dx — J fvdx.
2 Jo o
Objectif
Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.
Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) E} /E.

Proposition
La suite minimisante (un), pour (x) est de Cauchy dans (X, ||.||).

Preuve Rappel : V|2, = [V]Z + V]2

|tn — Unyplle < lun = Unypllie < Jup — U;wrpHL? P O, unif.enp.

16



Comment montrer l'existence d'un minimiseur ?
Etape 3
Rappels : X = {veC[0,1],R), v(O) = v(1)},

Rk 1 1
E(v) = fJ |v’\2dx—J fvdx.
2 Jo 0
Objectif

Montrer que (un)n, OU Une de ses sous-suites, converge en un
certain sens.

Difficulteé : la seule information dont on dispose sur u, c'est
E(Un) m /E.

Proposition
La suite minimisante (un), pour (x) est de Cauchy dans (X, ||.||).

Probleme
Lespace (X, |.|x) n'est pas complet !

16
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Partie 3 : EDP elliptiques

2. Espaces de Sobolev en dimension 1



Partie 3 : EDP elliptiques

2. Espaces de Sobolev en dimension 1

2.1. L'espace H(/)



L'espace de Sobolev (/)
Définition
Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert borné de R.
Définition

On appelle espace de Sobolev H(/), l'ensemble des fonctions u de
L2(/) dont la dérivée au sens des distrib. est une fonction de L (1).

18



L'espace de Sobolev (/)
Définition
Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert borné de R.
Définition

On appelle espace de Sobolev H!(/), l'ensemble des fonctions u de
L2(/) dont la dérivee au sens des distrib. est une fonction de L2(1).

Explication / Interprétation

Une fonction u e L?(/) est dans H'(/) si et seulement si il existe
g e L?()) telle que
b b
[ ueawaa = geaeode voeczo.
a a
Cette fonction g est nécessairement unique. On la note dyu ou u’.

On peut donc définir H'(/) sans utiliser les distributions !

18



L'espace de Sobolev (/)
Définition
Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert borné de R.
Définition
On appelle espace de Sobolev H!(/), l'ensemble des fonctions u de
L2(/) dont la dérivee au sens des distrib. est une fonction de L2(1).
Définition
On munit l'espace vectoriel H'(I) du produit scalaire

(U, V)i = (U, V)2 + (OxU, OxV) 2 = J(uv + OxU dyV) dx,
I

et de la norme associée |ullm = 4/|ulZ. + |oxullZ .

Up ——> udans L2(]) )

—— udans HY(
(u” e 1 aNs ()> e <6Xun — o dans L2(/)
n—oo



L'espace de Sobolev (/)
Définition
Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert borné de R.
Définition
On appelle espace de Sobolev H!(/), l'ensemble des fonctions u de
L2(/) dont la dérivee au sens des distrib. est une fonction de L2(1).

Commentaires

e La lettre H vient du fait que, comme on va le voir, ces espaces
sont des Hilbert.

e L'exposant 1 renvoie au nombre de dérivées.
On peut, en effet, définir H(/) pour tout k > 1 comme par
exemple

H2(I) := {u e L3(]), tel que dyu, d2u e LZ(1)}.

e Par extension, certains auteurs posent HO(/) := L2(1).
18



L'espace de Sobolev (/)

Proposition
On a linclusion topologique

ci(h) < H-().

Lien avec les espaces usuels 1/3

()

19



L'espace de Sobolev (/)

Lien avec les espaces usuels 1/3

Proposition
On a linclusion topologique

ct(ly < HY(I). (%)

Cela signifie que, dans C*(I) la notion de dérivée faible coincide avec
la notion de dérivée usuelle et que l'inclusion (x) est continue au sens
suivant

[ulln < V21 uler, Yu e CH(0).

Rappel :
lulcoqy = lulleqy,
||U||c1(7) = Ul gy + 10Ul 1y -

19



L'espace de Sobolev (/)

Lien avec les espaces usuels 1/3

Proposition
On a linclusion topologique

ct(ly < HY(I). (%)

Cela signifie que, dans C*(I) la notion de dérivée faible coincide avec
la notion de dérivée usuelle et que l'inclusion (x) est continue au sens
suivant

[ulln < V21 uler, Yu e CH(0).

Preuve

e Intégration par parties !
Si u est ! alors sa dérivée au sens des distributions est la

dérivee au sens usuel ...

o |fllzgy < V(e

19



L'espace de Sobolev (/)

Lien avec les espaces usuels 1/3

Proposition
On a linclusion topologique

ct(ly < HY(I). (%)

Cela signifie que, dans C*(I) la notion de dérivée faible coincide avec
la notion de dérivée usuelle et que l'inclusion (x) est continue au sens

suivant
lulln < /201 |uller, Yu e (D).

Concretement

(u,, —— udans Cl(7)) — <un —— udans Hl(/))

19



L'espace de Sobolev (/)

Proposition
On a linjection topologique

Lien avec les espaces usuels 2/3

HY (1) < (). (x%)

20



L'espace de Sobolev (/)

Lien avec les espaces usuels 2/3

Proposition
On a linjection topologique

HY(I) < ¢°(). (%)

Cela signifie que toute fonction u e H*(I) admet un (unique !)
représentant continu et que

1
luleo < (|,| ; |/|) s, Vo e Q).

Proprieté essentielle :

Le théoréme fondamental de l'analyse est vrai dans H(/)

B
u(8) — u(a) = J () dx, Vo, B el Vue H(l).

e
20



L'espace de Sobolev (/)

Lien avec les espaces usuels 2/3
Proposition
On a linjection topologique
HY(1) < c°(). (%)
Cela signifie que toute fonction u e H*(I) admet un (unique !)

représentant continu et que

1

luleo < (|,| ; |/|) s, Vo e Q).

Concrétement : convergence H! implique convergence uniforme

(un ——udans Hl(/)> — <un ——udans CO(7)>

20



L'espace de Sobolev (/)

Toutes les fonctions H! ne sont pas C! !

o /=]—-11etu:xel—|x|

alorsonau e HY(l) et duu(x) = H(x) := {

Lien avec les espaces usuels 3/3

—1,sur]—1,0[,
1, sur ]O,1].

21



L'espace de Sobolev (/)

Lien avec les espaces usuels 3/3

Toutes les fonctions H! ne sont pas C! !
o /=]—-11etu:xel— x|
—1,sur]—1,0[,

alorsonaue HY() et duu(x) = H(x) :=
() et Gilx) = HX) {1,sur]o,1[.

e Lafonction H elle-méme n'est pas dans H'(/), car elle n'est pas
continue !
En fait, on peut étre plus précis et calculer dans D'(/)

OH = 280 ¢ L2(]).

21



L'espace de Sobolev (/)

Lien avec les espaces usuels 3/3

Toutes les fonctions H! ne sont pas C! !
o /=]—-11etu:xel— x|
—1,sur]—1,0[,

alorsonaue HY() et duu(x) = H(x) :=
() et Gilx) = HX) {1,sur]o,1[.

e Lafonction H elle-méme n'est pas dans H'(/), car elle n'est pas
continue !
En fait, on peut étre plus précis et calculer dans D'(/)

OH = 280 ¢ L2(]).

e Soit « € R. On considéere u : x € | — |x|*, alors

ueHl(/)@a>%.

21



L'espace de Sobolev (/)

Propriétés topologiques 1/2

Théoréme

Lespace (H(1), | - ) est un espace de Hilbert.

22



L'espace de Sobolev (/)
Propriétés topologiques 1/2
Théoréme

L'espace (H(1), | - |) est un espace de Hilbert.

Preuve :
e Soit (uy), de Cauchy dans H!(/). Comme nous avons

lun — Un+p”f{l = |un — Un+p“fz + [[Oxtun — 5x“n+p”fz,

nous savons que (Up)s et (dxuUn)n sont de Cauchy dans L2 (/).
Comme L?(/) est complet, il existe u, g € L?(/) telles que

”un — UHLZ + ||(3Xun *gHLZ m 0. (*)

e Pour toute fonction test ¢ € CX(/) nous avons

J Un(Be0) = — f (Bxtin) o A,
/ /

On a donc montré que u € H(/) et dyu = g.
(*) montre que [lu, — U, — 0.

22



L'espace de Sobolev (/)
Propriétés topologiques 1/2
Théoréme

L'espace (H(1), | - |) est un espace de Hilbert.

Preuve :
e Soit (uy), de Cauchy dans H!(/). Comme nous avons

lun — Un+p”f{l = |un — Un+p“fz + [[Oxtun — 5x“n+p”fz,

nous savons que (Up)s et (dxuUn)n sont de Cauchy dans L2 (/).
Comme L?(/) est complet, il existe u, g € L?(/) telles que

”un — UHLZ + ||(3Xun *gHLZ m 0. (*)

e Pour toute fonction test ¢ € CX(/) nous avons

fu((?xw) ax = — Jggp ax.
/ /

On a donc montré que u € H(/) et dyu = g.
(*) montre que [lu, — U, — 0.

22



L'espace de Sobolev (/)

Propriétés topologiques 1/2
Théoréme
Lensemble C*(I) est dense dans H(1).
Preuve admise

¢ Extension a R tout entier des fonctions de H(/).

e Convolution

Conséquence
H(I) est le complété de C*(/) pour la norme |||

23



Partie 3 : EDP elliptiques

2. Espaces de Sobolev en dimension 1

2.2. L'espace H (/)



L'espace H (/)

Définition
On définit lespace H5 (1) := {u € H*(I), u(0) = u(l) = O}.
Remarques:

e Cette définition a un sens car on a choisi le représentant
continu sur /.
¢ Lindice O indique que les fonctions sont nulles au bord.

24



L'espace H (/)

Définition

On deéfinit lespace Hy (1) := {u € H'(I), u(O) = u(1) = O}.
Proposition

HE (1) est un sous-espace fermé de H (/).

En particulier, c'est un espace de Hilbert.

Preuve :

e L'application linéaire

yiueHY(Q) — <Z((%)> e R?,

est continue, grace a linjection topologique H(/) < CO(I).
o Hy(I) est le noyau de v, c'est donc un fermé de H(/).

24



L'espace H (/)

Définition

On définit lespace H (/) := {u € H*(I), u(0) = u(1) = O}.

Proposition
HE (1) est un sous-espace ferme de H (/).

En particulier, c'est un espace de Hilbert.

Proposition (Inégalité de Poincaré)
Pour tout u € Hy(I), on a ||ul.2 < |I] [|oxu] 2.

Remarque : Cette inégalite n'est pas vraie dans H(/) !

24



L'espace H (/)
Définition
On définit lespace H5 (1) := {u € H*(I), u(0) = u(l) = O}.

Proposition
H3 (1) est un sous-espace ferme de H (/).

En particulier, c'est un espace de Hilbert.

Proposition (Inégalité de Poincaré)
Pour tout u € Hy(I), on a ||ul2 < |I] [|oxu| 2.

Consequence principale

lowulZz < lulZz + loxulZe < (1+ 111%) |Gz

24



L'espace H (/)

Définition

On définit lespace H5 (1) := {u € H*(I), u(0) = u(l) = O}.
Proposition

H3 (1) est un sous-espace ferme de H (/).

En particulier, c'est un espace de Hilbert.

Proposition (Inégalité de Poincaré)
Pour tout u € Hy(I), on a ||ul2 < |I] [|oxu| 2.

Consequence principale
loxulZe < ulFe < L+ 112)|oxulZz.

Donc
ue Ho(l) = oz,

est une norme sur Hi (/) équivalente a ||. . o



L'espace H (/)

Définition

On définit lespace H5 (1) := {u € H*(I), u(0) = u(l) = O}.

Proposition

H3 (1) est un sous-espace ferme de H (/).
En particulier, c'est un espace de Hilbert.
Proposition (Inégalité de Poincaré)

Pour tout u € Hy(I), on a ||ul2 < |I] [|oxu| 2.

Proposition
Lensemble CZ (1) est dense dans H5 (/).

Preuve admise

24



L'espace H (/)

Définition

On deéfinit lespace Hy (1) := {u € H'(I), u(O) = u(1) = O}.
Proposition

HE (1) est un sous-espace fermé de H (/).

En particulier, c'est un espace de Hilbert.

Proposition (Inégalité de Poincaré)
Pour tout u € Hy (), on a |ul2 < |/ [[oxul,2-

Proposition
Lensemble CZ (1) est dense dans H5 (/).

Conséquence
HE (1) est le complété de X = {u e C'(/),u(0) = u(1) = O} pour la
norme H-.



Partie 3 : EDP elliptiques

2. Espaces de Sobolev en dimension 1

2.3. Résolution du probléme de la corde élastique



Retour sur le probléme de la corde élastique

Probleme initial : On cherche u € X tel que

E(u) = infE(v),

avec = {veCY[0,1],R),v(0) = v(1) = O},

2f V|2 dx — ffvdx

25



Retour sur le probléme de la corde élastique
Probleme initial : On cherche u € X tel que
E(u) = inf E(v),

avec = {veCY[0,1],R),v(0) = v(1) = O},

f|v|2dx ffvdx

Changement d'espace de travail : On cherche u € H3(]0, 1) tel que

E(u)= inf E(v). (%)
() veH}I)r(]]O,l[) () *

25



Retour sur le probléme de la corde élastique

k 1 1
E(v):= ff V)2 dx—f fvdx.
2 Jo 0
Changement d'espace de travail : On cherche u € H3(]0, 1) tel que

E(u)= inf E(v). (%)
( ) veH}l(]O,l[) ( )

On reprend la demarche geneérale

25



Retour sur le probléme de la corde élastique

k 1 1
E(v):= ff V)2 dx—f fvdx.
2 Jo 0
Changement d'espace de travail : On cherche u € H3(]0, 1) tel que

E(u)= inf E(v). (%)
( ) veH}l(]O,l[) ( )

On reprend la demarche geneérale
e Etapel ‘infy; E > —o0 = OK'méme preuve !
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Retour sur le probléme de la corde élastique

k 1 1
E(v):= ff V)2 dx—f fvdx.
2 Jo 0
Changement d'espace de travail : On cherche u € H3(]0, 1) tel que

E(u) = veH}l?]fO,l[) E(v). (%)
On reprend la demarche geneérale
e Etapel ‘infy; E > —o0 = OK'méme preuve !
e Etape 2 : 3 suite minimisante (un), = OK c'est toujours vrai !

25



Retour sur le probléme de la corde élastique

k 1 1
E(v):= ff V)2 dx—f fvdx.
2 Jo 0
Changement d'espace de travail : On cherche u € H3(]0, 1) tel que

E(uy= inf E(v). (%)
( ) veH}l(]O,l[) ( )

On reprend la demarche geneérale
e Etapel ‘infy; E > —o0 = OK'méme preuve !
e Etape 2 : 3 suite minimisante (un), = OK c'est toujours vrai !
e Etape 3 : (up)n est de Cauchy dans Hy = OK méme preuve !

HY est complet = il existe u € H:(]0,1[) t.q. [un — Ul —0.




Retour sur le probléme de la corde élastique

k 1 1
E(v):= ff V|2 dx — f fvdx.
2 Jo 0
Changement d'espace de travail : On cherche u € H3(]0, 1) tel que

E(uy= inf E(v). (%)
( ) veH}l(]O,l[) ( )

On reprend la demarche geneérale
e Etapel ‘infy; E > —o0 = OK'méme preuve !
e Etape 2 : 3 suite minimisante (un), = OK c'est toujours vrai !
e Etape 3 : (up)n est de Cauchy dans Hy = OK méme preuve !

HY est complet = il existe u € H:(]0,1[) t.q. [un — Ul —0.

e Etape 4 : On a bien la convergence

k ! k !
E(un) = 3l0nlEs = | fundk —— Zlaull - | fudk - E(w)



Retour sur le probléme de la corde élastique

k 1 1
E(v):= ff V|2 dx — f fvdx.
2 Jo 0
Changement d'espace de travail : On cherche u € H3(]0, 1) tel que

E(u)= inf E(v). (%)
( ) veH}l(]O,l[) ( )

On reprend la demarche geneérale
e Etapel ‘infy; E > —o0 = OK'méme preuve !
e Etape 2 : 3 suite minimisante (un), = OK c'est toujours vrai !
e Etape 3 : (up)n est de Cauchy dans Hy = OK méme preuve !

HY est complet = il existe u € H:(]0,1[) t.q. [un — Ul —0.

e Etape 4 : On a bien la convergence

k ! k !
E(un) = 3l0nlEs = | fundk —— Zlaull - | fudk - E(w)

e Conclusion : u veérifie (x)



Retour sur le probléme de la corde élastique

Ou en est-on ?
On vient de montrer qu'il existe un u e H (/) vérifiant

E(u) = inf  E(v).
W= edfion =

(%)

26



Retour sur le probléme de la corde élastique

Ou en est-on ?
On vient de montrer qu'il existe un u e H (/) vérifiant

E(uy= inf E(v). (%)
= o ) '

Unicite : Méme preuve qu'avant (par stricte convexité de E)
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Retour sur le probléme de la corde élastique

Ou en est-on ?
On vient de montrer qu'il existe un u e H (/) vérifiant

E(uy= inf E(v). (%)
= o ) '

Unicite : Méme preuve qu'avant (par stricte convexité de E)
Equations d'Euler-Lagrange :

1 1
/?f Oxludyv dx — f fvdx =0, VveH5(]0,1]), (%)
o o

On a l'équivalence (méme preuve qu'avant) () < (»*).
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Retour sur le probléme de la corde élastique

Ou en est-on ?
On vient de montrer qu'il existe un u e H (/) vérifiant

E(uy= inf E(v). (%)
= o ) '

Unicite : Méme preuve qu'avant (par stricte convexité de E)
Equations d'Euler-Lagrange :

1 1
/?J Oxludyv dx — J fvdx =0, VveH5(]0,1]), (%)
o o

On a l'équivalence (méme preuve qu'avant) () < (»*).
Proposition (Régularité)
Sif € C°([0,1]) alors la solution de (x)/(x) est dans C?([0,1]) et
vérifie
—ku"(x) = f(x), pour toutx €]O,1],
(% % %)
u(0) =u(l) =0.

26



Retour sur le probléme de la corde élastique

E(uy= inf E(v). (%)
(U) ve/—l%l)r(]]o,l[) (V) *

1 1
l?f OxUdyv dx — f fvdx =0, VYveH5(]0,1]), (x%)

0 0
—ku"(x) = f(x), pourtoutxe]O,1], o x4)
* Kk Kk

u(0) =u(l) =0.

e On vient de montrer l'existence et lunicité d'une solution de (x)
qui est aussi l'unique solution de (x*).

e Puis on a montré que, sif € C°, alors cette solution est réguliere
et est l'unique solution du probleme aux limites (* * x).

¢ Quelque chose de troublant : Finalement la solution
appartient a l'espace X qu'on avait initialement envisagé ...
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Retour sur le probléme de la corde élastique

E(u)= inf E(v). (%)
() ve/—/%l)r(]]o,l[) () *

1 1
l?f xldyv dx — f frdx =0, WveH5(]O,1]), (x%)
(e} [0}

(% % %)

—ku"(x) = f(x), pourtoutx €]O,1[,
u(0) =u(l) =0.

La suite de laventure :

e Mettre en place une méthodologie générale / générique pour
résoudre des problemes du type (x), (%) et/ou (x * x) qui
utilise tous les outils introduits.

e Eviter de tout refaire a la main a chaque fois ...

27
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3. Formulations variationnelles d’'un
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Partie 3 : EDP elliptiques

3. Formulations variationnelles d’'un
probléme aux limites

3.1. Principes généraux



Problématique

Episode precedent
Pour k > O et f € C°([0,1]) on a montré l'existence et lunicité d'une
solution au probleme aux limites
—ku"(x) = f(x), pourtoutx €]O,1[,
{U(O) =u(l) =0.

par une méthode d'optimisation dans un espace de Sobolev.

29



Problématique

Episode precedent

Pour k > O et f € C°([0,1]) on a montré l'existence et lunicité d'une
solution au probleme aux limites

—ku"(x) = f(x), pourtoutx €]O,1[,
{U(O) =u(l) =0.

par une méthode d'optimisation dans un espace de Sobolev.

Question

Que faire pour d'autres problemes aux limites du type

Au=f, dansl/,
+ conditions au bord.

(P)

e A est un opérateur différentiel (linéaire) du second ordre
e les conditions au bord (linéaires) impliquent u et/ou dyu
29



Formulation variationnelle

+ conditions au bord.

{Au =f, dans/,

Scenario : pour l'instant tout est formel !

(P)

30



Formulation variationnelle

(P)

Au=f, dansl,
+ conditions au bord.

Scenario : pour l'instant tout est formel !

e On multiplie l'equation par une fonction test v et on integre sur /

J/(Au)v ax = flfv ax.

30



Formulation variationnelle

(P)

Au=f, dansl,
+ conditions au bord.

Scenario : pour l'instant tout est formel !

e On multiplie l'equation par une fonction test v et on integre sur /
J(Au)vdx = ffv ax.
/ /
e On fait des intégrations par parties (combien ? lesquelles ? ..)

J(Blu)(Bgv) ax = va dx + Termes de bord éventuels. (FV)
! !
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Formulation variationnelle

Au=f, dansl,
(P)

+ conditions au bord.
Scenario : pour l'instant tout est formel !

e On multiplie l'équation par une fonction test v et on integre sur /

J/(Au)vdx = Jlfv ax.
e On fait des intégrations par parties (combien ? lesquelles ? ..)
J/(Blu)(Bgv) ax = flfv dx + Termes de bord éventuels. (FV)
e On choisit des espaces fonctionnels pour u et v, resp. X et V.

Critéres de choix

e Tous les termes dans (FV) doivent étre bien définis.
e On doit pouvoir remonter de (FV) jusqu'a (P).
e On doit pouvoir résoudre (FV).

30



Formulation variationnelle

(P)

Au=f, dansl,
+ conditions au bord.

Scenario : pour l'instant tout est formel !

e On multiplie l'equation par une fonction test v et on integre sur /
J/(Au)vdx = flfv ax.
e On fait des intégrations par parties (combien ? lesquelles ? ..)
J/(Blu)(Bgv) ax = J/fv dx + Termes de bord éventuels. (FV)

e On choisit des espaces fonctionnels pour u et v, resp. X et V.
e Le probleme (FV) devient de la forme : trouver u € X tel que

[Trouver ueX, telquea(u,v) =L(v), Ve V,j

avec a bilinéaire et L linéaire.
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L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

[Trouver ue X, telquea(u,v) =L(v), Yve V,]

aveca: X x V — Rbilinéaireet L : V — R linéaire.

Pourquoi cette strategie a une chance de fonctionner ?

31



L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

[Trouver ue X, telquea(u,v) =L(v), Yve V,J

aveca: X x V — Rbilinéaireet L : V — R linéaire.

Pourquoi cette strategie a une chance de fonctionner ?
Théoréme (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilineaire et
L : H — R une forme linéaire. On suppose :

1. L est continue.

2. aest continue,

3. aest coercive :3a > O, tel que a(u,u) = a|ul?.

Alors, le probleme suivant admet une unique solution

Trouver u € H, tel que a(u,v) = L(v), VveH.
31



L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

[Trouver ueX telquea(u,v) =L(v), Yve V,]

aveca: X x V — Rbilinéaireet L : V — R linéaire.

Pourquoi cette strategie a une chance de fonctionner ?
Théoréme (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilinéaire et
L : H — R une forme linéaire. On suppose :

1. L est continue.

2. aest continue,

3. aestcoercive . Ja > 0O, tel que a(u,u) = a|ulz.

Alors, le probleme suivant admet une unique solution

Trouver u € H, tel que a(u,v) = L(v), VveH.
31



L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

[Trouver ue X, telquea(u,v) =L(v), Yve V,]

aveca: X x V — Rbilinéaireet L : V — R linéaire.

Pourquoi cette strategie a une chance de fonctionner ?
Théoréme (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilineaire et
L : H — R une forme linéaire. On suppose :

1. L est continue.

2. a est continue,

3. aest coercive :Ja > O, tel que a(u,u) = a|ul?.

Alors, le probleme suivant admet une unique solution

Trouver u € H, tel que a(u,v) = L(v), VveH.
31



L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

Théoréme (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilineaire
continue et L : H — R une forme linéaire continue. On suppose que

a est coercive : Ja > O, tel que a(u,u) = o|ul?.

Alors, le probléeme suivant admet une unique solution
Trouver u € H, tel que a(u,v) = L(v), YveH.

Preuve : Voir le cours d’Analyse Fonctionnelle (ou dans le poly ..)

e Cas symetrique (i.e. a(u,v) = a(v,u))

~ Preuve par largument d'optimisation du déebut du chapitre !
e Cas non symétrique

~+ Une technique de point fixe.
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L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

Théoréme (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilineaire
continue et L : H — R une forme linéaire continue. On suppose que

a est coercive : Ja > O, tel que a(u,u) = o|ul?.

Alors, le probléeme suivant admet une unique solution
Trouver u € H, tel que a(u,v) = L(v), YveH.

Notre probleme :a(u,v) = J(Bﬂ,l)(BgV) ax + ..., L(v) = vadx + ...
I /

32



L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

Théoréme (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilineaire
continue et L : H — R une forme linéaire continue. On suppose que

a est coercive : Ja > O, tel que a(u,u) = o|ul?.
Alors, le probléeme suivant admet une unique solution
Trouver u € H, tel que a(u,v) = L(v), YveH.
Notre probleme :a(u,v) = J(Bﬂ,l)(BgV) ax + ..., L(v) = vadx + ...
I !

e Continuite : ILfaut que B; et B, soient tous les deux continus sur H
[:> H doit étre petit]
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L'outil central

Le théoréme de Lax-Milgram

Théoréme (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilineaire
continue et L : H — R une forme linéaire continue. On suppose que

a est coercive : Ja > O, tel que a(u,u) = o|ul?.
Alors, le probléeme suivant admet une unique solution
Trouver u € H, tel que a(u,v) = L(v), YveH.
Notre probleme :a(u,v) = J(Bﬂ,l)(BgV) ax + ..., L(v) = vadx + ...
I !

e Continuite : ILfaut que B; et B, soient tous les deux continus sur H
[:> H doit étre petit]

e Coercivité : Il faut que a(u,u) = J(BﬂJ)(BZU) dx majore ||uZ,
/

[: H ne doit pas étre trop petit] -




Partie 3 : EDP elliptiques

3. Formulations variationnelles d’'un
probléme aux limites

3.2. Exemples en dimension 1



Exemples de problémes aux limites

Ex1 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet homogénes

—ox(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
u(0) =u(1) =0,

avec f e L?(/) et k : | — R mesurable, bornée, avec a := ir}fl? > 0.
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Exemples de problémes aux limites

Ex1 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet homogénes

{—é}( (R(x)éxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o

u(0) =u(1) =0,
avec f e L?(/) et k : | — R mesurable, bornée, avec a := ir}fl? > 0.
Le cadre fonctionnel

H = HL(), < contient les conditions aux limites,

a(u,v) fl? (oxu)(oxv)dx, et L(v ffvdx

33



Exemples de problémes aux limites

Ex1 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet homogénes

{—6)( (R(x)éxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o
u(©) =u(l) =0,

avec f e L?(/) et k : | — R mesurable, bornée, avec a := ir}fl? > 0.
Le cadre fonctionnel

H = HL(), < contient les conditions aux limites,
a(u,v) fl? (oxu)(oxv)dx, et L(v ffvdx
Peut-on appliquer le théoreme de Lax-Milgram ?

H est un Hilbert.
L est continue : [L(V)[ < [fl2[VIee < [Flcz|V]e.
a est continue : |a(u,v)| < |R|ce=[[oxul 2 oxvz < (IRl ulm]v]H.

a est coercive : a(u,u) = J/?(x)\axu|2 dx = af ol = Clulf.
!
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Exemples de problémes aux limites

Ex1 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet homogénes

{—6)( (R(x)éxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o
u(0) =u(1) =0,
avec f e L?(/) et k : | — R mesurable, bornée, avec a := ir)fl? > 0.
Le cadre fonctionnel

H = HL(), < contient les conditions aux limites,

a(u,v) fl? (oxu)(oxv)dx, et L(v vadx

Qu'a-t'on obtenu ? Un éléement u € H qui vérifie

J/?(X)(axu)(axv) ax = vadx, Yv e H.
!

/
Mais encore ?
e Comme D(/) « H, ona —dy {k(axu)] = fausensde D'(/).

e SikeCletfeCP alorsu e C? et vérifie (P) au sens usuel. 33



Exemples de problémes aux limites

Ex 2 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet non-homogénes

{—ax (R(x)éxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o

u(0) = ug, u(l) = g,

avecf e L?(l), ke L®(]), avec a := infk > 0. Ug, Ug € R
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Exemples de problémes aux limites

Ex 2 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet non-homogénes

{—ax (R(x)éxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o
u(0) = ug, u(l) = uq,

avecf e L?(l), ke L*(l), avec a := infk > O, Ug, Ug € R

Remarques

e On ne peut plus travailler dans H = Hy (/) !

34



Exemples de problémes aux limites
Ex 2 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet non-homogénes
—ox(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
u(0) = ug, u(l) = ug,
avecf e L?(l), ke L*(l), avec a := infk > O, Ug, Ug € R
Remarques
e On ne peut plus travailler dans H = Hy (/) !
e On ne peut pas non plus travailler dans H = H(/) ...

Sinon les intégrations par parties vont faire apparaitre des
termes de la forme .
[(@u)v] ,

0
dont on ne saura pas quoi faire (car v est aussi dans H !)

34



Exemples de problémes aux limites

Ex 2 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet non-homogénes

{—é’x (R(x)éxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o

u(0) = ug, u(l) = uq,
avecf e L?(l), ke L*(l), avec a := infk > O, Ug, Ug € R
Remarques

e On ne peut plus travailler dans H = Hy (/) !
e On ne peut pas non plus travailler dans H = H(/) ...
Sinon les intégrations par parties vont faire apparaitre des
termes de la forme .
[(@u)v] ,

0
dont on ne saura pas quoi faire (car v est aussi dans H !)

e On pourrait refaire le travail d'optimisation dans l'espace affine

A = {ueH(),u(0) = ug,u(l) = uq}.
34



Exemples de problémes aux limites

Ex 2 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet non-homogénes

{—é’x (R(x)éxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o

u(0) = ug, u(l) = ug,
avecf e L?(l), ke L*(l), avec a := infk > O, Ug, Ug € R

Technique de relévement des données au bord

e On choisit une fonction R qui vérifie
R(O) = ug, R(1) = uq.

e On cherche la solution de (P) sous laforme u =R + w.

e La nouvelle inconnue w doit vérifier
— 0Oy (l?(x)ﬁxw) = f(x) + 0k (l?(x)aXR), B
w(0) = w(l) = 0.

34



Exemples de problémes aux limites

Ex 2 : Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet non-homogénes

—ox(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
u(0) = ug, u(l) = ug,
avecf e L?(l), ke L*(l), avec a := infk > O, Ug, Ug € R
e La nouvelle inconnue w doit vérifier
(P)

—0x(R()0W) = f(x) + ox(R(X)OxR), ~
w(0) = w(l) = 0.

e On peut appliquer le théoreme de Lax-Milgram a (P).
La seule chose qui change c'est

L(v) = vadx - J (R(X)xR) (xv) dx,
/ /
qui est bien continue

LW < [FlleellViiee + IRl [ xRz [0xVie < Clv][a-
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Exemples de problémes aux limites

Ex 3 : Probléme de Poisson avec un terme d'ordre O

{—ax (R(x)oxu) +~yu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) =u(l) =0,

avecf e L?() et ke L®(l), avec a := ir}f/? >0etyeR
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Exemples de problémes aux limites

Ex 3 : Probléme de Poisson avec un terme d'ordre O

{—ax (R(x)oxu) +~yu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) =u(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}f/? >0etyelR
Le cadre fonctionnel

H = Hi(/), < contient les conditions aux limites,

a(u,v) J/? )(oxu )(&X)dx+unvdx et L(v ffvdx.

e H est toujours un Hilbert, la continuité de a et L demeurent.

35



Exemples de problémes aux limites

Ex 3 : Probléme de Poisson avec un terme d'ordre O

{—8X (R(x)oxu) +~yu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) =u(l) =0,
avecf e L?() et ke L®(l), avec a := iqf/? >0etyeR
Point délicat : la coercivité de a

alu, u) — J/l?(x)|6xu|2 dx + 1 f/ Iuf? dix.

e Sivy > 0O, le nouveau terme a le bon sighe = OK.
e Sivy < O, le nouveau terme a le mauvais signe ...

e Si|v| est petit, on peut s'en sortir.
e Sinon, le probleme peut ne pas avoir de solution !

35



Exemples de problémes aux limites

Ex 4 : Probléme de convection-diffusion

{—&X (R(x)oxu) + b(x)oxu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) = u(1) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}f/? > 0etbe L.
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Exemples de problémes aux limites

Ex 4 : Probléme de convection-diffusion

{—&X (R(x)oxu) + b(x)oxu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) =u(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}f/? > 0etbe L.
Le cadre fonctionnel

H = Hi(/), < contient les conditions aux limites,

a(u,v) Jk ) (Ox)(0xV) dx+fb )(oxu)vdx, et L(v vadx

e H est toujours un Hilbert, la continuité de a et L demeurent.

36



Exemples de problémes aux limites

Ex 4 : Probléme de convection-diffusion

{—é’x (R(x)oxu) + b(x)oxu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) =u(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}f/? > 0etbe L.
Point délicat : la coercivité de a
alu,u) = flk(x)\axuﬁ dx + J/ b(x) (et dx.

Le nouveau terme n'a pas de signe évident ...
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Exemples de problémes aux limites

Ex 4 : Probléme de convection-diffusion

{—é’x (R(x)oxu) + b(x)oxu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) =u(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}f/? > 0etbe L.
Point délicat : la coercivité de a
a(u,u) = fl’e(x)\axu|2 dx + Jb(x)(axu)udx.
I /
Le nouveau terme n'a pas de signe évident ...

e Si|b|.~ est petit, on peut s'en sortir.

flb(x)(axu)u dx| < [[bflue ol |ull 2

2
< [B]le=Crlul

dou  a(u,u) > afulf, - |l Celul?

36



Exemples de problémes aux limites

Ex 4 : Probléme de convection-diffusion

{—é’x (R(x)oxu) + b(x)oxu = f(x), pour tout x €]0, 1], o

u(0) =u(l) =0,
avecfel?(l)etke L®(/), avec a := infk > Oetbe L*(1).
Point délicat : la coercivité de a
a(u,u) = fl’e(x)\axu|2 dx + Jb(x)(axu)udx.
! /
Le nouveau terme n'a pas de signe évident ...

e Si|b|.~ est petit, on peut s'en sortir.
e SibeClon peut inte’grer le nouveau terme par parties

f/b(x)(ax udx— = Jax dx——ffb’ YU dx.

e Sib’ <0, ceterme ale bon signe !
2
o Si|b'|ix est petitonsen sort :a(u,u) = alully — 5= Z|ulf.



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
Oy

(0) =0, u(1) =0,

avecf e L?() et ke L®(l), avec o := ir}f/? > 0.
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Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

(P)
oxu(0) =0, u(l) =0,

avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Le cadre fonctionnel

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[,

e On ne peut pas prendre H = Hy (/) car on ne demande pas
u©)=0'1!

37



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
Oy

(0) =0, u@®) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.
Le cadre fonctionnel
e On ne peut pas prendre H = Hy (/) car on ne demande pas
u©)=0'1!
e Peut-on prendre

H = {ue H\(l), (6u)(0) = u(l) = 0} ?

37



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
Oy

(0) =0, u1) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.
Le cadre fonctionnel
e On ne peut pas prendre H = H} (/) car on ne demande pas
u(0)=0'"!
e Peut-on prendre

H={ue =0} 7

37



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

(P)
oxu(0) =0, u(l) =0,

avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Le cadre fonctionnel

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[,

e On ne peut pas prendre H = Hy (/) car on ne demande pas
u©)=0"
e Peut-on prendre

H={ue —0} ?

e Essayons donc, pour linstant, d'oublier la condition en x = O
H = {u e HYl), u(l) = O}.

e Clest un sous-espace fermé de H! donc un Hilbert.
e L'inégalité de Poincaré est valable dans H.



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

—dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[,
oxu(0) =0, u(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Le cadre fonctionnel

(P)

= {ueHY(), u(l) = 0}.

Que se-passe-t'il au niveau de 'équation ?
f Oy (R(X)BxU)V dx = fl?(x)(axu)(axv) ax — [R(x) (exu)v]g
I

e Letermedebordenx =1lestnulcarv(l) =0 !
e A priori, on ne peut rien faire du terme de borden x = O

k(0)(dxu)(0)v(0),
mais on se rappelle qu'on veut du(0O) = O et donc on oublie ce
terme dans la formulation variationnelle !
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Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
Oy

(0) =0, u1) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.
Le cadre fonctionnel

H = {ueH ), u(l) = 0}.

On pose donc

a(u,v) = fll?(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= f/fvdx.

37



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
Oy

(0) =0, u1) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.
Le cadre fonctionnel

H = {ueH ), u(l) = 0}.

On pose donc

a(u,v) = fll?(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= f/fvdx.

e Continuite deaetL : OK

37



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
Oy

(0) =0, u1) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.
Le cadre fonctionnel

H = {ueH ), u(l) = 0}.

On pose donc

a(u,v) = fll?(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= f/fvdx.

e Continuité deaetL : OK
e Coercivité de a : OK (grace a Poincare dans H 1)

a(u,u) = [ kGOl o > alulf: > Clulf,
/

37



Exemples de problémes aux limites

Ex 5 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites Dirichlet-Neumann

{ —dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, -
Oy

(0) =0, u1) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.
Le cadre fonctionnel

H = {ueH ), u(l) = 0}.

On pose donc

a(u,v) = fll?(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= f/fvdx.

Continuité dea et L : OK
Coercivité de a : OK (grace a Poincare dans H 1)
e Donc, le théoréme de Lax-Milgram donne un u € H tel que

a(u,v) =L(v), VYveH.

e |l faut vérifier qu'on a bien résolu le probleme initial ! 37



Exemples de problémes aux limites

Ex 6 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites de Neumann

—0dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o)
oxu(0) = dwu(l) = O,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Quelques remarques

e S'il existe une solution de (P), on a
1

ffdx = Jax X)0xU) dx = [l?(x)&xu] =0.

o
= Condition nécessaire sur f pour avoir l'existence |
e Siu est solution de (P) alors u + cte est aussi solution Vcte € R
= pas unicité ! .. ou plutdt unicité a constante pres
e |l faut prendre un espace de travail H qui lutte contre ce
probléme

1
H=H () := {ueHl(/) m(u)zo}, m(u)szludx.




Exemples de problémes aux limites

Ex 6 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites de Neumann

{—@( (k(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o)

oxu(0) = deu(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Cadre fonctionnel : On suppose désormais que dex =0.
/

‘H — Hio() = {u e H(1), m(u) = 0} ’

a(u,v) = f/k(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= flfvdx.

38



Exemples de problémes aux limites

Ex 6 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites de Neumann

—0dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[,
oxu(0) = dxu(l) = 0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Cadre fonctionnel : On suppose désormais que dex =0.
/

‘H — Hio() = {u e H(1), m(u) = 0} ’

a(u,v) = f/k(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= flfvdx.

e H est un fermé de H(/) donc c'est un Hilbert.
L'inégalite de Poincare est vraie dans H2, (/) !
Continuité deaetL : OK

Coercivite de a : OK par Poincare !
Probleme : CZ (/) n'est pas inclus dans H !!

(P)
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Exemples de problémes aux limites

Ex 6 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites de Neumann

—0dx(R(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[,
oxu(0) = deu(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Cadre fonctionnel : On suppose désormais que dex =0.
/

‘H — Hio() = {u e H(1), m(u) = 0} ’

a(u,v) = f/k(x)(&xu)(axv) dx, et L(v)= flfvdx.

e Probleme : CZX (/) n'est pas inclus dans H !!

(P)
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Exemples de problémes aux limites

Ex 6 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites de Neumann

{—@( (k(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o)

oxu(0) = deu(l) =0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Cadre fonctionnel : On suppose désormais que dex =0.
/

‘H — Hio() = {u e H(1), m(u) = 0} ’

a(u,v) = f/k(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= flfvdx.

e Probleme : CZX (/) n'est pas inclus dans H !!
Soit p € CX (/). On prend v = ¢ — m(p) € H dans la formulation

a(u, —m(p)) = L(p —m(p)),
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Soit p € CX (/). On prend v = ¢ — m(p) € H dans la formulation

[ reo@aniaapr = [ poase - mic) ( | fdx) |
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Ex 6 : Probléme de Poisson avec conditions aux limites de Neumann

{—&X (k(x)oxu) = f(x), pour toutx €]0,1[, o)

oxu(0) = dxu(l) = 0,
avecfel?(l)etke L*(l), avec a := ir}fk > 0.

Cadre fonctionnel : On suppose désormais que dex =0.
/

‘H — Hio() = {u e H(1), m(u) = 0} ’

a(u,v) = f/k(x)(axu)(axv) dx, et L(v)= flfvdx.

e Probleme : CZX (/) n'est pas inclus dans H !!

Soit p € CX (/). On prend v = ¢ — m(p) € H dans la formulation

f () (1) (i) dx = j fiodx.

/
Donc, u verifie 'équation au sens des distributions !
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(P)

Cadre fonctionnel : On suppose désormais que dex =0
/

‘H Hin(l) = {u € H(), (u)=O}.’

a(u,v) f/? (k) (Oxv)dx, et L(v vadx

Si f et k sont réguliéres, on obtient u e C? (comme d'habitude).
e On prend v e C(]) telle que m(v) = O et on utilise 'équation

f R() (8x) (B5v) dx + [R(Gu)V]b = f fudx.
/
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