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M1 ESR - Fiche d’exercices 3
Stabilité

Exercice 1 (Minimum et stabilité.) Sur l’espace R™ muni du produit scalaire usuel, on con-
stdere le systéme différentiel du second ordre

2" = —grad U(x),z(0) = zg,2'(0) = vo, (%)

ot linconnue x est une fonction de la variable numérique t, a valeurs dans R™, ou ' désigne
la dérivation par rapport a t, et U : R® — R est une fonction donnée de classe C* (fonction
potentiel ).

Une position d’équilibre a (point critique de U ) est dite stable si pour tout e > 0, il existe a« > 0
tel que toute solution de (%) avec ||xo—al < a et ||vo|| < a soit définie pour tout t > 0, et vérifie
|lx(t) — a|| < e pour tout t > 0.

1. Dans cette question, on suppose que U est une forme quadratique. Montrer que l’origine
est une position d’équilibre stable si et seulement st U posséde un minimum strict en ce
point. Indication : on pourra résoudre (%) dans un systeme de coordonnées ou U est
diagonale.

2. Désormais, on ne suppose plus que U est quadratique. Montrer que [’expression E =
$12’||? + U(z) reste constante.

3. On suppose que U est minorée sur R™. Déduire de la question précédente que toute
solution maximale de (x) est définie sur R tout entier. On pourra montrer que x(t) et
2/ (t) admettent des limites finies auzx bornes de lintervalle de définition.

4. On suppose que U admet un minimum local strict en un point a. Montrer que a est une
position d’équilibre stable. On choisira les conditions initiales pour rendre assez petite la
constante E de la question (b).

Exercice 2 (Stabilité par linéarisation ?) On considére les deur EDOs suivantes

(EDOY) <y1>/ _ < v2 — 1 (Ui +y3) ) 7 (EDOy) <y1>/ _ < yo +u1 (Uf +v3) )

Y2 —Y1 — Y2 (y% + y%) Y2 —y1+ Y2 (y% + y%)

1. Montrer que, pour toute condition de Cauchy, les deux EDOs admettent une unique solu-
tion mazximale.

2. Montrer que les deux EDOs admettent le méme unique point d’équilibre.
3. Peut-on conclure sur la stabilité de ce point d’équilibre par linéarisation ¢

4. Etudier la stabilité de ce point d’équilibre o laide de la fonction t — yi(t)% + y2(t)2.



Exercice 3 (Flot potentiel et minimiseurs.) Soit f une fonction de classe C*> de R™ dans
R et (to,x0) € R x R™.

/
. \ =-V :
On considére le probleme de Cauchy { v f(z) et on suppose que lim  f(x) = +oo.
(to) = o |z —+o0
1. Montrer que ce probléme de Cauchy admet une unique solution mazimale sur [Ty, T*].

2. Montrer que f~1(K) est compacte pour tout compact K de R (on dit que f est une appli-
cation propre). En déduire que T* = +00.
Indication : on pourra étudier la monotonie de f le long des trajectoires.

3. A-t-on nécessairement T, = —o0?

4. On suppose a partir de maintenant que [ est strictement convexe. Montrer que f admet
un unique point de minimum strict global f(z™) = m. Justifier que x™ est l'unique zéro

de |V f].

5. Montrer que, pour toute condition initiale (tg,zg), on a x(t) — ™ quand t — 400 (on
pourra commencer par montrer que r(t) = f(xz(t)) \y m).

Exercice 4 (Circuit RLC.) L’analyse des circuits RLC conduit ¢ des EDOs sur R? du type
CClltU , avec h : R — R de classe C'. Les variables v et i sont respectivement un

voltage et une intensité, et les constantes positives L et C une résistance et une capacité.
1. Déterminer l'unique équilibre de U'EDO, et discuter sa stabilité en fonction de h.

2. On suppose que h vérifie zh(x) > 0 pour tout x # 0. L’objectif de cette question est de
montrer que [’équilibre est asymptotiquement stable. Pour cela, on introduit [’énergie du
systéme E(i,v) = % (L i2 4 CU2)). On notera @ le flot associé au systéme : pour tout
(i0,v0), t — @(t, (i0,v0)) est la solution du systéme qui vaut (ig,vo) & linstant t = 0.
Dans la suite, on fize (ig,vo) € R2.

(a) En étudiant les variations de t — E(p(t, (ig,v0))), montrer que pour tout (ig,vg) €
R2, lintervalle de définition de (-, (ig,v0)) contient RT.

(b) Soit (tn)nen une suite qui tend vers +oo tel que (¢(ty, (i0,v0)))nen converge vers un
couple (oo, Voo ). Montrer que pour tout s > 0,

lim E(p(s+ tn, (i0,v0))) = E((fco, Voo))-

n—-+4o0o

En déduire que
Vs >0,  E(p(s, (is; V))) = E((ico, Vs0))- (1)

(c) Montrer que pour tout s > 0, ¢(s, (ico, Voo)) = (P00, Vo) (0N pourra dériver la relation
(1) par rapport a s).

(d) Conclure.
Exercice 5 (Pendule non linéaire.) On étudie I’équation suivante
0" + ub’ + sin(0) = 0,
ot > 0 est une constante donnée.

1. En réécrivant ’équation sous la forme d’un systéme du premier ordre Y' = f(Y) avec
Y = (¢,0)t, montrer que pour toutes conditions initiales 0(ty) = Oy et 0 (to) = 61 il existe
une unique solution globale.



3. En étudiant ’énergie E(t) = %(0’(16))2 — cos(0(t)), montrer que le point d’équilibre 0 =
0’ =0 est asymptotiquement stable.

Indication : on pourra prendre 6y €] — 5, 5[ et 61 tel que E(0) < 0.

4. Retrouver le résultat de la question précédente en étudiant la linéarisation du systéme en

0=0"=0.

5. Que peut-on dire du point d’équilibre 0 = 7,0’ =0 ?



Exercice 6 (Spirales.) On considére le champ de vecteurs défini par

2 2 1
—y+xcos(x®+y’)exp| ——= =
V(w,y) = @' +v) e

T + Y Cos (:1:2 + y2) exp —ﬁ

pour (z,y) # (0,0), et par V(0,0) = (0,0).

1. Montrer que V définit une fonction de classe C* sur R? et que, si Y = (x,y)! le probleme

r_
de Cauchy { Y =v(Y)

Y(0) = Vi est localement bien posé.
=Yg

2. Montrer qu’il existe une infinité de cercles (Cy)i~o > 0, de rayons Ry, /* +0o, qui sont
des courbes intégrales du champ'. En déduire que toute trajectoire est globale. Indication
: décomposer le champ de vecteurs en une partie radiale et une partie tangentielle.

3. Trouver les points d’équilibre du systéme et étudier leur stabilité linéaire. Qu’en déduire ?

4. Dessiner le champ de vecteurs V.. Si Y (0) est strictement compris entre deux cercles Cy, et
Cri1, comment se comporte la trajectoire correspondante quand t — +oo? Et si Y (0) # 0
est a lintérieur du cercle C1 % Quelle information en tirer par rapport a la question 37

Probléeme 1 (Examen - 2015) On considére l’équation différentielle suivante, d’inconnue u(t):
(2) u” =u? —u, u(0)=0.
Le but de Uezercice est de trouver une solution de (2) telle que 1tlier u(t) = 1.

—+00

1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz est-il applicable pour résoudre cette question?
2. On compléte le probleme (2) par la condition
(3) u'(0) = A

avec A > 0.

a. Montrer Uezistence de tymaz(N) > 0 tel que (2)-(3) ait une unique solution mazimale uy
sur [0, tmaz (A)]-

b. Que valent ug et tyq,(0) 2

3. On multiplie I’équation (2) par u' et on intégre entre 0 et t. Montrer que W?(t) =
A2+ 2(ud(t) /3 — u?(t)/2).

4. Soit Cy la courbe plane d’équation y* = \* + 2(23/3 — 22 /2).
a. Choisir Ao > 0 pour que (1,0) € Cy,, et tracer la courbe Cy, dans le quadrant {x >
0,y > 0}.
b. Etudier la tangente au point (1,0).

5. On choisit toujours A = Ag.
a. En utilisant le fait que (ux, (t), u), (t)) € Cxry pourt < tyaz(Ao), montrer que (ux,(t), uy (1))
ne peut jamais étre égal a (1,0).
b. En déduire une borne sur [ux,(t)| et [u) ()], puis que tmaz(No) = +o00.
c. Montrer que lim wuy,(t) = 1.
t——+o0

6. On poursuit l’étude de (2)-(3) pour X > Ag.
a. Pour x>0 et A\ > \o, quel est le signe de \* +2(2%/3 — 22 /2) ? Toujours grice au fait
que (ux(t),u)\(t)) € Cx pour t < tyqez(X), montrer que

u(t) 71/2
/ ()\2—1—2(1)3/3—1)2/2)) dv =t.
0



+o0 —-1/2
b. Quelle est la nature de l'intégrale / <)\2 +2(v3/3 — 1)2/2)) dv?
0
c. En déduire que tyq.(N) est fini.

Probléeme 2 (Pendule et chariot.) On considére un pendule, de masse m et longueur 1, fizé
sur un chariot de masse M se déplagant selon l'aze (0x). Le chariot est soumis a une force
d’intensité F(t) selon toujours l'axe (0x), le pendule n’est soumis qu’a son propre poids. A un
instant t > 0, le chariot est en position x(t), et le pendule fait un angle 6(t) avec la verticale (cf
schéma ci-dessous®). On note g Uintensité du champs de pesanteur.

m

L k

OHNGQ)

-

En appliquant la seconde loi de Newton, on obtient les équations du monvement du systeme
chariot-pendule :
,  mgsin(f) cos(8) —mli(0")?sin(f) + F
Tr =
M + msin(6)? ’

9 sin(6) (M +m) — m1(6')? sin(0) cos(d) + F cos()

9//
(M 4+ m sin(6)?)

1 - Etude du systéeme libre
On suppose dans cette partie que F = 0.

a. Montrer que Y (t) = [z(t) a'(t) 6(t) 9’(75)]T est solution d’une EDO autonome d’ordre
unY' = F(Y), avec F que 'on explicitera.

b. Montrer que le probléme de Cauchy Y' = F(Y), Y(0) = Yy € R* admet une unique
solution maximale.

On définit I’énergie du systeme

E(x,2',0,0) = %(M +m)(z')* + %m(ﬁ/)2 > 1m0 2’ cos(f) +mgl cos(0)
c. Montrer que pour tout t > 0, E(z(t),2'(t),0(t), 0 (t)) = E(x(0),2'(0),0(0),0'(0)).

d. En déduire que toute solution maximale du probléme de Cauchy est globale.

d
Indication : on pourra montrer que F(a,b,c,d) (ed) oo

e. Déterminer ’ensemble des équilibres de I’EDQO. Interprétation ?

%source : https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b6/Cart-pendulum.png



2 - Etude de I’équilibre bas

On suppose toujours que F' = 0. On s’intéresse a la stabilité de la position d’équilibre basse du
systeme : Yy = [0 0 = ()]T.

a. Peut-on conclure quant a la stabilité de cet équilibre par linéarisation ?
b. Quelle est la solution du probléme de Cauchy avec condition initiale Yo = [O n ow O]T,
avec 1 € R 2 Conclure quant a la stabilité de ’équilibre bas.

On va s’intéresser plus précisément au mouvement du pendule lorsque 'on part d’une position
proche de l’équilibre bas. En effet, I’équation qui régit le mouvement du pendule
g 9 sin(0) (M +m) — m1(0')? sin(8) cos(6)
[(M + m sin(0)?)

ne dépend pas de x et x’, on peut donc espérer une stabilité du pendule seul proche de la position
basse.

¢. Ecrire VEDO vérifiée par O(t) = [Q(t),ﬁ’(t)}T.

Oy = [7‘(’ O]T est bien entendu un équilibre de cette EDO. On définit

- IM l
E(a,b) = 7()2 + Tmb2 sin(a)® + g (M + m) (1 + cos(a)).

d. Montrer que E(0(t),0'(t)) = E(6(0),0(0)) pour tout t > 0.

e. Montrer que (mw,0) est un minimum local strict de E. En déduire que ©¢ est un équilibre
stable de I’EDO vérifiée par ©.

On va faire mieux : on va montrer que si Og est dans un voisinage suffisamment proche de
[77 O]T, O(t) est périodique. Comme la hessienne de E en (7,0) est la matrice définie positive’

M +m) 0]’

Hess(E)(m,0) = [g( 0 1M

les courbes de niveauzr de E aux voisinages de (mw,0) sont fermées :

On note C une de ces courbes. D’apres le point d., si ©g € C, O(t) € C pour tout t > 0. On
définit
HD :={(a,b) €C, m < a, 0 < b}, BD :={(a,b) €C, m < a, b< 0},

f- Montrer que si ©y € HD, il existe a > 0 tel que 8" (t) < —« tant que O(t) € HD.



g. En déduire qu’il existe t1 > 0 tel que O(t1) = [H(tl) O]T. Que se passe-t-il pourt > t1, t
proche de t1.

h. Ezpliquer succintement pourquoi il existe T' > 0 tel que O(T) = Oy.

1. En déduire que pour toute condition initiale ©¢ suffisamment proche de [7T 0

]T
du probléme de Cauchy © est périodique.

, la solution

2 - Etude de I’équilibre haut - Stabilisation

On suppose toujours que ' = 0. On s’intéresse a la stabilité de la position d’équilibre haute du
\ T
systeme : Yy = [0 0 0 O] .

a. Montrer que l’équilibre haut est instable.

On suppose que l’'on peut mesurer a tout instant U'état du systéme, c’est-a-dire le vecteur [z(t) a'(t) 6(t)
On cherche alors stabiliser 'équilibre haut par retour d’état linéaire : autrement dit, on va
chercher a agir sur le chariot avec une force F' de la forme

F(t) =k J}(t) + ko x'(t) + k3 Q(t) + k4 0’(t), ki, ko, k3, kg € R
pour rendre ’équilibre haut localement asymptotiquement stable.

b. Montrer que l’on peut choisir k1, ko, k3, kqa pour que l’équilibre haut soit localement asymp-
totiquement stable.

0'(t)]



