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Exercice 1
Les trois questions sont indépendantes.

1. Soit 2 un ouvert de R? et (), une suite d’éléments de D(2). Donner la définition de la convergence
de la suite (v, ), dans I’espace des fonctions tests D(€2).

2. On définit une fonction f : R — R par

@) = {x2 siz <0,

T sixz > 0.

Calculer f/, f” et ) au sens des distributions sur R.

3. Enoncer le théoréme de Lax-Milgram.

Corrigé :
1. Voir le cours.

2. On applique la définition du cours de la dérivée au sens des distributions (la fonction f est identifiée a sa distribution
T). Ainsi pour toute fonction test ¢ € D(R), on a

(f'se)pp =

—<f ® >D D
- / f(2) ¢ () da
R

_/O 220 (x) dw — /0+Oo x¢' (x) dx.

— 00

On effectue une intégration par parties dans les deux termes. Il n’y a pas de terme de bord car, d’une part, ¢ est a
support compact (donc nulle a I'infini) et d’autre part les fonctions x et 22 s’annulent en x = 0.

On obtient donc

0

+oo
(f',e)prp = / 2zp(x) dr —l—/o o(x)dz,

— 00

et donc
(', ¢)pr .0 = (9,9)D D,

ol g est la fonction définie par
g(z) = 221_ o o[(z) + Lo, +00[(T)-

Ainsi, la dérivée de f au sens des distributions, est en fait une fonction leoc donnée par
!
I'=g
Continuous pour calculer la dérivée seconde

<va <P>D’,D = _<f/7 <P/>’D’,’D
=—(9.¥)pp
0 “+oo
=— / 2z’ () dv — / ' (r) dx
—00 0
On integre par parties dans la premiere intégrale et on observe qu’il n’y encore aucun terme de bord. La seconde

intégrale se calcule immédiatement. II vient

0

(f" o)prp = / 20(x) dx + ¢(0).

— 00



Le premier terme correspond a la fonction 2.1)_ o[ et le second a la masse de Dirac en 0. On trouve donc

f” = 2.1]_00’0[ + dp.

Pour terminer, on écrit

0
(f®, o)pp=—(f" ¢ )pp = —2/ ¢ (x) dz + (60, ¢") .0 = —2¢0(0) + ¢'(0),

— 00
ce qui prouve que

& =28 + 4.

3. Voir le cours.

Exercice 2 (Le probléeme de ’obstacle)

On considere une corde élastique au repos de longueur 1 fixée a

Lotz N 19 a4 . . s - - - Obstacle : graphe de g
ses deux extrémités a I’altitude 0. Celle-ci se situe au dessus d’un Corde au repos
obstacle modél.isé par une for.lction g : I — R, qu’on suppose de Corde 2 I’équilibre sous I’action de f
classe C! et strictement négative. On a noté I =0, 1].
On soumet la corde a une densité de force notée f : I — R et
supposée continue. L’ensemble des configurations possibles pour
la corde est donc décrit par

X ={ve H}I), telsque v > g},

et I’énergie associée a une configuration v € X est définie, comme
dans le cas étudié en cours mais avec une constante k = 1, par

1 1
E(v):%/ |U’|2dx—/ fvdx.

0 0
La physique nous dit, et nous I’admettrons, que la position d’équilibre © € X de la corde vérifie

Le but de I’exercice est d’étudier ce probleme d’optimisation et d’en caractériser I’unique solution.
1. Préliminaires :
(a) Montrer que si u,v € X alors “Qﬁ € X.
(b) Montrer que X est un sous-ensemble fermé de H*([).
2. Résolution du probleme de minimisation :
(a) Montrer que infx F > —o0. On notera I = inf x F.

(b) Justifier I’existence d’une suite (u,,), C X vérifiant

(c) Montrer que la suite (uy, ), est de Cauchy dans H, é (I). En déduire qu’elle converge vers une fonction
u € H}(I) puis montrer que u € X.

(d) Montrer que E(u) = 1.




3. Inégalités variationnelles : On cherche maintenant a établir les équations satisfaites par la solution u du
probléme de minimisation ci-dessus.

(a) Soit v € X quelconque. Justifier que, pour 0 < ¢ < l,onau +t(v —u) € X.
Calculer E(u + t(v — w)), pour t € [0,1], et en déduire que u vérifie les inégalités variationnelles
suivantes

1 1
/ o' (v—u) dv > / flv—u)dz, Yve X. (*)
0 0

(b) Soient u;,us € X deux solutions de (). Démontrer que

1
/ |u} — ub|? dz < 0.
0
En déduire que la solution u de (%) est unique dans X.

4. Probleme aux limites : Dans la suite, on suppose que la solution obtenue dans les questions précédentes
vérifie u € H?(I).
On notera dans la suite

H  (I) ={w € Hy(I), tel quew > 0}, et L3 (I) = {w € L*(I), tel que w > 0},

et on admettra que H , (I) est dense dans L3 (I) (pour la topologie de L?).
(@) i. Soit F' € L?(I) une fonction vérifiant

1
/ Fwdz >0, VweH&’Jr(I).
0

Montrer que F' > 0 presque partout.

ii. En considérant des fonctions test de la forme v = u + w, avec w € Hol, + (1), montrer que
—u'" > f presque partout dans .

(b) Soit J C I un intervalle ouvert non vide tel que v > ¢ dans J et soit ¢ € D(I) une fonction test
telle que Supp ¢ C J.

i. Montrer qu’il existe § > Otel que u + dp € X etu — dp € X.

ii. En déduire que

1 1
/ wo'de = | fedx.
0 0

iii. Montrer que —u” = f dans J.

(c) En conclure que u vérifie les équations suivantes

—u” > f, dans I,

u > g, dans I,
(~u" — f)(u—g) =0, dans I, o)
u(0) =u(l) =0.

(d) On souhaite maintenant montrer que (**) admet une unique solution dans H?(I) (qui sera donc celle
construite dans la question 2).
Soit donc @ € H?(I) une solution de () quelconque.

i. Montrer que pour tout v € X, on a

et en déduire que

ii. Montrer que u vérifie (x) et conclure.

Corrigé :

1.

(a) Hg(I) est un espace vectoriel donc u,v € H}(I) = “+2 € H{(I). De plus, on vérifie aisément que u > g
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(b)

(a)

(b)

©

(d)

etv > g impliquent que “—JQ“J >g.

Soit (), C X une suite qui converge vers une fonction u dans H'. En dimension 1, la convergence H'
implique la convergence uniforme sur I et donc a plus forte raison la convergence simple. Nous avons donc
bien d’une part

u(0) = lim u,(0) =0, u(l) = lim w,(1) =0,

n— oo n—oo

et d’autre part, pour tout x € 1
(un(x) > g(x), ¥Yn > O) = u(x) > g(x).

Ainsi u € X et X est bien un fermé de H'([).

Ona X C H}(I)etdoncinfx E > inf 1 E, or nous avons vu en cours que inf ;1 £ > —oo0, ce qui implique
0 H} H}
que I'infimum sur X de E est également fini.

Si on ne se souvient plus du résultat du cours, on peut le redémontrer en utilisant successivement les inégalités
de Cauchy-Schwarz, de Poincaré et de Young de la facon suivante

‘/Olfvdx

ce qui montre que

1 C?
< lflzllollze < Collflluel e < Sl 132 + 50 1£ 13,

CE g2
() 2 = =L|f2:, we X

Par définition de la borne inférieure, la quantité I + % avec n > 1, n’est pas un minorant de E sur X. Ainsi il
existe u, € X telle que

1
n

Ceci implique, par le théoréme des gendarmes, que (E(u.,)), converge vers I.

C’est exactement le méme calcul que dans le cours. Le seul point important et nouveau consiste a utiliser la
question 1.a) pour constater que pour tout n,p > 0, on a “”J’% € X. Ainsi, nous pouvons écrire a bon

droit
I<E (“n +2“n+p) 7

et par le méme calcul que dans le cours (identité du parallélogramme) on obtient

Uy, + Up+ 1 1
B (M5 ) = SUBn) + Elnsg)) = gl I

ce qui fournit, in fine,

[y

1 1
gl = wnipllze < 5(E(un) = 1) + 5 (E(unsp) = 1),

[\

La quantité de droite tend vers O quand n tend vers I’infini, uniformément en p, ce qui montre, avec I’'inégalité
de Poincaré, que (uy,),, est de Cauchy dans H{ (I).

On note u € H}(I) sa limite. Comme tous les u,, sont dans X et que cet ensemble est fermé d’apres la
question 1.b) on déduit que u € X.

La convergence de u,, vers u dans H'! implique en particulier la convergence de u/, vers u’ dans L? et donc

nous avons . )
/ lul |? dox —— / |u'|? dex.

De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

/Olfundac—/olfudx

Ainsi, on peut passer a la limite dans les deux termes qui définissent 1’énergie E et obtenir

< I fllzellun = w2 ——0.
n—oo

E(un) — E(u).

n—oo

Par définition de la suite minimisante (u,, ), (question 2.b) on trouve bien F(u) = I.
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3.

4.

(a)

(b)

()

11 s’agit du méme raisonnement qu’en 1.a) Il suffit de remarquer que u + (v — u) = tv + (1 — t)u et que ¢ et
1 — ¢ sont des coefficients positifs. Ainsi, siu > getv > g,onabientv+ (1 —t)u >tg+ (1 —t)g=g.
On suit I’énoncé et on calcule en développant le carré

E(u—!—t(v—u)):E(u)+t(/Olu’(v—u)’dm—/olf(v—u)da:> —|—t22/01 |v —/|? da.

Comme u est le minimiseur de F sur X et que u+¢(v—u) € X,ona E(u) < E(u+t(v—u)) ce qui fournit
les inégalités

1 1 2 1
t(/ u’(vfu)’dmf/ f(vu)d:r) +%/ |v" —/|*dx >0, Vtelo,1].
0 0 0

Pour tout ¢ > 0, on peut diviser I’inégalité par ¢ sans changer de signe et obtenir

1 1 1
</ u’(v—u)’dx—/ f(v—u)dx) +§/ lv' —u'|>dx >0, Vt€]0,1].
0 0 0

En passant a la limite quand ¢ — 0, on trouve bien I’inégalité demandée dans I’énoncé.
On prend I'inégalité (x) vérifiée par u; avec v = uy comme fonction test

1 1
/ uy(ug —uq) do > / flug — uq) dz,
0 0

puis I’inégalité (%) vérifiée par uy avec v = u; comme fonction test

1 1
/ uh(ug — ug) dx > / flug —ug) da.
0 0

Par sommation des deux inégalités, il vient

1
[ = i)~y o> 0
0
ce qui s’écrit aussi
1
/ lu) — uhy|* dz < 0.
0

Comme la fonction sous I’intégrale est positive ou nulle, cette inégalité nous dit que (u; — u2)’ = 0 et donc
que u1 — uo est une constante. Grace aux conditions aux limites en x = 0 et x = 1, cette constante ne peut
étre que O et donc on a bien établi que u; = us.

i. En utilisant le résultat de densité admis et I’hypothese sur F', on obtient que
1
/0 Fuwdz >0, Yw e L3 (I).
On applique cette propriété 2 w = |F'| — F qui est bien dans L? (I), ce qui donne

1
/ F(|F| - F)dx >0,
0

Oou encore 1
/ |F|(|F| - F)dz < 0.
0

Comme la fonction |F|(|F'| — F') est positive, on en déduit que |F|(|F| — F') = 0 presque partout, et
donc que F' = |F| presque partout. Ceci montre bien in fine que F' > 0 presque partout.

ii. Soitw € H&{_(I). Comme u € X etw > 0,0onabienv = v+ w € X. En appliquant I’inégalité (x) a

ce choix de v, on trouve
1 1
/ v'w' de > / fwdzx.
0 0

On intégre par parties le premier terme (ce qui est licite vu que v € H2(I)) et on obtient

1
/ (—u" — flwdz >0, (1)
0

car les termes de bord sont nuls (vu que w(0) = w(1l) = 0). Il suffit alors d’appliquer la question
précédente a F' = —u" — f.



(b)

i.

il.

iii.

On remarque d’abord que pour n’importe quelle valeur de &, nous avons u + 6 € H}(I). La difficulté
est donc de montrer que u 4+ d > g pour un choix convenable de §.

On note K = Supp ¢ qui est donc un compact inclus dans J. Comme u et g sont continues et vérifient
uw—g > 0sur K, il existe un € > 0 tel que u — g > ¢ sur K. On prend alors n’importe quel 6 > 0

vérifiant § < H;H . De sorte que pour tout z € K, on a

(u£dp)(z) = u(r) £ dp(x) = u(r) — dlp(r)] = u(x) = dl[¢lleo = u(z) —e.

Par choix de ¢, on a bien u(x) — ¢ > g(z) et donc finalement (u + §)(x) > g(z).
Pour les 2 qui ne sont pas dans K, on a ¢(z) = 0 et donc (u + dp)(z) = u(x) > g(z).
On a bien montré que u £ dp € X.

D’apres la question i), on peut prendre v = u + dp et v = u — dyp dans (%), ce qui donne les deux

inégalités
1 1
5/ u'@’dmzé/ fodz,
0 0

1 1
—(5/ u' do > —(5/ fodz.
0 0

Comme § # 0, ces deux inégalités fournissent bien 1’égalité attendue.

L’égalité de la question ii) est valable pour toute fonction test ¢ € D(J), et elle montre exactement que
la dérivée au sens des distributions dans J de ' est égale & — f, ce qui exprime bien I’égalité —u” = f
dans J.

(c) La premiere inégalité provient de la question a). La seconde inégalité ainsi que les conditions aux limites sont
contenues dans la définition de I’espace X.

(d

1l reste 2 montrer que le produit (—u” — f)(u — g) est nul.

Pour cela, on considére un point x € I tel que (v — g)(z) # 0. Comme u et g sont continues, il existe un
intervalle ouvert J contenant ce point z et tel que u > g dans .J. D’aprés la question b) on a alors —u" = f
dans J et donc en particulier (—u” — f)(u — g) = 0 dans J. Le résultat est démontré.

i.

Comme v € X, onav— g > 0 et donc on peut multiplier I'inégalité —a” > f par v — g sans changer de
signe. Nous obtenons
(—a" — f)(v — g) > 0, presque partout.

On soustrait maintenant 1’égalité (—a" — f)(@ — ¢g) = 0 pour obtenir

(—ﬂ” _ f) (q) _ 71) > 0, presque partout.

ii. Nous intégrons I’inégalité précédente sur I pour obtenir

Alg'/(va)dxz/olf(vﬁ)dx.

On peut intégrer le premier terme par parties, en observant que les termes de bord sont nuls car u et v
sont nuls en z = 0 et z = 1. Nous obtenons le résultat attendu

/Olﬁ’(v—ﬁ)'dmz/olf(ﬁ—g)dx.

Ainsi u € X vérifie les inégalités variationnelles (%) dont on a montré précédemment qu’elles admettaient
une unique solution qui ne peut étre que la fonction w obtenue dans la question 2)



