Master Mathématiques et Applications 1" année Aix-Marseille Université

Année 2010-2011

Analyse Numérique
Equations de transport

Exercice 1 (Transport avec terme source)

On s’intéresse a I’équation aux dérivées partielles suivante :

{&gu—i—cazu: f(t, z), n

u(0, ) = uo(x),

out € RT, z € R et c est une constante réelle donnée.
On suppose que ug et f sont des fonctions régulieres données. Montrer qu’il existe une unique solution
réguliere u au probleme (1) définie sur R* x R, que I’on calculera explicitement en fonction des données.

Exercice 2 (Transport avec terme de réaction linéaire)

On considere I’équation aux dérivées partielles suivante :

@

Opu + c(t, x) Ozu + alt, z)u = 0,
w(0, ) = uo(x),

ot € R", 2 € Reta et ¢ sont deux fonctions réguliéres et bornées.
1.

On suppose (seulement dans cette question) que ¢ = 0. Résoudre explicitement le probleme (2) pour
une donnée initiale u réguliere donnée.

. Rappeler la définition des courbes caractéristiques (¢, s, z) — X (¢, s, x) associées a la fonction c(-, -).

Montrer que ces courbes caractéristiques sont globalement bien définies.

. Si w est une solution réguliere de (2), calculer la dérivée de u le long des courbes caractéristiques,

c’est-a-dire (pour x fixé) la quantité

d
T (u(t, X (¢,0,2))) .

Montrer que, si ug est réguliere, le probleme (2) admet une unique solution que I’on calculera explici-
tement en fonction de ug, a et X.

. Montrer que cette solution vérifie

VE >0, fu(t, )|z < elle>ug| poo.

Cette estimation peut en réalité étre grandement précisée. Montrer par exemple que si ug et a sont
positives alors on a
Vi > 0,Vz € R, 0 <u(t,z) < e D (supuy).

Expliquer comment adapter de fagcon immédiate ce qui précede a la résolution du probléme suivant (dit
sous forme conservative) :
u(0,x) = up(x).

Retrouver de cette facon la formule obtenue en cours pour la résolution du probleme avec a = 0 et ¢
indépendante du temps, c¢’est-a-dire Jyu + 0y (c(z)u) = 0.

{ Opu + Oz (c(t, x)u) + a(t, z)u = 0,




Exercice 3 (Transport avec terme de réaction non-linéaire)

Soit ¢ € R et up : R — R une fonction réguliere bornée. On s’intéresse au probléme non-linéaire suivant :

) dpu —u? =0,
{tquc uU—u 3)

(0, 2) = up(x),

1. On suppose dans cette question que la fonction ug est négative. Montrer que le probleéme (3) admet une
unique solution réguliére définie sur Rt x R.

Calculer explicitement cette solution en fonction des données.

2. On suppose dans cette question que ug est positive (et non identiquement nulle). Montrer cette fois que
le probleme (3) admet une unique solution réguliére définie sur un domaine maximal [0, 7*[xR.
Calculer T et la solution u explicitement en fonction des données.

3. Reprendre les questions précédentes en remplagant la vitesse constante ¢ par une fonction réguliere et
bornée (¢, x) — c(t, x). Quel commentaire peut-on faire sur le temps d’existence 7 ?

Exercice 4 (Systemes hyperboliques a coefficients constants)

On s’intéresse dans cet exercice a la résolution d’un systeme de transport monodimensionnel a coefficients
constants de la forme

{8tU+A&CU—O, Vt > 0,Vz € R, @

U(0,z) = Up(z), Vz eR,

N u(t, . N . 4 .
ouU(t,xz) = ( (t, )) est une inconnue 2 valeurs dans R? et A une matrice carrée de taille 2.

v(t, x)

1. On suppose que A est diagonalisable a valeurs propres réelles; A = P~'DP, avec D = <)(\)1 )(\) )
2

Montrer que le probleme (4) admet une unique solution U que I’on calculera explicitement en fonction
de Uy, de P et des );.

2. Vérifier que dans le cas précédent, il existe une constante C' > 0 qui dépend de A, telle que

sup [[U(t, z)[| < C[|Uol|oo-

R+ xR

3. On suppose que A est symétrique réelle et que Uy est a support compact. Démontrer que la solution U
de (4) vérifie
vt >0, Ut )l2® = Vol z2(w)-

4. On souhaite comprendre ce qui passe dans le cas d’une matrice qui n’est pas diagonalisable.

(a) Dansle casou A = ( 1), calculer explicitement la solution de (4) en fonction de U.

1
0 1
Est-ce que la solution U est bornée sur RT™ x R ? Démontrer tout de méme que :
VT >0, 3Cr >0, sup [|[U(t )| < Crl|Usllcr- 5)
xR

)

0 1
-1 0

Un(t, ) :em( sin(ne) >

— cos(nx)

(b) On considere maintenant le cas ou A = < ) . Vérifier que, pour tout n > 1, la fonction U,

définie par

est solution du systeme (4) pour une donnée initiale U, bien choisie.
En déduire qu’une inégalité du type (5) ne peut pas étre vraie dans ce cas.




Exercice 5 (Stabilité au sens de Von Neumann)

1. Effectuer ’analyse de stabilité au sens de Von Neumann pour les trois schémas vus en cours (dé-
centré a gauche, décentré a droite, centré) pour I’équation de transport a vitesse constante. De facon
précise, il s’agit dans chaque cas de calculer le facteur d’amplification a(&, At, Az) pour toutes va-
leurs de At, Ax > 0 et tout £ € R, puis de déterminer les conditions sur At et Ax qui assurent que
maxe |a(§, At, Ax)| < 1.

2. Méme question pour le schéma suivant (schéma de Lax-Friedrichs) :

n+1 1 n n n n
U; = 5(%‘71 + ui+1) I C“z‘+1 —Uj_q

At one

Exercice 6 (Un schéma un peu exotique)

On s’intéresse a 1’équation de transport a vitesse constante ¢ avec une donnée initiale u( que 1’on suppose C>°
a support compact dans R. On considere le schéma suivant

At Ax At "
u; = uo(z;), Vi€ Z.

(2

n+1 n
R 1
S <C—> (Wl —ul ) =0, ¥n >0,V € Z,

1. Déterminer la condition CFL sous laquelle le schéma proposé est monotone. Dans quels cas le schéma
est-il exact ?

2. Démontrer, en utilisant I’analyse de Von Neumann, que le schéma est L2-stable sous la méme condition.

3. Déterminer les ordres de consistance en temps et en espace de ce schéma avec le probleme considéré ?
On pourra se placer dans le cadre de la condition CFL.

4. Enoncer et démontrer une estimation d’erreur L pour ce schéma.

Exercice 7 (Equation de transport avec terme de réaction linéaire)

N

Soit & € R et up une fonction C* a support compact. On s’intéresse au probléme suivant :

O+ Opu+au =0, Vit > 0,Vr € R,

u(t =0,2) = up(z), Vo € R, (6)

1. Démontrer que le probleme (6) admet une unique solution réguliere que 1’on calculera explicitement.
2. On considere le schéma aux différences finies suivant

ntl _n ult —ul

i 7 1 i—1 n _ > .
Al + Ar +au; =0, Vn > 0,Vi € Z,
ud = wug(x;), Vi€ Z,

2

U

)

(a) Montrer que ce schéma est consistant avec le probleme (6). Quel est I’ordre de consistance en
temps et en espace de ce schéma ?

(b) Déterminer sous quelles conditions le schéma (7) est positif. Commenter les conditions obtenues
en fonction du signe de «.
(c) Que vaut U™+ si U™ est une constante ? En déduire que sous les conditions établies 4 la question

précédente, on a
10" o < (1= aA)||U |0, ¥ > 0.

(d) En déduire que sous les conditions précédentes, le schéma (7) est L>°-stable.




Exercice 8 (Schéma de Lax-Wendroff)

On étudie un nouveau schéma aux différences finies pour le probleme de transport a vitesse constante

{ Owu+ cOyu=0, Vt>0,VreR, ®

u(t =0,2) =uo(z), VzeR
On supposera uq aussi réguliere que nécessaire et a support compact. Le schéma numérique proposé est le
suivant

n+1
’U,i —

ug’ + Gitn Uiy g Atury, —2u Ui,
At 2Ax 2 Az?

u) = uo(x;), Vi€ Z,

=0, Vi€eZ¥n>0,
1 n (9)

ol At et Ax désignent respectivement le pas de temps et le pas d’espace. Les points de discrétisation sont
définis par z; = Az et les instants de discrétisation par ¢ = nAt.

1. Démontrer que toute solution régulicre de (8) vérifie également
OPu— P%u=0, Vt >0, Vz € R.

2. Démontrer que le schéma (9) est consistant a I’ordre 2 en temps et a I’ordre 2 en espace avec le pro-
bleme (8). Pour cela, on définira de facon précise I’erreur de consistance 1}’ puis on en proposera une
estimation en fonction de At et Az.

3. Ecrire le schéma (9) sous la forme

n+1 __ n n n
i = V=11 T YUy + Y1,

U
ol y_1, 7o et 1 sont trois coefficients a déterminer. On pourra, pour simplifier la suite, exprimer ces

trois coefficients en fonction du nombre v = CAAI .

4. Pour quelles valeurs de v, le schéma (9) est-il positif ?

5. Rappeler la définition du facteur d’amplification a(§,v) € C associé a un tel schéma numérique et le
calculer pour le schéma (9). On pourra vérifier que :

la(&, V) = p4 (1 — p)* 4 2u(1 — p) cos(§) — u(1 — p) cos()?,

otl pour simplifier I’écriture on a posé j = v/2.

6. En déduire que le schéma (9) est L2-stable sous la condition CFL

cAt

0
Az

7. Enoncer et démontrer une estimation en norme L? de I’erreur, sur I'intervalle de temps [0, 7.

Exercice 9 (Schéma pour le transport a vitesse variable)

On considere I’équation de transport a vitesse variable

(10)

Opu + c(x)0u =0, V> 0,Vz € R,
u(t=0,2) =up(z), Vo € R,

ou c et ug sont deux fonctions régulieres données, que 1’on supposera bornées ainsi que leurs dérivées. On
supposera également que la fonction ug est a support compact.




On se propose d’étudier le schéma numérique suivant :

n+1 n n n n n
Uy — U 4 U T Uy Uiy U > 7
AL + ¢ Ar c; Ax =0, ¥n >0,Vi € Z, an
u? = UQ(l‘i), Vi € Z,
ot on a posé ¢; = ¢(z;). Par ailleurs, on anoté at = (|a| + a)/2 eta™ = (|a| — a)/2 les parties positives et

négatives de n’importe quel réel a. On pourra vérifier et utiliser les formules suivantes
Va€R, at >0, a= >0, a" —a” =a, at +a =|a|], a*a” =0.

1. Quel nom pouvez-vous donner a ce schéma ?

2. Définir I’erreur de consistance associée a ce schéma et en donner une estimation en fonction de At et
Az pour une solution réguliere « du probleme (10).

3. Montrer que le schéma est monotone sous la condition

c;|At
sup ¢ <1. (12)
i€Z T
Montrer que sous ces conditions le schéma est L>°-stable.

4. Enoncer et démontrer une estimation d’erreur en norme L pour le schéma (11). Quel est 1’ordre du
schéma ?

5. On veut démontrer que sous la méme condition (12), le schéma proposé est L2-stable.
(a) Peut-on utiliser 1’analyse de stabilité de Von Neumann sur ce schéma ?

(b) En multipliant (10) par u, puis en intégrant par rapport a = sur R et enfin en intégrant par parties,
démontrer que la solution exacte u du probleme (10) vérifie I'inégalité

sup Ju(t, )72 < el luo |17 m)- (13)
0<t<T

Pour établir la stabilité L? du schéma numérique, on va essayer d’établir une estimation L? sur la
solution du schéma inspirée de (13)

1
(¢) Pour tout U € R” onnote ||U||2 = (3,5 Aw|u;|*) *. Montrer que toute solution de (11) vérifie

iE€L
U3 = U3 = U™ = U3

+ —
cT At c; At
3 A (5 = P St — )
1EL

+ + - -
C —Cy1, n2, G —C-1, n2\ _

€L

(d) Montrer que, sous la condition (12), on a

+ —

c; At c; At

o = o < 3 e (St = P+ St - )
i€Z

(e) Montrer que pour tout i € Z,ona|c;” — ¢, 1| < Az||dpc|oo et ¢; — ;1| < Ax||0p¢]| .

(f) Déduire de tout ce qui précedre que, sous la condition (12), on a
0715 < (14 200sclete) 073, V0.

(2) Conclure 2 la stabilité L? du schéma en montrant 1’estimation suivante, que I’on comparera i (13) :

sup [|U, 13 < e21%=cl=T 17| 3. (14)

T
n< Ay




Exercice 10 (Schémas pour les systemes hyperboliques a coefficients constants)

On s’intéresse dans cet exercice a des schémas numériques pour le probleme étudié dans I’exercice 4

OU + Ad,U = 0, Vi > 0,Va € R,
U(0,z) = Up(x), Vx € R,

ot U est une fonction inconnue a valeurs dans R? et A une matrice diagonalisable & valeurs propres réelles.
On a vu dans ’exercice 4 que ce probleme admet une unique solution pour tout donnée initiale z € R —

U()(Z) € R2
1. On considere tout d’abord les deux schémas suivants
1 1
E(Ui"“ UM+ AA—(Ui" ~U",)=0, Yn>0,Y € Z, (SDAG)
xr
1 1
E(U;’+1 — UM+ A (U~ U) =0, ¥n > 0,Vi € Z. (SDAD)
X
En choissant par exemple
1 1
A= (2 0.5)’ (1)

justifier que ces deux schémas sont instables pour toutes valeurs de At et Azx.
Dans la suite, on va proposer de nouveaux schémas qui présentent de meilleures propriétés de stabilité.

2. Démontrer qu’on peut écrire toute matrice A vérifiant les hypothéses ci-dessus sous la forme A =
AT+ A7 o0 ATA~ = A AT =0,Sp(AT) CRT et Sp(A~) CR™.
3. On considere maintenant le schéma suivant
1 1 1

— (UMt U+ AT ——(Ur - Un A= —(U!, —UM =0, ¥n>0,YicZ. (SD

At( [ 1)+ AJ}( [ 1—1)+ A.’E( i+1 z) n=u, 1€ ( )
(a) Démontrer que ce schéma est L°°-stable sous la condition CFL

_L AL

max(p(AT), p(A ))E <1 (16)

On pourra introduire un changement d’inconnue adapté qui ramene le probléme a une situation
bien connue.

(b) Définir I’erreur de consistance R;' (qui est un élément de R?) pour ce schéma et démontrer que
celle-ci est d’ordre 1 en temps et en espace.

(c) Démontrer que si A est symétrique, on peut alors supposer que AT et A~ sont symétriques. Dans
ce cas, en prenant le produit scalaire (dans R?) de 1’équation (SD) avec U puis en sommant sur
i, démontrer que le schéma est L2-stable sous la condition CFL

At
A)— < 1.
PA) 5, =
4. La décomposition A = AT + A~ proposée ci-dessus n’est pas toujours agréable a calculer (en par-
ticulier si la matrice A dépend de z, ce qui n’est pas le cas ici ...). On propose donc de choisir
AT =(A+Xd)/2et A~ = (A — )d)/2.
(a) Démontrer que si A > p(A), alors on a Sp(A¥) C R*E.

(b) Pour de telles valeurs de A, comment s’écrit la condition (16). Quelle valeur de A a-t’on intérét a
choisir ?

(c) On prend A = Ax/At. Réécrire astucieusement le schéma (SD). Quel schéma vu dans le cas
scalaire, retrouve-t’on ici ?




