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N.B. : Les exercices sont indépendants et peuvent être traités dans le désordre !

Le barême tiendra compte de la longueur, sans doute excessive, du sujet.

Exercice 1

On s’intéresse dans cet exercice au problème suivant (oùc est une fonction donnée de classeC1 sur [0, 1] et
f une fonction continue sur[0, 1]) :

{

−∂2
xu + c(x)∂xu = f(x), ∀x ∈]0, 1[

u(0) = u(1) = 0.
(1)

Pour toute fonction continuew : [0, 1] 7→ R, on rappelle la notation‖w‖∞ = sup
x∈[0,1]

|w(x)|.

Partie 1 : Résolution explicite dans un cas particulier
On supposeuniquement dans cette partie que les fonctionsc etf sont constanteset quec 6= 0.

(a) Calculer, en fonction def et c, toutes les fonctionsu de classeC2 qui vérifient l’équation diffé-
rentielle

−∂2
xu + c∂xu = f, ∀x ∈]0, 1[.

(b) Montrer que, parmi toutes les fonctionsu calculées précédemment, il en existe une seule qui
vérifie u(0) = u(1) = 0. En déduire que le problème (1) admet une unique solution quel’on
donnera explicitement.

(c) Vérifier que, sif ≥ 0, la solution obtenue précédemment est concave sur[0, 1]. En déduire que,
dans ce cas particulier, le principe du maximum est vérifié, c’est-à-dire :

Si f ≥ 0, alors la solutionu de (1) vérifieu ≥ 0. (2)

Partie 2 : Principe du maximum dans le cas général
On revient maintenant au cas général oùc et f ne sont pas nécessairement constantes. On admet que,
dans ces conditions, le problème (1) admet une unique solutionu de classeC2 sur[0, 1].
On va montrer dans cette partie que le principe du maximum (i.e. la propriété (2)) est encore vraie
dans ce cadre.

Pour cela, on procède par l’absurde en supposant quef ≥ 0 et quemin[0,1] u < 0.

(a) Montrer qu’il existex0 ∈]0, 1[ tel queu(x0) < 0. Un tel réelx0 est désormais fixé.

(b) Démontrer qu’on peut trouverR > 0 assez grand pour qu’on ait la propriété suivante :

R y2 − ‖c‖∞|y| + 2 > 0, ∀y ∈ R. (3)

On fixe dorénavant une valeur deR vérifiant (3).

(c) On choisitε > 0 tel queε < |u(x0)| et on introduit la fonctionv définie sur[0, 1] par

v(x) = u(x) + ε
(

1 − e−Rx(1−x)
)

.

Démontrer quev(0) = v(1) = 0 et quev(x0) < 0.
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(d) Démontrer qu’il existẽx dans l’intervalle ouvert]0, 1[ tel quev(x̃) = min[0,1] v. En conclure
que l’on a

∂xv(x̃) = 0, et ∂2
xv(x̃) ≥ 0.

(e) Calculer∂xu et∂2
xu en fonction de∂xv et∂2

xv. En déduire que

∂xu(x̃) = −εR(1 − 2x̃)e−Rx̃(1−x̃),

∂2
xu(x̃) ≥ εR

(

2 + R(1 − 2x̃)2
)

e−Rx̃(1−x̃).

(f) Démontrer que

f(x̃) ≤ −εR

(

R(1 − 2x̃)2 − ‖c‖∞|1 − 2x̃| + 2

)

e−Rx̃(1−x̃),

et en déduire quef(x̃) < 0. Conclure.

Partie 3 : Schéma aux différences finies
On suppose dans cette partie que la fonctionc estpositive.
On souhaite approcher la solution du problème (1) à l’aide d’une méthode de différences finies. On se
donne un maillageuniforme du segment[0, 1] constitué des points uniformément espacés0 = x0 <
x1 < · · · < xN < xN+1 = 1, avec∆x = 1/(N + 1). On propose le schéma suivant

∀1 ≤ i ≤ N, −
ui+1 − 2ui + ui−1

∆x2
+ c(xi)

ui − ui−1

∆x
= f(xi), (4)

où on a poséu0 = uN+1 = 0 pour prendre en compte les conditions aux limites du problème.

(a) Montrer que le schéma (4) peut s’écrire sous la forme d’unsystème linéaireAU = F , oùA est
une matrice carrée de tailleN × N etU = (ui)1≤i≤N . On écrira précisément la matriceA et le
second membreF .

(b) La matriceA est-elle symétrique ? Que pouvez-vous dire de la structure deA ?

(c) Enoncer et démontrer le principe du maximum discret pourla matriceA. En déduire queA est
inversible.

(d) Définir l’erreur de consistanceR = (Ri)1≤i≤N associée à ce schéma numérique et à une solution
u de classeC3 du problème (1). Montrer qu’il existeM > 0 ne dépendant que dec telle que

‖R‖∞ = sup
i

|Ri| ≤ M∆x(‖u′′‖∞ + ‖u′′′‖∞).

(e) Soit ũ l’unique solution du problème (1) pour la donnéef définie parf(x) = 1, pour tout
x ∈ [0, 1].

i. Montrer queũ est de classeC3.

ii. On noteŨ = (ũ(xi))1≤i≤N et R̃ ∈ R
N l’erreur de consistance du schéma (4) pour la

solutionũ. On noteD le vecteur deRN dont toutes les composantes valent1.

A. ExprimerAŨ en fonction deR̃ etD.

B. En déduire que si on pose

δ =
1

2M(‖ũ′′‖∞ + ‖ũ′′′‖∞)
,

alors on a la propriété suivante :

si ∆x ≤ δ, on a AŨ ≥
1

2
D.
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(f) Montrer que, dès que∆x ≤ δ, on a

‖A−1‖∞ ≤ 2‖ũ‖L∞ .

Comment s’appelle cette propriété du schéma numérique?

(g) Soit f un terme source continu quelconque etu la solution de (1) associée. On notēU =
(u(xi))1≤i≤N , U la solution du schéma (4) etE = Ū − U , l’erreur d’approximation. Mon-
trer que siu est de classeC3, et si∆x ≤ δ on a l’estimation

‖E‖∞ ≤ M̃∆x(‖u′′‖L∞ + ‖u′′′‖L∞),

oùM̃ > 0 est une constante qui de ne dépend ni deu ni de∆x.

(h) Quel schéma proposeriez-vous dans le cas oùc est négative? On se contentera d’une réponse
précise et concise.

Exercice 2

Soitg : R 7→ R une fonction de classeC1 telle queg(0) = 0 etg(1) = 0. On s’intéresse dans cette question
au problèmenon-linéaire suivant

{

∂tu + c(x)∂xu = g(u), ∀t > 0, ∀x ∈ R,

u(0, x) = u0(x), ∀x ∈ R,
(5)

où c : R 7→ R est une fonction bornée et de classeC1 etu0 une donnée initiale régulière à support compact.

1. Rappeler la définition des courbes caractéristiquest 7→ X(t, t0, x0) associées à ce problème et expli-
quer rapidementpourquoi elles sont globalement bien définies, c’est-à-dire pour toutt ∈ R.

2. Soitx0 ∈ R etu une fonction régulière. Montrer queu est solution de (5) si et seulement si, pour tout
x0 ∈ R, la fonctiont 7→ u(t, X(t, 0, x0)), vérifie un problème de Cauchy du type

{

y′ = g(y),

y(0) = y0,
(6)

pour lequel on précisera la valeur dey0 en fonction des données du problème.

3. Quelle est la solution du problème (6) quandy0 = 0 ? Même question avecy0 = 1.

4. Montrer que siy0 ∈]0, 1[, alors le problème (6) admet une unique solution définie surR tout entier et
que celle-ci vérifie0 < y(t) < 1 pour toutt ∈ R.

5. En déduire que si la donnée initialeu0 vérifie 0 ≤ u0(x) ≤ 1 pour toutx ∈ R, alors le problème (5)
admet une unique solution régulière qui vérifie de plus

0 ≤ u(t, x) ≤ 1, ∀t ≥ 0, ∀x ∈ R.

Exercice 3

Dans tout l’exercice on notera(·, ·) le produit scalaire usuel deRN et‖ · ‖∞ la norme matricielle définie par

‖M‖∞ = sup
x∈RN\{0}

‖Mx‖∞
‖x‖∞

.

Partie 1 : Un schéma éléments finis pour un problème elliptique
Soit I =]0, 1[ etτ > 0 donné. Pour toute fonctionf ∈ L2(I), on s’intéresse au problème suivant
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{

−τ∂2
xu + u = f, dans]0, 1[,

u(0) = u(1) = 0.
(7)

(a) Démontrer qu’il existe une unique fonctionu ∈ H1
0 (I) qui vérifie

τ

∫

I

∇u∇v dx +

∫

I

uv dx =

∫

I

fv dx, ∀v ∈ H1
0 (I). (8)

On rappelle que pour un élémentv deH1
0 (I), la notation∇v désigne la dérivée faible dev.

(b) On suppose que la solutionu de (8) est de classeC2 sur[0, 1]. Démontrer queu est alors solution,
au sens classique, du problème (7).

(c) On se donne maintenant un maillage uniforme de l’intervalle I, constitué des points0 = x0 <
· · · < xN+1 = 1, avec un pas d’espace∆x = 1

N+1 . On rappelle la définition des fonctions
“chapeaux” vues en TD :
– Pour touti ∈ {0, · · · , N +1}, ϕi est continue sur[0, 1], affine sur chaque intervalle[xj , xj+1],

j ∈ {0, ..., N}.
– Pour touti ∈ {0, · · · , N + 1} on a

ϕi(xj) = δi,j , ∀j ∈ {0, . . . , N + 1}.

On introduit l’espaceVN = Vect ((ϕi)1≤i≤N ). Démontrer queVN est un sous-espace deH1
0 (I)

de dimensionN dont(ϕi)1≤i≤N est une base.

(d) Montrer qu’il existe une unique fonctionuN ∈ VN qui vérifie le problème approché suivant

τ

∫

I

∇uN∇vN dx +

∫

I

uNvN dx =

∫

I

fvN dx, ∀vN ∈ VN . (9)

(e) En écrivant la solutionuN du problème (9) dans la base des(ϕi)i, montrer que le problème (9)
est équivalent à un système linéaire de dimensionN de la forme

(τA + M)U = F,

pour lequel on écrira explicitement la définition deU , du second membreF et des matricesA et
M . On pourra vérifier en particulier queA = ∆xÃ où Ã est lamatrice du Laplacien que l’on a
étudiée en cours.

(f) En utilisant (sans les redémontrer) les propriétés deÃ établies en cours, montrer queA est
symétrique définie positive et vérifieA−1 ≥ 0 et‖A−1‖∞ ≤ 1

8∆x
.

(g) Vérifier queM ≥ 0. Soit alorsv ∈ VN et V ∈ R
N le vecteur des coordonnées dev dans la

base(ϕi)1≤i≤N . Que représente la quantité(MV, V ) pour la fonctionv ? En déduire queM est
symétrique définie positive.

(h) Soit W un vecteur deRN tel queW ≥ 0 et tel queMW a toutes ses coordonnées nulles
sauf éventuellement une. Démontrer queW = 0. En déduire que toutes les colonnes deM−1

contiennent au moins un coefficient strictement négatif et un coefficient strictement positif.
Que peut-on en conclure pour la matrice(τA + M)−1 si τ > 0 est petit ?

(i) Montrer que l’on peut écrire
τA + M = αA + βId,

oùα etβ sont deux coefficients qui dépendent deτ et∆x et qu’on calculera explicitement.

Vérifier que siτ ≥ ∆x2

6 , alorsα et β sont positifs. En déduire que, sous cette condition, la
matriceτA + M vérifie le principe du maximum discret.
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Partie 2 : Résolution d’un problème parabolique du type “équation de la chaleur”
On s’intéresse dans cette partie à l’étude du problème suivant











∂tu − ∂2
xu − αu = 0, ∀t > 0, ∀x ∈]0, 1[,

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, ∀t > 0,

u(0, x) = u0(x), ∀x ∈]0, 1[,

(10)

oùα ∈ R est un coefficient réel fixé etu0 une donnée initiale suffisament régulière.
On admet que, comme le problème de la chaleur étudié en cours,ce problème (10) admet une unique
solutionu régulière sur]0, +∞[×]0, 1[, pour toute donnée initialeu0 convenable.

(a) Calculer explicitement la solutionu dans le cas où la donnée initiale estu0(x) = sin(πx). On
pourra chercheru sous une forme particulière bien choisie.
Discuter le comportement qualitatif de cette solution quand t tend vers l’infini, en fonction de la
valeur deα.

(b) Siu0 est une donnée initiale régulière quelconque, démontrer que la solutionu du problème (10)
vérifie

∀t ≥ 0, ‖u(t, ·)‖2
L2 ≤ e2αt‖u0‖

2
L2,

où on a noté‖w‖L2 =
(

∫ 1

0 w(x)2 dx
)

1

2

, pour toute fonctionw définie sur[0, 1].

On suppose à partir de maintenant queα > 0.
En reprenant les notations de la Partie 1 concernant la discrétisation en espace du problème, on
envisage maintenant le schéma numérique suivant pour trouver une approximation deu.







M
Un+1 − Un

∆t
+ AUn+1 − αMUn = 0, ∀n ≥ 0,

U0 = (u0(xi))1≤i≤N .

(11)

(c) Ecrire le schéma (11) sous la formeBUn+1 = CUn où B et C sont deux matrices que l’on
précisera. En déduire que le schéma (11) définit bien la suite(Un)n de façon unique.

(d) Démontrer que pour toutn ≥ 0, on a

1

2
(MUn+1, Un+1) −

1

2
(MUn, Un) +

1

2
(M(Un+1 − Un), Un+1 − Un)

≤ α∆t(MUn, Un) + α∆t(MUn, Un+1 − Un).

(e) Démontrer que pour tous vecteursV, W ∈ R
N , et toutβ > 0, on a

(MV, W ) ≤
√

(MV, V )
√

(MW, W ) ≤
β

2
(MV, V ) +

1

2β
(MW, W ).

(f) Montrer que la suite(Un)n solution de (11) vérifie

(MUn+1, Un+1) ≤
(

1 + 2α∆t + α2∆t2
)

(MUn, Un), ∀n ≥ 0.

(g) Démontrer finalement qu’on a, pour tout temps finalT > 0 :

sup
n≤ T

∆t

(MUn, Un) ≤ e2αT (MU0, U0). (12)

(h) Comment interprétez-vous cette propriété (12) ? On pourra se référer à la question 1-g).

(i) A votre avis, comment doit-on modifier le schéma dans le cas oùα < 0 ? Une réponse concise
et brièvement argumentée est attendue, sans calculs supplémentaires.
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