Master

1¢7¢ année de Mathématiques CMI, Université de Provence, WsitédPaul Cézanne
Année 2008-2009

Analyse Numérique - Examen du Lundi 12 Janvier 2009
Aucun document autorisé - Durée : 3h

N.B. : Les exercices sont indépendants et peuvent étre traitédeld@sordre !

Le baréme tiendra compte de la longueur, sans doute exegedsisujet.

Exercice 1

On s’intéresse dans cet exercice au probléme suivant éstiune fonction donnée de clagSesur |0, 1] et
f une fonction continue su#, 1]) :

{ —0%u + c(2)0,u = f(z), Vr €]0,1] 1)

u(0) = u(1) = 0.
Pour toute fonction continue : [0, 1] — R, on rappelle la notatiofjw||oc = sup |w(x)|.
z€[0,1]
Partie 1 : Résolution explicite dans un cas particulier
On supposeniguement dans cette partie que les fonctions et f sont_ constantest quec £ 0.

(a) Calculer, en fonction dé etc, toutes les fonctions de classe? qui vérifient I'équation diffé-
rentielle
—0%u+ cOu = f, VY €]0,1].

(b) Montrer que, parmi toutes les fonctionscalculées précédemment, il en existe une seule qui
vérifie u(0) = u(1) = 0. En déduire que le probléme (1) admet une unique solutior’qoe
donnera explicitement.

(c) Vérifier que, sif > 0, la solution obtenue précédemment est concavésuif. En déduire que,
dans ce cas particulier, le principe du maximum est vérifestea-dire :

Si f > 0, alors la solution, de (1) vérifieu > 0. (2

Partie 2 : Principe du maximum dans le cas général

On revient maintenant au cas générakal f ne sont pas nécessairement constantes. On admet que,
dans ces conditions, le probleme (1) admet une unique solutile classe&? sur|0, 1].

On va montrer dans cette partie que le principe du maximuan I@. propriété (2)) est encore vraie
dans ce cadre.

Pour cela, on procede par I'absurde en supposanfdué et quemingg ;v < 0.
(a) Montrer qu'il exister, €]0, 1] tel queu(zg) < 0. Un tel réelz, est désormais fixé.
(b) Démontrer qu’on peut trouvet > 0 assez grand pour qu’on ait la propriété suivante :

Ry* —[le|oclyl +2 >0, ¥y €R. 3)

On fixe dorénavant une valeur devérifiant (3).
(c) On choisite > 0 tel ques < |u(xo)| et on introduit la fonctionv définie sur0, 1] par

v(z) =u(r)+¢e (1 - e*Rm(lﬂ”)) .

Démontrer que(0) = v(1) = 0 et quev(zg) < 0.



(d) Démontrer qu'il exister dans l'intervalle ouveri0, 1] tel quewv(&) = miny 1 v. En conclure
quelona
d,v(%) =0, et Pv(z) > 0.

(e) Calculerd,u etd?u en fonction ded, v etd?v. En déduire que
Opu(F) = —eR(1 — 27)e FEO=2),
dju(@) > eR (2 +R(1— 292)2> e~ RE(1-3)

(f) Démontrer que

f(#) < ~eR (R(l — 28) — [el|ocl1 — 22| + z>em<w>

et en déduire qug(z) < 0. Conclure.
Partie 3 : Schéma aux différences finies
On suppose dans cette partie que la fonctiestpositive.

On souhaite approcher la solution du probleme (1) & I'aidee’'méthode de différences finies. On se
donne un maillageniforme du segmen[o, 1] constitué des points uniformément espatés z; <
21 <+ <xzy <xy41=1,avecAz = 1/(N + 1). On propose le schéma suivant

. Ui+1 — 2’U,i + Ui—1 Ui — Ui—1
<7 < — ) —— — .
V1<i<N, . +e(zi) = fl@i), (4)

ol on a posé = ux1 = 0 pour prendre en compte les conditions aux limites du problém

(a) Montrer que le schéma (4) peut s’écrire sous la forme gyigteme linéairelU = F', ou A est
une matrice carrée de taill¥ x N etU = (u;)1<i<n. On écrira précisément la matriceet le
second membré'.

(b) La matriceA est-elle symétrique ? Que pouvez-vous dire de la struceire

(c) Enoncer et démontrer le principe du maximum discret g@unatriceA. En déduire qued est
inversible.

(d) DéfinirI'erreur de consistande = (R;)1<i<n associée a ce schémanumérique et a une solution
u de class€? du probléme (1). Montrer qu'il exist&/ > 0 ne dépendant que deelle que

[Rlloe = sup |Rs| < MAz(||u"[|oo + [[u"]|oo).

(e) Soitu I'unique solution du probléme (1) pour la donngedéfinie parf(x) = 1, pour tout
z € 0,1].

i. Montrer quei est de class€®.

ii. On notelU = (U(zi))1<i<n et R € RY lerreur de consistance du schéma (4) pour la
solutiond. On noteD le vecteur d&R™ dont toutes les composantes valéent

A. Exprimer AU en fonction deR et D.
B. En déduire que si on pose

1
2M (||7" oo + 13" [lo0)”

5 =
alors on a la propriété suivante :

siA:cgé,onaAUZ%D.



(f) Montrer que, dés quAx < §,o0na
IA™ oo < 2[j]| o=

Comment s'appelle cette propriété du schéma numérique ?

(9) Soit f un terme source continu quelconqueweta solution de (1) associée. On nate =
(u(zs))1<i<n, U la solution du schéma (4) & = U — U, l'erreur d’approximation. Mon-
trer que siu est de classé?, et siAz < § on a I'estimation

1Elloo < MAz(lu" [ + 0" |lL=),

ou M > 0 est une constante qui de ne dépend ni.aéde Az.

(h) Quel schéma proposeriez-vous dans le cas est négative ? On se contentera d’'une réponse
précise et concise.

Exercice 2

Soitg : R — R une fonction de class®' telle queg(0) = 0 etg(1) = 0. On s'intéresse dans cette question
au problemenon-linéaire suivant

u(0,7) = ug(z), ¥z €R, (5)

{ Ou + c(x)0zu = g(u), vVt >0,Vo € R,
i

olic: R — R est une fonction bornée et de clagdeetuo une donnée initiale réguliére & support compact.

1. Rappeler la définition des courbes caractéristiquesX (¢, to, z¢) associées a ce probléme et expli-
quer rapidemerpourquoi elles sont globalement bien définies, c’est-a-plaur tout € R.

2. Soitzy € R etwu une fonction réguliére. Montrer queest solution de (5) si et seulement si, pour tout
zo € R, la fonctiont — wu(t, X (¢,0,x0)), vérifie un probleme de Cauchy du type

¥ =9g(y),
{ ¥(0) = vo, ©

pour lequel on précisera la valeur ggen fonction des données du probléme.
3. Quelle est la solution du probléme (6) quagd= 0 ? Méme question avag = 1.

4. Montrer que sy €]0, 1], alors le probléme (6) admet une unique solution définieRstaut entier et
que celle-ci vérifid < y(t) < 1 pour toutt € R.

5. En déduire que si la donnée initialg vérifie 0 < ug(z) < 1 pour toutz € R, alors le probléme (5)
admet une unique solution réguliére qui vérifie de plus

0<u(t,z) <1, Vt>0,VzeR.

Exercice 3

Dans tout I'exercice on notefa -) le produit scalaire usuel d&" et|| - || la norme matricielle définie par

Mz| o
(Ml = sup 10
serM\ {0} 7]l

Partie 1 : Un schéma éléments finis pour un probléme elliptiqa
SoitI =]0,1[ et > 0 donné. Pour toute fonctiof € L?(I), on s'intéresse au probléme suivant




—70%u +u = f, dango, 1], -
u(0) =u(l) =0.
(a) Démontrer qu'il existe une unique fonctiere H{ (1) qui vérifie
T/Vqudx—i—/uvd:v:/fvdx, Vv € Hy(I). (8)
I I I

On rappelle que pour un élémentle H; (1), la notationVv désigne la dérivée faible de

(b) Onsuppose que la solutiarde (8) est de class# sur[0, 1]. Démontrer que est alors solution,
au sens classique, du probleme (7).

(c) On se donne maintenant un maillage uniforme de I'intégvg constitué des pointd = =y <
- < xny4+1 = 1, avec un pas d'espackr = ﬁ On rappelle la définition des fonctions
“chapeaux”vues en TD :
— Pourtout € {0,---, N+1}, ¢, est continue su, 1], affine sur chaque intervalle;, 241,
j€{0,..,N}
— Pourtout € {0,--- ,N+1}ona

pi(z;)=0d;j, Vi€{0,...,N+1}.

On introduit 'espacé’y = Vect ((¢;)1<i<n). Démontrer qué/y est un sous-espace 8 (1)
de dimensionV dont(y;)1<,<n~ €st une base.

(d) Montrer gu'il existe une unique fonctiany € Vy qui vérifie le probléme approché suivant
T/VUNV'UN dx—i—/quN dr = /va dx, vy € Vn. 9
I I 1

(e) En écrivant la solutiony du probléeme (9) dans la base des);, montrer que le probléme (9)
est équivalent a un systéme linéaire de dimengiate la forme

(tA+ MU = F,

pour lequel on écrira explicitement la définition dedu second membrE et des matricesl et
M. On pourra vérifier en particulier qué = Az A ou A est lamatrice du Laplacien que I'on a
étudiée en cours.

(f) En utilisant (sans les redémontrer) les propriétésAdétablies en cours, montrer qué est
symétrique définie positive et vérifié~! > 0 et||A™!||o < g2

(9) Vérifier queM > 0. Soit alorsv € Vyy etV € R¥ le vecteur des coordonnées delans la
base(p;)1<i<n. Que représente la quantitg/V, V') pour la fonctiorw ? En déduire qué/ est
symétrique définie positive.

(h) Soit W un vecteur deR” tel queW > 0 et tel queM W a toutes ses coordonnées nulles
sauf éventuellement une. Démontrer dlie= 0. En déduire que toutes les colonneside !
contiennent au moins un coefficient strictement négatihataefficient strictement positif.

Que peut-on en conclure pour la matrieed + M)~! siT > 0 est petit ?
(i) Montrer que I'on peut écrire
TA+ M = aA + [Id,
ol « et 3 sont deux coefficients qui dépendentidet Ax et qu’on calculera explicitement.

Vérifier que sit > ATIQ, alorsa et 5 sont positifs. En déduire que, sous cette condition, la
matriceTr A + M vérifie le principe du maximum discret.



Partie 2 : Résolution d’'un probléme parabolique du type “équation de la chaleur”
On s'intéresse dans cette partie a I'étude du probléemersuiva

O — 0%u — au =0, YVt > 0,Yr €]0,1],
u(t,0) =u(t,1) =0, Vt >0, (10)
u(0,z) = uo(z), Yz €]0,1],

ol «a € R est un coefficient réel fixé ety une donnée initiale suffisament réguliére.
On admet que, comme le probléme de la chaleur étudié en aaupspbléme (10) admet une unique
solutionu réguliére suf0, +o00[x]0, 1], pour toute donnée initiale, convenable.
(a) Calculer explicitement la solutiandans le cas ou la donnée initiale es{x) = sin(7z). On
pourra cherchet sous une forme particuliére bien choisie.
Discuter le comportement qualitatif de cette solution gliaiend vers I'infini, en fonction de la
valeur deq.
(b) Siug estune donnée initiale réguliére quelconque, démontetagsolution: du probléme (10)
vérifie
VE 20, lult,)ll7e < € luollZe,

1
ou on a notéjw|| 2 = (fol w(z)? dw) *, pour toute fonctiony définie sur0, 1].

On suppose a partir de maintenant qug 0.
En reprenant les notations de la Partie 1 concernant laédisation en espace du probleme, on
envisage maintenant le schéma numérique suivant pourdreune approximation de.

Un+1 _pyn
At
U° = (uo(z:))1<i<n-

n+l _ n _ >
+ AU aMU 0, Vn >0, (11)

(c) Ecrire le schéma (11) sous la forn/"+! = CU™ ou B et C sont deux matrices que I'on
précisera. En déduire que le schéma (11) définit bien la §liite,, de fagon unique.

(d) Démontrer que pour tout > 0, on a

1 1 1
§(MUn+1, UTL+1) _ §(MUn, UTL) + §(M(U’n+1 _ Un)7 UnJrl _ UTL)
< aAHMU™, U™) + aAt(MU™, U™ —U™),

e) Démontrer que pour tous vectelifdV € RY, et tout3 > 0, on a
quep

(MV,W) < /(MV,V)/ (MW, W) < g(MV, V) + %(MW, w).

(f) Montrer que la suitdU™),, solution de (11) vérifie
(MU™ U™ < (14 2aAt + o®A?) (MU™,U™), Vn > 0.
(g) Démontrer finalement qu’on a, pour tout temps fifigb O :

sup (MU™ U™) < 2T (MU°, U"). (12)

n< Az

(h) Comment interprétez-vous cette propriété (12) ? Onnacae référer a la question 1-g).

(i) A votre avis, comment doit-on modifier le schéma dans ka@ax < 0? Une réponse concise
et brievement argumentée est attendue, sans calculs mugpkres.




