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1. On obtient apres un calcul immédiat :

k 1 k 1

~ A2 9as DT Az TaAs

Commek et Az sont positifs, il est clair quéy| < [ et que I'égalité ne peut avoir
lieu ...

2. La matriceA est tridiagonale de la forme

a+f -« 0
A= -6 a4+ -«
0 -6 a+p

La structure tridiagonale permet en pratique d’'utilisectanmandespar se de
MATLAB, ce qui permet un gain en place mémoire et une acctétéralu calcul
de la solution du systeme linéaire associé¢. a

3. La matriceA n’est pas symétrique car# 5. Néanmoins nous avons

n

= Z a(u; — wipr)u; + B(u; — wi—y)u;

i=1

(AU,U)
= Z o — Uig1)u; + B(Uig1 — i) Uiy
0

wi1)?) 4+ B (w7 — uf + (i1 — w)?)

_ o B — Wit1 — ?
=5 . (u; _uz—i-l Z( )

SiAU = 0,0ona(AU,U)
carug = 0.

4. Le principe du maximum discret pour la matridedit que siv et b sont tels que
Av =1betb> 0, alorsv > 0.
Si «a et 5 sont positifs, on peut refaire exactement la méme démditstrgue dans
le cours. La condition sut et Ax est donc

a(uf — iy + (u;—

= 0 etdoncu; = u;, pour touti, ce quiimpliquel/ = 0

Ax < 2k.



5. On suppose < 0.

(a) Supposons qu'il existetel quev; # 0. Choisissons le plus petig vérifiant
v, # 0. Par hypothese, on a nécessairemgnt 2. Regardons I'équation
nuMeéroiy — 1 du systeme linéairdv = b :

a(vig—1 — Viy) + B(vig—1 — Vig—2) = bijy—1 = 0,

caripc — 1 < n — 1. Dans cette équation,_; = v;,_» = 0 par définition de
io, ce qui impliquev;, = 0 et qui contredit la définition d&.

(b) Regardons I'équation numétadu systeme linéairdlv = b, on trouve

a(vy —vg) + B(vy —\1)9/) = 0.
—0

On obtient
a+ 3
Vg = V1.
«
- Oé+ﬁ . ’ . - .
Le coe_fﬁmenFT, est strictement négatif ce qui implique queest non nul
et de signe différent de.

En conséquence, le vecteume peut pas étre positif car seit soit v, est
strictement négatif.

6. C’estun calcul de développement de Taylor standard. @erdlmue le schéma est
d’'ordre 2.

7. D’aprés la question précédente, le schéma est exact gppolynémes de degré
inférieur ou égal @. Donc le vecteudV est donné par les valeurs aux points
de la fonctionf définie par

f(x) = =k (z(1 — 2)) + 0u(x(1 — 2)) = 2k + (1 — 2z),

on trouve donc
AV == (2]{3 + (1 - Qxi))lgigm

et il vient immédiatement que

AV > (2k — 1)D.



8. Sik > 1, la conditionAz < 2k est toujours vérifiée, donc le schéma vérifie le

§a
principe du maximum discret. Saft € R™, nous avons

—[[FlleD < F < ||F||l«D,
d’ou
—||F||lsoA™'D < AT'F < ||F||A™'D,
mais on a vu plus haut que

1
A7'D <
= 2%k — 1V’

d’ou

_ V| 1
A7'D < | S .
2%k -1 4(2k—1)

D’'ou le résultat.

. Le résultat d’estimation d’erreur est le suivant : si oteri6 la solution approchée
etU la solution exacte el = U — U, ona

1Bl < CAZ?,

ouC ne dépend que deet dek.
La preuve est la suivante : onall = AU — AU = AU — F = R, d'oll
1Bl < A7 Il Rlloe < CA2?,

d’aprés I'estimation de I'erreur de consistance.




Exercice 2

. La symétrie de la matrice de fait aucun doute. So& R™, on a

<(Id+¢0A)U, U) = |U|*> + 70(AU,U) > ||U|?,
N——

>0

ce qui prouve bien qu’elle est définie positive. En parteuélle est inversible et
la suite(U™),, est donc bien définie.

. On prend le produit scalaire de I'équation au rangar le vecteupU" ! + (1 —

0)U™ pour faire apparaitre le terme dissipatif. Il reste a cacld quantité suivante
Uttt —ur Uttt + (1 - 0) U™ = g(Uuntt —ut, Ut + (1 - o) Uttt — U, Ut
1 1 1
_ - n+1(2 _ — n|l2 - n+l _ 7rn||2
=6 (G101 = SR + g0 - 02
1 1 1
1 — - n+1(2 _ — n(2 _ — n+l _ 7rn |2
#(1=0) (G0 = SomP - G0 - o)

1 1 1
_ = n+1)2 _ — ni|l2 = n+l n||2
= S = SO 4 (- )T - o

. Si# > 1, les deux derniers termes de I'inégalité obtenues a la ipumestécédente

sont positifs. On a dongU"™!|| < ||U"||, ce qui montre que la norme dé"
décroit, d'ou le résultat.

. On supposé < 3.

(@) On écritV dans la base (orthonormale!) des vecteurs proffgsde A

=1

Il vient

AV = Z )\ﬂfﬂﬂi,
=1
et donc

JAVI[? = > N0} < p(A) D> Aiv? = p(A)(AV, V).
=1 i



(b) Revenons a I'inégalité de stabilité, on pdse = U™ ! + (1 — 9)U™, et on
a par définition du schéma

|U™ = UM* = T2 AV |* < 72 p(A)(AV", V),
de sorte que

1 1
(5= O™ =U"P < 7°p(A) (5 — O)(AV", V™).

- - -y < 1
Ainsi, sous la conditionr < S(I0) oh a

1
(5 = OIU™ = U2 < 7(AV", V™),

et donc la décroissance de la noriireest encore vérifiée.
5. Ona

n 2
Uir1 — Uy 2
(AU.0) = (T) S A2

=0

- 4
2 2 2
>l ) < g plUI

Sion applique cela a un vecteur propfe@ssocie a la valeur proppéA), on trouve
P < <5 U]
— AI_Q )

d’ou le résultat.
La condition de stabilité s’écrit donc




Exercice 3

1. D’aprés la propriété admise dans I'’énoncé, le produigst dans7!(7). De plus,
commeu € H} on au(0) = u(1) = 0 et doncuv(0) = uv(1) = 0, doncuv €
HMI).

D’aprés la propriété vue en cours, nous avons donc pourteuf), 1]

wo(z) = uv(0) + /Ox V(uv)(t) dt,

en prenant = 1, on obtient

0=0+ /1 V (uv)(t) dt,

soit en utilisant la propriété admise dans I'’énoncé :

1 1
0 :/ uVv dx—l—/ vVudzx.
0 0

2. (a) Le fait quex soit bilinéaire est trivial, de méme que la linéaritéide
Pour tousu, v € H'(I), on a les inégalités suivantes :

|a(u, v)| < [[Vull 2] Vol 2 + [lefloo [Vl 2ol 2,
et d’apres I'inégalité de Poincaré, on a
|au, v)| < Cllullggllvllm,
ce qui montre la continuité de De plus, on a
[L(o)| < Al llvllze < ClA e llvllag

ce qui montre la continuité de.

(b) Pour calculem(u, ), il N’y a rien a faire pour le premier terme. Occupons
nous du second :

/01 o(z)(Vu)udr = /01 @V(uz) dv = _% /01 ey’ de

(c) Sic estdécroissante, le second terme dahnsu) est positif et on a donc
au,u) > [[Vulf?,
ce qui prouve la coercivité de. D’'apres le théoreme de Lax-Milgram, on

obtient I'existence et I'unicité de la solution du probleme

(d) En utilisant I'inégalité de Poincaré, on peut contrdéesecond terme par le
premier et donc on a encore la coercivité de la forme bilimaaket le th. de
Lax-Milgram s’applique a nouveau.
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