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N.B. : Les exercices sont indépendants et peuvent étre traitédeldésordre !

Exercice 1

On s’intéresse a la discrétisation par différences finiegrdbléme suivant (o0& > 0 est

un réel fixe) :

—kd2u + O,u = f(z), Va €0,1] 1
u(0) =u(1) = 0. )

On se donne un maillage uniforme e 1] défini par les points;; = iAx pour tout

0<i<n+letAx = #1 (avecn > 2). On se propose d’étudier le schéma suivant :

_kuiJrl —2U; + Uim1 Ui — Uy
Az? 2Ax
Uy = Up+1 = 07

— =, Vie{l,--,n}, @

ou on a pos§; = f(z;).
1. Ecrire le schéma (2) sous la forme

oz(ui — UZ‘_H) + ﬁ(ul — ui_l) = fi, Vi € {1, e ,TL},

ou « et 5 sont deux coefficients a déterminer. Démontrer gye< 5.

2. On regarde le schéma (2) comme un systeme linéaire derteefdt/ = F' ou
U = (u;)1<i<n €L F = (f;)1<i<n. DONNer explicitement la matricé en fonction
dea et 3. Cette matrice a-t'elle une structure particuliere et siquels avantages
peut-on en tirer d'un point de vue pratique ?

3. La matriceA est-elle symétrique ? Pour tout vectélr= (u;),<;<, deR", démon-

trer que
n 2
Uj41 — Uy
A = _
(AU, U) k;:o( ~ ) :

oUug = u,1 = 0. En déduire que la matricé est inversible.
4. Enoncer leprincipe du maximum discret pour la matriceA. Démontrer que ce
principe est vérifié siv est strictement positif (ce qui implique gée> 0).

5. On s’intéresse dans cette question au casrotd 0. Quelle est la forme de la
matrice A dans ce cas particulier ? Calculer explicitemént: et vérifier que le
principe du maximum discret est encore vrai dans ce cas.




6.

10.

11.

On suppose maintenant que< 0. On va montrer que le principe du maximum
discret n’est plus vérifié.
Pour cela, on considere le vectéute R™ défini par

by =0, Vie{l,---,n—1}, etb, =1,

et on notev l'unique solution deAv = b. On rappelle que 'on pose toujours
Vo = Up+1 = 0.

(a) Démontrer que si; = 0, alorsv; = 0 pour touti < n, en déduire que I'on a
nécessairement, # 0.

(b) Calculerv, en fonction dev;, de« et des. En déduire que, est non nul et
de signe différent de;. Conclure.

Déduire des questions 4, 5 et 6 une condition llaet Az qui soit nécessaire et
suffisante pour assurer le principe du maximum discret pmachéma (2).

En supposant la solution exaatedu probleme (1) suffisament réguliére, définir
pour toutl < ¢ < n I'erreur de consistanc&; associée a ce schéma au paint
Démontrer qu'il existe une constante> 0 indépendante dAz telle que

IR < CA? (sup [u®| 4 sup \u(4)\> .
[0,1] [0,1]

On posey; = x;(1 — ;) pour touti € {0,--- ,n + 1} eton noteV = (v;)1<i<n-
Donner, quasiment sans calcul, la valeur du vecteur € R™ et démontrer que
I'on a I'inégalité suivante (composante par composante) :

AV > (2k — 1)D,

ou D € R™ est le vecteur dont toutes les composantes sont égales a

On suppose quke > 1. Vérifier qu'on est bien dans un cas ou le schéma (2)

satisfait le principe du maximum discret pour tout choix dumiren de points de
discrétisation. En déduire que dans ce cas, on a

1
A7'D < :
= 2%k — 1V

En conclure que le schéma proposé, dans ces conditiong>estable et plus
précisément que I'on a :

1
A Mg € e
147 = Jap

Enoncer et démontrer une estimation d’erreur en narAg@our ce schéma.




Exercice 2

Soientm > 1 et A une matrice carrée de taille symétrique définie positive. On se
donne un paramet € [0, 1], un autre parametre > 0 et U® € R™. On considere la
suite(U™),, de vecteurs d&™ définie par :

Un+1 —_yn
T

+ AOU™ ! + (1 - 0)U™) =0, Vn > 0.

1. Démontrer que la matrickl + 70 A est symétrique définie positive. En déduire que
la suite(U™),, est bien définie.

2. Onnotg|- || la norme euclidienne naturelle @&&'. Démontrer la relation suivante :
1 +112 1 2 1 +1 2
_ n _ n 6 _ n o n
S e e e (S N A
+ T(A(@U"+1 +(1—=0)U™),0Uu™" + (1 — e)U") =0, Vn>0.

3. Endéduire que ¢i > 1, on a la propriété de stabilité suivante pour toute valeur du
parametrer > 0 :
Il < 1U°]], ¥n = 0. (3)

4. On suppose maintenant géie |0, %[. On notep(A) le rayon spectral del (c’est-
a-dire sa plus grande valeur propre, ¢aest sym. définie positive).
(a) Démontrer que

AV |]> < p(A)(AV, V), YV € R™.

(b) Endéduire que la propriété de stabilité (3) est encor@éeé sous la condition

1
TS /2 0)p(A) )

5. Application : On applique les résultats précédents, a la résolution rigoeede
I'équation de la chaleur. Le paramétren’est autre que le pas de temps et la
matrice A la matrice du laplacien

2 -1 0 0
-1 2 -1
1
A:A—xg 0 0 1:
-1 2 -1
0 0O -1 2

ou Az est le pas d’espace de la discrétisation choisie.




On rappelle qued vérifie

m 2
(AU U) =" <%) , WU eR™

1=0

ou on a poség = u,,+; = 0, par convention. Démontrer que
(AU,U) < A |U|I?, VYU e R™
7 p— A.CL'Q Y Y

et en déduire que
4
A) < —.
pA) = 13
Comment s’écrit donc la condition de stabilité (4) dans agtexte en fonction de
At etAx?

Exercice 3

Dans tout I'exercice, on note=|0, 1[ et onadmetla propriété () suivante :

Pour tousu,v € H'(I),onauv € HY(I), et V(uwv) = (Vu)v + u(Vo). (A)

1. Démontrer que, pour toute H}(I) ettoutv € H*(I) ona

/Ol(Vu)vdx _ /01 W(Vo) da.

Quel nom peut-on donner a cette formule ?

2. Soitc : I — R une fonction de class®' et f € L%(I). On s’intéresse au probléme
elliptique suivant

—0%u + c(x)0u = f(z), 5)
u(0) = u(1) = 0.
On propose la formulation variationnelle suivante de cdf@me
Trouveru € Hy(I), tel quea(u,v) = L(v), Yv € Hy(I), (P)

oUa et L sont des applications définies par

a(u,v) = /IVUVde—i—/Ic(x)(Vu)vdx, Vu,v € Hy(I),

L(v) = /vadx, Yo € Hy(I).

(a) Démontrer que est une forme bilinéaire continue st (1) et queL est une
forme linéaire continue sufi; (1).




(b) Démontrer que pour tout € H}(I) ona
2 1 / 2
a(u,u) = [ |Vul*dx — = [ (z)u”dx.
I 2 1

(c) Endéduire que, giest une fonction décroissante, le probler®@&dmet une
unique solution.

(d) On suppose maintenant que’est pas nécessairement décroissante. Montrer
que sion a
sup c(z) < 2,
x€[0,1]

alors le probleme®) admet aussi une unique solution.




