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Devoir surveillé - corrigé

Exercice 1. Questions de cours
1. Voir le cours.
2. Voir le cours.

3. Voir le cours.

Exercice 2. 1.
2. On constate que

ol ||.||2 est la norme 2 sur R?.

Il s’agit clairement d’une fonction positive et homogene. De plus, si N(z) = 0, chacun des deux
termes de N est donc nul, ce qui montre d’une part que z3 et d’autre part que (z1,x2) = (0,0).
Enfin, on vérifie I'inégalité triangulaire
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ol on a utilisé 'inégalité triangulaire pour ||.||; et pour la valeur absolue que nous avons vues en

cours.
3. Voir l'exercice 7 du TD. On obtient la boule unité suivante :
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4. L’ensemble B proposé est l'intersection de 4 demi-plans. Il s’agit donc tout d’abord de trouver
I’équation des 4 droites frontieres de ces plans. Tous calculs faits on trouve les droites suivantes

D1 . 3ZE1 +2ZL‘2 = 77

D2 . 31’1 + 21’2 = —7,
D3 - —41’2 = —7,
D42£L‘1—4$2:7.

On trouve maintenant les (in-)équations des demi-plans concernés en choisissant le sens des inégalités
de sorte que (0,0) appartienne & ces demi-plans. On obtient

P123I1+2$2 S?,

Py 32 + 229 > T,
Pyxy —4ay > -7,
Pz —4xy <T.
On a donc B =P NP, N P3N Py et ainsi

x=(x1,22) € B& |3x; 4+ 229 < Tet |z —4day| <7
< max(|3xy + 2], |z — 4da|) <7

1
<~ ?max(\?)xl + 2372’, \xl — 4%2‘) <1.

On voit donc naturellement apparaitre la norme qui répond a la question

1
N(xq,29) = ?max(|x1 — 4xs|, |3z + 223]) .

Exercice 3.

1. — Méthode 1 : On écrit la contraposée de la propriété attendue

v ¢ P<=3>0,PNB(xd) =0

o

On a vu en cours/TD que (P)¢ est égal & P°. On doit donc établir I'équivalence

o

z €P*= 3§ > 0, B(x,0) C P".

On observe que cette équivalence est vraie car elle correspond exactement a la définition de
I'intérieur d’un ensemble.
— Méthode 2 : on prouve les deux implications “directement” :

= Soit € P. Par définition, on a z = lim z,, ol x,, € P. Si on fixe § > 0, on peut trouver n assez
grand tel que || — z,|| < J, ce qui prouve que x,, € B(z,d) et z,, € P par construction.

< Supposons la propriété de droite vérifiée et appliquons-la pour 6 = 1/n avec n > 1. Elle nous
donne Dexistence d’au moins un point, noté x,, tel que z, € P et ||z, — z|| < +. Une telle suite
est clairement contenue dans P et converge vers x, ce qui prouve que x = limy, x,.



2. Sia € Acc(A), on a par définition

ac A\ {a} C A,

ce qui montre I'inclusion Acc(A) C A.
Sia € A\ A, alors en particulier, a ¢ A et donc on a

A\ {a} =4,
et ainsi a € A\ {a}, ce qui montre que a € Acc(A).
3. (a) Siz = x,, pour un certain ng, alors par définition de la suite (z,),, on a bien

T = Zn, € Acc(A).

(b) Sous I'hypothese que @, # x pour tout n, on a bien |z, — z|[ > 0 pour tout n. Comme
x, € Acc(A) C A, on peut appliquer la question préliminaire pour en déduire que

Blan,8) NA#D, Y5> 0.

On peut appliquer ceci avec 0 = (1/2)||z, — ||, ce qui donne un point y,, € A tel que
I~ vall < 5l — 2]
Ty — Ynll < =0 — ]|
Yl =3
(c) Utilisons I'inégalité triangulaire
3
g = 2l < llyn = zall + llzn = 2]l < |20 — 2l —0,

car x,, — x. Ceci montre bien que (y,), tend vers z.
Supposons que, pour un certain n, on ait y, = z. L’inégalité de la question (b) devient

1
0 < llow = 2l < 5llan — |

ce qui est manifestement impossible.

4. — Un ensemble fini est toujours fermé donc nous avons A = A et
{m2n} ={m 21} =0¢&{r2r} = 0¢Acc(A).
Ce raisonnement fonctionne pour les deux autres points de A. Ainsi, on trouve
Acc(A) =10,

— Dans ce cas, nous avons A = [0, 1] donc Acc(A) C [0,1]. On va montrer qu’on a 1'égalité Acc(A) =
[0, 1].
— On a vu dans la question 2 que A\ A = {1} est contenu dans Acc(A4).
— Il reste a voir que [0,1[C Acc(A). Soit donc a € [0,1], il s’agit de montrer qu’on peut écrire
a comme limite d’une suite de points de [0, 1[\{a}. Ceci est possible par exemple de la fagon

suivante
1—a

2n  n—oo

a—+ 0.

— Dans ce cas, nous avons

R\Q=A\AC Acc(4).

Comme Acc(A) est fermé nous en déduisons que

R\ Q C Acc(A),
et comme R\ Q = R, on en déduit Acc(A) = R.
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5. On a

Acc(A) c A= {0} U U{l/p}

p>1

~ Ona A\ A={0} donc 0 € Acc(A).

— 11 faut montrer que 1/p & Acc(A) pour tout p > 1. Supposons que 1/p soit dans Acc(A), il existe
alors une suite de la forme (1/p,),, avec p, # p pour tout n, qui converge vers 1/p. Ceci implique
que p, — p et comme on a affaire a une suite d’entiers, on a p, = p pour n assez grand, ce qui est
une contradiction.

6. (a) On a

(b)

.1 1
0= lim — + —,

n—oo N n

et donc 0 € Acc(A).
De plus, pour tout p > 1, on a

1 .11
— = lim — 4+ —,
p TL—)OOp n

ce qui montre aussi que 1/p € Acc(A).

1.

ii.

Comme les suites (p,), et (¢,), sont bornées, on peut en extraire des sous-suites conver-
gentes. Mais comme ce sont des suites d’entiers, ces suites sont constantes (respectivement
égales a p et ¢q) a partir d'un certain rang.

La suite —— + —1— est donc également constante et nécessairement égale & x, ce qui

Pg(n) dg(n)
contredit I’hypothese que tous ces nombres sont différents de .
On a
1 1
=x— — ,
dg(n) Pg(n) "0

et comme x # 0, on a ¢ = 1/z. Comme ¢ est un entier, on a bien le résultat.



