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EQUATIONS DE STOKES ET NAVIER-STOKES
INCOMPRESSIBLES

e [l est tout a fait possible (et méme conseillé) d’utiliser tous les résultats vus en cours sans les redémontrer, des lors que c’est
utile. Il faudra bien sir mentionner clairement le résultat utilisé et les hypotheses qu’il est nécessaire de vérifier.

e Vous pouvez bien slir admettre le résultat de certaines questions que vous n’arrivez pas a faire et les utiliser dans la suite du
sujet.

Sur une méthode d’approximation des problemes de Stokes et de
Navier-Stokes

On se propose d’étudier une méthode d’approximation des solutions des problemes de Stokes et Navier-Stokes par
I’intermédiaire d’un probléme elliptique plus standard. On se place dans un domaine €2 régulier, borné, connexe
deR?(d=2o0ud=3).

Partie I- Le probleme approché :

Dans cette partie, on se donne un nombre € > 0.

On considere I’espace de Hilbert H = (HZ(2))? x H} (). On rappelle que H}, () est I’ensemble des fonctions
de H'(©) a moyenne nulle.

On choisit I’application v ~ ||Vv|| 2 comme norme sur Hi () et sur H} () ; celle-ci étant équivalente a celle
de H' () sur ces deux espaces (inégalités de Poincaré). Par ailleurs, la norme sur I’espace produit est définie par

def
1w, p)IE = 1VollZ2 + [ VPIIZ:-

On introduit la forme bilinéaire suivante

ae : ((U,p),(w,q)) 6H><H»—)/VU:VU)d:U—!—@/Vp-qux—/p(divw)da:+/q(divv)dx.
Q Q Q Q

1. Montrer que la forme bilinéaire a. est continue et coercive sur H x H.
2. Pour toute f € (H~1(2))%, montrer qu’il existe un unique (v.,p.) € H vérifiant

aE((UEvp€>7 (wv q)) = <f7 w>H*1,H37 V(w, Q) € H. (Ps)
3. Montrer que le couple (v., p.) est solution du probleme suivant

—Av. + Vpe. = f, dans Q,
div v, — eAp. =0, dans €,

ve =0, sur 01,
881:; =0, sur 9,

/pgdxzo.
Q

On donnera toutes les justifications nécessaires sans toutefois remplir 10 pages ...

On admettra que le probleme (P.) est, en un certain sens, plus “facile” a résoudre que le probleme de Stokes
(obtenu formellement en posant € = 0 dans le systeéme) dont il est une approximation. On dit qu’on a stabilisé le
systeme de Stokes.

Partie II- Convergence :

On veut montrer dans cette partie que les solutions (v, p. ) du probleme (P.) convergent vers 1’unique solution du
probléme de Stokes sous-jacent.



1. Montrer que pour tout € > 0, on a

vell g < N F e

VellVpellze < [ flla--

2. Montrer, en utilisant un résultat vu en cours, qu’il existe également un C' > 0 indépendant de ¢ (mais
dépendant de €2 et f) tel que, pour tout € > 0, on a

HpaHL2 <C.

3. Montrer qu’il existe v € (H} ()%, p € L3(£) et une suite (1)) avec g, — > Otelle que
e deel
Ve, —— v, dans (HZ(Q)) faible,
k—o0

pe, — p, dans L?(9) faible,

k—o0

exVpe, —— 0, dans (L?(Q))? fort.
— 00

4. Montrer que (v, p) est solution du probleme de Stokes

—Av+ Vp = f, dansQ,
divv =0, dans (Q,
v =20, surdf, (1

/pda:zO.
Q

5. Montrer que toute la famille (v., p. ). vérifie

ve —— v, dans (H3(Q))? faible,

e—0

pe — p, dans L*(Q) faible.

E—

On va maintenant établir la convergence forte de ces suites.
6. Montrer que, pour tout e > O on a
Vo2 < (f, U8>H*1,Hé~
En déduire que

limsup [|Voe|[72 < (f,v) g1 -
e—0

7. Montrer que

IVolZ2 = (f, U)H*RH(}a
et en déduire que (v, ). converge vers v fortement dans (Hg ())<.

8. En calculant V(p. — p) et en utilisant un résultat du cours, démontrer que la convergence de (p ). vers p est
forte dans L?(2).

Partie III- Estimation de I’erreur :

Sous des hypotheses supplémentaires, on souhaite établir une estimation de 1’erreur en fonction de €. On va sup-
poser que f € (L?(2))?, ce qui implique (comme on I’a vu en cours) que la solution du probléme de Stokes (1)
vérifie

ve (H*(Q)? et pe HY(Q).

On note w, = v — v €t g = p — P les erreurs en vitesse et en pression respectivement.
On va d’abord établir une estimation en /¢ de la norme H' de w. et de la norme L? de ¢.. Dans un second temps,
on montrera une estimation en ¢ de la norme L? de w;. et de la norme H ! de g..



1. Vérifier que w; et g. sont solutions de

—Aw. +Vg. =0, dans {2,
div w. — eAg. = —eAp, dans Q,
we =0, sur 952, (2

/qum:O.
Q

2| Vw72 + e Veell72 < el V[

Etablir I'inégalité

En déduire que pour tout > 0 on a
[o = vl < [[VpllL2 Ve,

et
IVellzz < Vo2

2. Montrer ensuite que, pour C' > 0 indépendant de ¢, on a
Ip = pellrz < CVe.
3. Justifier I’existence d’un unique couple (2., 7.) € (H}(Q))? x LE(Q) vérifiant

—Az. + Vr. = w,, dans(,
div zz. = 0, dans 2,
ze = 0, sur o, 3

/rsda::O.
Q

En utilisant un résultat du cours, justifier que 7. € H' () et vérifie
IVre|Lz < Cllwe|[L2, Ve >0,

pour un C' > 0 indépendant de ¢.

4. En utilisant w. comme fonction-test dans (3) et z. comme fonction test dans (2), montrer que
w22 < 26l Vpll 2| Vrell 2
5. Conclure qu’il existe C' > 0 indépendant de ¢ telle que
v —vellp2 < Ce.
6. Justifier que pour tout £ > 0 il existe une unique solution . € H!() du probleéme
—Ap. = ¢, dans ),

aaf; =0, surdf?,

/<pgdx:O.
Q

el < [IVepel| 2,

Montrer que

puis que

/ Gepe dz = ||Vipe |22
Q



7. Justifier ’existence d’une solution (®.,7.) € (Hg(Q))¢ x L3(£2) au probleme
—Ad. + V7. =0, dans(,
div &, = ., dans (2,
®. =0, surdf.
Montrer que . € (H?(2))? et qu’il existe C > 0 indépendant de ¢ telle que
[®ellm2 < Cl[Vepel| >

8. En utilisant &, comme fonction test dans le probleme vérifié par (w., . ) établir que

/Qe@s dx = / Vw, : VO, dx.
Q Q

9. Déduire des trois questions précédentes qu’il existe C' > 0 indépendant de ¢ telle que
el -+ < Cllwel|z>-
Conclure.

Partie IV- Le probleme de Navier-Stokes stationnaire :

On souhaite ici adapter 1’analyse précédente au cas des équations de Navier-Stokes stationnaires. Pour cela, on
introduit I’application tri-linéaire suivante

b:(v,0,w) € (H'(Q)? x (H'(Q)4 x (H(Q))? — %/Q (v-V)D) - wdz — %/ﬂ (v-V)w) - vdz.

1. Montrer que I’application b est continue et plus précisément qu’il existe C' > 0 ne dépendant que de §2 telle
que
1b(v, T, w)| < Cllollza@llz Jwll, Yo, 0,w € (H'(Q))".

2. On admet que pour tout € > 0, il existe au moins une solution (v, p:) € H au probléme non-linéaire suivant
ac((ve, pe), (W, q)) + b(ve, ve, w) = (f,w) -1 g, V(w,q) € H. (PD)
Justifier que cette solution vérifie le probleme suivant
—Ave + (ve - V)ve + %(div Ve )ve + Vpe = f, dans Q,
div v. — eAp. =0, dans Q,

ve = 0, sur 9L,
0
5‘]: =0, sur9df),

/psdx:O.
Q

3. En s’inspirant de ce qui a fait dans la partie II, démontrer que pour tout ¢ > 0, on a

Vel < Ifller-2, VElVPellpe < I flla-1,
et qu’il existe C' > 0 dépendant seulement de 2 telle que

Ipellz < CA+ N F -+
4. Montrer qu’il existe une sous-suite (ve,, pe, ) et un couple (v,p) € (HE(Q))? x L3() tels que

Ve, T v, dans (Hg(2))? faible,
Vey, m v, dans (LS(Q))d fort,
pe, —— p, dans L*(€) faible.

k—o0

5. Montrer que (v, p) est solution des équations de Navier-Stokes stationnaires avec conditions aux limites de
Dirichlet homogene.

6. Montrer que la convergence de (ve, , pe, )& vers (v, p) dans (H} ()4 x L2(Q) est forte.

FIN DU PROBLEME




