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EQUATIONS DE STOKES ET NAVIER-STOKES
INCOMPRESSIBLES

Sur une méthode d’approximation des problemes de Stokes et de
Navier-Stokes

Correction

Partie I- Le probleme approché :
1. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on vérifie aisément que

lac((v, p), (w, )| < IVv]|2[[Vwl[L2 + eI Vp[l 2Vl 2 + [Ipll L2 [1div wl| L2 + llg]| 22 [|div v]| >
< Ol (v, Pl (w, ),

ce qui montre la continuité de a..

On observe maintenant que, dans le calcul de a.((v,p), (v,p)), les deux derniers termes se compensent
exactement de sorte que

a:((v,p), (v,p)) = [V|[Z2 + €| Vpll72 > all(v, p)lIF,

pour un certain o > 0 (qui dépend de ¢).

2. Tlestclair que I"application (w, ) € H — (f,w) -1 g estlinéaire continue sur H. On peut donc appliquer
le théoreme de Lax-Milgram et ainsi prouver I’existence et I’unicité de la solution du probleme considéré.

3. e On commence par choisir des couples-tests de la forme (w,q) = (¢,0) ot ¢ € (H(Q))? et on obtient
bien que (v, pe) est solution de la premiere équation

_AUE +Vp6 = f7

au sens des distributions.
e On prend maintenant des couples-tests de la forme (w, q) = (0,1) ot v € H} (£2), ce qui donne

/ Vpe - Vipdr = —/ P(div ve) dz.

Q Q

On retrouve un probléme de Dirichlet-Neumann comme on 1’a vu en cours qui s’ écrit
—eAp. = —div v..

e La condition aux limites sur v, est contenue dans la définition de I’espace, alors que celle sur la pression
pe S’interprete par intégration par parties comme on I’a fait en cours.

Partie II- Convergence :



. On prend (w, q) = (ve, pe) comme fonction test dans le probleme étudié. On trouve
IVvelZe +ellVpellze = (fve) -1,y < 11 llvell sy
11 vient, d’abord
IVvell 2 < [ fllm-r,
puis
VelVpelle < [[flla-1-

. Pour obtenir I’estimation en pression il faut utiliser 1’inégalité de Necas. On utilise la premiere équation pour
écrire
Vpe = f + Av,
et donc
VPl < I flla-1 + [ Ave|l -1 < (| fll-1 + [[Voellpz < 2[f|[ -1

Comme p. est a moyenne nulle, I’inégalité de Necas, donne
[pellze < ClVpellm— <20 fl| -1

. D’apres les bornes uniformes obtenues précédemment, il s agit juste d’utiliser 1a compacité faible des fermés
bornés dans les espaces de Hilbert : de toute suite bornée dans un Hilbert, on peut extraire une sous-suite
faiblement convergente.

Pour la derniére convergence, on utilise la borne sur \/Vp,, ce qui donne
EkvaEk HL2 = \/ET"(\/&?HVPEIC HL2) < C\/Ek; m) 0.

. Le probleme étant linéaire, on peut passer a la limite faible dans la premiere équation et obtenir
—Av+Vp=f.
Il faut maintenant montrer que v est a divergence nulle. Pour cela, on utilise que

div v., — div v, dans L? faible,
k— o0

et que
erAp., = div (e, Vp.,) — 0, dans L? fort.
k—o0
En passant a la limite dans la deuxieéme équation du probleme P, , on trouve donc

divv = 0.

. Comme la limite faible éventuelle (v, p) de toute sous-suite est solution du probleme de Stokes, qui admet
une solution unique, I’argument standard de compacité montre que 1’ensemble de la famille (v, pe ). vérifie
les propriétés de convergence annoncées.

. On a déja vu que, pour tout € > 0, on a
IVvell7 + el Vpel[ T2 (f, ve) -1 s

Le terme en gradient de pression étant positif, on a bien 1’inégalité demandée. Comme on a convergence
faible de v. vers v, on peut passer a la limite dans le membre de droite de 1’inégalité. En revanche, on ne sait
pas que le membre de gauche a une limite, ce qui nous contraint de passer a la limite supérieure et donne le
résultat attendu.

. On obtient I’égalit¢ demandée en prenant v comme fonction-test dans le probleme de Stokes obtenu a la
limite.
En combinant les deux résultats précédents, on trouve

limsup [[Voe[[r2 < [[Vo[2,
e—0

ou encore
limsup [[ve|| gz < [0l a1 -
e—0

Comme v est la limite faible de (v.). dans H{, cette inégalité implique la convergence forte par un résultat
classique d’analyse fonctionnelle.



8. On soustrait les deux équations vérifiée par (ve, pe) et (v, p), et on trouve
V(pe —p) = A(ve —v).

Comme v. — v tend vers 0 dans H* fort, on obtient que A(v. — v) converge vers 0 dans H ~! fort. D’apres
’inégalité de Necas, cela montre que p, — p tend vers 0 dans L? fort.

Partie II1- Estimation de I’erreur :

1. L’obtention du systeme vérifié par les erreurs est une simple soustraction.

On prend alors w. comme fonction test dans la premiere équation et g. comme fonction test dans la seconde.
Il vient, en intégrant par parties le terme en laplacien de pression,

9 S
IVwellZ> + €l Vel 2 = 5/ Vp -V dr < el|Vp|l2[[Veel 2 < §|\Vqs||%z + §||VPH%2~
Q

En absorbant le premier terme du membre de droite par le membre de gauche, on trouve 1’inégalité souhaitée.
Par définition de w,, I’estimation de ||v — v¢|| g1 s’en suit.

2. On revient encore une fois & I’équation vérifiée par (w,, g-) pour écrire
Vge = Aw,,
d’apres I’inégalité de Necas, il vient
el < ClIVae|lm—1 < O Ve 12 < C'Ve.

3. Il s’agit tout simplement d’un probleme de Stokes avec donnée au bord homogene et second membre w,
dans H{ et donc en particulier dans H .

Comme 1’ouvert est régulier, le théoreme de régularité elliptique s’applique et montre que, des lors que w,
est dans L2, la solution (z.,7.) est dans (H2(2))? x H'(Q) et qu’en plus on a une estimation du type de
celle demandée.

4. On effectue les manipulations proposées pour obtenir

/Vzg:szda?—&-/VTe'wad$:||ws||2L27
Q Q

et
/VwE:stdm+/ng~z€dx:0.
Q Q

Comme div z. = 0, le second terme ci-dessus est nul et on obtient

e 122 :/vrs'wedl':_/TediVU}E:E/ A(p—qe)rg,dszg/ V(g — p) - Vre.
Q Q Q Q

11 vient
lwellF2 < e(IVaelle + IVl 22) I Vrell L2 < 2¢l|Vpl L2 Vrell 2

5. 1l suffit de combiner les inégalités des deux questions précédentes.

6. Il s’agit d’un probleme de Laplace-Neumann. L’existence et ’unicité d’une solution & moyenne nulle est
assurée par la condition de compatibilité qui est vérifiée ici car g. est elle-méme a moyenne nulle.
Linégalité ||g|| z—1 < [[Vipe| 2 est une conséquence immédiate de la définition de la norme H 1.

Pour la seconde propriété, on prend simplement . comme fonction test dans le probleme étudié.

7. 1l s’agit d’un probleme de Stokes avec terme source en divergence dont I’existence et unicité de la solution
est assurée des lors que ce terme source est a moyenne nulle, ce qui est bien le cas ici.

Par ailleurs, on dispose d’un théoréme de régularité elliptique pour ce probléme qui donne exactement les
propriétés demandées.

8. En prenant ®. comme fonction test dans I’équation —Aw, + Vg. = 0, on trouve

/ g div @, do = / Vu, : Vb, de.
Q S~ Q

=Pe



9. On combine les résultats précédents

Vel = [ aopedo= [ Ve Vo.a
= [ e a0 do < ez |9l < Cluels |9l
Q

ce qui fournit
Vel < Cllwellz2,

et donc
gell -1 < Cllwe]| e

Comme on a déja obtenu une estimation en ¢ pour |w.|| 12, ’estimation d’erreur en pression en norme H ~*
s’en suit.

Partie IV- Le probleme de Navier-Stokes stationnaire :

1. 11 suffit d’utiliser I’inégalité¢ de Holder avec les exposants 3, 2 et 6 (étant entendu que 1/2+1/34+1/6 = 1)
ainsi que Iinjection de Sobolev H'(Q2) C L°(Q) valable en dimension inférieure ou égale a 3.

2. La plupart des termes se traite de la méme fagon que dans le cas linéaire. Seul le terme non-linéaire nécessite
une attention particuliere.
Plus précisément, en prenant w € (D(Q2))? dans b(v.,v.,w), le premier terme est déja sous la forme
adéquate, quand au second terme il se traite ¢ I’aide d’une intégration par parties et fait apparaitre le terme
en 1/2(div v, )v. dans I’équation.
On ne s’attend pas a trouver une trace de ce nouveau terme dans le probleme limite car la divergence du
champ de vitesse limite sera nulle. Néanmoins, la présence de ce terme additionel est fort utile sur le
probléme approché. 1l est 1a pour faire en sorte que le terme non-linéaire ne contribue pas a 1’estimation
d’énergie bien que v, ne soit pas a divergence nulle. Concretement cela signifie que si on prend w = v, dans
le probleme approché, le terme en b s’écrit

b(vé‘av&‘)v&) = O?

par un calcul immédiat & partir de la définition de b qui n’utilise aucune propriété de v..

3. D’apres les considérations précédentes, 1’estimation d’énergie pour le probleme s’écrit exactement de la
méme facon que dans le cas linéaire

IVvellze + el VpelZs = (f ve) a1, m3.

ce qui donne les deux premieres bornes souhaitées, exactement comme dans la partie linéaire.

Pour obtenir la borne L? sur la pression avec I’inégalité de Necas il faut estimer la norme H ~! du gradient
de pression en partant de 1’égalité

1
Vpe = f+ A — (ve - V)ve — §(div Ve ) Ve

La nouveauté provient du terme non-linéaire encore une fois. Celui-ci s’estime comme suit (grace a la
question 1)
Yw € (Hg ()4, [b(ve, ve, w)| < Clfvel|3p [|w] e,

ce qui montre que

1
(ve - V)ve + 5(diV Ve ) Ve < Cllvel[7-

H-1

Comme on a déja une borne H L sur v,, le résultat attendu vient.

4. L’extraction de sous-suite faiblement convergentes est maintenant classique. Il faut ensuite invoquer la com-
pacité de I'injection de Sobolev sous-critique H'(Q) C L3(Q) pour obtenir la convergence forte attendue.

5. La encore tous les termes linéaires se traitent comme dans les parties précédentes. Il reste a justifier le
passage a la limite dans le terme non-linéaire ; d’apres la question 1 on voit que la convergence forte dans
L? de v, et la convergence faible dans H' de v. suffisent a passer 2 la limite dans ce terme dans H ' et
donc au sens des distributions.



6. La convergence forte de la vitesse s’obtient d’abord en passant a la limite dans 1’égalité d’énergie exactement
comme dans le cas linéaire (on utilise & nouveau de facon fondamentale le fait que le terme en b(., .,.) ne
contribue pas a cette égalité !).

Une fois cette convergence forte établie on en déduit la convergence forte dans H ~! du terme bilinéaire et
donc du gradient de pression. L’inégalité de Necas permet alors de conclure.



