Master 2 — Mathématiques Fondamentales
Corrigé de I’examen de topologie du 11 janvier 2011

Probléme 1
I : Eléments primitifs

1) Soit p(x) = kz, k € Z, = € H. Comme ¢ est bijectif, il existe un unique 2’ € G tel que
o(x) = ko(2') = p(ka'). Ceci est équivalent & 2z = ka’. 1l ’ensuit que ¢(x) est primitif si
et seulement si x est primitif. [ ]

2) Si x n’est pas primitif alors il existe un entier & > 1 tel que z = k y, y € G. Alors
kye H,douk [y] =0 dans G/H, ce qui montre que [y] est un élément de torsion dans
G/H. Donc G/H n’est pas libre.

Réciproquement, supposons x primitif. Montrons que G/H est abélien libre de rang n — 1.
Comme G et H ~ 7Z sont abéliens, le quotient est abélien. Pour montrer que G/H est
libre, il suffit de montrer que ce groupe est sans torsion. Soit [u] € G/H et soit m le plus
petit entier positif ou nul tel que m [u] = 0. Alors m v € H. Donc m v = k = pour un
certain k € Z. Soit d le pged de m et de k. Alors (m/d) u = (k/d) x d’ou (m/d) [u] = 0.
Par définition de m, on en déduit que d = 1. Soit kv + mw = 1 une relation de Bezout.
Alors

x=1-2=(kv+mw)z = kvx + mwz = v(kz) + mwz = v(mu) + mwz = m(vu + wzx).

Puisque x est primitif, m = 1. Donc [u] = 0. On a ainsi démontré que G/H est sans
torsion, donc libre. Son rang est donc

rang(G/H) = rang(G) —rang(H) =n — 1.
|

3) Soit (z,x3,...,2,) une base de G. Supposons qu’il existe k € Z et y € G tels que
x =k y. Comme x # 0, k # 0. Alors (y, z2,z3,...,Ty) est encore une famille Z-libre de G.
C’est aussi une famille Z-génératice de G. C’est donc aussi une base de G. L’application
envoyant la premiére base sur la seconde base définit une application f : G — G qui
est Z-linéaire bijective, donc Z-inversible. La matrice de f dans la base (z,z2,...,x,) est
Diag(k,1,...,1). Son déterminant est donc k. Comme f est inversible sur Z, k = =+1.
Donc z est primitif.

Réciproquement, supposons = primitif. Soit H; = {k x | k € Z} le sous-groupe engendré
par 1 = z. Ce groupe est isomorphe a Z. D’apres la question précédente, G/ H; est libre de
rang n — 1. Supposons avoir construit une famille (x1, x9, ..., xy) libre dans G engendrant
un sous-groupe libre Hy, de rang k < n—1 tel que G/ Hy, est un groupe abélien libre de rang
n—k. Comme Hy # G, il existe ;11 € G tel que y ¢ Hy. On peut supposer x1 primitif.
Alors la famille (x1,xa, ..., 2k, Tx41) est libre dans G. Le sous-groupe qu’elle engendre est
donc libre de rang k + 1. Montrons que G/Hj41 est libre de rang n — (k 4 1). Il suffit
de montrer que ce groupe abélien est sans torsion. Soit [u] € G/Hj41. Soit m un entier
positif ou nul vérifiant m [u] = 0 dans G/Hjy1. Il existe donc [y,...,lx11 € Z tels que

mu=U0hx1+- -+ lgr1Tkr1-



Comme (x1,...,2Tk+1) est une base de Hiy1, on en déduit que I; € mZ pour tout 1 < i <
k+1.Donc u € Hy41 d’out [u] = 0. Donc G/H}41 est libre de rang rang(G) —rang(Hg+1) =
n — (k+1). On a donc démontré le résultat par récurrence.

4) Soit d pged de aq,...,a,. Supposons que y = kz pour un certain k € Z et z € G. 1l
existe by,...,b, € Z tels que z = byx1 + - - - + by, Donc

y=a1x1+ -+ anty = k(bix1 + - + bpzy) = kbiz1 + - - - + kb,

Par unicité des coefficients de la base, a; = kb; pour ¢ = 1,...,n. Donc k divise le pged
d. Par conséquent, si d = 1 alors kK = 1 et y est primitif. Si d > 1, alors on peut prendre
k = d et vérifier la relation y = kz donc y n’est pas primitif. |

II : Préliminaires géométriques

1) 1.1) D’apres la classification des surfaces, ¥ est difféomorphe & une somme connexe de
g tores. On prend pour \; la longitude du i-eme tore et pour p; le méridien du i-eme tore.
Les intersections géométriques sont aisément vérifiées. En orientant convenablement les
courbes \; et u;, on peut imposer le signe de l'intersection algébrique \; ® u; = +1. Le
résultat s’ensuit. |

1.2) L’application induite en homologie par linclusion ¥ — S est un isomorphisme.
Vérifions le de deux manieres :

- par la suite de Mayer-Vietoris : on prend S =DUY et DNY = dD. Nous avons la suite
exacte

~

La derniere application & droite est nulle. Comme H;(D) = 0, application a gauche
se réduit & H1(0D) — Hi(X¥) qui est induite par l'inclusion. Comme 9D est 'unique
composante de bord de X, la classe [0D] est nulle en homologie dans . L’application
a gauche est donc aussi nulle. Comme la suite est exacte, on en déduit I'isomorphisme
cherché.

- Alternativement, on peut utiliser le théoréme de Van Kampen pour comparer les groupes
fondamentaux : on trouve (X, %) = (A1, pt1,. .., Ag, ftg) (groupe libre & 2g générateurs) et
pil(i,*) = (A, By -5 Ags g | [A1, 1] - - [Ag, 11g]) (quotient du groupe libre & 2g générateurs
par le sous-groupe normal engendré par le produit des commutateurs [Ai, p1] - - [Ag, ftg].
L’application induite par I'inclusion est la projection canonique. Le premier groupe d’ho-
mologie est I'abélianisé du groupe fondamental, donc la projection canonique induit un
isomorphisme H;(X) ~ Hy(X).

Ensuite, on part d’une base symplectique géométrique pour f]; on isotope légerement
chaque courbe fermée simple de cette base de facon a éviter le disque D sans modifier les
intersections géométriques entre elles. Les courbes fermées simples obtenues ainsi dans X
induisent en homologie par inclusion dans S la méme base symplectique de départ. Par
conséquent, elles forment une base symplectique géométrique. |

1.3) L’application induite en homologie par Iinclusion ¥ — ¥’ est un isomorphisme. Le
meéme argument que précédemment s’applique donc. |



1.4) Soit o une courbe fermée simple sur ¥ passant en [0] € ¥ = R?/Z2. 1l existe un
unique lacet @ : I — R? relevant a telle que a(0) = (0,0). Soit (a,b) = @(1). Comme a(1)
et @(0) = 0 sont deux relevés de [0] € R?/Z?, on en déduit que (a,b) € Z2. 1l est aisé
d’homotoper dans R? la courbe & en un segment joignant (0,0) & (a,b) :

as(t) = (1 —s)a(t) + st(a,b)

est I’homotopie recherchée. De plus, cette homotopie se projette en une homotopie de .
Les classes d’homotopie de lacets sur Y sont ainsi en correspondance bijective avec les
segments passant par (0,0) et (a,b) € Z? dans R2. Soit d le pged de (a,b). Compte tenu
de I’action de Z2, la courbe « est parcourue d fois. Par suite, vu la question I-4, les classes
d’homotopie de courbes fermées simples sur ¥ sont en correspondance bijective avec les
éléments primitifs de Z2. |

2)

2.1) On écrit a dans une base symplectique géométrique de ¥. On a alors o = Zj a;[A]+
> bjlu;]. On représente chaque classe a;j[\;] par a; copies paralleles de la courbe fermée
simple \; avec ou non l'orientation originale de A; selon que a; est positif ou négatif
respectivement. On procede de méme pour bju;]. Les intersections géométriques sont
bien nulles ou égales a 1. |

2.2) Si ¢ est séparante, compte-tenu des hypotheses sur X, o = [¢] = 0, ce qui contredit
I’hypothese. ]

2.3) Pour la réalisation de 2m par une courbe fermée immergée, voir les deux premiers
dessins de la figure ci-dessous. (Les deux autres dessins indiquent comment réaliser 21.)

B a

Supposons par I’absurde qu'il existe une courbe fermée simple c telle que [c] = 2[u] = 2m.
Comme «a # 0, [¢] est non séparante. Par un diffomorphisme positif f de X, on peut
envoyer cette courbe fermée simple sur n’importe quelle autre courbe fermée simple non
séparante, par exemple sur le méridien p. Maintenant f(u) est une courbe fermée simple



non séparante ' dont la classe d’homologie est [u'] = a I + b m pour un certain (a,b) €
72 —{(0,0)}. Comme f préserve l'intersection algébrique,

0= [dofd] = £.([c))o £.([c]) = [u]e f.(2[u]) = 2l (] = 2 me(al+bm) = 2a mel = —2a.

Donc a = 0. Par conséquent, [¢/] est un multiple (entier) non nul de m. D’autre part,

2] = 2f.([u]) = fi([c]) = m, ce qui impose [1/] = $m, ce qui est absurde. |

2.4) Conséquence de I-4) et de II-1.4). Pour le dessin, il suffit de suivre l'orientation de
chaque courbe & chaque point d’intersection (et d’effacer les arcs non parcourus). Voir
ci-dessous les courbes fermées simples correspondant a [ + 2m et 2] + m respectivement.ll

‘@

2.5) Supposons que d = pged(z,y). Alors a = d (2/ 1 + 3 m) avec d2’ = z, dy = y,
',y € Z. Comme 7’ et 3 sont premiers entre eux, o = x' | + ¢ m est primitif et
la question précédente assure qu’il existe une courbe fermée simple ¢’ représentant o’.
Choisissant d copies paralleles de ¢/, on obtient d courbes fermées simples deux a deux
disjointes représentant o = d «. Montrons que d est le nombre minimal de courbes fermées
simples deux a deux disjointes ayant cette propriété. Soit 1 < k < d le plus petit entier
tel qu’il existe k courbes fermées simples cy,...,c; deux a deux disjointes vérifiant o =
[c1]+ -+ [cx]. Supposons qu'il existe au moins deux courbes parmi les ¢; ne représentant
pas la méme classe d’homologie. Disons [c¢1] = z1 | + y1 m et [ca] = x2 | + y2 m pour des
coefficients z;,y; entiers. D’apres 2.4), [c1] et [c2] sont indépendants sur Z. Or comme c;
et co sont disjointes,

0=[ci]®[co] = (z1 I +y1 m)e(x2l+y2 m)=z1Y2 — Y172,

ce qui contredit I'indépendance de [c;] et de [¢z]. Donc [¢1] = - -+ = [ex]. Alors a =k [¢1] =
d [c]. Comme c est non séparante, il existe un difféomorphisme positif f de ¥ tel que
f(e) = p. Donc fi([c]) = m et fu(a) =d m =k fi(c1). On en déduit que fi([c1]) = % m.
On conclut par 2.4) que d/k = +1. Vu ’hypothese sur k, on conclut k = d. |

2.6) On commence par traiter le cas ¥ = ¥, 09. Pour ¢ = 0, il n’y a rien a démontrer
(toutes les courbes fermées simples représentent la classe d’homologie triviale). Le cas g = 1



a été traité en 2.4). On peut donc supposer g > 2. Donnons nous une base symplectique
géométrique (A;, p;) pour Hi(X). Supposons qu'une courbe fermée simple ¢ représente une
classe d’homologie non nulle. Alors ¢ est non séparante et il existe un difféomorphisme
positif g de 3 envoyant ¢ sur A\j. Par conséquent (I-1 et I-3), [¢] est primitive.

Réciproquement, soit v une classe d’homologie primitive, disons o = 1 [A1]4+y1 [p1]+- -+
zg [Ag) + Yg [1bg]. Quitte & modifier 'orientation de I'une ou l'autre des courbes A;, p1;, on
peut supposer que les coefficients x;, y; sont tous positifs ou nuls. Pour chaque 1 <i < g,
on forme un voisinage relatif fermé de A; U y; : ce voisinage V; est topologiquement un tore
privé d’un disque ouvert. Dans V;, le résultat de la question 2.4) reste valide. Ainsi il existe
une courbe fermée simple ¢; dans V; telle que pged (i, vi) [ci] = i [Ni] + v [1i] € Hi(X).
Nous pouvons ainsi représenter « par la réunion disjointe de ), ., g pged(x;, y;) courbes
fermées simples. Montrons que cette réunion peut se modifier en une seule courbe fermée
simple. Pour cela, on utilise I’observation de I’énoncé : on peut joindre une courbe fermée
orientée simple ¢ non séparante a une autre courbe fermée orientée simple ¢’ non séparante
disjointe de la premiére par un arc orienté v transverse a c et a ¢’ tel que T,y @ Tpec = T2
(avec p = 7y N ¢) avec une orientation négative et Ty @ T, = T,X (avec ¢ = yN ') avec
une orientation positive. Voir la figure.

Pour le voir, il suffit d’utiliser un difféfomorphisme positif envoyant la premieére courbe
fermée simple sur une longitude pour s’en rendre compte. La seconde courbe est une
courbe disjointe de la premiére (représentée par une autre longitude sur la figure). Il y a
deux cas a considérer en fonction de l'orientation : voir la figure.

En remplagcant v par v et un arc parallele 4" (dont D'intersection avec ¢ et ¢’ est p’ et
q') et en effagant le petit sous-arc de ¢ entre p et p’ (resp. le petit arc entre g et ¢'),
on obtient une courbe fermée simple orientée unique cf,c’. Il est clair que cette courbe
fermée simple représente [c] + [¢'] = [cU ¢/] (on peut par exemple vérifier que [cf, /] agit
comme [c| + [/] par intersection algébrique et I'intersection algébrique est non dégénérée ;
ou encore vérifier directement que la différence des deux cycles est bien un bord).
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On commence le processus de la maniere suivante : on considére une sous-surface V2 C X
de genre 2 & une composante de bord contenant V; et V5 (et disjointe des autres V;). Sur V;
et Vo, d’apres 2.5), on a représenté x; [\;] +v; [ii] par pged(x;, y;) courbes fermées simples
paralleles ¢;. L’orientation de ¥ nous donne une courbe cjg qui est la plus extérieure de
toutes les pged(x1,y1) courbes paralléles dont la réunion représente x1 [A] + y1 [u1]. De
méme, il y a une courbe ¢y qui est la plus extérieure de toutes les pged(zy,y;) courbes
paralléles dont la réunion représente xo [A2] +y2 [p2]. On peut donc remplacer ¢19Ucgg par
la courbe ciofiyc20 pour un arc 7y approprié sans modifier sa classe d’homologie. On itere
ce procédé tant qu’il reste au moins une courbe “interne” parallele & cop dans V4 (ou une
courbe interne paralléle a c;o dans V7). Par conséquent, on itere |pged(x1, y1)—pged(z2, y2)|
fois. Ensuite nous avons & nouveau deux collections de courbes paralleles : par exemple, si
pged(z1, y1) > pged(ze, y2) alors une collection est constituée de pged(x1, y1)—pged(xe, y2)
courbes paralleles et 'autre collection est constituée de pged(z2,y2) courbes paralléles.
Nous pouvons alors réitérer le procédé. On reconnait ici que le nombre de courbes paralleles
est donné par 'algorithme d’Euclide. Le processus s’arréte une fois que nous avons une
seule collection de

pged(pged(z1,y1), pged(@a, y2)) = pged(z1, y1, 22, y2)

courbes fermées simples orientées paralleles dont la réunion représente xq Iy + y1 mq +
x2 la +y2 ma € Hi(X). De plus, ces courbes sont dans V; 2 donc sont disjointes des autres
courbes ¢;, j > 2.

On poursuit ce procédé par induction sur g. A la fin de ce procédé, nous trouvons une

seule collection de pged(x1,y1, ..., %4, yy) courbes paralleles. Mais comme o est primitive,
pged(z1,y1,--.,24,Y9) = 1 et donc il y a une seule courbe fermée simple représentant o.
|

Reste a considérer les cas ou ¥ = ¥,19 et ¥ = X;p1. Comme le fait de reboucher

par un disque ou un point induit un isomorphisme en homologie (le fait d’isotoper une
courbe fermée simple pour qu’elle évite un disque ou un point ne modifie pas sa classe
d’homologie), le résultat reste valide. |

2.7) Toute surface connexe sans bord compacte orientée de genre g est homéomorphe
au quotient d’un polygone surface a 4g arétes par les relations d’identification usuelles.
A Paide d’un vecteur normal & chaque courbe A;, p; et de lorientation de 3, on peut
distinguer le coté gauche ou droit de chaque courbe (ceci a déja été utilisé dans la question
2.6). On peut donc distinguer avant l'identification \; et )\ZTF ou u; et ,u;r. De plus, on
peut voir ce polygone a 4g arétes comme la réunion de g carrés \; p1; )\;“,u:r joints par un
petit tube ( = cercle épaissi = cylindre). Le résultat en découle. Ci-dessous deux figures
illustrant le cas g = 2.

IIT : Représentation symplectique
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1) L’homologie est un foncteur covariant donc (fog). = fsiogs et que (id). = idg, (). Side
plus, f et g représentent la méme difféotopie dans M(X) alors f et g sont homotopes et donc
fx = g« Enfin, si [f] € 9M(X) alors tout représentant f préserve 'orientation. Il résulte
de la définition géométrique de o que f préserve la forme d’intersection symplectique :
fx(z) ® fi(y) = z @y pour tous z,y € H. Donc f, € Sp(H,e). [ |

2) L’isomorphisme est simplement ’application qui & ¢ € Sp(H, ) associe sa matrice dans
la base ([Ai, [pi]) = (i, my). |

3) Chaque matrice de I’énoncé est I'image par p d’un twist de Dehn. Avec la base géométrique
symplectique standard ([A], [p1], ..., [Ag], [itg]), on vérifie
p(r) = Ui, p(r}) = Vi
On peut donc prendre a; = A;, b; = p;, 1 < i < g. Pour le troisieme type de matrice, on
vérifie que
p(re') = Wi

ou les courbes ¢; (1 <1i < g—1) sont indiquées sur la figure ci-dessous.

4.1) D’apres I — —2.7), si 'on découpe la surface le long des courbes d’une base symplec-
tique géométrique, on obtient une surface de type ¥g 4,0. On dispose donc d'un homéomorphisme



entre deux surfaces de méme type o 40 — E{Lg?o. On peut le construire de telle sorte
que non seulement il envoie composante de bord (i-eme carré) sur composante de bord
(i-éme carré) mais aussi qu’il envoie coté )\ch sur coté /\;jE et coté ,u,;t sur coté ,u;i.
Comme cet homéomorphisme respecte les identifications, il induit un homéomorphisme
[ Zg00 — Xg00- Par construction, f vérifie f(\;)) = N et fu(pui) = p et donc
F«(N]) = [N et fu([i]) = (i) (1 < i < g). Donc f. = 9. On a donc déterminé un

antécédent de 1, ce qu’il fallait démontrer. [ |
4.3) D’apres I-1) et I-3), ¥([\1]) est primitif dans H. Donc d’apres 11-2.6), il existe une
courbe fermée simple orientée A} représentant 1 ([A1]). [ |

4.4) Puisque [\}] est primitive, on peut la compléter en une base symplectique géométrique®
de H : on part de la base symplectique géométrique canonique, il existe un difféomorphisme
positif envoyant la premiére courbe fermée de la base sur [\]], donc on peut prendre I'image
en homologie de ce difféomorphisme de cette base. |

4.5) Dans la base symplectique géométrique (v, 7;), 1 = A et 71 est la seule courbe fermée
simple de la base géométrique a intersecter en un unique point la courbe v;. Ecrivons
¥([p1]) dans la base symplectique ([v;],[m;]) : c’est une combinaison linéaire sur Z de
[vi], [mi], disons ¥ ([u1]) = a1 [1] + @y [m1] + -+ + ag [vg] + a [7,]. Pour chaque 1 <
i < g, considérons la réunion de |a;| courbes fermées simples orientées constituée de |a;|
paralleles & v; avec son orientation si le signe de a; est positif, & v; avec l'orientation
opposée si le signe de a; est négatif. On procede de méme avec les courbes m; et on
prend la réunion b de toutes les courbes ainsi formées. Par construction, cette réunion b
représente ¢ ([u1]). L’intersection géométrique de cette réunion b avec vy est la somme des
intersections géométriques de v; avec les v; et m;, et donc est égale & |a}| i(m,v1) = |d]].
De plus nous avons d’une part,

Y([]) o (1] = (a1 1] + @y [m] + - + ag [v] + af [wg)) o 1] = ai 1] @ [11] = —a}

et d’autre part,

U([pa]) @ 1] = ¥ ([pa]) @ P ([M]) = [a] @ [Mi] = 1.

Donc aj. On conclut que l'intersection géométrique entre la réunion b de courbes fermées
simples représentant 1([u1]) et la courbe v est un unique point. |

4.6) 1l s’agit de modifier b comme dans la question 11-2.6) pour le remplacer par une seule
courbe fermée simple : on sait que 'algorithme fonctionne a priori, il s’agit seulement de
s’assurer que l'on ne modifie pas l'intersection avec vq. Au cours de 'algorithme de la
question I1-2.6), on insére un arc joignant deux composantes disjointes “externes” d’une
réunion de courbes fermées simples (qui est b au début). Au plus une de ces composantes
intersecte vy. Il suffit de s’assurer que ’arc n’intersecte pas v1. Comme v est non séparante,
ceci est toujours possible. |

4.7) La conclusion de 4.6) est qu’il existe une paire de courbe fermées simples orientées
(v1, 7)) telle que ¥([A1]) = [1] et ¥([\1]) = [7}]. En procédant par récurrence, on produit
une base géométrique symplectique (v}, 7}) telle que ¥([\]) = [vi] et Y([N]) = [7}], 1 <
i < g. L’hypothese (H) est donc vérifiée. On conclut par 4.1). |

Let pas seulement en une base.



Probléeme 2
I : La relation de la lanterne et I’abélianisation de M(X)

1) Le plongement est aisé, par exemple

2) Supposons d’abord que f fixe les segments ;. Si 'on découpe g4, le long des trois
segments I, I, I3, on obtient un disque (topologique) D. Comme f fixe le bord de ¥4,
f induit par restriction & D = ¥ 40 \ (1 U I3 U I3) un homéomorphisme f de D qui fixe
dD. D’apres le truc d’Alexander, [f] = [idp]. On en déduit que [f] = [ids] dans MM(So.40).

Dans le cas général, f(I;) est isotope & I; par une isotopie fixant les extrémités a tout
instant. Donc le lacet formé de I; puis de f(I;)~! est homotopiquement trivial, il borde
donc un disque D; dans ¥ 4. Les trois disques D; sont donc nécessairement disjoints
deux & deux. Donc les isotopies (h;)¢ correspondantes (faisant passer de f(I;) a I;) sont a
supports disjoints deux a deux. Donc (hs3)q 0 (hg)10(h1)10 f est un difféomorphisme fixant
les segments I;. Comme chaque isotopie (h;); se prolonge en une isotopie de l'identité de
¥0,4,0, on n’a pas modifié la classe de f en composant par (h3)i o (hg)io(h1)1. On est ainsi
ramené au cas précédent, qui s’applique. Conclusion : [f] = [ids, , o]

En particulier, si t,t,t.(I;) est isotope & te, teyteste, (1), alors (teytestestey) ‘tatyt.(I;) est
isotope a I; pour j € {1,2,3}. On peut donc appliquer ce qui précede a

f= (tC1t62t03t64)71txtytzv
ce qui démontre la relation désirée. |

3) La relation se démontre donc en vérifiant que t,t,t.(I;) est isotope & t¢,te,teste, (1)
pour j € {1,2,3}. Compte-tenu de la symétrie de la figure, il est suffisant de le vérifier
pour un seul indice j. Faisons le pour j = 2.
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Il est bien clair que les deux images de /5 sont isotopes dans Y 4,0. La conclusion s’ensuit
dans 93?(20,470).

Comme on dispose du morphisme

induit par l'inclusion vue en I-1), il est clair que toute relation dans 9t(Xg 4,0) induit la
méme relation vue dans 9 (X). On a donc bien démontré la relation de la lanterne dans
MX). |

4)La relation

[florao [f]7! = Tp)
est valable pour tout difféomorphisme positif f de ¥ et implique que dans l’abélianisé,
tous les twists de Dehn sont égauz. Comme 90%(X) est engendré par les twists de Dehn, on
en déduit que I'abélianisé (X)) est engendré par un seul générateur 7, représenté par
un twist de Dehn quelconque. D’apres la relation précédente projetée dans M(E)ab,

=74

donc 7 = 1 et ainsi M(XL)?P = 1. [
IT : Quelques difféotopies dans 7 (%)

1) Puisque a est séparante,
(Ta)s(x) =z + ([a]ox) x =2+ (0o x) x =z,
pour tout z € H. Donc (74)« = idy. Ainsi 7, € 7 (X).

Une courbe fermée simple a est séparante si et seulement si f(a) est séparante pour tout
difféomorphisme positif f de 3. La relation

[flotao[f]™ =74
implique que le conjugué quelconque d’'un twist de Dehn est encore un twist de Dehn
séparant. Donc le sous-groupe engendré par les twists de Dehn est normal dans 7(3). W
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2) On déduit de [a] = [b] que (74)« = (7)« par la méme formule que précédemment. Donc
Tap € T(X). La relation

[floTapo 17 = [flomao[fIT o lflom o [fI7 = Tpa) 0 77

montre que le sous-groupe engendré par les paires bordantes est normal dans 7(X). N

III : La filtration de Johnson

1) L’inclusion X419 — ¥4,0,1 (induite en recollant un disque percé le long du bord) induit
un épimorphisme M(X,10) — M(X4,0,1) dont le noyau est engendré par 7¢ (voir le cours).
D’apres 1I-1), 7c € T (34,1,0)- Nous avons donc le diagramme commutatif & lignes exactes :

1 (1c) T(3g10) —>=T(Xg01) —>1
1 (c) M(Xg,1,0) —= M(Eg01) — 1
2) On se fixe un systeme S de générateurs z,...,z2, de 7. Un mot en les générateurs

du systéme S est un suite finie d’éléments parmi S U S* (ot S~! désigne I’ensemble des
inverses des éléments de ). La longueur |w| d’un mot est le nombre d’éléments de la suite
constituant w. La longueur |z| = |z|g d’un élément = € 7 est le nombre de générateurs
et de leurs inverses dans un mot réduit représentant z. Il est bien connu que pour un
groupe libre, il existe exactement un mot réduit correspondant a un élément donné. En
particulier, un mot réduit w représente un élément non nul dans 7 si et seulement si w est
non vide.

Preuve intuitive : chaque élément non trivial © € I'ym a une longueur |z| > k par
conséquent, © ¢ I'py1m. Donc lintersection des 'y est triviale. (NB : Cette preuve a
été acceptée a la correction.)

La difficulté est de démontrer de facon completement rigoureuse la premiere affirmation
sur la longueur. En particulier le fait que 7 est libre joue un réle crucial. Cependant, méme
pour le groupe libre qui jouit de la propriété d’unicité du mot réduit, la longueur d’un
mot réduit n’est pas évidente a controler. Une preuve rigoureuse a peu pres élémentaire
est proposé a la fin de ce corrigé.

3) On sait que M(X,1,0) agit sur m : par automorphismes induits au niveau du groupe
fondamental. Soit [f] € M(X,,10). Alors fy est un automorphisme de 7 vérifiant f;([0X]) =
[0%]). Montrons que fy(I'ym) = I'ym. Il n’y a rien a montrer pour k& = 1. Montrons le
résultat par récurrence sur k. Alors

JsCrpam) = fy([Lpm, 7)) = [f3(Dem), fi(m)] = Lo, 7] = T 7.
C’est le résultat attendu. Il s’ensuit que f; induit par passage au quotient un automor-
phisme 7/Tym — 7/Tym pour tout k& > 1. L’application correspondante pi : [f] +—
fo, M(X) — Aut(n/T'k) est le morphisme recherché. [ |

Pour k = 2, T'ym = [m, 7] de sorte que 7/T'9m = 7/[m, 7] ~ H;(X). Le morphisme ps n’est
autre que la représentation symplectique. |
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4) D’apres la question 3), J(2) = T(34,1,0) (le sous-groupe de Torelli). Noter que py se
factorise par p : M(X4,1,0) — Aut(m) (qui est injective par Dehn-Baer-Nielsen). Puisque

Tgqrim CTgm

et que tout automorphisme f; de 7 vérifie fyI'ym = I'y7, on a un morphisme naturel
Im(pg+1) — Im(pg) qui rend le diagramme suivant commutatif :

M(Ey.1,0) > Im(py)

|

Im(pp+1)
Par conséquent, J (k) = Ker(px) D Ker(pg+1) = T (k+1). [
5) Considérons la suite exacte
1 - Ty /Tgpm — 7/Tpy — 7/Tp — 1
Puisque [f] € J(k), [f] agit trivialement (i.e. comme l'identité) sur 7/T'y7. Donc fyy-y =1

dans 7/I'yw. Par conséquent, fyy - vt € Im(Tyr/Tjy1m — 7/Tka1). On peut donc voir
fiv -7 ! comme un élément dans Ty |

On note [fyy - 7~1] sa projection dans I'ym/I'y417. Pour montrer que I'application

J (k) — Hom(H, T /Tyiam), m([f]) = [fiv -7
est bien définie, il suffit de voir qu’elle ne dépend que de la classe d’homologie [y] € H =
7m/Tom et non du relevé v € . Pour cela, il est suffisant d’observer que I'y7 /)17 est
abélien. En fait, nous avons
Fk-Jrlﬂ— D) F2k7r D) [Fk,l“k]

(La derniere inclusion découle du fait que I'y 1y D [I'xm, I'y7r] qui se montre par récurrence. )
Donc le groupe abélien (I'y7)* = Ty /[Ty, i) se surjecte sur I'ym/Tx 17 qui est donc
aussi abélien. Donc 74 ([f]) se factorise bien a travers ’abélianisé de 7 qui est H. |

Il convient aussi de montrer que 73 est bien un homomorphisme. Nous avons, pour f,g €
T (k),
m([fea)(D) =[(fea)) -7~ = [Flg(n) -~
= [fla() -+ -fO) -7
[9(0) -7 F()
= 7e(lgD (V) + 7DD
(On a utilisé le fait, dans la troisieme égalité, que f agit trivialement sur 7 /T'y7 et que
gyt en/Tym.) u
Le noyau de 7, se calcule directement : 7, ([f]) = 0 ssi 7% ([f])([7]) = 0 pour tout [y] € H. Or

(D) = [fs(v) 71 = 05ssi fyy-y™' € Tpamssi fy(y) = v mod I'y1m. On en conclut
que 7,([f]) = 0ssi f agit comme 'identité modulo I'y1 17, ce qui revient exactement & dire

que [f] € J(k+1). m
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Complément : le groupe libre 7 est résiduellement nilpotent

L’objet de ce complément est de démontrer rigoureusement ’affirmation selon laquelle

() Tem = {1}.

k>1
(Cette affirmation est équivalente & : m est résiduellement nilpotent.)

L’idée est de “mesurer” la longueur des mots de I'ym a l'aide d’une représentation de 7
(la représentation de Magnus).

Notons A,, = Z(X,...,X,) lalgebre des séries formelles & n indéterminées non commu-
tatives. Cette algebre est de dimension infinie, constituée par les sommes formelles infinies
de monomes de la forme
vall o Xf:?

pour tout 7 > 0 et toutes applications s : {1,...,r} — {1,...,n} et k:{l,...,7} = N
telles que s; # s;+1. Il n’est pas tres difficile de voir que le groupe U,, des unités de A,
(dont I’élément neutre est la série formelle égale a 1) est constitué des séries formelles dont
le terme constant est égal a 1.

On définit une application p : 1 — Ag, en posant

zi— 14X, ol - X+ X2 X34

)

pour tout 1 < ¢ < 2¢g. On vérifie par le calcul formel usuel que cette application est un
morphisme de groupes. Il est clair que I'image de p est bien dans Usg.

Lemme 1. Le morphisme p : m — Usy est injectif.

Pour montrer le lemme, il suffit de montrer quun mot w réduit en z1, ..., x2, non trivial
n’est pas envoyé sur 1. Pour effectuer le calcul, il est utile d’observer que

ou h(X;) € Ayy est une série formelle ne faisant intervenir que l'indéterminée X;. Si

maintenant ’on écrit I'image d’un mot réduit non trivial

_ .k k
w=Tgl Ly

dans Upg, on observe apres calcul que p(w) contient un unique monéme de la forme
ki« kX, -+ Xs,. Comme kj -k, # 0, on en déduit que p(w) # 1. [ |

Soit s € U = Uay. Définissons la hauteur de s comme le plus petit degré des monomes
apparaissant dans s. Par exemple, si s a une hauteur nulle alors s = 1. Un autre exemple
moins trivial est

s=1+X;X, - X;X;
dont la hauteur est 2.

Lemme 2. Tous les éléments non triviauz de p(Uxm) ont une hauteur > k.
Ce résultat se montre par récurrence sur k. Pour k = 1, I''m = 7 et p(m) C Up, dont

tous les éléments distincts de 1 ont hauteur > 1. Soit Hj, 'ensemble des éléments de U de
hauteur > k. Si on lui adjoint 1, ¢’est manifestement un sous-groupe de U. En comparant
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les produits f-g et g- f pour f € Hy et g € U, il n’est pas difficile de voir que [f, g] € Hy11.
Donc
[Hk7 U] - Hk+1-
Supposons, par récurrence sur k, avoir montré que p(I'ym) C Hy. Alors
p(Lk+17) = [p(Tx), p(m)] C [Hy, U] C Hy1.
D’ou le résultat. |

Evidemment, 'intersection de tous les Hy, k > 1, est réduite a {1}. Il résulte immédiatement

du lemme que
() Tem = {1}.
E>1



