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Chapitre 1

Analyse de Fourier des signaux périodiques

1.1 Généralités

Un filtre linéaire transforme une excitation de forme exponentielle f(¢) = ¢?' en une réponse de méme forme
g(1) = Ce%" ol a et C sont des constantes dépendant du filtre.

Un signal f : R — C est périodique de période T € R, si pour tout teRona:

fa+T)=f®

La période fondamentale est le plus petit T > 0 tel que la relation précédente soit vérifiée.

Une exponentielle e’ est périodique de période T si e*("*T) = ¢4 ’est-a-dire, comme e+ 1) = @1 04T gj T =]

ce qui est équivalent 2 a T = 2j7 k oi1 k est un entier relatif. En effet rappelons que e*17* = cos(2m k) +jsin@n k) = 1

Les signaux exponentiels périodiques de période T sont donc de la forme :
t r
2mk (_) m(_)]
T T

Lorsqu’on se restreint aux signaux a valeurs réelles, on considere plutot les fonctions circulaires :

: t
A7k(1) = cos +j sin

ol k est un entier relatif.

" e2inn(f) 4 g2im(=m(§)
cos|2mn (—) =
T 2
¢ ezjnn(%) _221'71(—11)(%)
sin (27 n (—) = -
T 2j

Cette fois n est un entier = 0.

La fréquence de ces signaux réels est v = T et complexes v = T

R - 2n . 14 . s -
Pour simplifier |'écriture on pose souvent w = T Les signaux élémentaires précédents s’écrivent alors :

eFiot: cos(nwt) ; sin(nwt)

La réponse d’un filtre périodique a une excitation e*1? est de la forme H(k) e*1? o1 1a fonction k — H(k) est une
constante du filtre, appelée fonction de transfert. Cette fonction décrit le filtre au niveau fréquentiel (section 1.5). En

effet prenons comme entrée des signaux périodiques sommes (infinies) de signaux exponentiels :

k=400

f(t) — Z Ckekjwf

k=—o00
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(nous verrons dans la section 1.3 que cette écriture est assez générale) alors la sortie sera donnée par la somme :

k=400

gn)=Y H(k) cpebo!
k=—0c0
Sous I'hypothése que la série trigonométrique :
k=+oc0 .
h()=Y Hk)e!
k=—00

converge, on peut aussi donner une représentation temporelle du filtre de la forme :
g=hxf

ol * est une opération appelée convolution que nous étudierons section 1.6.
Le calcul explicite de & sera abordé section 1.7.
Le calcul des coefficients ¢y est I'objet de la section 1.2.

La relation entre la régularité des signaux périodiques et le comportement des coefficients c; est étudiée section 1.4.

1.2 Coefficients de Fourier, premieres propriétés.

Définition 1 :

Soit f : R — C un signal périodique de période T. On appelle coefficients de Fourier de f les nombres suivants

-5

ao(f) _
=

1 T
afi=7 [ fwde
T Jo
2 (T 2 (T
— pour tout entier n >0, on pose : a,(f) = Tf cos(nwt) f(H)dt ; buy(f) = ?f sin(nw ) f(r)dt
0 0

1T
- pour tout entier k relatif, on pose : cx(f) = ?‘[ eikl‘”tf(t) dr.
0

La série de Fourier de f est la série trigonométrique :

ap(f) & . ke jkwt
— Y an(f) cos(nwt) + by (f) sin(nw)= Y ce(f)é
n=1 k=-o00

Motivons cette définition :
Proposition 1 :

Supposons que la série trigonométrique

+00 +o0 )
S(t) = Z a, cos(nwt)+ b, sin(nwt) = Z cp ket
n=0 k=—0c0

n=0 2
cr = cx(S).

k=—00

e X s ao(f)
vérifie Z |ay| + byl < +00| < Z |cpl < +00|.Ona =¢p = ¢o(S) pour n>0, a, = a,(S), b, = b,(S) pour ke Z,

Preuve:

Considérons la série d’exponentielles. Chypothese sur la convergence de S nous permet d’écrire :

=400 1 q=+oo

1 T i 1 T . 4q . T . .
—f eikl“”S(t)dt:—f e Kiwt Z cqe“’“”dt: — Z qu e Kot gaut gy
T 0 T 0 g=—o00 Tq:—oo 0

et de méme pour la série en cos et sin. Il suffit ensuite d’utiliser le lemme ci-dessous (dont la preuve est laissée en
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exercice) pour en déduire :

1 T
ck(S)z—f e Mt g dr =
T Jo
Lemmel:
r T
- f cos(nwt) cos(lcwt)dtzEsin:keNetOsinon,
0 ;
- f sin(nwt) sin(kw t)dt:Esin:keNetOsinon,
0
T
—f cos(nwt)sin(kw)dt=0sin,keN.
0
T . .
—f e MWlkiot 4 — T sip= ke Z et 0 sinon.
0

Lobjectif principal de ce chapitre est d’étudier sous des hypotheses assez générales sur le signal f la convergence
(vers f (1)) de la série de Fourier en ¢ de f.

Proposition 2 :

1. Pourn>0,0ona2c,(f) =a,(f)=jbu(f); 2c_n(f) = an(f) +jbu(f); co(f) = aoz(f)

2. Par périodicité on peut définir les coefficients de Fourier en intégrant sur [a, a+ T1].

3. Pour tout entier n = 0 et tout entier k et pour tout A,peC,onaa, A f+ug)=Aa,(f)+pan(g), by Af+ug) =
Aby(f)+ubp(@etcy Af+ug)=Ack(f)+puce(g).

Preuve :

1. s'obtient en utilisant 2 cos(nw t) = &“! + e 1" et 2jsin(nwt) = "’ — e71"? dans les formules intégrales
définissant les coefficients de Fourier.

a+T 0 T pa+T a+T a 0
2. se déduit de f = f + f f puis en remarquant que du fait de la périodicité f = f =- f .
a a 0 JT T 0 a

T

3. résulte immédiatement de la linéarité de f .
0

Rappelons que
— festpairesiVt,ona f(¢) = f(—1t) (symétrie du graphe de f par rapport a I’axe des ordonnées)
— festimpairesi V¢, ona—f(f) = f(—1) (symétrie du graphe de f par rapport a ’origine).

En changeant ¢ en —¢ dans les intégrales définissant les coefficients de Fourier on montre immédiatement :

Proposition 3 :

f paire implique b, (f) =0, f impaire implique a,(f) =0.

Exemple 1:

Les coefficients de Fourier a,, et b, de la fonction périodique de période 2 suivante

1
——si0<t=snm
T

g =

+—si —1<t=<0
T
vérifient :
— ap =0 par parité,

2
- pourn>0,bn=——f
T Jo

4

1 2 4
—sin(nndt=—— [(-1)"*-1] donc b,, = ——— sinestimpair et 0 si n est pair.
7T nm nm

1.3 Convergence ponctuelle de la série de Fourier

La convergence ponctuelle est donnée par le théoreme de Dirichlet :
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Théoréme1 :

On considére une fonction f périodique de période T, on pose w = T On suppose

1. f admet un nombre fini de discontinuités sur un intervalle de période T,
2. f admet une dérivée a droite et a gauche en en tout point de discontinuité
ce qui implique que f admet une limite a droite f(¢*) et a gauche f(¢7) en en tout point ¢, avec f(t*) = f(t7) = f(1)

en un point ¢ ol f est continue. Alors la série de Fourier de f converge en tout point ¢ vers

+ _ +oo k=+N .
JuD ) Y an(f) cos(nwt) + by(f)sin(nwt) = lim Y cp(f) !
2 n=0 N—+oo 7=y

Exemple 2 :
Soit la fonction périodique de période 2 définie par f(¢) = £ pour 0 < ¢ < 27. La fonction de méme période

g = [ —m est une fonction impaire donc pour n >0, on a a,(g) =0 = a,(f) et

2m 1 27 2
+ — cos(nt)dt=——
0 nn Jo n

cos(nt)
n

1 2
bn(f):—f tsin(nt)dt=—
7 Jo b4

X sin(nt) L T .
. En particulier pour t = 5on obtient

Le théoréeme de Dirichlet donne : f(f) =mr -2
n

1

T xsin(nf) xsin[2k+1)7] o (—Dk
2T T TR TGk T A ke

T o0
c’est-a-dire — =
4 ; 2k+1

1.4 Régularité du signal et décroissance des coefficients de Fourier

Les coefficients de Fourier sont bornés. En effet :
1 T
len()l= = [ [f(D)ldt
T Jo

et de méme pour a,(f) et b, (f). On ale résultat plus précis, appelé théoreme de Riemann-Lebesgue,

Théoréme 2 :

Les coefficients de Fourier vérifient
— aup(f) — 0et b,(f) — 0lorsque n — +oo

- ¢x(f) — 0lorsque | k| — +oo.

Commentaire :
11 en résulte que des suites (a,), (b,) (ou la suite (c;)) ne peuvent étre des coefficients de Fourier d'un signal

périodique modélisé par une fonction que si les suites (a,), (b,,) (ou la suite (cx)) tendent vers 0.

(e e}
> ekl

o0
On peut montrer que si les coefficients de Fourier tendent assez vite vers 0 pour que Z |a,| + byl CV (ou
0 —00

CV) alors le signal somme est continu.
Regardons la dérivabilité. En intégrant par parties dans les intégrales définissant les coefficients de Fourier on

montre :
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Lemme 2:

Si f périodique est continuement dérivable de période T alorson a:

an(f)=noby(f); by(f) =—nwan(f); cx(f) = (ko) e (f)

Il en résulte
Proposition 4 :
1. Si f est périodique et k-fois continuement dérivable, alors |c,(f)] < —-En particulier si f est indéfiniment
n
dérivable, les coefficients de Fourier décroissent plus vite que toute puissance de —.
n
2. Silep(Hl = —; aveca > k+1, alors f estla somme de sa série de Fourier et est k-fois continuement dérivable. En
particulier si les coefficients de Fourier sont a décroissance rapide, f est C™.
On a le méme résultat en remplacant |c, (f)| par |a, (f)| + b, (f)].

Le 1. de la proposition 4 résulte du lemme précédent. Le 1. se déduit du théoréeme de dérivation termes a termes

dans les séries de fonctions.

Donnons une généralisation du lemme 2 :
Proposition 5 :

Si f est continue et si f’ est défini sauf en un nombre fini de points (sur un intervalle de période) ou f est dérivable

a gauche et a droite et est continu par morceausx, alors les relations du lemme 2 restent valables :
an(f) =nobuy(f); bp(f) =-nwan(f); ck(f) = kjwcp ().
C’est-a-dire que si f est continue et est continuement dérivable par morceaux on obtient la série de Fourier de f’
(qui est alors continue par morceaux) en dérivant termes a termes la série de Fourier de f.
Exemple 3 :
La fonction continue

t
1-—5si O<t<nm

f= t T

—+1si—-nm<t<0
T

4
est la primitive « par morceaux » de g (exemple 1) telle que f(0) =1 et donc b, (f) =0et a,(n) = i si n est impair
nn

et 0 sinon.

Commentaire :

Supposons f dérivable. Alors si f est périodique f’ est aussi périodique avec la méme période. Mais f’ périodique

implique f périodique que si co(f’) = 0.

1.5 Représentation fréquentielle d’'un systeme périodique.
Fonction de transfert

. - . - 2m) . 5
Commencons par traiter un exemple. On considére le systéme périodique (w = ?) ol la sortie g correspondant a

I'entrée f vérifie I'équation différentielle :
g'+alg=f;w#a

+00
On suppose que f = Z ce(f)e kot est développable en série de Fourier et on cherche g sous la forme d'une série
(e 9)
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de Fourier,
+00 )
oo

On suppose qu’on peut dériver termes a termes. On obtient

+00

. +Oo .
g'+a’g=Y ck(®l(kjw) +a*1d " =} cr(frete
o0 o0
Cette relation sera satisfaite si pour tout entier k, on a

ck(g) = cx(f)

a2 — k2 w?

La fonction H(k) = est associée au systéme périodique, on 'appelle la fonction de transfert.

@2 — k2 w2

Définition 2 :
La fonction de transfert d'un systeme périodique est la fonction

e H(k) = S8)

cr(f)

définie par le rapport entre les coefficients de Fourier de méme rang de la sortie g et ceux de 'entrée f. Elle représente
le systeme périodique dans 'espace des fréquences.

sortie , .
— pour l'entrée f(f) =e
entree

exemple pour le systéme g + a® g = f posons g(t) = H(k) e1* on déduit

kiot

Pratiquement on calcule H(k) comme le rapport , pour laquelle ci(f) = 1. Par

gll+a2g: H(k) (_k2w2+a2) ekjwt: ekjwt

d’ot1la valeur de H(k) trouvée précédemment.

1.6 Représentation temporelle d’'un systeme périodique.

Convolution des signaux périodiques

Dans la section précédente la fonction de transfert H du systéme périodique peut étre vue comme les coefficients

de Fourier d'une fonction périodique & de méme période. En effet il suffit de poser
+00 .
h(t)=Y Hdke!
o0

La série converge (normalement) car chaque terme de la série vérifie la majoration | H(k) ek | <| H(k)| et H(k) a un
1
comportement en 2 (cf. prop.1).
Le probleme est alors : peut-on calculer directement la sortie g connaissant I'entrée f et la fonction 1 ?

La réponse est donnée par la convolution.
Définition 3 :

Soient f, h continues par morceaux, périodiques de période T. La convolution de f par & est la fonction périodique

définie par la formule intégrale suivante :

1 T
(h*f)(t)=—f ho) f(t-7)dr
T Jo

Par périodicité on peut intégrer sur un intervalle [a, a + T]. Limportance de cette définition résulte de la relation :
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Proposition 6 :

ck(h* f) = cp(h) e (f)

La preuve s’obtient en permutant les signes intégraux dans I'intégrale double définissant les coefficients de Fourier
de hx f (une f pour coefficient, une | pour %).
Il en résulte de la relation cx(g) = H(k) ¢ (f) = cx(h) ck(f) que la sortie g du systéme précédent est donnée en

fonction de 'entrée f par convolution :
g=hxf

Cet exemple se généralise immédiatement :
Proposition 7 :

Sila fonction de transfert H(k) d'un systeme périodique vérifie H(k) = cx(h) pour une fonction périodique & de

méme période alors le systeme est équivalent au produit de convolution par & :

g=hxf

Exemple 4 :

7
On consideére le systeme périodique (w =2 ?) d’entrée f et de sortie g vérifiant g’ + ag = f. La méme méthode

que précédemment donne

cr(g) = cr(f)

jkw+a

) r . . .
La fonction de transfert H(k) = se comporte comme % et a priori on ne peut rien dire sur la convergence de la

1
jkw+a
série
+00 .

Z H(k) e]kw t
(o)

Considérons la fonction h; () = e~ %! pour 0 < r < T et prolongée par périodicité de période T. Les coefficients de

Fourier sont donnés par

1T hiorare 1-e T
h)=— A s —————
o) TL ¢ Tkjo+a)
T —at
Posons h(t) = ———= pour 0 < ¢ < T et prolongée par périodicité de période T alors ci(h) = H(k) et par conséquent

1
le systtme g’ + ag = f est représenté par la convolution g = h * f.

La convolution vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 8 :

- hxf=fxh,
- hx(fixfo)=(h*xfi)x fo,
- hx (M fi+Aafo) =A1(h* fi)+A2(h* f2),

Sil'un des facteurs est dérivable, le produit de convolution est dérivable, et on a la relation b’ x f = (h * f)'.

1.7 Sommation des séries trigonométriques a coefficients rationnels en n

Traitons un exemple. On veut sommer la série de Fourier de période fondamentale 27

k=+oc0 1

Z . Jkt
oo 5 =2k +2
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La série converge absolument car le module du terme général vérifie la majoration

1 (ke 1
_ [ —
k2-2k+2 k2-2k+2

qui est le terme général d'un série convergente puisqu’il se comporte comme é lorsque k — +oco (on en déduit méme
la convergence normale d’ou1 la continuité de la somme).

Décomposons les coefficients en éléments simples

_i
1 _ 1 _ 2
K-2k+2 (k-1-j)(k—1+j) k-1

Les éléments simples sont des coefficients de Fourier en effet :
Proposition 9:

Considérons la fonction périodique de période 27 définie par f, () = e*’ pour 0 < ¢ < 27 et prolongée par
périodicité. On a

1 27 (f)
= c .
a+kj 1-e2ma klJa
Preuve:
2 2 —t(a+kj) 127 -2
2n Jo 27 Jo 2n | —(a+kj) 0 27 (a+kj)
On en déduit
—jl2 % _mee(fa-p) % B —% __ﬂCk(f(—l—j))
k—1-j jk+(=j+1) 1-e27 " k—1+j jk+(-j-1 1—e2m

et donc la série de Fourier est celle de la fonction périodique définie pour 0 < ¢t < 27 par

e ! el

l1—e27m 1-—¢2n

_wfap®) mfa-p@®)  me ' geltlt

_ — it
f(t)_ 1—e27 1—e27 1 —e27 1= e27 =n

Remarquons que f est continue car

T n(e—Zﬂ_QZn) ne—2n n.eZﬂ

+y _ U _ _ B ~ ~ ~
f(o )_1_e—2n 1—62”_(1—9_2”)(1—82”)_1—9—275 1—62”_f(2n)

1.8 Exercices avec corrigés

Exercice 1:

Calculer les coefficients de Fourier a, (f), b, (f) de la fonction périodique de période 2 définie sur [-7, + ] de la

maniere suivante

. b/ b/
1 si ——<t<-—

0 sinon
En déduire les coefficients de Fourier a,(g) et b, (g) de la fonction périodique de période 2 7 définie sur -, + 7]
de la maniére suivante
1 . /4 b2
+- si ——<it<—
2
gl) =
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Peut on en déduire les coefficients de Fourier a,(h) et b, (h) de la fonction périodique de période 2 7 suivante

r mo. T

——— =Sl —nT<t<——
2 2 2
r

h(t)=<4 +- Si ——<t<—

2 2
r 7

——4+ =81 —=<I<T
2 2

Etudier la convergence des séries de Fourier correspondantes.

Réponse:

7 2 T 2(=Dk
’ cos(nt)dt = —[sin(nt)l; = 2007 sin=2k+1, 0sinon.
nm

1 2
ap = — et par parité b, =0et a =—/
0=3etparp " "= 2k+ 17

0
1
Comme g=f— 3 onaay(g) =0eta,(g) =a,(f).
h est une primitive de g (périodique puisque a,(g) = 0) on obtient les coefficients de Fourier en intégrant termes a
termes, ce qui donne b, (h) = an(8)
n

, ap(h) =0, a,(h) =0 pour n>0.
- . T : - . 1
La série de Fourier de f converge vers f(¢) pour ¢ # + 5 +2 k. En ces points la série de Fourier converge vers >
1
Méme conclusion pour la série de g en substituant 0 a > h étant continue la série de Fourier converge vers h.

Exercice 2 :

Soit la fonction périodique de période 27 définie par f(f) = ¢ pour 0 < ¢ < 27. En considérant la fonction f —n
montrer a,(f) =0 pour n > 0. Calculer la série de Fourier de f.

n & (-DF
Montrer — = .
4 ;2k+1

Réponse :

g = f —n estune fonction impaire donc pour n >0, on a a,(g) = 0= a,(f). ay(f) =2met

2 1 2m

1 27 1 t 2
bn(f):—f tsin(nt)dt = — [_tcos(n ) +— cos(nt)dt=——
7w Jo b4 n o nmJo b2
0 a1 t
f(y=n-2 sin( 1) . Lavaleur de % est obtenue via le théoréme de Dirichlet en se plaganten t = g
1 n
o gin (AL < sin|(2k+1)Z2 o (_nk
EZH—ZZMZR—Z [—2]:7-[_ Z )
2 1 n 0 2k+1 o 2k+1)

Exercice 3 :

1. Calculer la fonction de transfert k — H(k) du systéme périodique de période 2 d’entrée f, de sortie g, défini par
I'équation différentielle

g+ag=f a>0
2. Montrer que les coefficients de Fourier ci(h) de la fonction périodique de période 2 telle que pour0< t <2rx

2 —at
h(t) = 1_L

272na' a>0

1
vérifient ¢ (h) = —— = H(k)
jk+a

Réponse :

1. On pose f () = éik* et on cherche g(t) = H(k) e/**, ce qui donne H(k) = -1

a+jk-’
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2. On vérifie immédiatement que c;(e"%’) = ——————. On en déduit le résultat en multipliant par ————.
2n(a+jk) 1—e2na

Exercice 4 :

1. Calculer les coefficients de Fourier a;, et b, de la fonction h paire périodique de période 27 telle que : h(?) =

cos(a(t—m) pour0<t<m.
2. Déterminer la fonction de transfert H(k) du systeme périodique, de période 27, g" + a® g = f d’entrée f et de

sortie g.
3. Montrer la convergence et déterminer les coefficients de Fourier a,(h,) et b, (h;) de la série

kgf Skt
hi(0) = ——
k=-o00 a* - k*

Comparer ay et a,(h;). En déduire la représentation de ce filtre par convolution.

Réponse :

1. h paire donc b;,, =0,

T
2. @:lf cos(a(t—m)di = —= [sin(a (t—m)]F =
2 wlh an

etpour n >0,

sin(a )
an

4

VA
fcos[(a+n)t—na]dt+f cos[(a—n)t—maldt
0 0

2 (" 1
a, =— f cos(a(t—m)) cos(nt)dt = —
T Jo b/

1 [[sin[(a+n)t—mall® [sinlla-—n)t—mall™ . 1 sin(r a)
== = —sin(ra) + =2a
T a+n 0 a-n 0 T +n a-n 7 (a2 —n?)
1 .
3. Pour —oco< k< +oo,0ona H(k) = ——5 et la fonction :
as—k
+00 ket 1 +00 2 1 +00
=) Hke*"'=—=+Y ——cos(nt)=—=+ Y a,(hy) cos(nt
1(1) _;o() = ,;aZ-nz (nt)=— n;n(l) (nt)
. a sin(m a) .. asin(r a) . . .
vérifie, pour tout n =0, a, = —— a,(hy), dou h = —— h; et le filtre est représenté par le produit de
T
convolutiong=hy x f=———hx f.
§ 1 f a sin(m a) f

Exercice 5:
Calculer les coefficients de Fourier a, (f) et b, (f) de la fonction périodique de période 2 7 définie sur [, + 7] de

la maniere suivante
1si0<t<1

0 sinon

-]

Quels sont les coefficients de Fourier a,(g) et b, (g) de la sortie g du systeme périodique de période 2 représenté par

I'équation différentielle g’ + A g = f?

Réponse:
w1
2 2
1 3 1 _
an(f) = an(f) = lf cos(n ) dt = —— [sin(not = 22, () = lf sin(n ) df = —— [~ cos(n )]} = <25
7 Jo nm nm 1 Jo nm nm

Les coefficients a, (g) et b, (g) vérifient les équations

Aan(g)+nby(g) =au(f); —nan(g) +Aby(g) = an(f)
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Aan(f)_”bn(f) nan(f)"‘ﬂvbn(f)

dont les solutions sont données, pour n > 0, par a,(g) = P ,bn(g) = P etAag(g) =ap(f).

Exercice 6:

Calculer les coefficients de Fourier a, (f) et b, (f) de la fonction périodique de période 2 7 définie sur [, + 7] de

la maniere suivante

4 /4
l1+cos(2t) si——<t<—
f(t):{ 2 2

0 sinon

Pour quelle valeur maximum de m cette fonction est elle m-fois continuement différentiable ?

Réponse:

a ( ) . (_1)k+18
°2f =1, pour > 0 pair ay(f) =0 et pour n=2k+1, an(f) = —5——.

bn(f) = Or

m=1




16

CHAPITRE 1. ANALYSE DE FOURIER DES SIGNAUX PERIODIQUES



Chapitre 2

Transformée de Fourier

des signaux intégrables

Principaux outils mathématiques utilisés : Intégrales généralisées (et fonctions définies par des intégrales générali-
sées).

2.1 Comportementlimite du spectre de fréquences d’un signal périodique lorsque

la période tend vers 'infini

Rappelons que pour un signal périodique fr de période T
— les fréquences possibles sontv=— ou ke Z

— le spectre des fréquences est donné par les coefficients de Fourier

T

e_zj”%th(t)dt

k 1
V=?'—’Ck(fT)=?f

2
I
2

— le spectre des fréquences détermine le signal par la série de Fourier

k=+o00 oin k
frin="3 clfrelm 7’
k=—00
— la « densité » en la fréquence v = T est
z k
Tck(fT)zf eI fr(ndr.
-z

1 k
C’est le quotient du k¢ coefficient de Fourier par longueur T de l'intervalle sur lequel v = — estla seule fréquence
possible.

Un signal en régime permanent R 3 ¢ — f(¢) peut étre vu comme un signal périodique dont la période est infinie.

a
En effet supposons ce signal nul pour ¢ assez grand, par exemple pour |¢| = > prenons T = a et notons [ le signal

T T
périodique de période T défini par fr(¢) = f(t) pour Y <t< 5 et prolongé par périodicité. Pour tout £ € R, on a
f(O= lim fr().
T—+o0

Regardons la limite lorsque T — 400
— des coefficients de Fourier de fr (ou plus précisément de la densité de fréquences),
— dela série de Fourier de fr.

Fixons une fréquence v € R. Posons T = kv (T est > a pour k assez grand). Remarquons que faire tendre T — +o0
revient a faire tendre k — +oo.
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Ona
T

7 +

e_zj”th(t)dtzf e—Zjthf(t)dt

—00

T
lim Tep(fr)= lim | e 2™ f(rde '2°
T—+0c0 T—+0c0 _% -

I
2

La fonction
+00 )
v»—»[ e ATV f(p)dt
—00

représente donc la limite lorsque la période tend vers I'infini du spectre de densité fréquences du signal périodique

fr.On appellera cette fonction
+

f(v):grf(v)zf me—zjnwf(t)dt

la transformée de Fourier de f. Elle détermine le spectre des densités de fréquences du signal f.

Maintenant donnons un sens a la limite de la série de Fourier de fr lorsque T — +oco. Comme

T
f(?) :fz, e AT (1) de = Ter(fr)
2

la série de Fourier du signal périodique fr

k=+o00 ok 1 k=+oco _ k e
fro="Y alfped ii== % f(_) QRinkt
k=-oc0 T, \T

s’interprete comme la formule approchée par la méthode des rectangles de I'intégrale

+00 . —
f =f e f(v)dv

o0

1 k
En effet prenons T comme pas et effectuons les préléevements aux points v = T (¢ est un parametre aussi bien

. . . R . ~ k k
dans l'intégrale que dans la série). La valeur de la fonction qu’on intégre en un de ces prélévements est f (?) ATl =

ik . ) 1 . ink ink 4 e s
Tcr(fr) €™ T, Laire d'un rectangle élémentaire est % Ter(fr) e™ Tt = cp(fr) €™ 7. La valeur approché de I'inté-
grale est la somme des aires des rectangles élémentaires, c’est-a-dire la somme de la série de Fourier.

Dans ce sens 'intégrale
+00 ) ~
fo= f TV fvydv @.1)

o0

peut étre vue comme la limite lorsque T — +oo de la série de Fourier de fr. On appelle

+

F(Q)1) = f "V g(v)dv

—00

la transformée de Fourier réciproque de g. C’est elle qui détermine le signal f a partir de son spectre des fréquences

7.

Pour terminer indiquons I'utilisation de la transformée de Fourier dans I’étude des systémes. Placons nous en

régime permanent, c’est-a-dire pour —oo < t < +00, et considérons le systéme :
1 -
g tag=f

Soit une fréquence donnée v € R. Une entrée f, de fréquence v s’écrit f, (1) = a, e217VI_On cherche la sortie

correspondante sous la forme g, (1) = H(v) f, (t). La fonction de transfert H(v) devant vérifier la relation

2jnvt 2jmvt

HWw)a,2jrv+a)e =a,e

est donnée par

Considérons maintenant une entrée
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La sortie correspondante sera donnée par la formule intégrale

+00 +00 ) R
g(t)=f gv(t)dV=f ™ H () f(v)dv

(o0}

Lobjet de ce chapitre est I'étude des relations entre les propriétés d'un signal f et celles de son « spectre en

fréquences »
+

v f(v) =f ~ e IV f(p)de

—00

appelé transformée de Fourier du signal f.

2.2 Transformée de Fourier des signaux intégrables

+00
Un signal f: R — C est intégrable si f |f()]dt < +oo. On note L' (R) (notation standard) I'espace des signaux
—00
+00 +oo
intégrables. On rappelle que la convergence de |f(£)]dt < +oo entraine la convergence de f fdt < +o00
—00

—00
(convergence absolue d'une intégrale généralisée implique convergence de cette intégrale).
Définition 4 :

Soit f € L' (R), on appelle transformée de Fourier de f la fonction

v f(v) =f e~ ImVEF(pdr.

—00

+

Comme |e 217V f(1)| = | f(1)| et f € L'(R), I'intégrale généralisée de la définition converge absolument.

Exemple 5:

Transformée de Fourier du signal porte. Soit a > 0 et y(x) = 1 pour |x| < a et 0 sinon. Alors

-2j 2j .
T :fmo e_zj””)((t)dt:fw o2imviq= € TV — etV sin@rva)
- —a

) —2jmv nva
Exemple 6 :
Transformée de Fourier d'un signal exponentiel causal. Soit a > 0.
+00 . +00 . e~ Qjmv+a)t +0oo 1
g/;(ue—at)(v):g(ue—ut)(v):f e—2]nvtue—atdt:f e—(Z]nv+a)tdx: : =—
—o0 0 -@2jrv+a)l, 2jrv+a

e—(zjnv+a)t ) e~

cecicar lim = lim — =0.
t—+oo [2j v+ al

t—+oo

-@2jrv+a)

Proposition 10:

1. Latransformation de Fourier est linéaire, c’est-a-dire f/-':g = f+ get /17 = )Lf, LeC
Soit U; f la translatée de f par 7, c’est-a-dire (U; f)(f) = f(t—1), et H, f la compression de f par a, c’est-a-dire
t
(Haf)(t) = f(;) Ona:
2. (U, )H(v) = e 27V fv),

3. ﬁ;(v) = af(av).
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Preuve:

1. estimmédiat et 2. et 3. se montrent par changement de variables. Par exemple,

+00 . _ +oo . . ~
(U-rf)(V) :f e_ZJ”V[f(t—T)dts_é_Tf e—2]nv(s+r)f(s) ds= e_ZJJTVTf(V).

—00

2.3 Régularité et croissance a I'infini. Représentation fréquentielle d’un filtre

Proposition 11 :

1. fcontinue et bornée.

2. f(v) — 0lorsque |v| — +oo (Riemann-Lebesgues).
3. (W =F(=2jmtf()W)sif,rf e L'R)

4. fivy=2jav i sif,f € LNR).

Preuve :

+00 . +00
1. |fv)I sf Ie_ZJ”Wf(t)Idtzf |f(£)]dt < +oo. La derniére intégrale est finie car f € L'R.
—o0 —o00

La continuité résulte du théoréme de la convergence dominée. En effet, on a la majoration suivante de la fonction

F(t,v)=e 2imvt f () continue en v (on utilise les notations du théoréeme de la convergence dominée, cf. fin des

rappels mathématiques) :
le 2™ F(o)l <] f(0)] = g (D)
ol par hypothese g est une fonction intégrable indépendante du parametre v.
2. Résultat admis.
3. S’obtient en appliquant la relation

£ +00 Ap—2jnVt +00 .
g(v)zf wdt:f e ATV it f(D)dt = F(-2jmt f(1)(V)

Pour montrer cette relation on applique le corollaire du théoréeme de la convergence dominée a f(t,v) =
ae—ZJJWtf(t)
ov

e—Zjnvtf(t) avec =2n|tf(0)]=g(r).

4. Onintegre par parties

+00 i . +oo . ~
f/(v):f e*ZJ””f’(t)dt:[e*ZJ””f(t)]igﬂzj'm)f e AV f(de = 2jmv) f(v)

(o0}

La partie intégrée est nulle comme il résulte du lemme suivant :
Lemme 3 :

f.f € LL(®) = f(1) — 0lorsque || — +oo.

Preuve :
1. f"e L'(R) implique
t +00
lim f(»)= limf f’(u)duzf f'(wdu
t—+o00 [—+00 J_o —00

existe et de méme en —oo.

2. Siune fonction intégrable admet une limite en +oo alors cette limite est nulle.
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Application 1:

2 2 . L . y 2 . P .
Montrons que e~ (v) = """, Posons f(t) = e "' . Cette fonction vérifie I'équation différentielle
fl+2tnf=0

Appliquons la transformée de Fourier de chaque coté, on obtient f’ (v) = —(751?) (v). La proposition 2. 4) appliquée
au premier membre donne f’ (v)=2jm vf(v) etla proposition 2.3) appliquée au deuxieme membre donne —(ﬁn\ﬂ (v) =
sy (f)’ (v). Il en résulte (f)’(v) = —vaf(v). Donc f et fsatisfont la méme équation différentielle linéaire du premier

ordre avec second membre nul. Ces deux fonctions sont donc proportionnelles f(x) = Cf(x). Faisons x = 0, alors

. +00 )
f(O)zleth(0)=f e " dt=1,doncC=1.

—00
Application 2 :
Représentation fréquentielle d’un filtre. Nous allons revenir sur I’exemple donné a la fin de la section 1. Considérons
le filtre g’ + ag = f. Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres

F(g +ag)=Qjav+a)Fgv)=F f(v).

On déduit la fonction de transfert du filtre

B Fgv) B 1

R = Ffv) 2jav+a

2.4 Transformée de Fourier réciproque.

Commentaire :

~ — 1
f € L'(R) n’'implique pas f € L'(R) par exemple ue %’ € L'(R) pour a > 0 et ue=4t(v) = siavia ¢ L'(R) (la

1

R o -
fonction — = v~ n'est pas intégrable au voisinage de +00).
v

Définition 5 :

Posons, pour g € LY (R),

—_— +w .
Fg(x) :f A7 g(v)dv

—00

& est appelée la transformée de Fourier inverse.

Proposition 12:

La transformée de Fourier inverse vérifie au signe pres les mémes propriétés que la transformée de Fourier & ="(le
vérifier en exercice) c’est-a-dire :

F Uy, ) (1) = 20 F g (1),

F(H19) (D) = AF QD)

(Zg) (1) =F (2jnvg)(t) lorsque les fonctions g(v),vg(v) € L' (R),

F (g (1) =—-2jmt (Fg)(1) lorsque les fonctions g(v), g’ (v) € L' ([R).

Théoréeme 3 :

ffell®=>ZF () =f
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Preuve:
(sous les hypotheses, forcément vérifiées a posteriori, f continue et bornée par M)

1. Tout d’abord pour tout a > 0, on a la formule d’échange

+00 R +00 pr+oo 9 +00 p+oo 2 dtdy
/ f(ax)g(x)dx:f f flax)e” ””xg(t)dtdx:f fne ]”*g(t)—
+00 +00 ) +00 R
=[ f f e 8™ g(qu)dudy = fw glawdu

+00o

. T w 14 . .
2. Nous aurons besoin de e~@!tl(v) = ———— 5 et f > dv =1 (calculs élémentaires, voir TD).
w-+4mcv —co WeHA4ATEY

3. Maintenant posons g(x) = e~“!*! dans 1. et faisons tendre a vers 0. Alors :

(@) f flax)gx)dx — f(0) f g(x)dx = f(0) ceci car:

— la continuité de f en 0 implique f(a x) g(x) — f(0) g(x)
— on ala majoration | f(a x)g(x)| < M g(x) (w > 0) ou g indépendante de « est intégrable,

on applique alors le théoréme de la convergence dominée (fin des prérequis).
+too +oo +oo .
(b) f f(u)g(au)du:f f(u)e“”‘“”‘du—»[ fw)du=F(f)(0) cecicar:
—00 —00 —00

_ ]’c‘(u)e—w\au\ . f(u)
- If(u)e‘w laul| < f(u)l fonction intégrable par hypothése et indépendante de « et il suffit d’appliquer a

nouveau le théoréme de la convergence dominée.

De 3a et 3b résulte :
) =Z(H0)

4. Enfin appliquons 3. a la fonction translatée f(x) = U_, f(0) (qui satisfait aux mémes hypotheéses que f), ona

+00

f0) =U_f(0) = F(U_N)0) = F (D™ )(0) = f AT Fy)dv = Z (f) (x)

()
Enongons une version simple de la formule d’échange montrée dans la partie 1. de la preuve précédente (la preuve
pour la version avec & est laméme) :
Lemme 4 :

Pour deux signaux f,g intégrables, on a les relations

+00 +00 +oo___ +oo —
f f(t)g(t)dtzf f(v)g(v)dv;f ﬁff(t)g(t)dt:f fWFgv)dv

Remarquons que les intégrales de ce lemme convergent. Vérifions le pour la premiére par exemple : comme f est

intégrable sa transformée de Fourier est bornée, c’est-a-dire If( )| < M, une constante positive, et comme |g(t)| est

intégrable la fonction If( 1) g(t)| = M|g(?)| est aussi intégrable.
On en déduit le résultat important suivant :

Théoréeme 4 :

(conservation de I'énergie) Soient un signal f tel que f et fsoient intégrables. Alors on a la relation

+oo +00
f If(v)lzdv:f |f (D12 dt
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Preuve :

Soient f,g deux signaux tels que f,g,g soient intégrables. Appliquons la formule d’échange :

+00 —

+oo__ _ too__ +oo _
Fvgwdv= f FPHWgmdv = f FOF@de= f Fgndr

—00

La relation f = . (f) est immédiate (voir TD). Le résultat s’en déduit en posant g=f.

2.5 Théoreme d’échantillonnage de Shannon.

La formule qui suit permet de déterminer exactement un signal dont le spectre (continu) des fréquences est nul

pour v = A, (fréquence de coupure) en partant d'un échantillonnage de pas

e Pour I’établir on utilise simultanément
c
coefficients de Fourier et transformée de Fourier.

Théoreme 5 :

(Formule de Shannon). Soit f : R — C un signal tel que la transformée de Fourier f(v) soit nulle en dehors de

Iintervalle [-A., A.]. Alors on a la formule de Shannon :

=3 f

k=—oc0

2A¢

E )sin(mc(t_ H)

Preuve :

Nous allons prouver cette formule en 5 étapes.

1. Les coefficients de Fourier de la fonction périodique g de période 2 A, telle que g(v) = f(v) sur l'intervalle
v € (—A¢,A¢) (et prolongée par périodicité) sont donnés par

ck(g) =

| 1 [+ i v~ 1 — &k 1 k
ik g(v)dv = ik fydv= — % (‘ ): (_ )
o f_ice gv)dv o /_oo e fvdv A f o 2;ch oh

2. Les coefficients de Fourier de la fonction h périodique de période 2 A, telle que h(v) = 27! sur I'intervalle
v e (—A¢,A¢) (et prolongée par périodicité). vérifient :

— pour ¢ :
pour t7 oo,
Ae Ly : Ae j k
cr(h) = f e 2im ik 2imve g, — 1 f ezlﬂv(tfm)dv
ZAC e ZAC —Ac
Z'nv(t—i) e in|27 A k
B o2 e _sm[ T C(t_z)tc)]
2/1(; 2jnv(t—2—§c) 27[/16 (t—zﬁc)
— pour = .
p 21,
1 (A pippk _ & Ae
cn(h) = AVE ") dy = dv=1.
©(h) 2/%‘[—15 2A¢ J-a,

3. get hdéterminent f par la relation suivante :

— +oo . ,\ Ae
O =Ffw = f ATV () dy = f h) gv) dv = 2 Ae co(hg).
- e

(oo}

4. Les coefficients de Fourier du produit gk ot g,h sont périodiques de période T, sont donnés par c,(gh) =
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+00
Z cn—-x(g) cn(h). En effet, dans le produit

k=—00

+o0 ) +o0 ) +00 )
gh =Y c@d** Y i@ =Y c (ghe"e”
k=-00 {=—0c0 n=-o0

le coefficient de &/“~ est Z ck(g) ce(h). Comme une série de Fourier détermine ses coefficients, on a

k+l=n
+o00o
cn@h) = Y c@ci(h)= Y cr(8cni(h).
kit=n k=00

5. On en déduit la formule de Shannon

+00 +oo ] n sin[2n/lc (t_z_?tc)
f®)=22cco(hg) =22, Z cn(h)c_n(g) =22 Z f( )
n=-o0 n:—oozac 2M¢ Zﬂﬂc(t—ﬁ)

En simplifiant par 21, on obtient la formule cherchée.

2.6 Convolution dans L' (R). Représentation temporelle d’un filtre.

Motivation :

1 —
2jnv+a
h(v) est la transformée de Fourier de h(f) = ue %!, La sortie g correspondant a 'entrée f vérifie § = h f. Nous allons

introduire la convolution des fonctions (k, f) — (h * f) qui satisfait m = ﬁf La sortie g sera alors donnée par

Considérons le systeme g’ + ag = f (avec a > 0) en régime permanent. La fonction de transfert H(v) =

g=hxf
C’est la représentation du filtre dans le domaine temporel.
Nous admettrons la convergence de I'intégrale généralisée dans la définition suivante :
Définition 6 :
Pour f,h € L' (R) I'intégrale généralisée

+00
f fhx-ydy

+00
CV et définie une fonction intégrable x — f % h(x) = / () h(x - y)dy appelée convolution des fonctions
intégrables f et h. -

Proposition 13:

Pour f,he L'(R),ona (h* f) = hf.

Preuve:

Ona:

+

00 . 400 +00 +00 . )
(hx flv)=(hx f)(v) =f e 2mxV (f f h(x—y)dy) dx:f f e YV e 2TV £y p(x — y)dydx

—00 o0

oo —2jmyv oo —2jm(x=y)v Z=x-y oo —2jmyv oo —2jmzv
:f e “Imy f(y)f e ) MWhix—ydx|dy™ = f e Iy f(y)f e "V h(z)dz| dy

(0.0} (o0} —00
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+00 ) +oo . ~
:([ e_zlﬂyvf(y)dy) (f e—2]ﬂzvh(z)dz :hf

o0 (o0)

Exercice 7 :

On consideére la fonction y () = 1 pour |¢| < 1 et 0 sinon. Calculer :

+00

X*}((t)=f xSy (t—9)ds

in2(2mt
sm(n))(v)

En déduire &# ( =)

Réponse:

On vérifie facilement que y(s) y(t—s)=1pour—-1<s<lett—1<s<t+1.Alors:
— pour [t| =2, x(s) x(t—s) =0donc y x x(¢) =0,
—pour-2<t=<0,x(s)y(t—s)=1lpour-l1<s<t+1,doncyxy(t)=t+2,
—pour0<sx<2,x(s)y(t—s)=1pourt—1<s<1,doncyxy(t)=2—t.

D’autre part comme ¥ (v) = M onayxy(v)= M
p X B TV X*X - 7-[2 V2
Alors, on a , ,
sin“(2m 1) —(sin“(27mt)
(—n2 2 )(V)Zg(w)(—v)=X*)((—V)=X*x(v).

Pour f, g, h € L'R la convolution vérifie (pour les définitions de U, et de H, voir la proposition 10 :

Proposition 14 :

1. Commutativité f xg=gx* f,

2. Associativité f x (g*xh) =(f xg) *x h,
3. Uaf)*xg=Ualg*[),

4. (Haf)*xg=Ha(g* [),

5. side plus f est dérivable et f’ € L' (R), alors f * g est dérivable et (f x g)' = f' x g.

Preuve :

Exercices faciles de changement de variables. Vérifions la propriété 5. :

d +00 +00 d
(f*g)’(x)=af g(y)f(x—y)dy=f g(y)d—i(x—y)dJ:f'*g(x)

Application 3:

Représentation temporelle d’'un filtre.
Reprenons I'exemple du filtre g’ + ag = f avec a > 0. Nous avons vu que la fonction de transfert de ce filtre était

H(v) = —————. On montre facilement (exercice) que
a+2jmv

Fu) e *Hw) = ; =H®v)
a+2jmv

Notons h(t) = u(t) e . La représentation fréquentielle

FgW)=HWFfV)=FhWFfv)=F(h* V)



26

CHAPITRE 2. TRANSFORMEE DE FOURIER DES SIGNAUX INTEGRABLES

donne par Fourier réciproque la représentation temporelle

g=hxf.



Chapitre 3

Transformée de Laplace

3.1 Motivation et existence.

Comme nous 'avons défini dans le chapitre précédent, la transformée de Fourier permet de traiter des signaux
intégrables c’est-a-dire des signaux f : R — C tels que " | f()|dt < +oo. Lorsqu’on se restreint au domaine ¢ > 0 il
est possible de définir une transformée trés proche de ia fransformée de Fourier mais qui peut traiter tous les signaux
de croissance sous-exponentielle en particulier des signaux qui ont une croissance polynémiale lorsque ¢ — +oo. Par
exemple I'échelon unité n’est pas intégrable, on ne peut donc pas parler de sa transformée de Fourier (dans le sens du
chapitre précédent), mais on montrera plus bas qu’il a une transformée de Laplace qui est la fonction %.

Les signaux f pour lesquels nous allons définir une transformée de Laplace sont représentés par des fonctions
définies pour ¢ > 0 sous-exponentielles et pour simplifier on supposera que ces signaux admettent une limite a droite

f*) eno.
Définition 7 :

Une fonction [ : (0, +oo) est sous-exponentielle s'il existe 7 >0, A= 0 et a € R tel que pour ¢ = #o on ait | f(#)| < Ae?.

On dira simplement que f ne croit pas plus vite que e?.

Théoréeme 6 :
Soit f : (0, +00) — C qui ne croit pas plus vite que e?’. La transformée de Laplace de f est la fonction p — £ f(p) de
la variable complexe p définie par 'intégrale généralisée
+00

Zf(p) :f e "Pf(rdt
0

Cette intégrale converge pour Rp > —a.

La fonction p — & f(p) est dérivable (donc continue) pour Rp > —a. La dérivée est

&N'(p)=ZL=tNHp).

Preuve:

1. Convergence: |e” ‘P f(1)| < e P! f(1)| < Ae'® P! pour Rp = b > aet pour t = ty. Comme a— b < 0 'intégrale gé-
+00 +00
néralisée Ael“ D1 dt converge et donc le”'P f(1)|dt également, c'est-a-dire que I'intégrale généralisée

0
définissant la transformée de Laplace converge absolument.

2. Dérivée. ,
d +00 G P (¢ +00
— Calculs formels —Ef(p):f e—f()dt:f e 'P(~tf(r)dt
dp 0 op 0

— Justifications : le théoréme de la convergence dominée, dont on reprend les notations, donne la dérivabilité :
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on a le droit de dériver sous le signe / car, pour Rp= b > q,

e P e <e (D1 e) [0 < AP e = g1

de”'P f(1) ‘ B
op -

fonction positive indépendante de p et intégrable (le vérifier) d’ol1 la dérivabilité pour Rp = b et ceci pour tout

b>a.

Premiers calculs :
n!

St (2P >0)

1 1
L. Zulp)=—; Ztwp)=— Lt"w(p)=
p p
1
at _
2. L(ue )(p)__p—a Rp>Ra)

. o a __Pr
3. Z(usin(an)(p) = —p2+a2 ; L(ucos(at)(p) —p2+a2 Rp=>0)

. a X _ p
4. f(u s1nh(a t))(p) = m ; cZ)(u COSh(a t))(p) = m (?Rp > Ial)

Commentaire :

Classiquement on appelle abscisse de sommabilité le nombre réel

+00
afzinf{ae[R:f e“”lf(t)ldt<+oo}.
0

+00
Pour a > ar I'intégrale f e “!|f(1)]dt converge et donc I'intégrale généralisée définissant la transformée de Laplace
0

+00

ZLfp) = / e 'P f(1)dt converge absolument pour Rp = a > ar.

Nous a%ons le critere suivant de majoration de 'abscisse de sommabilité :

supposons qu'il existe o >0 A >0 et k € R tel que pour ¢ = t on ait | f(£)| < Ae*? alors ar<k.

Un signal f:R* — C vérifiant ce critere de majoration est donc sous-exponentiel. Pour simplifier nous avons choisi
de définir la transformée de Laplace seulement pour les signaux sous-exponentiels propriété que vérifie tous les signaux
qui nous intéressent.

Vérifions le critere de majoration.

Preuve:

+00 +0o
Soit a > k. Alors e *!|f(£)| < Ae* P! et comme Ae* P4t < +00 on obtient/ e ' f(1)ldt < +oo et
0

0
donc ar < a. Ceci étant vrai pour tout a > k, on déduit ar< k.

Commentaire :

Lexpression de £ f(p) par la formule intégrale est valable pour tp > ar donc < f(p) est définie (et continue et

dérivable) pour Rtp > as. En général, pour R p = ay la transformée de Laplace peut ne pas étre définie, par exemple
1
I'intégrale généralisée définissant £ (u)(p) = — ne converge pas pour tout p tel que Rp < 0.
Mais comme on le voit sur les exemples ci-dessus Z f peut étre prolongée dans un domaine beaucoup plus grand :

C moins quelques points. Par exemple, on a a,, = 0, ol est '’échelon unité, alors que £ (u)(p) = —
p

3.2 Dérivation. Conditions aux limites.

Proposition 15 :

1. &£ est linéaire, c’est-a-dire que pour tout A, p € C et tout f, g on a la relation XA f+ug) =AZLf+u<g
qui a un sens pour Rp assez grand pour que les trois transformées de Fourier soient définies simultanément

(aAfﬂLg = SUp(ﬂf,ag))
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2. Lf(p—a)=2Le* f)(p),acC
3. Lut—-a) ft-a)(p)=e P ZLf(p) (a=0)

_l P
4. L(flan)(p) = ax(a) (@>0).

Preuve:

Donnons par exemple, la preuve de la troisiéme relation :

+00

Llult-a) fO)(p) L wlt - a) f (D) (p) :fo e "Put-a) f(1-a)de

+oo +00
_f e P f(r-adeE e_“pf e P f(s)ds=e P Lf(p)
a 0

Théoréme 7 :

Supposons f dérivable et f, f’ sous-exponentielles. On a

L) =pZLfip-fO

pour Rp > k o1 k vérifie : il existe une constante A telle que | f(£)| < Aek et |f'(1)| < Aek?.

Preuve :

Supposons Rp > k,ona:

+o00o +00
LN (p) =f0 e P fl(ndt= [e‘f”f(t)]g°°+pf0 e P f(dt=pLf(p) - f0)

pour Rp > k car alors tliI_El le”*P f(] =0.

Application 4 :

Fonction de transfert. On prend toujours I'exemple du filtre RC d’entrée f :R* — C et de sortie g: R* — C régi
par I'équation différentielle g’ + ag = f avec Ra > 0. On s’intéresse aux entrées et sorties causales nulles a 1’origine.

Prenons la transformée de Laplace des deux membres

L@ +ag)p)=p+a)Lgp)=ZLf(p)

d’ot1 la fonction de transfert complexe
_Zgp) 1

_.Eff(p) B p+a

H(p)
Terminons ce paragraphe par le théoréme des valeurs initiales et finales.
Théoréme 8 :

On pose s =Rp.
1. lim Zf(s)=0
S§—+00
2. slilp sLf)=f ohH lorsque ces limites existent (valeur initiale)
—+00

3. lir(r)l SZLf(s)= tlirp f(2) lorsque ces limites existent (valeur finale).
s—0* —+00

Preuve:

1. On pose 0 <s=Rp et on considére a >0 et ar < s1 <. On a les majorations suivantes :

+

o0 a +00
L ()] sf e‘“lf(mdr:f e—”|f(t)|dt+f e (0] dr
0 0 a
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+0o a
a

a
sf |f(t)|dt+f e—(5-51)fe—51f|f(t)|dtsf
0 0

Maintenant soit € > 0.

+00
|f(t)|dt+e_(“_sl)“f e 1 f(n)lde

a

£

N |

a
On fixe a > 0 assez petit pour quef |f(n)]dt <
0

+00
_ . . . —(S— £
On pose M :f e S'| f(£)|dt. On choisit ensuite S > s; assez grand pour que M e~ =0 < —,
a

\S]

Alors pour s = S, les majorations précédentes impliquent :

€ € £ €
L f(p)< > +Me 750 < > +Me S Wae<Z 2

22

ce qui montre sl{l}looff(s) =0.

2. Faisons I'hypothése supplémentaire que f est dérivable et satisfait aux conditions du théoreme 2. Alors 2) résulte

de 1), car
_ . / 1 _
0= lim £f(s)= lim sZf(s)~f(0)

3. Faisons I'hypothese supplémentaire | f ()| < M sur [0, +oc0). On se raméne a une limite nulle en +oo en posant

g)=f(t)—¢oul= lim f(£).Onaalors lim g(t)=0et|g(t)l<M+|¢|=N.
t—+oo —+o0o

Par changement de variables (u =t s;du = sdf) et pourtouta >0ona:
u (U ~ « _ u +00 u (U
e g(s)du—[) e g(s)du+fa e g(s)du
£
Donnons nous € > 0. Pour a = N’ on a la majoration de la premiere intégrale
@ u
f e‘”g(—) du
0 S

. . a .
Pour majorer la seconde prenons sy > 0 assez petit de telle sorte que pour ¢ = — (donc ¢ est grand) on ait
S0

+00

+00
si’g(s):f se*”g(t)dtzf
0 0

€
<aN< -
2

gDl = E. C’est possible car lim g(¢) =0.
2 t—+00

u a u € 3
Onau = a,donc pourtout0< s<sy,ona—=—,donc ‘g(—)| < > et par conséquent
s S N

+00
f e‘”g(z)du
a S

+o0o
sff e tdus<®
2 Ja 2

En résumé, pour s < sy, [SZ£g(s)| = % + % =¢, ce qui montre s.£g(s) — 0lorsque s — 07.

l
Comme £g(s)=Zf(s) - 3 onasZg(s)+0=sLf(s)— ¢lorsque s — 0*.

Exemple 7 :

Calculons & (u SI—rtlt) Ona

tsint

. 1 sint)’
ZLlu () =2 (usint) (s) = 5 =-ZLlu—-:,| (s)
sc+1 t
et donc par intégration

int
L4 (u %) = —arctan(s) + C'.

Déterminons la constante d’intégration de deux manieres. Nous allons utiliser le théoreme 8.

Commencons par remarquer que dans ce cas la partie 3, valeur finale, du théoréme 8, est toujours vérifié :

. te . sint
lim s(—arctan(s)+C*)=0= lim (u——
s—0t t—+o0o t
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b2
La partie 1 du théoréme 8 donne C'® = 7 En effet
lim (—arctan(s) +C*) =0
s—0*

La relation de la valeur initiale, théoreme 8 partie 2, nous donne la condition nécessaire suivante :

. ie . sint
lim s(—arctan(s)+C*)=1=1im —
§—+00 t—0 t

b4
n’est possible que si SliIP (—arctan(s) + C*®) =0, ce qui impose la seule valeur possible C'¢ = SliIP arctan(s) = 7
—+oo —+00

i . s T
Montrons que pour cette valeur la relation de la valeur initiale est bien vérifiée. Posons u = 5 arctan(s), alors

u .
u — 0 lorsque s — +o0o. Comme . — 1lorsque u — 0, on déduit
anu

7
— —arctan(s)
lim =1
S7*% tan (E - arctan(s))

ce qui avec la relation

T 1 1
tan(— —arctan(s)) = =
2 tan(arctan(s)) s

. . . T
implique SEI_POOS (E - arctan(s)) =1

3.3 Relation avec la Transformée de Fourier

Inversion de la transformée de Laplace
3.3.1 Inversion de la transformée de Laplace a 'aide de Fourier

Théoréme 9 :

+00
On consideére une fonction f: (0, + co) — C et a € R tels que I'intégrale f e | f(t)|dt < +oo (ce qui implique
0

que a = ay abscisse de sommabilité). On prolonge f par 0 pour ¢ < 0 et on note encore | ce prolongement (c’est-a-dire
que f(t) = u(r) f (). Alors pour tout b = a, on a la relation entre Fourier et Laplace :
- 2" E g e Hw)
Si de plus f " | Zf(b+2jnv)|dv < +oo alors on a la formule d’inversion de la transformée de Laplace
—00
- f(n= % f_:oooet(b+jy)$f(b+jy) dy= zj%ﬁep:b etpff(l)) dp
ou l'intégrale curviligne f e'? & f(p) dp signifie par définition intégrer la fonction e % f(p) le long de la
droite ®p = b. On peut pifgrl;létrer cette droite par —oo < y < +oo en posant p = b+2jny doudp =2xjdy
(puisque b est constant db = 0) et on retrouve la premiére intégrale.

Preuve :
+00 . —
- Lfb+2jnv) =f e I et ppydt = (we bt f)(v)
0
- comme ue b’ fet(ue b f)(v) = £f(b+2jnv) sont dans L' (R) on peut appliquer Fourier réciproque ce qui

donne:

+00o . N _ 1 +00 . s -bt
e‘“f(r)=f '@V (et fy(v)dv” i’”—f ef(w)xf(mjy)dy”:”e.—f e'PLf(p)dp
—oo 271 Joo 2jm Jrp=a
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Exemple 8 :

1
Soit f(#) =tu(t).Ona L f(p) = ? Prenons a = b =1 dans le théoreme 9. On a :/

+o00 +00
f e_tlf(t)ldtzf e ! tdr < +oo et on vérifie :
0 0

—t _ . _ 1 1
Fle tu)WV)=ZLf1+2jnv)= —(1+2jﬂv)2 €L (R,).

La formule d’inversion s’applique donc ici et s’écrit :

tu(t) = Lyf et”idp :f+met(l+2jnv) 1 dv
2jm Jpp=1 p? 0o (1+2jmv)?

3.3.2 Inversion de la transformée de Laplace en utilisant la décomposition en éléments

simples.

Montrons la méthode sur un exemple :

Exemple 9:
1
Calculons Laplace inverse de F(p) = Dw-2 On décompose F en éléments simples
p-—Ulp-
Fp=— 4 !
P p-0 " p-2

1
puis on utilise =%(u et)(p) et =%(u & t)(p). Il en résulte

p-1 p-2

1

—:x (- f+ 2t
P-D(p-2) (u®(—e' +e“Np)

Application 5:

Résolution d'un équation différentielle linéaire.

Résolvons dans le domaine ¢ = 0 I'équation y" +2y' + y = u avec y(0) = y'(0) = 0. Notons Y (p) = Ly(p).On a:
Ly (p)=pY(p)-y0) etLy"(p)=pLy (p)-y' 0 =p*>Y(p)- py0) -y (0). Donc

Ly +2Y+P) =Ly +2Y + ) (P) =LY (D) +2 LY (P)+ Ly(p) = p* Y (p)-py©0) -y 0)+2(p Y (p) - y(0) + Y (p)
1
=uﬁ+2p+1nqpy4p+2nam+y%m:4p2+2p+1nqpra$sw)=;

En décomposant en éléments simples on obtient

1 1 1 1

Y(p) = = _
2 p(p?+2p+1) p (p+1?2 p+1

D’ott y() = u(r) (1 - e~! — re~*). Remarquons qu’on a bien y(0) = 0 = y'(0).
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3.4 Convolution des signaux causaux et représentation temporelle d’un filtre
causal.

En prolongeant par 0 du coté ¢ < 0 les signaux f définis sur le domaine ¢ = 0 peuvent étre considérés comme des

signaux u f ou u est 'échelon unité. La convolution introduite lors de la transformée de Fourier induit

+00

t
(uhx uf)(t):f u(s)h(s)u(t—s)f(t—s)ds:f h(s) f(t—s)ds
0

—00

Cette convolution vérifie évidemment les mémes propriétés qui se montrent de la méme maniere que pour Fourier. En

particulier, montrons :

Proposition 16:

ZLuh*xuf)(p)=Lwh)(p)ZLuf)(p)

Preuve:

Notons A ledomaine0<s<t¢,0<f<+ooetDledomaine0< u;0<v.On passe de A a D par le changement de
variablesu=t—s; v=s.

Ona
+00 t
f(uh*uf)(p):.%(sh*sf)(p):f e_tp(f h(s)f(t—s)ds) dt:ffe‘tph(s)f(t—s)dsdt
0 0 A
:ff e Ph(s) e IP f(1 -5 dsd T ””ff e™"P h(v)e™"P f(u)dvdu
A D

+00 +00
:[ e VP h(v)dv[ e "P f(uydu=Lh)(p) L f)p)
0 0

Dans la quatriéme égalité on utilise la relation entre les aires infinitésimales dvdu = ds(dt + ds) = dsdt, I'aire du

losange de coté ds et d + ds étant égale a I'aire du carré de coté ds et d (en particulier on retrouve dsds = 0).

Application 6 :

1
Reprenons I'exemple du filtre RC, g’ + ag = f dont nous avons vu que la fonction de transfert est i
p+a

Lue ") = L(h(1). On en déduit la représentation temporelle de ce filtre

t
gt)=(ue * % )1 :f fls)e =9 gs
0

3.5 Transformée de Laplace de 'impulsion de Dirac, calcul symbolique.

Nous venons de voir la représentation temporelle d'un filtre la réponse est donnée par la convolution de I'excitation
par une fonction h dont la transformée de Fourier est la fonction de transfert du filtre. Nous allons interpréter la

fonction & comme une réponse a une exitation particuliere 'impulsion de Dirac.
Définition 8 :
Une suite de fonctions continues u, : R — R, est une suite régularisante si pour tout entier 7 on a
1. u, =0
+00
2. f up(nde=1
0

3. uy(t)=0pour t<0out= @, etlasuite a,, — 0lorsque n — +oo.

D’habitude on suppose les u,, indéfiniement dérivables mais ici la continuité suffit.
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Les suites régularisantes vérifient
Proposition 17 :

1. Pour tout signal continu intégrable f et pour tout ¢ € R, la suite (u, x f) () — f(#) lorsque n — +oo.

2. Pour tout Rp assez grand la suite Zu,(p) — 1 lorsque n — +oo.

Preuve :

1. Ona: «
ssuplf(t—s)—f(t)l[0 u,(s)ds.

|(un* /Y@ = f(D)] = Uo nun(S)(f(t—S)—f(t))ds

Soit € > 0. Le signal f étant continu en ¢ il existe un a > 0 assez petit tel que sup,|f(t—s) — f(#)| < € dés que

0 < s < a.Il enrésulte que pour n assez grand pour que &, <aona |(u, x f)(t) - f(H)l <e.

2. se montre de la méme maniere car

dn
(1-Luy)(p) =f un(t)(1—e tP)de
0

et on utilise la continuité de la fonction e™*” en ¢ = 0.

Définition 9 :

On appelle impulsion de Dirac §(¢) = nlirfm u, (). Ce n'est pas une fonction et cette définition a le sens suivant :
pour tout signal intégrable f on pose les relations

o)« f= nlirpmun*fzf

Lo = nlir{lmfun =1

On note §(t — a) = 64 le signal translaté lim u, (t — a).

Pour a > 0, il est naturel de poser :
Sa=UsB) ot (U )t)=f(t—a)etSa*x f=Uy0) % f=Uyf
Lba(p)=e P
Le signal 6 (f) apparait naturellement lorsqu’on dérive un signal qui présente un saut.

Proposition 18 :

Désignons par u(t) le signal échelon unité, c’est-a-dire u(f) =1 pour £ >0 et 0 sinon.On a:

u(t—a)=6(t-a).

Preuve :

Vérifions la cohérence avec ce qui précede dans le cas a = 0. Commencons par remarquer que pour tout signal

continu causal f, on a
d ¢ d rt
(u*f)'(t):—f f(s)u(t—s)ds:—f f®ds=f@) =0 * )
dr Jo dr Jo

Les relations (ux f)'(£) = (5() * f)(¢) = (' * f)(¢) conduisent a poser u' () = §(1).

3.6 Application aux filtres

3.6.1 Réponse impulsionnelle, réponse indicielle
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Définition 10:

— On appelle réponse impulsionnelle d'un systéme la réponse a 'impulsion de Dirac.

— Laréponse indicielle est la réponse a I’échelon unité.

Exemple 10:

1
Considérons le systeme g’ + ag = f. La fonction de transfert du systéme g’'+ ag = f est H(p) = m qui est la

transformée de Laplace de h(t) = u(t) e 4! (voir application 6. On vérifie que pour ¢ # 0 la fonction & est dérivable et
vérifie h'(r) + a h(t) = 0. La fonction h présente un saut d’amplitude 1 en 0 et donc k' est le signal —a u(t) e~ ** +6(¢) et

par conséquent i’ + ah = §(t) et h est la réponse impulsionnelle de ce systeme.

t
Le signal h(t) est la dérivée de la fonction continue g(t) = —w(e_’” —1). On vérifie que g'(t) + ag(t) = 0 pour
a

t<0etg'(r)+ag(t)=1pour t >0 etdonc g est laréponse indicielle

Exemple 11:

La fonction de transfert du filtre g" -3 g’+2 g = fest F(p) = .Laréponse impulsionnelle
p

1
2_3p+2 (p-D(p-2)
de ce filtre est h(t) = L~ (F)(t) = u(f)(—e’ + e*") (voir 'exemple 9).

On a les relations suivantes

Proposition 19:

Etant donné un systéme en régime permanent représentable par un produit de convolution, c’est-a-dire que la
sortie g s'obtient en convolant I'entrée f par une fonction intégrable i : g = hx f. Alors

— H(p) = ZLh(p) estlafonction de transfert du systéme,

— hestlaréponse impulsionnelle,

— la dérivée au sens des signaux de la réponse indicielle est la réponse impulsionnelle.

Preuve :

<
Larelation g = hx f donne £g = £h % f donc la fonction de transfert vérifie H = ?i =Zh.

Prenons f(f) =§(1), alors g = hx § = h. Soit g = hx ularéponse indicielle. Alors g' = hxu' = h* 6 = h.

3.6.2 Retour sur la fonction de transfert.

Commencons par calculer la transformée de Laplace de la dérivée (au sens des signaux) d'un signal causal.
Nous avons posé £ (5)(p) = 1. La dérivée (u f) au sens des signaux d'un signal causal u f vérifie u f' + 6 £(0). On en
déduit que
LN P =Lwf +6f0)=pLwf)(p)-fO)+f0)ZL©6)(p)=pLuf)p)

La transformée de Laplace de la dérivée au sens des signaux s’obtient en multipliant par p la transformée de Laplace.

Application 7 :

En utilisant la formule précédente, la fonction de transfert du filtre de type RC g’ + ag = f s’obtient sans aucune

considération sur les conditions initiales (voir application 4)

L@ +ag)=Lf= (p+ta)¥g=Lf= H(p) = pra
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Chapitre 4

Energie, approximation quadratique des

signaux périodiques, espaces de Hilbert

4.1 Introduction et rappels mathématiques.

Dans ce chapitre nous allons poser le cadre mathématique convenable pour étudier les signaux d’énergie finie.

1. Nous voulons que deux signaux f,g soient proches sil’énergie de leur différence &(f — g) est petite.
Pour cela remarquons que I'énergie est le carré d'une longueur. Plus précisément

L'énergie d'un signal f: I cR — C est par définition
gfH=c| |fPde
rel

ol C est une constante positive de normalisation. Par exemple pour I'espace des signaux périodiques de période
T on définit I'énergie sur une période par

1 T
3(f)=—f |f(6)*dt
T Jo

Pour les signaux g : R — C quelconques on définit
+00 2
s@=[ lgrd

Pour fixer les idées considérons les signaux périodiques de période T. On pose w = ZT” Pour

k=+00 o
fo=> c(Her!
k=—00
la formule de conservation de I'énergie donne
1 T ) k=400 )
sth=7 [ vrordi="3 lal
T Jo k=-00

Cette relation ressemble a la norme euclidienne habituelle (appelée souvent hermitienne lorsqu’on travaille avec

des nombres complexes, voir les sous-sections 2 et 3 ci-dessous). Dans la suite nous allons donner un sens précis

aux phrases suivantes

— les signaux élémentaires e/’ pour k € Z forment une base e orthonormale de I'espace des signaux pério-
diques,

— les coefficients de Fourier ¢k (f) sont les composantes du signal f dans cette base,

- I'énergie &(f) dusignal f estle « carré de la longueur » de f, c’est-a-dire que les signaux périodique f seront
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munis, de la norme hermitienne

1l =1/Ef).

Dans les 2 sous-sections suivantes, nous allons rappeler ces notions dans le cadre le plus élémentaire.

2. Norme et produit scalaire euclidiens. Commencons par le cadre réel. Dans I'espace R® on définit le produit
scalaire des vecteurs V = (x,y,z) et V' = (x,)/,2') par

<VV'>=xx'+yy' +z7

La norme euclidiennne d’'un vecteur V est

IVII=v<V,V >

et on a I'inégalité
I<V,V' > < IVIHIV'I]

Ce produit scalaire vérifie les propriétés

(i) <V,V'>=<V',V > (symétrie)

(i) <aVi+bVa,d V] +b'Vy;>=aad <W,V]>+ab <V,V;>+a'b<V],Vo>+bb' <V, V, >
olta, b, a', b' € R (bilinéarité)

(i) <V, V>=0et<V,V>=0=>V=0

La norme vérifie les 3 propriétés bien connues suivantes (faire un dessin) :
IVII=0=V=0; IV+WII=IIVII+IIWIl; llaVIl = lal V]| (4.1)

Elle permet de définir la notion de limite dans R® (approximation)

def.
Vi= V= |IlV-V,l|—=0

Le vecteur V est orthogonal 2 V/, onnote V L V', si < V,V’ >=0. Dans ce cas on a le théoréme de Pythagore
IV + V2= VI +V')?

Une base ej,e;,e3 de R? est orthonormale lorsqu’on a les relations < ej,e, >=< es,e3 >=< ej,e3 >=0 et ||e1|| =

llea|| = |les]| = 1. La base canonique de R :
(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)

est une base orthonormale. Le produit scalaire et la norme euclidienne s’expriment de la méme maniere a partir

des coordonnées dans toute base orthonormale.

3. Norme et produit scalaire hermitiens. Lorsqu’on passe 4 I'espace complexe C3, on modifie le produit scalaire en

posant, pour les vecteurs U = (u,v,w) et U = (u/,v',w') de C*
<UU >=au+vv +wuw'

et la formule donnant la norme (qu’on appellera hermitienne) reste (en utilisant & u = |u|?;...)

WUl = V< U,U>=V|uP+|v? +|w?

Cette norme vérifie les trois relations 4.1. Ce produit scalaire complexe vérifie
G)<UU >=<U"U>,
() <U,p1 U} + p2 Uy >= p1 < U,U; > +p, < U,U; > ol py,p; € C (linéarité par rapport au deuxiéme argument),

(i) <U,U>=0et<U,U>=0= U =0.
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En particulier (j) et (jj) impliquent I'antilinéarité par rapport au premier argument :
<prU1+po U, U >=p1 <UL, U > +p; < Up, U’ >.
Comme dans le cadre réel on dira que deux vecteurs U,U’ sont orthogonaux si
<UU >=0
et nous avons toujours le théoreme de Pythagore
U +U'I2 =012 +11U'11?

4. Maintenant retournons aux signaux périodiques. Nous définirons sur ces signaux le produit scalaire hermitien

1 T
<f,g>=—f f) gnyde
T Jo

Alors I'énergie &(f) =< f,f >, que nous noterons aussi || f||? est le carré d'une norme. Nous montrerons plus

loin que pour ce produit scalaire les signaux élémentaires forment une base hermitienne, (orthonormale) et

k=+o00 i k=+o00 .
que dans cette base le produit scalaire de f(£) = Y c(f) kel et de g(1) = Y k(g KOl est < fg >=
k= k=
k=+o00 « =
Y k(P er(®).
k=—00

Terminons ce paragraphe introductif par la liste des espaces de signaux d’énergie finie que nous utiliserons et

que nous préciserons dans la suite.

- C", nombre fini de fréquences, correspond a une bande passante,

- Po={C= (c)nez : Vn,c, €C, ||C| |2 = Jio Icnl2 < +oo} correspond a un spectre discret de fréquences. C’est
dans cet espace que vivent les coefﬁcient_soae Fourier ¢k (f) d'un signal périodique f d’énergie finie,

1 T
- L%,(O,T) ={f:R-C: f, ft+ 1) = f(0), ||f||2 = ?f |f(t)|2dt < +oo} espace des signaux périodiques de
0

période fondamentale T,
+00

- LP®)={f:R—C:|IflI*= f | £ (D)1 dt < +o0}, espace des signaux quelconques d’énergie finie.

—00

4.2 Partie algébrique : espaces préhilbertiens, inégalité de Bessel

Lobjectif de cette section est de montrer 'inégalité de Bessel (théoréme 10 ci-dessous) qui compare dans le cadre
des signaux I'énergie d'un signal et I'énergie de son spectre (corollaire a la fin de la section). Nous verrons que c’est en
fait une égalité dans la section suivante.

Les espaces que nous venons de définir ci-dessus rentrent dans un cadre algébrique commun que nous allons

définir maintenant.
Définition 11 :

Un espace préhilbertien H est un espace vectoriel sur C muni d'un produit scalaire, (x,y) =< x,y> Hx H—C
vérifiant
— pour tout x I'application y —< x,y > est linéaire
(ce qui signifie que pour a, beCety;, ype Hona<x,ayi+y2 >=a <x,y1 > +b <x,y» >)
- < YX>=X,Y >,
(ce quiimplique que pour a, beCetx;, xo€e Hona<ax;+bxy,y>=a < xj,y > +b < X2,y >)
— pour tout x € H, le carré scalaire est positif, < x,x >=> 0, et s'il est nul, < x,x >=0, alors x = 0.

On note ||x|| = /< x,x>.

Exemple 12:
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1. Le produit scalaire « hermitien » sur C"

k=n

< (xlr'” )xn)y(yly'” )yn) >= Z x_kJ/k-
k=0

2. Le produit scalaire sur £2(Z) (on admet la convergence)

+o0
<(cn)nez,(dn)nez >= Zadn
—00

3. Le produit scalaire pour L%(O, T) (on admet la convergence)
1 (T—
<f.g>= T f f() g(Hdt < +o0
0

4. Le produit scalaire pour L?(R) (on admet la convergence)

+oo___
<ﬁg>:f f®g)dt < +oo

La proposition suivante montre que ||x|| = /< x,x > vérifie les conditions d’'une norme, en particulier cela nous

permettra de traduire la phrase « x est proche de y » par une estimation du nombre positif ||x — y/|.

Proposition 20:

1. On al’inégalité de Cauchy-Schwarz

[<x,y>1=<llxIlllyll

2. |lx|l = /< x,x > est une norme, c’est-a-dire que pour tout x, y € H et A € C, les trois propriétés suivantes sont
vérifiées :
xIl=0=x=0; [IAx|l = [AllIxIl; llx+ yIl < llxl|+ ]yl

Preuve :

Commengons par vérifier les deux premieres relations de la partie 2.
[1x]|? =< x,x >= 0 = x = 0 fait partie des hypothéses sur le produit scalaire.
IAx|2 =< AxAx>=AA < x,x>=|A12 || x]2

Montrons la troisieéme.

1. Soit ¢ € R un parametre. Pour tout x,y le trindme du second degré a coefficients réels
0<<x+tyx+ty>=|lxl?+2tR(< x,y>) + 2|yl
est toujours positif donc A =4 (R < x,y >)? - ||x|1?[|yl|?) < 0.

<x,y>
|<x,y>]|

Soit u = . C’est un nombre complexe tel que |u| = 1 qui vérifie

<X, y><xy>

<UXy>=U<Xy>= =|<xy>|

|<x,y>]|
Remplacons x par ux dans A on obtient la relation cherchée, en effet

R<ux,y>)?2—lluxlPlyl? =1<xy> P = ulllxlPIyl* =1 < xy> P = xl1yl* < 0.
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. On montre la troisieme relation de 2) en utilisant 1) de la maniére suivante

||x+y||2 =<x+yx+y>= ||x||2+||y||2+ <XYy>+H<px>
<|Ixl?+lIyl*+2] < x,y >
= IIXII2+||y|I2+2||x|| [yl = (lxI| +||y||)2

Définition 12 :

1.

Soit H un espace préhilbertien.

Soit x,y € H. On dit que x et y sont orthogonaux, et on note x L y si < x,y >= 0. Deux parties A,B c H sont dites
orthogonales si pour tout a€ Aet be Bona a L b. On note A* 'ensemble des x € H orthogonaux a tous les

éléments de A (A* est orthogonal a A et c’est la plus grande partie de H orthogonale 2 A).

Soit (ex) xe; un systeme (non fini a priori) d’éléments de H. Ce systéme est dit orthonormal si pour tout k,% € I,

onac<eyes >=0sik#/et|lell® =<erer>=1.

Exemple 13 :

1

. Pour le produit scalaire euclidien la base canonique de C”
(el = (1)0 yO))"' ei = (Or y]-»"' ,0),"‘ en = (0) )1))

est un systéme orthonormal.

. Pour k€ Z = I soit ey € *Z la suite (ex), =0si ¢ # ket (ep) = 1.

Le systéme (ey) ol k varie dans Z est orthonormal dans 127,

Le systeme (e = eK1®?) ;.7 est orthonormal dans L?(0,T) (le vérifier en exercice).

Proposition 21 :

. Si x et y sont orthogonaux on a la relation de Pythagore ||x + y||? = ||x|> + || y||?.

Soit (e;)je; un systéme orthonormal et x = Y gnie A; €; €t ¥ = X finie 14i €; des combinaisons linéaires finies d’élé-
ments de ce systéme. Alors 1; =< e;,x > (appelées composantes de x dans ce systéme), < x,y >= Y finie Ai Ui et
lx11* = Xfinge 14117

. Un systéme orthonormal est algébriquement libre, c’est-a-dire que Y gpje Ai€; =0= Vi,A; =0

Preuve:

1 et 2 exercices. 3, pourtouti € ,ona0=<e;,x >=A;.

Soit S = (e;) ;7 un systeme orthonormal dans H préhilbertien. On dit que E ¢ H est engendré par S si tout vecteur

de E est combinaison linéaire finie d’éléments de S (E est le sous espace de base S).

Théoréme 10 :

On se donne un espace préhilbertien H, un vecteur x € H et un systeme orthonormal fini S = (¢;)1<;<nN-

On note E le sous-espace engendré par S. On a E+ = S*.

N

Pour touti onpose 1; =<e;, x>, ety = Z)L,-e,-. Ona
1

1. Linégalité de Bessel: Y [|A;* <||x|[.

1<isN
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2. y estle point de E le plus proche de X : pour tout z € E on a ||x — z|| = ||x — y||. On dit que y est la meilleure

approximation quadratique de x dans E.

Preuve :

1. Donnons d’abord I'idée (faire un dessin en représentant E par un plan) : y est la projection orthogonale de x sur
E.Le triangle de cotés x, y et x — y est rectangle en I'extrémité de y, donc le carré de la longueur de 'hypothénuse
x, C’est-a-dire ||x||?, est supérieure au carré de la longueur du coté y c’est-a-dire } 1 <;<n |A; |2 d’ott 1.
Maintenant montrons analytiquement 1. On a (x — y) L E. En effet pour tout i on a les relations < e;,x — y >=<

e ,x>—-<e;,y>=A;—A; =0.Donc x—y L ycar y € E. Alors d’apres Pythagore

xl® ==+ yIP=lx=yIF+ 1yl =yl = Y A1

1<isN

2. Pourtout z€ E, on a y — z € E, donc d’apres Pythagore,

llx—zl> = l(x— )+ -2 = x=yI*+ 1y - zll* = lx - yII?

Corollaire :

Meilleure approximation quadratique des signaux périodiques.

1. Dans L%,(O, T) le systéme de signaux élémentaires eX1? (o1 w = 277/ T) forment un systéeme orthonormal.

2. Les coefficients de Fourier d'un signal périodique f

T . .
ck(f):%f e_klw[f(t)dt=<eklwt,f>
0

sont les composantes de ce signal dans ce systéme.
3. Parmi les signaux ZI_VN cr ekt de fréquences inférieures a % (plage de sensibilité d'un appareil), le signal

g=yn Nn(f )e™I est le signal le « plus proche en énergie » de f (&(f — g) est minimum).

4. De plus 'inégalité de Bessel donne
+00

Y lea(DE I =E(f)

—00

4.3 Partie analyse : espaces de Hilbert, égalité de Bessel.

Pour nous I'égalité de Bessel aura la signification suivante ; lorsqu'un spectre de fréquences a une énergie finie alors

c’est le spectre de fréquence d’'un signal de méme énergie.

Définition 13 :

k=+00
Soit H un espace préhilbertien et Z X une série d’éléments de H. On dit que cette série converge vers S € H si
k=—0c0

k=Q
[|S — Z Xk|| — 0lorsque P — —oco0, Q — +00
k=P

Lorsque H est un espace de fonctions on appelle cette convergence la convergence en moyenne quadratique.

Exemple 14 :

La série de Fourier de la fonction paire f(¢) = |sin ¢| périodique de période 2 est

2 4 cos@pmn
Isint|= ) a,cos(nt)==—— #
n=0 Tz 4pt-1
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1

. cos(2pm) cos(2pm) .
La série Z — —— converge normalement : pour tout p=1ona > =— et donc la série conver-
p=1 - 4p-—-1 4pc—1
1 - .
gente ) 21 est une série majorante.
p=1 -
Montrons que la série de Fourier converge en moyenne quadratique. Soit « > 0. Pour N assez grand le reste de la
série vérifie :
. N cos(2pm) 1
Isint] =) ancos(nt)|[=| > —|= > —<Va
0 opoN APT =1 | N 4pe-1

ce qui implique en élevant au carré puis en intégrant

7 2 2
=

dt=

N
(I sint|— Z a, cos(n t))
0

27 Jon

N
(I sint|— Z a, cos(n t))
0

d’otl1la convergence en moyenne quadratique de la série de Fourier dans L%, 0,7).

Commentaire :
On montre exactement de la méme maniére le résultat général suivant : la convergence normale d'une série de

Fourier entraine sa convergence en moyenne quadratique.

Linégalité de Cauchy-Schwarz, | < —,— > | < || - || || - ||, implique le résultat suivant.

Proposition 22 :

On peut permuter ) infinie et <,>, plus précisément

n=+oco p=+00 n,p=+o0o
<D Xp Y Yp>= ), <XnYp>.
n=-oo p=—00 n,p=—oo
En particulier
n=+oo n=+oo
< ) xpy>= ) <xpy>.
n=-oo n=-oo

Commentaire :
Linégalité de Bessel est vraie méme si le systeme orthonormal S n’est pas fini. Par exemple soit x € H et E
engendré par S = (e;;) nez. Appliquons le théoreme 10, dont on reprend les notations, au sous-espace Ex engendré par
SN = (en)-N<n<N- Linégalité de Bessel donne

2 2
> Al =1l
—N=sn=sN

Faisons tendre N — +o00, on obtient
2 2
Z [Anl” =Ilx]]°.
—oo<n<+oo

Pour avoir la propriété spectre d’énergie finie implique la convergence, c’est-a-dire

k=+00 k=+00

Y ekl <oo= Y crefiet cv

k=—00 k=-00

nous allons introduire une hypothese supplémentaire.

Définition 14 :

Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien dans lequel la propriété suivante est vérifiée :

pour tout systeme orthonormal (ey)rez €t pour toute suite (cx)ez de nombres complexes telle que la série

Y %k l? < +o0, alors la série Y. ¥ ¢ ey converge dans H.
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Exemple 15:

Les mémes qu’au paragraphe précédent (admis)

Définition 15 :

(ex) kez est une base hilbertienne si
— c’est un systéme orthonormal.

- T'orthogonal ((ej) kez)* = 0.

Exemple 16 :

Les mémes qu’au paragraphe précédent. En particulier le systeme ey = e¥1®? est une base hilbertienne de L% 0,7).
(admis)

Théoreme 11 :

Soit (ex) xez une base hilbertienne de I'espace de Hilbert H. Alors :

1. Pourtoutx€ H, x = Zﬁzfzxkek ol xp =< e, Xx >.

2. Pourtout x,y€ H,ona<x,y >= Zﬁzfgx_kyk et]’égalité de Bessel :
k=+00 ) )
> Jxel? = 1|
k=—00

Preuve :

k=+00
k=-00

1. On peut appliquer a la série ). xrex I'inégalité de Bessel (voir commentaire précédent), ijg lxxl? < |1x]| <
k=+oc0
k=—o00

+oo donc (prop.6) il existe y€ Htelque y =}
x=y.

Xiex. Comme pour tout k, < e, x — y >= X — X = 0 on déduit

2. résulte immédiatement de la proposition 4 en appliquant les relations satisfaites par le produit scalaire entre les

vecteurs d'une base hilbertienne.

4.4 Application: convergence en moyenne quadratique des signaux périodiques.

Lespace des signaux périodiques d’énergie finie a servi constamment d’exemple dans les sections précédentes.

Lobjet de cette section est simplement de rassembler les résultats concernant ces signaux.
Définition 16 :

1. Les signaux périodiques d’énergie finie, de période T forment un espace de Hilbert noté

1 T
150, T) = {f:R—C : fperiodique,é"(f)zllfllzz?fo I f(D)]12dt < +o0}

1 (T—
avec le produit scalaire < f,g >= :—rf f()g(r)dt.Ona ||f||2 =<f,f>.
0
Linégalité de Cauchy-Schwarz | < f,g > | < [|f]l| l|gl| s’écrit

2

T T
sfo If(t)lzdtfo lg(nI*dt.

T___
UO Fgnde

2. Les coefficients de Fourier des signaux périodiques d’énergie finie, de période T forment un espace de Hilbert

noté
k=+oc0

0*(2)=C=(c)kez : ) =ICIP= Y lckl* <+oo

k=-o00
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k=+oc0 k=+o00
avec le produit scalaire < (cg),(dy) >= Z Crdr.Ona < (cp),(cp) >= Z Icklz.
k=—oc0 k=—oc0

Proposition 23 :

Le systeme (ekivt rez (w=2m/T) est orthonormal dans L?D(O, T). C’est une base hilbertienne de L%(O, T).

Les coefficients de Fourier de f € L% (0,T) sont les composantes de f dans cette base

. T .
ck(f) =< ekl“”,f>=%/ e Mot fpde.
0

Théoréme 12 :

Pour tout signal périodique d’énergie finie f € L%, (0,7),ona:

+00
= ca(f)eM®!, la série de Fourier converge en moyenne quadratique
—00

Sila plage de sensibilité d’un appareil correspond a I'espace E engendré par les signaux (eX1°?)_ y<;<y, le signal
de E le plus proche en énergie de f est g =Y Nen(f) e™®! Ce signal est la meilleure approximation quadratique du
signal f.

De plus ce signal vérifie (inégalité de Bessel)

+N
E@ =gl =Y lea( NP <IIfI? = &(f)

-N

Lénergie de f est égale al’énergie de son spectre de fréquences (égalité de Bessel ou conservation de 'énergie)

1 T +00 2 1
&) = 117 = ?f FPdi=3 leaPP = 29 L L s (2 4 a2
0 —00 4 2 n>0

Commentaire :

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. L'énergie du signal f (ou de son spectre de fréquences) est finie

2. la série de Fourier CV vers f en moyenne quadratique.

Exemple 17 :

la série de Fourier du signal périodique du créneau de période 2 tel que f(f) =1 pour — t et f(¢) =0 pour

N
IA
IA

NS

T T
—T<t<-—et—-<t<mest
2 2

2 sin(Cp+1)1)
= = _yp=——Fr
f@ + > (-1

p=0 (p+ 1)

N =

1
On est assuré de sa CV en moyenne quadratique vers f car (f) = 3 < +o0.

2
1 a 1 4 1
é"(f)=—=—0+2a3l+b,21=—+—2 ST
2 4 0 4 pzo(lﬂ'i‘l)

1
Remarquons que le comportement des coefficients de Fourier en — nécessitait |'utilisation de résultats sophistiqués
n

. . 1
d’analyse pour parler de sa convergence, alors que la série donnant I'énergie « est en — », donc converge, d'ou la
n

convergence en moyenne quadratique de la série de Fourier.
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4.5 Application aux filtres périodiques.

Soitlefiltre RC: g’ + ag = f. Lentrée f (1) = e¥1®! donne une sortie g(t)=H(k) k10l ot p — H(k) est la fonction
de transfert, ici H(k) =

jkw+a’
k=+o00 k=+oc0 )

La série numérique Z |H (k)l2 converge, donc d’apres la proposition 2, la série 1 = Z H(k) ekiwt converge en
k=—o00 k=—oc0

moyenne quadratique dans Lr";(O, T) vers une fonction h € L%, (0,T) pour laquelle ci(h) = H(k). On appelle h la réponse

impulsionnelle de ce filtre.



Chapitre 5

Approximation quadratique des signaux de

carrés intégrables

5.1 Introduction et espace L?(R) des fonctions de carré intégrables.

Dans ce chapitre nous considérons des signaux d’énergie finie représentés par les fonctions f : R — C. L'énergie

d’un tel signal est
+

g(f):nfuzzf ZfoRdr

—00
L'énergie étant finie 'intégrale converge, on dit que la fonction f est de carré intégrable.

Le spectre en fréquences v d'un signal est donné par sa transformée de Fourier qui, pour les fonctions f intégrables,

est déterminée par la formule
+

gr(f)(v)=f e ATV f(pdt

—00

Rappelons qu'une fonction f est intégrable si

+00
f | f(B)|dt <oo

La formule donnant la transformée de Fourier n’a de sens a priori que pour de telles fonctions.
Pour les signaux d’énergie finie, on se heurte au probléme suivant : I'énergie peut étre finie, c’est-a-dire que
I'intégrale

+00
f If(0)*dt < +00

(o0)

converge, sans que la fonction f soit intégrable, Par exemple le signal f(7) = est d’énergie finie mais n'est pas

1
. _ ViZ+1
intégrable (exercice).

Donc la question qui nous préoccupe est de définir le spectre de fréquences d’'un signal d’énergie finie ou, dans un

autre langage, définir la transformée de Fourier d'une fonction de carré intégrable.

On rencontre le méme probleme pour construire un signal a partir d'un spectre g de fréquences : il faut appliquer

la transformée de Fourier réciproque
+00

F(HHv) = f eV g(v)dv

—00

dont I'existence, tout comme Fourier direct, suppose que le spectre de fréquences v — g(v) soit intégrable.

On ne peut négliger ce probleme qui se rencontre déja au niveau d’'un filtre de type RC
g+ag=f

1
En effet la fonction de transfert H(v) = Tmvia n’est pas intégrable mais est d’énergie finie (exercice). La réponse
jnv+a
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impulsionnelle h qui représente le filtre RC par la convolution,
g=hxf

devrait pouvoir étre écrite
FH=h.

Pour définir la transformée de Fourier des signaux d’énergie finie (ou des fonctions de carré intégrable) on procéde
de la maniére suivante.

On considére un sous-espace S de signaux ¢ qui soient a la fois intégrables et de carré intégrable, et qui soient
assez nombreux pour que pour tout signal de carré intégrable f on puisse trouver une suite ¢, € S telle que I'énergie

E(f —@n) — 0lorsque n — +oo, c’est-a-dire que les ¢, approximent f en énergie. On pose alors (nous le justifierons)
F f=limFgp,

Cette limite étant prise au sens de I'énergie c’est-a-dire que § (¥ f — F¢,) — 0.

On résout ainsi le probleme fondamental de la reconstitution du signal a partir de son spectre de fréquences. Ce
spectre est donné par la transformée de Fourier et la reconstitution est obtenue en appliquant Fourier inverse. Le
probleme de la reconstitution est donc équivalent au probleme de la réciprocité de Fourier. Nous avons vu que pour les
signaux intégrables, cette réciprocité n’'était pas assuré de maniere satisfaisante, la transformée de Fourier du créneau
par exemple, n’est pas intégrable. Nous montrerons que la réciprocité de Fourier est toujours assurée dans le cas des
signaux a énergie finie.

Rappelons que 'espace des fonctions de carré intégrables est I’espace de Hilbert

+00
LZ(R)={f:R—>C:(f)=|f|2=f (O dr < +oo)
avec le produit scalaire
+oo__
<f,g>:f f®) g)dt < +oo

La relation de Cauchy-Schwarz s’écrit

2 +00 +00
s(f If(t)lzdt)(f Ig(t)lzdt)

5.2 Espace S des fonctions indéfiniement différentiables a décroissance ra-

+oo__
U FDgnde

pide.

Regardons les propriétés que doivent satisfaire les signaux de S.
Nous voulons pouvoir dériver a tous les ordres donc on prendra S formé de fonctions indéfiniment dérivables.
On exige la réciprocité de Fourier au niveau de S. Or Fourier échange croissance a l'infini et dérivabilité, en effet
- f,tf,...,t* f intégrables impliquent & f k-fois dérivable,
— f k-fois dérivableet f, f', ..., f® intégrables impliquent & f(v) < Mk ol M est une constante.

Pour que S formé de fonctions indéfiniement dérivables soit stable par Fouzier, c'est-a-dire & S c §, il faut donc de plus

que les fonctions de S décroissent rapidement a I'infini. Plus précisément
Définition 17 :

On note S I'espace des fonctions ¢ : R — C indéfiniment dérivables telles que pour tous entiers p,q la fonction
t? (9 (1) est bornée sur R. C’est-a-dire qu'il existe une constante M p,q Ne dépendant que de ¢, p et q telle que pour
tout 7 € Ron ait |17 99 (1)| < Mp, 4.

Les fonctions de S vérifient les propriétés suivantes.
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Proposition 24 :

Soit ¢ une fonction de S. Alors
1. ¢ estintégrable et de carré intégrable,

2. pour tous entiers positifs p, ¢ la fonction ¢” ¢'@ est dans S.

Preuve :

M.
1. ¢ étant continu le seul probléme est la convergence a I'infini. Or I'inégalité |p(¢)| < % assure la convergence
o0 [o9)
de/ lp(r)|dt et def I(p(t)lzdt
—00 —00

2. Soity = t” ¢'%. Montrons y € S. Soient des entiers positifs ,s, alors t" ¥ = ¥ Cy t"* (+570 oy Cj sont des
k

constantes positives. Cette somme finie est bornée, car, du fait des propriétés de majorations vérifiées par ¢ et
ses dérivées chaque terme de cette somme est borné, Cy |[t" K ¢l9+57 0| < ;. My ik grs—k-

Il résulte de cette proposition que toute fonction de S est d’énergie finie, c’est-a-dire que S < L?(R). En particulier on

peut considérer le produit scalaire < ¢, > et la norme quadratique ||¢]|| de fonctions ¢,y € S.

Théoréme 13 :

Fourier induit un isomorphisme .% : § — S ('isomorphisme réciproque est ). Cet isomorphisme vérifie

<F@,Fy>=<,y>;|Fopll =llpll

Preuve :

Soit ¢ € S. Montrons que F ¢ € S, c’est-a-dire que pour tous entiers p,q la fonction v” (F¢)? (v) est bornée. Pour

cela il nous suffit de vérifier que c’est une transformée de Fourier, en effet rappelons que pour toute fonction intégrable
fronal|Ffv)|< foo |f(8)|dt = M < +oo. Rappelons les formules

(Fo)® = F(25m 0k ),

Cjzvk Fen) = F®)(v).

Alors :
dr

p (q) — P -2 q =
V(FQ) P ) =vVPF(2jnnTp)(v) =F Qi P

[(=2jm 09 o] | (v)

De méme on a Z ¢ € S. Comme les fonctions de S sont intégrables la réciprocité de Fourier s’applique et & et &
induisent des isomorphismes réciproques S — S.

Il reste a montrer que & conserve le produit scalaire (la relation sur la norme s’en déduit immédiatement). Pour
cela posons 1 = & . Alors

+00

<FP,Fy>. :<§(p,n>:f Fov)nv)dv

+00 +00 oo -
= (f eZJ””(p(t)dt) n(w)dv

o0

A0 T hheo
f @(1) (f ez’””n(v)dv)dt
~ o T

= () Fn(Hdt

=<0, FN>=<p,y >

5.3 Fourier d’'une fonction de carré intégrable. Conservation de I'énergie.

Nous admettrons que toute fonction d’énergie finie f est limite en moyenne quadratique d'un suite de fonctions de

@n € S C'est-a-dire que lorsque n — +oo,
If=@nll—0
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Pour pouvoir définir
Ff=limFp,

Il nous faut montrer
Proposition 25 :

La suite & ¢, admet une limite dans L?(R). Cette limite est indépendante de la suite ¢, — f en moyenne quadra-

tique.

Preuve:

La suite & ¢, est une suite de Cauchy dans le Hilbert L?(R). En effet, la suite ¢, est une suite de L?(R) admettant
une limite (a savoir f) et toute suite admettant une limite est une suite de Cauchy. Montrons le. Soit deux entiers p,
q.Alors oy —@gll < ll@p = fIl+1If —@qll < udés que p, g = N ou N est assez grand pour que n = n implique que
lpn—fll < 7 Pour p, g = N,onaalors [|F ¢, - F 4| < u ce qui montre bien que la suite & ¢, est une suite de Cauchy.
Comme L?(R) est un Hilbert cette suite converge vers g € L*(R).

Cette limite g estindépendante de la suite ¢, tendant vers f. En effet soit y,, — f dans L?(R), c’est-a-dire || f—y, | —
0,alors |F @, —Fyull =l @n—wal <ll@n—fll+1If —wnl — 0, et donc les suites & ¢, et Fy,, ont la méme limite g.

Définition 18 :

La transformée de Fourier de f € L?(R) est la limite en moyenne quadratique des transformée de Fourier % ¢,, de

toute suite de fonctions ¢, € S convergeant vers f. On note % f cette transformée de Fourier.

Théoréme 14 :

Fourier induit un isomorphisme L?(R) — L?(R). Cet isomorphisme vérifie
<Ff,Fg>=<f,g>;1Ffl=Ifl

On appelle cette derniére relation 1’égalité de Fourier-Plancherel. C’est la relation de conservation de I'énergie.

Considérons une fonction f intégrable et d’énergie finie. Nous avons deux définitions possible de la transformée de

Fourier de f
+

— comme fonction intégrable f(v) = f = e ATV f(pdre

— comme fonction d’énergie finie & f ;Oiim@.
Pour la proposition ci-dessous et sa preuve nous appliquerons la convention ci-dessus, c’est-a-dire que nous réserverons
la notation fpour la transformée de Fourier d'une fonction f intégrable, donc donnée par une intégrale et la notation

& f pour la transformée de Fourier d’'une fonction d’énergie finie donc donnée par la limite lim@;, pour ¢, — f.
Proposition 26 :

Soit une fonction f intégrable et d’énergie finie. Alors pour toute suite ¢, d’éléments de S convergeant en moyenne

quadratique vers f, on a
o~ +w .
f(V)=f eIV f(Hdt = F f =lim@y,

(o0}

c’est-a-dire que les deux définitions possible de la transformée de Fourier de f coincident.

La proposition 3 est évidente pour f = ¢ € S. En effet il suffit de prendre la suite constante ¢, = ¢. Pour montrer le

cas général on utilise la proposition suivante.
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Proposition 27 :

Soient f,g des fonctions d’énergie finie. Alors les fonctions
v—Ffv)gW); t— f(1) Fg1)

sont intégrables et on a la formule d’échange
+00 +00
Ffv)glvydv = fH Fg(rde.
—00 —00

Commencons par montrer la proposition 27.

Preuve :
+0o
Soit, — fety, — g.Comme ¢, ety , sontintégrables on ala formule d’échange classique f FenWMwu(v)dv =
—0o0

+00 -
f on(t) Fy,(t)dt. En utilisant le produit scalaire cette relation s’écrit < F ¢, v, >=<¢,,F ¥, >. Faisons tendre
—0o0

n — +o00. Alalimite on obtient < & f,g >=< ?,9 g > ce qui est exactement la formule d’échange cherchée.
Maintenant prouvons la proposition 26.

Preuve :

Soit ¢ € S. D’apres la proposition 27, on a

[vi=[ws=[7vr=[vzs

La premiere égalité est la formule d’échange classique, la deuxieme égalité vient de la relation™= & dans §, la
troisieme est donnée par la proposition 4. Les fonctions f(v) et & f(v) vérifient donc : pour toute fonction ¢ de S on a
I'égalité

+00 - +00
f v) f(v)dv :f vWZFf(v)dv (5.1)

Ceci implique f(v) =% f(v). En effet supposons qu'’il existe un petit intervalle sur lequel ces fonctions différent.
Prenons une fonction de S, ¢ > 0 al'intérieur de cet intervalle et nulle en dehors de cet intervalle. Les fonctions (pf(v) et
¢ Z f(v) sont toutes deux dans L?(R) et pour tout ¥ € S, la relation (5.1) donne (en remplacant y par v ¢) les relations
<YQf>=<ypf >=<yp,Ff >=<y,pFf >. En remplacant y par une suite ¥, tendant vers g € L2(R) on en
déduit que pour tout g € L2(R) on a I'égalité < g,(pf>:< 82,9 F f >. Cette derniére relation implique (pf =@ ZFf (voir
les propriétés du produit scalaire).

Corollaire :

(calcul de & f par limite de formules intégrales).

1. Soit f,, une suite de fonctions intégrables et de carré intégrable convergeant en moyenne quadratique vers f de
carré intégrable (c’est-a-dire que || f — f, | — 0) alors les fonctions
+

Vo Ffu(v) = f e 2TV £ (pdr

—00

convergent vers % f en moyenne quadratique. On a le méme résultat pour &.
2. Soit f de carré intégrable et soit a > 0. Alors & f est imite en moyenne quadratique de la suite de fonctions
n

a .
Ve e VL £(pdt.

—na
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Preuve :

1. Larelation | f - f,|l — 0 implique |% f — & f, |l — 0, c’est-a-dire que & f,, — & f en moyenne quadratique.

2. Notons f, la fonction définie par f,,(t) = f(¢) si—na < t < naet f,(¢) = 0 sinon. La fonction f;, estintégrable. En
effet, notons y € L?(R) la fonction porte telle que y(t) = 1si—na < t < naet y(t) = 0 sinon et utilisons I'inégalité

de Cauchy-Schwarz :

+00 +0oo
f |fn(®)]de = x@OIfOIde=<yIfI1>=<lxllfll =2nal fll <+oo.

+

(e}
|f (01> dt — 0 puisque, f étant de carré intégrable, I'intégrale généralisée f If(012dt
a

—00

Deplus || f - fnll? =/|

tl=zn
n

a .
converge. Alors la partie 1) donne le résultat car & f,(v) = f e 2ITVE £(1)dt puisque f;, est intégrable.

—na
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