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Préambule

Ces notes traitent, pour l’essentiel, de la théorie des fonctions ho-
lomorphes, c’est-a-dire des fonctions dérivables a une variable au
sens complexe, comme par exemple les fonctions développables en
séries entieres. Mis a part les erreurs et les imprécisions, on ne trou-
vera rien d’original ici. On suivra pour l’essentiel la présentation de
Cartan [Car61], avec pas mal d’emprunts a Rudin [Rudg8]. En parti-
culier, I’accent est mis sur le fait qu'une forme différentielle w admet
localement une primitive si et seulement si, pour tout lacet y homo-
tope a un chemin constant, on a

Jw:o.
v

Le théoreme principal est que, pour toute fonction continue f, holo-
morphe en chaque point, sauf peut-étre en quelques points isolés, la
forme différentielle w = f(z)dz a justement cette propriété. La plu-
part des résultats fondamentaux de la théorie des fonctions holo-
morphes en découlent : la formule intégrale de Cauchy, l'existence
d’une primitive holomorphe sur un ouvert simplement connexe, l’a-
nalycité des fonctions holomorphes, le principe du maximum, le
théoreme des résidus. On étudiera par ailleurs l’espace vectoriel to-
pologique des fonctions holomorphes. La compréhension des sous-
espaces compacts en tant que fermés bornés (théoreme de Montel)
est essentiellement le fruit de la conjonction du principe du maxi-
mum et du théoreme d’Ascoli. Ce petit passage par l’analyse fonc-
tionnelle ouvre la voie pour une preuve du théoréme de la repré-
sentation conforme de Riemann : un ouvert simplement connexe
du plan complexe est soit le plan tout entier, soit I'image par une
transformation holomorphe du disque ouvert unité. En particulier,
le groupe des automorphismes holomorphes d'un ouvert simple-
ment connexe du plan complexe est soit celui des transformations
affines complexes, soit celui des homographies. Autrement dit, dans
un ouvert simplement connexe du plan complexe, seules deux géo-
métries peuvent s’incarner via I’analyse complexe : la géométrie eu-
clidienne ou bien la géométrie hyperbolique.

Dans ce qui suit, on verra le corps C des nombres complexes
comme un corps de rupture du polynéme X? + 1 au-dessus du corps

\%



vi PREAMBULE

R des nombres réels, muni d’un choix d’une racine carrée de -1,
notée i. En particulier, {1,7} forme une base de C en tant que R-
espace vectoriel. On désigne comme de coutume par z — Z 'unique
endomorphisme non trivial de R-algebre de C, lequel est appelé le
morphisme de conjugaison. Le module d’'un nombre complexe z,
noté |z|, est la racine carrée de zZ. Mis a part les propriétés élémen-
taires de la conjugaison complexe, on ne supposera rien de connu
sur les nombres complexes. Néanmoins, on supposera connues les
bases de la topologie générale et de I’analyse réelle : fonctions conti-
nues, espaces métriques, espaces compacts, espaces séparés, espaces
connexes, fonctions différentiables sur un ouvert de R”, théorie de
I'intégration (pour les fonctions continues par morceaux), théorémes
de passage a la limite sous le signe somme et leurs petits compa-
gnons; par exemple, on pourra consulter pour cela les volumes du
traité de Bernard Gostiaux [Gosg3a, Gosg3b, Gosg3c]|.

Faute de temps, un aspect a la fois fondamental et magnifique de
la théorie des fonctions analytiques complexes, a savoir le lien avec
la théorie des nombres, n’apparait pas dans ce cours. Pour palier ce
manque cruel, on pourra consulter le livre de Colmez [Col11].




CHAPITRE 1

Séries entieres et fonctions analytiques

1. Fonctions développables en séries entieres

DErINITION 1.1.1. On appelle série entiére une série de fonctions

de la forme
Zanz”

nzo

ou les coefficients a,, sont des nombres complexes et ou z est une
variable complexe. Le rayon de convergence d’une telle série est le
nombre réel

R:sup{reR | r>oet Zlanlr”<+oo}.

nzo

On dit qu’une série entiére est convergente si son rayon de conver-
gence est strictement positif.

LEmMME 1.1.2 (Abel). Soit Soit } - a,z" une série entiére. On se
donne des nombres réels o < r < r, et M > o tels que, pour tout entier
n > o, on ait

la,|rl < M.

Alors la série de fonctions ), a,z" converge normalement (et donc uni-
formément) sur le disque |z| < r.

DEMONSTRATION. Lorsque |z| < 7, on a les majorations

n n r "
la,z"| < la,|r" <M[—] .
o

(£)" converge. O

On en déduit le lemme, puisque la série } (5~
z o

ProprosITION 1.1.3. Soit ) - a,z" une série entiére de rayon de con-
vergence R. Pour tout r <R, cette série converge normalement pour |z| <
r. En particulier, pour tout z € C, la série numérique ) - a,z" converge
absolument si |z| < R. En outre, elle diverge si |z| > R.

DEMONSTRATION. Si r < R, on peut trouver r, €|r,R[, et on ap-
plique le théoréme d’Abel avec M =1 +} . la,|r;, ce qui prouve la
premiere assertion. Si |z| > R, la suite des |a,z"| prend des valeurs
arbitrairement grandes (car sinon, on pourrait appliquer le lemme
d’Abel, et la série ), |a,|r" serait convergente pour R <r <|z[). [

1



2 1. SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES

COROLLAIRE 1.1.4. Soit ) - a,z" unesérie entiere de rayon de conver-
gence R. Alors la fonction
Z > > a,z"

n=o

est continue sur le disque ouvert, de centre o et de rayon R.

ProposiTiON 1.1.5 (Formule d’'Hadamard). Soit} ., a,z" unesérie
entiere de rayon de convergence R. Alors

~ |
— = 11msSu a,|n.
R aapln

Pour une preuve, on renvoie par exemple a [Car61, page 20].

Exercice 1.1.6 (Regle de d’Alembert). Soit } . a,z" une série
entiere de rayon de convergence R. Montrer que

1

- llm an+1

an

REMARQUE 1.1.7. La proposition 1.1.3 n’affirme rien sur la con-
vergence au bord du disque |z| = R. Quitte a faire opérer une rotation
adéquate, il suffit de comprendre ce qui se passe lorsque z tend vers
R. On a alors le

TutoreME 1.1.8 (Abel). Soit f(z) =} ,5,a,2" une série entiére de
rayon de convergence R. On suppose que la série numérique ), a,R"
converge. Alors on a :

lim £ (x) = Zaan.

x—R
x<R nzo

DEMONSTRATION. On peut supposer que o < R < +oo. Quitte a
procéder a un changement de variable adéquat, on peut supposer
que R = 1. Quitte a modifier le terme a,, on peut aussi supposer que
Y 150y =0.Onnote S, =) ! ay les sommes partielles, n > 0. On a
alors, pour tout N > o et pour |z| < 1,

N N N
Z(Sn—Sn_l)z” = SNzN+1+ZSn(z”—z”“) =Sz 4+ (1-2) ZSHZ”.
n=o n=o n=o
La suite (S,),s, est bornée (puisque convergente), de sorte que la
série entiere ) ,-,S,z" a un rayon de convergence > 1. Par passage a
la limite, on obtient donc :

f(z)=(1-2) ZSnz”.

Chosissons & > o et 1, € N tels que |S,,| < & pour tout n > n,. Posons

Mo

C=sup ZS”Z

|z|<1 n=0

n




1. FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIES ENTIERES 3

On a alors

HEINE —z)nzosnzn +(1-2) ) S,2"

n>n,
<|1—z|(C+’ ZSnz” )

n>n,

8|Z|I’lo+1 )

<1 —z|(C+
1-z|

Siz = x est un réel > o, on en déduit que
If (x)| < (1—x)C+e.

Lorsque x est proche de 1, on peut imposer (1 —x)C < &. Dans ce cas,
on a donc |f(x)| < 2¢. Il s’en suit que f(x) tend vers o lorque x tend
vers 1. U

ExERcICE 1.1.9. Soit f(z) = ) _,5,a,2z" une série entiére de rayon
de convergence R < +o0, dont les coefficients a, sont de réels positifs.
On suppose que la série numérique ), a,R" diverge. Montrer que

liminff(x) = +oo.
x—R
x<R
En déduire que
lim f(x) = +o0.
x—R

x<R

Le fait qu'une série ) . a, diverge peut étre source de beau-
coup d’informations sur le comportement asymptotique des fonc-
tions analytiques. Un exemple de résultat allant dans cette direction
est le suivant.

THEOREME 1.1.10 (Cesaro). On consideére deux séries entieres f(z) =
D >0 02" et §(z) = ) 5, b,2" a coefficients réels, de rayon de conver-
gence 1. On suppose que les coefficients b, sont positifs et que la série
Y >0 by diverge. On pose enfin

A, = iak et B,= ibk,
k=0 k=o

et on suppose que A,, ~ B,,. Alors f(x) ~ g(x) lorsque x € [o, 1] tend vers
1 (en particulier, la série ), a, diverge).

DEMonsTRATION. On pose

F(x):M et G(x):&,

1—X 1—X



4 1. SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES

de sorte que
= ZAnx” et G(x)= Zan".
nzo n=o

I1 suffit de prouver que F(x) ~ G(x) lorsque x € [0, 1 tend vers 1. Soit
e > o, et choisissons un entier n,, tel que

(1—-¢)B, <A, <(1+¢)B,
lorsque n > n,. Si on pose h(x) = ¥ 2, A,x", on obtient donc

(1—¢ ZBx <F(x)<h(x)+(1-¢ ZBx

n>ng n>ng

Posons k(x) = Y 1,2, B,x". Comme x — k(x) — h(x) est une fonction
continue sur l'intervalle compact [o,1], elle est bornée sur cet in-
tervalle. Ce qui précede implique donc qu’il existe une constante
(indépendantes de x) C > o telles que

—C+(1-¢)G(x) <F(x) <C+ (1 +¢)G(x).

On observe par ailleurs que G(x) tend vers +co lorsque x s’approche

de 1 : comme la série b, diverge, c’est une conséquence de
nzo“n

I’exercice 1.1.9. On en déduit que

F F
1—-€e< hgl)lflf% <lir£1_s)}1p% <1+e.
Comme on a pris € > o quelconque, cela termine la preuve. O

REMARQUE 1.1.11. Pour quelques éléments supplémentaires con-
cernant les développements asymptotiques (par exemple, pour voir
des applications du théoreme de Cesaro ci-dessus), on pourra consul-
ter le chapitre III du livre de Dieudonné [Die8o].

1.1.12. Soit ) 5 a,z" et} . b,z" deux séries entieres. Leur som-
me est la série entiére

Zanz” + anz" = Z(an +b,)z"
n=o nzo nzo
et leur produit est la série entiére
(L") L") =)
nzo nzo nzo

ou on a posé

n

c, = Zakbnfk-

k=0
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ExercIcE 1.1.13. Les séries entieres convergentes sont stables par
somme et par produit. En outre, les opérations de somme et de pro-
duit des séries entieres coincident avec celles de somme et de produit
de fonctions (lorsque cela a un sens, c’est-a-dire dans la situation ou
tous les termes convergent absolument).

. N " L. N
PROPOSITION 1.1.14. Soit f(z) =}, a,2" une série entiére de rayon
de convergence R. Alors le rayon de convergence de la série entiere dérivée

fi@)=) (n+1)ay,,z"
nzo
est R. De plus, pour tout z € C tel que |z| <R, on a

o) = tim L)

h—o h

DEMoNsTRATION. Soit R le rayon de convergence de f’. En appli-
quant la formule d’Hadamard (1.1.5), on voit immédiatement que
R = R’. En particulier, pour o < r <R, si on se restreint au disque
fermé de centre o et de rayon r, ces deux séries convergent uni-
formément, et par les regles de commutation des limites au signe
somme, on déduit la proposition. 0

DErINITION 1.1.15. Soit U un ouvert de C. Une fonction
f:U->C

est analytique en un point a de U s’il existe une série entiere conver-
gente ) - a,z" telle que

f(z+a)= Zanzn

n=o

au voisinage de o. Une fonction analytique sur un ouvert du plan
complexe est une fonction qui est analytique en tout point.

ExempLE 1.1.16. Toute fonction polyndmiale est analytique.

REMARQUE 1.1.17. Il résulte de l’exercice 1.1.13 que les fonctions
analytiques sont stables par somme et par produit. Elles sont aussi
stables par composition (voir par exemple [Car61, Chapitre I, § 2,
Proposition 5.1] pour une preuve élémentaire). Toutes ces propriétés
sont un corollaire de la théorie des fonctions holomorphes du point
de vue de Cauchy, ce qui est le théme principal de ces notes.

2. Le principe des zéros isolés

ProrosiTiON 1.2.1. Soit f(2) = } ,5,a,2" entiére convergente. Si
a, # o pour un certain n # o, alors il existe un voisinage V de o tel
que f(z) # o pour tout z € V \ {o}.
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DEmonsTRATION. Soit n le plus petit entier tel que a, # o. Alors
on peut écrire f(z) = z"g(z) avec g une série entiere convergente telle
que g(o) = a, # 0. On conclut grace a la continuité de g. O

THEOREME 1.2.2 (Principe des zéros isolés). Soit f une fonction
analytique sur un ouvert connexe U de C. Si f n'est pas constante, alors
les zéros de f sont isolés (c’est-a-dire que U'ensemble des points de U sur-
lesquels f s’annule est un fermé discret).

DEMonsTRATION. On se donne une suite (u,)s, de U qui converge
vers un élément a € U, telle que u,, # a pour tout n, et telle que
f(u,) = o pour tout n. Montrons qu’il existe un voisinage ouvert V de
a tel que f(z) = o pour tout z € V. Il existe une série entiére conver-
gente ) - a,z" telle que

f@)=) anz-a)"

n=o

au voisinage de a. Si I’'un au moins des coefficients a,, est non nul, la
proposition 1.2.1 implique que f(z) # o pour tout z # a assez proche
de a, ce qui est incompatible avec I’hypothese faite sur la suite (u,,)>,.
Par conséquent, on a a,, = o pour tout n > o, et donc f est nulle au
voisinage de a. Autrement dit, si A désigne I’ensemble des points de
U sur lesquels f s’annule, et si A, est le sous-ensemble des points
d’accumulation de A, alors A, est un ouvert de U. Comme A, est
trivialement fermé, il s’en suit, par connexité de U, que A, = U ou
A =0. O

CoroLLAIRE 1.2.3 (Principe du prolongement analytique). Soit f
et g deux fonctions analytiques sur un ouvert connexe U de C. Si f et g
coincident sur une partie A de U ayant au moins un point d’accumula-
tion, alors f(z) = g(z) pour tout z € U.

DEMonsTrRATION. On applique le principe des zéros isolés a la
fonction analytique f —g. 0

3. Exponentielle

DErINITION 1.3.1. La fonction exponentielle est la fonction analy-
tique sur C définie par la série entiére

Z}’Z
— pZ —
exp(z)=e* = E o
nzo

(dont le rayon de convergence est infini, comme on l'observe avec la
régle de d’Alembert, par exemple).

PROPOSITION 1.3.2. Pour tous nombres complexes a et b, on a

exp(a+b)=exp(a)exp(b).
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DEmonsTrATION. On vérifie en effet que

(E%T)(Z%) - ;.%;k!gjk)!akb”—k - Z%

n=o n=o nzo

ces identifications formelles étant justifiées par la convergence abso-
lue des séries considérées. O

z

COROLLAIRE 1.3.3. Ona e® =1 et, pour tout z€ C, on a e*e™* = 1.

REMARQUE 1.3.4. Les coefficients de la série exponentielle étant
réels, e* € R pour tout x € R. On note e = ¢'.

THEOREME 1.3.5. La fonction exponentielle a les propriétés suivantes.
(i) L'application exp : C — C \ {o} est surjective.
(ii) L'exponentielle est égale a sa propre dérivée.
(iii) La restriction de exp aux nombres réels est une fonction a va-
leurs réelles strictement croissante telle que
lim exp(x)=+4c0 et lim, ,_ exp(x)=o.
X—+00
(iv) 1l existe un unique nombre réel positif T tel que exp(%‘) =1, et
tel que, pour tout z € C, on ait exp(z) = 1 si et seulement si 57— € Z.
(v) La fonction exp est périodique de période 2T.
(vi) Pour tout t €R, on a le'| = 1.

DEMONSTRATION. La propriété (ii) résulte aussitot de la proposi-
tion 1.1.14. Pour la propriété (iii), on observe que, pour tout nombre
réel positif x, on a 1 + x < e, ce qui permet de calculer la premiére
limite ; la seconde limite s’en déduit, puisque e™ = & pour tout x.
On prouve la propriété (vi) de la maniere suivante. Soit t € R. On a

alors (par observation des développements en série) :

exp(—it) = exp(it).
Cela implique que

it

it|2 — eite— —1.

e
Montrons les propriétés (iv) et (v). Pour t € R, on définit cost comme

la partie réelle de e’ et sint comme la partie imaginaire de ¢'’. On a
donc, par définition,

el =cost+isint.
Les fonctions réelles cos et sin sont dérivables sur R, et on a les for-
mules :

cos’=—-sin et sin=cos.
La fonction cos a un développement en série de la forme
21 2t

cost = Z(—1)”(2n)'

nzo

N
N
S
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On en déduit que cos(2) < 0. Comme cos(0) = 1, il résulte du théoreme
des valeurs intermédiaires que la fonction cos s’annule sur [0,2]. On
définit

2
Vu que cos(o) = 1, on a nécessairement T > o. D’autre part, on a la
formule (cost)> + (sint)*> = 1 pour tout ¢ € R, et donc on a nécessaire-
ment sin = = +1. Or, par définition de 1, on a sin’(t) = cos(t) > o pour
n . . R . o
tout ¢ e]o,;[.. Le fait que sin(o) = o implique donc que sinJ = 1.
Autrement dit, on a la formule

T(:inf{te [0, +00[ ‘ cosE :o}.

Cela implique aussitot que
eT=—1 et e2"=1,

Par conséquent, pour tout z € C et tout entier n € Z, on a

Z+Ni2T

e — EZ(eizT()n z

:e,

ce qui prouve la propriété (v). Soit z € C tel que ¢* = 1. Montrons
que ﬁ est un nombre entier. On écrit z =a+ib avec g,b € R. On a
alors % = e%e'%, de sorte que e* = |¢| = 1, ce qui implique que a = o.
Comme la fonction t - ¢! est amt-périodique, pour prouver que %
est un entier, il suffit de montrer que, pour tout t €]o,27[, on a et 21
(cela impliquera par ailleurs 1'unicité de , comme annoncé dans la

propriété (iv)). Soit t €]o, 21/, et posons

e's =x+iy, x,y€R.
Par définition de ®, comme i €Jo, Z[, on a nécessairement x > o et
y > 0. Le développement de (x +ip)* nous montre que la partie ima-
ginaire de e’ est 4xy(x> — p*). Autrement dit, pour que e’ soit un
nombre réel, il faut et il suffit que x> = y*>. Or on a aussi la contrainte
x*+y*>=1,etdoncil fautx =y = % Mais alors cost = —1.

Il reste a prouver la propriété (i). Soit z € C\{o}. En posant p = |z|,
on peut écrire z = pu avec |u| = 1. La propriété (iii) et le théoreme
des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue exp| im-
plique qu’il existe un unique nombre réel a tel que e = p. Pour
conclure, il suffit donc de trouver un nombre réel b tel que e’? = u (et
on posera alors w = a+ib, pour obtenir e¥ = z). On pose u = a +if,
avec o, p € R. On distingue trois cas. Si a > o et > o, comme o < 1,

le théoreme des valeurs intermédiaires implique que a = cosb pour
un certain b € o, %] D’autre part, on a

(sinb)®> =1-a®=p>,
et comme sinb > o, l'injectivité de la fonction x — x> sur les réels
positifs implique que sinb = p. On a donc bien ¢’” = u dans ce cas. Si
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a<oetf>o,alorsonapplique ce qui préceéde a —iu. On trouve donc
b€ [o, 5] tel que —iu = e''. En posant b = t + %, on obtient de nouveau
¢!’ = 4. Finalement, si p < o, ce qui précéde permet de trouver un réel
t tel que et = —u, et donc, en posant b = t+1, on a encore el =y, O

REMARQUE 1.3.6. L'exponentielle définit donc un morphisme de
groupes surjectif
exp:C — C\{o}
de noyau 2miZ. De méme, si on note

U:{z€C||z|:1}

le cercle unité, la fonction t > e'* définit un morphisme de groupes
surjectif R — U de noyau 2mZ. On en déduit un isomorphisme de
groupes

¢:R/2nZ - U.

Exercice 1.3.7. Montrer que, lorsqu’on le munit de la topolo-
gie quotient, I'espace R/2mZ est compact. En déduire que 'isomor-
phisme de groupes ¢ : R/2nZ — U est aussi un homéomorphisme.

REMARQUE 1.3.8. L'application inverse ¢~ ' est notée classique-
ment
arg: U — R/2mZ.
Plus généralement, pour un nombre complexe non nul z, on pose
(z) =arg( =)
arg(z) = arg )






CHAPITRE 2

Formes différentielles complexes

1. Formes différentielles de degré 1

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. On désigne
par BV = Homg(E, C) I'espace vectoriel des applications R-linéaires
de E vers C.

DEFINITION 2.1.1. On appelle forme différentielle (complexe de deg-
ré 1) sur un ouvert U de E une application continue

w:U—E".
Une forme différentielle w sur U est dite de classe C” si I'application
w: U — EVYa cette propriété (r > o).

ExeMPLE 2.1.2. Soit f : U — C une application de classe C'**.
Pour chaque point x de U, la différentielle d, f de f au point x définit
une application R-linéaire encore notée par abus

df:E—>C, ur>d,f(u).
Cela définit une forme différentielle w = df de classe C’
df :U—EY, x> d,f,
appelée la difféerentielle de f.

NoraTioNs 2.1.3. On désignera par 6" (U) I'ensemble des fonc-
tions U — C de classe C’, et par Q" (U) celui des formes différen-
tielles de classe C" sur U. L'exemple ci-dessus définit une application
C-linéaire

d:C"(U) - Q" (U).
L’ensemble de fonctions €7 (U) est naturellement muni d’une struc-
ture de C-algebre ; on dispose en outre d’une multiplication
€' (U)xQ""(U) - Q" (U), (f,w)— fw
définie par (fw)(x) = f(x)w(x) pour tout x € U.

EXERCICE 2.1.4. Montrer que cette multiplication est bien définie,

et vérifier la formule de Leibniz : pour tous f,g € C"**(U), on a

d(fg)=fdg+gdf.
2.1.5. Considérons une base e,,...,¢, de E. Pour 1 < i < n, notons
x; : U — Clarestriction a U de I'unique application R-linéaire E — C

11
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qui envoie e; sur 1 et ¢; sur o pour j # i. On a donc en particulier une
famille de formes différentielles

dx;:U—EY, 1 <i<n.

ProrosiTiON 2.1.6. L'ensemble Q" (U) est un €7 (U)-module libre
de rang n, avec pour base la famille dx,,...,dx,. Autrement dit, pour
toute forme différentielle w € Q" (U), il existe un unique n-uplet

(fir-s fu) € €7 (V)"

tel que

w:if,-dxi.

La démonstration est laissée a titre d’exercice (facile).

REMARQUE 2.1.7. Si w =df pour une foncion différentiable f, on

df = E_ _c)xi dx;
of

ou les fonctions 5:- sont les dérivées partielles de f.

DerINITION 2.1.8. Soit w une forme différentielle de classe C” sur
U. Une primitive de w est une fonction f : U — C de classe C"*" telle
que df = w. Une forme différentielle est dite exacte si elle admet une
primitive.

ProposITION 2.1.9. Soit w une forme différentielle de classe C" sur
U. Si f est une primitive de w en tant que forme différentielle de classe
C°, alors f est une fonction de classe C"™**

DEMONSTRATION. On peut choisir une base de E, de sorte que la
différentielle df s’écrive comme combinaison linéaire de ses déri-
vées partielles : les dérivées partielles de f sont les coordonnées de
w = df en tant qu’élément du € (U)-module libre Q""(U) dans la
base des dx; (cf. proposition 2.1.6). Or la proposition 2.1.6 nous as-
sure que w est une combinaison linéaire dont les coefficients sont des
fonctions de classe C'. Cela signifie donc que les dérivées partielles
de f sont toutes de classe C’, d’ou il résulte que f est une fonction
de classe C"**. O

ExERcCICE 2.1.10. Montrer que la primitive d’une forme différen-
tielle est déterminée a une fonction constante pres : si U est connexe,
et si f et g sont deux fonctions différentiables sur U telles que df =
dg, alors f — g est une fonction constante.



3. INTEGRALES CURVILIGNES 13

2. Image réciproque de formes différentielles

Considérons a présent deux espaces vectoriels de dimension finie
E et F et deux ouverts UCE et VCF.

DEFINITION 2.2.1. Soit @ : U — V une application de classe C"**.
Pour toute forme différentielle w € Q" (V), on définit une forme
différentielle ¢*(w) sur U par la formule

¢ ()(x) = w(@(x)) o dye

pour tout x € U. On dit que ¢*(w) € Q™" (U) est I'image réciproque de
w par @.

Exercice 2.2.2. Vérifier que ¢*(w) € Q"7 (U).

EXERCICE 2.2.3. Etant donnée une fonction f : U — C de classe
C™*, I'image réciproque de f par @, notée @*(f), est définie par

¢ (f)=foe.
Montrer que
d(@*(f)) = ¢*(df)

pour tout f € C"(U).

ExerciCE 2.2.4. Soient U, V et W trois ouverts respectifs des es-

paces vectoriels E, F et G, et supposons données deux fonctions de
classe C”

e:U—->V et P:V-oW,
Démontrer que

(o) =@ o

3. Intégrales curvilignes

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et U C E un
ouvert.

DErINITION 2.3.1. Un chemin dans U est la donnée d’une applica-
tion continue y: [o,1] — U. Le point y(o) est appelé l'origine de vy, et
le point y(1) l'extrémiteé.

On dit que vy est de classe C* s’il est la restriction a [o,1] d’une
application de classe C', encore notée par abus y, d’un intervalle
ouvert I C R contenant [o,1] vers U.

DEFINITION 2.3.2. Soient y:[o,1] — U un chemin de classe C" et
w une forme différentielle sur U. L'intégrale de w le long du chemin y
est le nombre complexe

Lw - f (Y)Y (1)dr.
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REMARQUE 2.3.3. Sous les hypothéses de la définition ci-dessus,
on peut supposer que y est la restriction d’une fonction de classe
C' y:I—- U, ou I est un intervalle ouvert contenant o et 1. On dis-
pose donc d’un forme différentielle y*(w) sur I. D’aprés la proposi-
tion 2.1.6, il existe une unique application continue f : I — C telle
que Y (w) = fdt. Cette application f est tout-a-fait explicite : on a
f(t) = w(y(t))(y'(t)). En particulier, on a alors 1’égalité

sz Ll Y (w).

ExERcICE 2.3.4. Démontrer les propriétés suivantes.

(i) Soient U et V deux ouverts respectifs d’espaces vectoriels réels
de dimension finie E et F. On considere un chemin y: [o,1] —
U de classe C' et une application ¢ : U — V de classe C*. Alors,
pour toute forme différentielle w sur V, on a

(ii) Comme cas particulier de la propriété (i), on voit que I'inté-
grale ne dépend pas des reparamétrisations des chemins, du
moins lorsque 1'on ne change pas l'origine ni 'extrémité. Au-
trement dit, si y: [0,1] = U est un chemin de classe C" et si t:
[0,1] — [0, 1] est une application de classe C* telle que y(0) = o
et y(1) = 1, alors, pour toute forme différentielle w € Q" (U),

on a
jw:j o.
Y Yot

DEFINITION 2.3.5. Soient a:[0,1] > Uet p:[o,1] — U deux che-
mins dans U, tels que a(1) = f(0). On définit alors le chemin composé
p-a:[o,1] = U par la formule

p-aft) =

a(2t) sio<t<3,
p(2t—1) sinon.

ExercICE 2.3.6. Démontrer les propriétés complémentaires sui-
vantes.
(iii) Soient a et p deux chemins de classe C' dans U tels que
a(1) = (o). On suppose que le chemin compsé -« est de classe
C' (ce n'est pas automatique du tout). Alors, pour toute forme
différentielle w sur U, on a

Jouom Lo foo

(iv) Soient «, p et y trois chemins de classe C*' dans U, tels que
a(1) = p(o) et B(1) = y(0). On suppose que les chemins f-«, y-p,
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Y- (B-a)et(y-p): asont de classe C'. Alors, pour toute forme
différentielle w sur U, on a

[ o] e
v-(p-a) (v-p)a

(v) Soit y un chemin de U. Le chemin opposé a y est le chemin y
défini par
W =ya-1), teloal.
Si y est de classe C*, alors il en est de méme de ¥y, et, pour toute
forme différentielle w sur U, on a

Jyo=t e

La loi de composition des chemins (2.3.5) ne préserve pas la pro-
priété d’étre de classe C'. C’est pourquoi on introduit la notion sui-
vante.

DEFINITION 2.3.7. On dit qu'un chemin y: [o,1] — U est de classe
C" par morceaux s’il existe une subdivision de l'intervalle [o,1] de
la forme o = s, <s; <.+ <5, <Spyqy = 1 (avec m > 0), de sorte que
l’application restreinte y|_ . | soit de classe C* pour tout indice i,
o < i < m. Pour une forme différentielle w sur U, on définit alors
l’zntegrale de w le long de y par la formule

ou, pour o <1 < m, on a posé
Vi(t) = y(tsi+ (1 —1)siy,), te[o1].
(le nombre fyw ne dépend pas de la subdivision choisie, comme on

le voit facilement a partir de la propriété (ii) de I'exercice 2.3.4 et de
la propriété (iii) de I’exercice 2.3.6.)

REMARQUE 2.3.8. La loi de composition (partiellement définie)
introduite au numéro 2.3.5 a la propriété d’étre compatible aux che-
mins de classe C' par morceaux : si o et p sont deux chemins de
classe C' par morceaux de U tels que (1) = p(0), alors B - ¢ est en-
core de classe C' par morceaux.

Exercice 2.3.9. Démontrer que les propriétés des exercices 2.3.4
et 2.3.6 s’étendent aux chemins de classe C' par morceaux.

PROPOSITION 2.3.10. Soit w une forme différentielle sur U admettant
une primitive f. Pour tout chemin y de U de classe C' par morceaux, on
a

Jw:fm/(l))—f(v(o)).
}
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DEMonsTRATION. On choisit une subdivision o = s, <5, < -+ <
Sm < Smiq = 1 telle que 'application restreinte Wisisio. ] soit de classe
17°1+1

C' pour tout i, et on note y; les chemins induits (en reprenant les
notations de la définition 2.3.7). Pour tout i, o < i < m, on a alors

-
J w=| df
Vi JYi

1

= | vyi(df) (voirlaremarque 2.3.3)
o

J
1

= | d(yi(f)) (d’apréslexercice2.2.4)
J:l

= | (rowrnar

Jo
= f(yi(1)) = f(yi(o))
= f(Y(siva) = f(¥(si)-

Par conséquent, on obtient

= ) _SOlsi)) = F((52)
= f(y(1)) - f(y(0)),

ce qu’il fallait démontrer. O

4. Primitives

Comme de coutume, on fixe un espace vectoriel réel E de dimen-
sion finie 1, ainsi qu'un ouvert U C E.

LeMME 2.4.1. Si U est connexe, pour tous points a et b de U, il existe
un chemin y de U, de classe C* par morceaux, tel que y(o) = aet y(1) = b.

DemonsTrATION. Fixons un point a € U. Soit V l'ensemble des
points x € U tel qu’il existe un un chemin y de U, de classe C* par
morceaux, vérifiant y(o) = a et y(1) = x. Pour montrer le lemme, il
suffit de vérifier que U = V. On voit que V est non vide, puisque
a € V. Comme U est connexe, il suffit donc de prouver que V est a la
fois ouvert et fermé.

Montrons que V est ouvert. Soit x € V, et considérons un chemin
vy de U, de classe C' par morceaux, d’origine a et d’extrémité x. Soit
r > o un nombre réel tel que B(x,r) C U. Montrons que B(x,r) C V. Si
v € B(x,r), on définit un chemin 0 de U par la formule

O(t) =(1—t)x+1ty.
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Le chemin composé O -y est de classe C' par morceaux, d’origine a
et d’extrémité y, ce qui montre que y € V.

Montrons que V est fermé. Soit x un point de ’adhérence de V
dans U. On choisit » > o tel que B(x,2r) C U. Comme x est dans
I'adhérence de V, il existe y € VN B(x,r). Comme x € B(y,r) C U, on a
donc, par le méme raisonnement que ci-dessus, x € V. O

DEFINITION 2.4.2. Un lacet de U est un chemin y : [0,1] — U tel
que y(o) = y(1).
PROPOSITION 2.4.3. Supposons U connexe et non vide, et considérons
une forme différentielle w de classe C" sur U. On suppose donnée une
famille I' de chemins de classe C* par morceaux dans U, vérifiant les
propriétés suivantes.
(a) Sicet psontdeux éléementsdel tels que (o) = (o), onap-ael
(on rappelle que & désigne le chemin opposé de o).

(b) Pour tout point x € U, il existe r > o tel que, pour tout h € B(o, r),
le chemin t v x + th soit dans T

(c) Pour tous points x, et x, de U, il existe un chemin y €T tel que
Y(0) = x, et y(1) = x,.

(d) Pour tout lacet yeTl', ona

jw:o.
v

On choisit alors un point a de U, et, pour chaque point x de U, on choisit
ensuite un chemin y, €I, d’origine a et d’extrémité x. On pose enfin

f=| o

X

Alors f est une fonction de classe C'™* et c’est une primitive de w.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 2.1.9, il suffit de dé-
montrer le cas ou r = 0. Nous allons prouver que la fonction f ainsi
définie est de classe C' et que df = w. Pour cela, il suffit de prou-
ver que, pour tout x € U, la fonction f est différentiable au point x
de différentielle d, f = w(x). On commence par remarquer que cette
fonction ne dépend pas du choix des chemins y,. En effet, si x € U et
si O, est un autre chemin de U appartenant a la famille I', d’origine
a et d’extrémité x, on peut considérer son chemin opposé 0,, et le
chemin composé 6, -y, est alors dans I' (par la condition (a)), d’ou

les égalités
f w — f w = f W =0.
X O, éx'Yx

Considérons a présent un point x de U, et choisissons un nombre
réel strictement positif r tel que la boule ouverte B(x, r), de centre x
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et de rayon r, soit contenue dans U, et telle que la condition (b) soit
satisfaite. Soit h € B(o,r), et notons p le chemin de U défini par

p(t) =x+th.

On vérifie aussitot que

J- W= J w(x + th)(h)dt.
0 0

D’autre part, le chemin composé p -y, est un chemin de la famille T,
d’origine a et d’extrémité x + h. Par conséquent, on a

f(x+h):J;%w
mepw
o |

X)+ J- w(x + th)(h)dt.

Comme la fonction
B(x,7)x[0,1] = B

(h,t) > w(x +th)

est continue, I'intégrale L,I w(x+th)dt € BV est une fonction continue
de h, de sorte que

1

lim | w(x+th)dt = w(x).

h—o Jo

Comme EY est de dimension finie, on peut définir sa topologie avec

notre norme préférée. On prendra la norme || —|| définie par
u(v
Juf = sup
vzo V]l

pour toute application R-linéaire u : E — C (et ou on a choisi une
norme || —|| sur E). On a donc, pour tout h € B(x,7) :

f(x+h) - fx)-—0@) M) _ 17 _
i = L w(x + th)(h)dt w(x)(h)‘

<| J wlx+ thydt - w(x)|.

Comme on sait que

lim
h—o

Jl w(x + th)dt — w(x)“ =0,
cela implique que
|[f(x+ 1) - f(x) - w(x)(h)

lim =o.
h—o 14|
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Autrement dit, la fonction f est différentiable au point x, et on a
I'égalité d, f = w(x). O

THEOREME 2.4.4. Une forme différentielle w de classe C" sur U est
exacte si et seulement si, pour tout lacet y de U, de classe C* par mor-

ceaux, on a
j w=o.
v

DEmoNsTRATION. Montrons que cette condition est nécessaire. Soit
f une primitive de w, et soit y un lacet de U de classe C*' par mor-
ceaux. En vertu de la proposition 2.3.10, on a

fw = f(y(1)) - f(y(o)) =o.
}

Il reste donc a prouver que c’est une condition suffisante. On re-
marque d’autre part que se donner une primitive de w revient a se
donner une primitive de chacune des restrictions de w sur chaque
composante connexe de U. On peut donc se limiter au cas ou U est
connexe et non vide. On conclut alors grace a la proposition 2.4.3, en
prenant pour famille de chemins I’ celle de tous les chemins de classe
C' par morceaux (la condition (c) est alors assurée par le lemme
2.4.1). O

5. Déformation des chemins d’intégration

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel réel E de dimension finie

DErINITION 2.5.1. Une forme différentielle w sur U est localement
exacte si, pour tout point x de U, il existe un voisinage ouvert V de x
dans U tel que la restriction de w a V admette une primitive.

LemME 2.5.2 (Lemme de Lebesgue). Soit X un espace métrique
compact et soit % = (U;);er un recouvrement ouvert de X. Il existe un
nombre réel r > o tel que, pour tout x € X, la boule ouverte B(x,r), centrée
en x et de rayon r, soit contenue dans I'un des ouverts U;, i € L.

DEMonsTRATION. On procede par I'absurde. Si ce n’était pas le
cas, pour tout entier n > o, il existerait un élément x, tel que la
boule ouverte B(x,, ;) ne soit contenue dans aucun des ouverts U;.
Or, l'espace topologique X étant supposé compact, la suite (x,),>o
admet au moins une valeur d’adhérence x. Comme X = (J; U, il
existe un indice i € I tel que x € Uj, et, vu que U; est ouvert, il existe
p > o tel que B(x, p) C U;. Mézalor, pour tout n tel que | < g et tel que
d(x,x,) < g, les inclusions B(x,, ) C B(x,, g) C B(x,p) € U; donnent
une contradiction. O
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PROPOSITION 2.5.3. Soit w une forme différentielle localement exacte
sur U. Pour tout chemin y: [o,1] — U, il existe une subdivision de l'in-
tervalle unité o = s, <s; <--- < S, <S4, = 1 telle que, pour chaque
indice i, o < i < m, il existe un ouvert U; contenant y([s;,s;,,]), de sorte
que w admette une primitive sur Uj.

DEMONSTRATION. On choisit un recouvrement de U par des ou-
verts V sur lesquels w admet une primitive. On conclut facilement
en appliquant le lemme de Lebesgue au recouvrement de [o, 1] défini
par les ouverts y~*(V). 0

2.5.4. Soit w une forme différentielle localement exacte sur U, et
soit Yy un chemin de U. On choisit une subdivision de l'intervalle
unité o =5, <s; <--- <, <5, = 1 telle que, pour chaque indice
i, 0 < i< m,il existe un ouvert connexe U; contenant y([s;,s;,,]), de
sorte que w admette une primitive f; sur U,.

DErINITION 2.5.5. Sous les hypotheses du numéro 2.5.4, on dé-
finit I’intégrale de w le long du chemin vy par la formule

I > A~ ).
Y i=0

REMARQUE 2.5.6. Cette définition a un sens raisonnable : I'intég-
rale fyw ne dépend ni du choix des primitives f;, ni du choix de la

subdivision. Pour le vérifier, on procéde de la maniere suivante. Pour
tous points a et b de U;, le nombre complexe f;(b) — f;(a) ne dépend
pas du choix de la primitive f; de w sur U; : deux primitives de w sur
un ouvert connexe ne differe que par une constante. Il suffit donc
d’observer que la définition de fyw ne dépend pas du choix de la
subdivision, ce qui est un exercice facile laissé au lecteur.

On remarque que le lemme 2.4.1 nous permet de trouver, pour
chaque indice i, un chemin 6; de U;, de classe C' par morceaux, tel
que 0;(0) = y(s;) et 0;(1) = y(s;4,). On définit le chemin © comme le
composé itéré des chemins 0; :

0=0," (0, '("'(el'eo)"'))'

On a alors, en vertu de la proposition 2.3.10, la formule

L“’ - 2]@ o= ;ﬁ-msm)) ~ Fiy(s).

Autrement dit, on peut remplacer le chemin y par le chemin 0, ce
qui signifie toutes les propiétés connues de l'intégrale le long d’'un
chemin de classe C' par morceaux restent vraies pour l'intégrale le
long d’un chemin continu, dés que cela a un sens.

DEerINITION 2.5.7. Considérons deux lacets v et f de U.
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Une homotopie de o« vers p est une application continue
h:lo,1]x[0,1] > U

vérifiant les deux propriétés suivantes :

(a) pour tout t € [o,1], h(o,t) = a(t) et h(1,t) = B(t);

(b) pour tout s € [0,1], h(s,0) = h(s, 1).
On dit que les lacets « et p sont homotopes s’il existe une homotopie
de « vers f.

REMARQUE 2.5.8. Larelation d’homotopie est une relation d’équi-
valence (la preuve est laissée a titre d’exercice).

ExemPLE 2.5.9. Si U est convexe, et si x, est un point de U, tout
lacet a de U de point base x, est homotope au lacet constant : on a
une homotopie h donnée par la formule

h(s,t) = (1 —t)a(t) + sx,.

ExeMPLE 2.5.10. Pour U = C\ {0}, le lacet t > '™ n’est pas ho-

motope au lacet constant : cela résulte de la propriété d’invariance
par homotopie démontrée ci-dessous.

21Tt

ExempLE 2.5.11. Pour U = C \ {0}, les deux lacets t > e et

t > acos2mt +ibsin 27t sont homotopes lorsque a > o et b > o.

ExERcCICE 2.5.12. Démontrer les propriétés suivantes.

1) La composition des lacets est inversible a homotopie pres : si
Y est un lacet, et y son lacet opposé (voir l'exercice 2.3.6 (v)),
alors y - y est homotope au lacet constant y(1).

2) La composition des lacets est associative a homotopie pres : si
a, p et y sont trois lacets tels que a(1) = p(o) et (1) = y(o), alors
les lacets y- (B - ) et (y-B) - « sont homotopes.

DErINITION 2.5.13. On dit que U est simplement connexe s’il est
non vide, connexe, et si tout lacet de U est homotope a un lacet
constant.

ExemPLE 2.5.14. Si U est convexe et non vide, alors il est simple-
ment connexe.

ExemMPLE 2.5.15. D’apres 'exemple 2.5.10, 'ouvert C \ {o} n’est
pas simplement connexe.

THEOREME 2.5.16 (Invariance par homotopie). Soit w une forme
différentielle continue localement exacte dans 'ouvert U. Si o et p sont
deux lacets homotopes de U, alors on a

fo- -

DEMONSTRATION. Soit h une homotopie de a vers p. On choisit
un recouvrement de U par des ouverts V sur lesquels w admet une
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primitive. En appliquant le lemme de Lebesgue (2.5.2) au recouvre-
ment de [0, 1]> défini par les ouverts h~*(V), on voit qu'on peut trou-
ver deux subdivisions

0=5,<8§; <+ <Sp<Spy; =1

p+1
et o:to<t1<---<tq<tq+1:1

telles que, pour o <i < p et 1 <j <gq, il existe un ouvert U; ; de U
sur lequel w admette une primitive f; ;, de sorte que h(R;;) C U;;,
ot on a posé R; ; = [s;,s;,] % [tj,tj,]. Soit y; i : [0,1] = [0,1]* le lacet
qui parametre le bord du rectangle R; ; dans le sens direct. Alors, en
vertu du théoréme 2.4.4, on a

J w =o0.
hoyi;

Soit y: [0,1] — [0,1]? le lacet qui parameétre le bord du carré [o,1]?
dans le sens direct. On vérifie alors, grace a une utilisation répétée
de la version continue de l’exercice 2.3.6, que

foo LX), o

i=o0 j=o0

Si on note o le chemin s +— h(s,0) et T le chemin s — h(s,1), on
constate que h oy est le composé du chemin «, du chemin 7, du che-
min opposé du chemin B, et du chemin opposé du chemin 6. Comme
o = T (par définition des homotopies), on a donc

S S K K R K K K

ce qui achéve la démonstration. O

CoROLLAIRE 2.5.17. Si U est simplement connexe, toute forme diffe-
rentielle localement exacte sur U est exacte.

DEMonsTrRATION. Cela résulte des théoremes 2.4.4 et 2.5.16. [

6. Le théoréme de Poincaré

Soit E un espace vactoriel réel de dimension finie n. On désigne
par A*(E,C) l'espace vectoriel des formes R-bilinéaires alternées sur
E a valeurs complexes ¢ : Ex E — C (ce qui signifie que ¢ est une
application R-bilinéaire telle que @(x,y) = —¢p(y,x) pour tous x,y €
E). Etant données deux formes linéaires o, € EV, on note a A P €
A?(E,C) le produit extérieur de o et B, c’est-a-dire la forme bilinéaire
alternée définie par

(a AB)(u,v) = a(u)p(v) = (u)ax(v)
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pour tous (u,v) € E*>. On vérifie aussitot que 'application produit
extérieur

EY xEY — A%(E,C)
(a,p) > aAp

est C-bilinéaire alternée.

ProrosiTION 2.6.1. Soit e,,...,e, une base de E. Pour 1 <i < n, on
note x; : E — C l'unique application R-linéaire qui envoie e; sur 1 et e;
sur o pour j #i. Alors les formes bilinéaires alternées x; Axj, 1 <i <] <
n, forment une base de l'espace vectoriel complexe A*(E,C).

DEmonsTrATION. Soit ¢ € A*(E,C). Posons 4; ; = ¢(e;, ¢j) pour tous
i et j. Nous allons vérifier que ¢ =} ;_;a; jx; A x;. Soient u,v € E, que
l'on écrit dans la base prescrite u =) ;u;e; et v =7} ;v;e;. On calcule:

¢(u,v) = Zai,j(uivi —viuj) = Z(xi Axj)(u,v).

i<j i<j

Autrement dit, les formes bilinéaires alternées x; A Xj, 1 < i<j<
n, forment une famille génératrice. Montrons que c’est une famille
libre. Si @ =} ;.;4;;x; A x; est nulle, on peut ’évaluer en chaque
couple (ei,e]-), 1 <i<j<mn,eten conclure que a;; = o pour i<j. O

_ n(n—1)

COROLLAIRE 2.6.2. On a dimc A*(E,C) 5

DErINITION 2.6.3. Soit U un ouvert de E. Une forme différentielle
(complexe) de degré 2 sur U est une application continue

w:U— A*(E,C).

On note (O*>"(U) le C-espace vectoriel des formes différentielles de
degré 2 et de classe C" sur U (r > o).

REMARQUE 2.6.4. Comme dans la cas des formes différentielles
de degré 1, I'espace (2>"(U) est naturellement muni d’une structure
de €7 (U)-module. De plus, on dispose d’une application €7 (U)-
bilinéaire alternée

A QY (U)x QY (U) - Q>7(U)

qui associe a un couple (a,p) de formes différentielles de degré 1 la
forme différentielle a A B, de degré 2, définie par la formule évidente
x — a(x) A B(x). Cette forme différentielle o A p est appelée le produit
extérieur des formes différentielles a et p.

PrOPOSITION 2.6.5. Soite,,...,e, une base de E. On considere un ou-
vert U de E, et on reprend les notations du numeéro 2.1.5. Alors Q>"(U)
est un €7 (U)-module libre de base dx; Adxj, 1 < i <j < n. Autrement
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dit, toute forme différentielle w € Q>"(U) s’écrit de maniére unique sous
la forme
w = Zfi,]-dxi A dX]',
i<j
ot f; i+ U — C est une fonction de classe C" pour tous i < j.

DimonstraTION. Chaque forme différentielle dx;Adx; est 'appli-
cation constante de valeur x; Ax; (avec les notations de la proposition
2.6.1). Comme les formes bilinéaires alternées x; A Xj, i <j, forment
une base de A*(E,C), on en déduit aussitdt cet énoncé. U

ProposITION 2.6.6. Soit U C E un ouvert, et r > 1 un entier. Il existe
une application C-linéaire et une seule

d: Q" (U) - Q> (V)
veérifiant les propriétés suivantes.

(i) Pour toute fonction f € C"**(U), on a d(df) = o.
(ii) Pour tous f € €7 (U) et w € Q" (U), on a I’égalité

d(fw)=df Aw+ fdw.

DEMONSTRATION. Montrons 1'unicité. On va procéder en décri-
vant les formes différentielles par leurs coordonnées : on choisit une
basee,,...,e, de E, et on reprend les notations du numéro 2.1.5. Soit
w =) ; f;dx; une forme différentielle de degré 1 sur U, les fonctions
f; étant de classe C”. On a alors

do=) d(fidx)
= Z(dfi Adx; + fid(dx;))

1
=) dfindy;.
i

Pour démonter I’existence de cet opérateur, on peut bien entendu
définir dw par la formule ci-dessus, puis vérifier les propriétés (i)
et (ii). On peut aussi procéder d’une maniére plus intrinseque. Soit
w: U — EY une application de classe C". Pour chaque point x de U,
on note d,w : E — EV la différentielle de w au point x. On définit
alors dw(x) € A*(E,C) par la formule

dw(x)(u,v) = dxw(u)(v) = dyw(@)(u)
pour tout (u,v) € E>. On obtient de la sorte une application
dw:U — A?*(E,C).

Le fait que la différentielle de 'application w soit de classe C"* im-
plique aussitot que dw est une forme différentielle de degré 2 et de
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classe C"'. On a donc défini une application C-linéaire
d: Q" (U) - Q> (V).

La propriété (i) est bien connue : c’est 'une des formulations du
lemme de Schwarz (cf. remarque 2.1.7 et exercice 2.6.7). La propriété
(ii) est quant a elle une conséquence directe de la formule de Leibniz
(de la différentielle du produit de deux fonctions) et de la définition
du produit extérieur des formes différentielles. O

Exercice 2.6.7. Montrer que, lorsqu’on travaille avec des coor-
données (suivant les conventions de 2.1.5), pour toute forme diffé-
rentielle de la forme w =} ; fidx;, on a

do = Z(S—Q - %)dxi Adx;.

i<j ]

DeriNnITION 2.6.8. Une forme différentielle w sur un ouvert U de
E est dite fermée si dw = o.

THEOREME 2.6.9 (Poincaré). Soit U un ouvert simplement connexe
de E, et r > 1 un entier. Une forme différentielle w, de classe C" sur U,
est exacte si et seulement si elle est fermée.

DEMONSTRATION. La propriété (i) de la proposition 2.6.6 montre
que toute forme différentielle admettant une primitive est fermée.
Il reste donc a prouver la réciproque. Soit w une forme différentielle
fermée sur U. Comme I'intégrale de w sur un lacet constant est néces-
sairement nulle, pour montrer que w admet une primitive, en vertu
des théorémes 2.4.4 et 2.5.16, il suffit de démontrer que w est locale-
ment exacte. Montrons qu’il suffit de traiter le cas ou U est convexe.
Pour tout ouvert V de U, la forme différentielle w est encore exacte
sur V :sion note i : V — U l'inclusion, on a di*(w) = i*(dw) = o (voir
I’exercice 2.2.3). Si on admet le théoreme de Poincaré pour les ou-
verts convexes, on en déduit donc que i*(w) admet une primitive sur
V. Comme U admet un recouvrement par des ouverts convexes (par
exemple, des boules ouvertes), cela implique que w est localement
exacte.

Dorénavant, on fait donc I’hypothese supplémentaire que U est
un ouvert convexe de E. On peut supposer, sans perte de généralité,
que o € U (cela ne sert qu’a simplifier les notations pour la suite). En
particulier, pour tout x € U on dispose du chemin y, donné par la
formule ¢ - tx. On définit une fonction f : U — C par la formule

f()= f o= [ wtxmar

On va vérifier que f est de classe C' et que df = w.
Soit (x,,...,x,) un systéme de coordonnées associé au choix d’une
base de E (toujours suivant les conventions du numéro 2.1.5). On
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w = Z(Pidxil

ou ¢; : U — C est une fonction de classe C' pour tout i. Si on pose
F(t,x) = w(tx)(x), on a donc

B(t,2)= ) @it

pose

et enfin

f(x)= J-l F(t,x)dt = iJﬂ @;(tx)x;dt.

D’apres les théorémes standard de passage a la limite et de dériva-
tion sous le signe somme, cela implique que la fonction f est donc
bien de classe C'. Les dérivées partielles de F admettent la descrip-
tion suivante :

JF _ a(Pi ¢
a—Xi(t,x) = @;(tx) + a—xi(tx)tx, + Z I (tx)tx;

D’autre part, on sait, d’aprés ’exercice 2.6.7, qu’on a I'identité

99 _dp;

1<]
Comme dw = o par hypothese, on en déduit, grace a la proposition
2.6.5, que

Ip;  dg;
6x1- B 6x]
pour tous i et j, ce qui induit les identités
oF = ¢ IP;
a—xi(t,x) —(pi(tx)+; axj(tx)txj = = (6,),

ou V;(t,x) = t@;(tx). En dérivant sous le signe somme, il en résulte
I’expression suivante des dérivées partielles de f :

df . (' JF (Y M =t
o= [ grtemar= [ Grendr=[pen] = oo
Autrement dit, df = w. O

CoRroOLLAIRE 2.6.10. Soit U un ouvert de E. Une forme différentielle
w de classe C* sur U est localement exacte si et seulement si elle est
fermeée.
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DEmonsTRATION. La preuve du fait que toute forme différentielle
fermée est localement exacte a déja été donnée au cours de la dé-
monstration du théoréme 2.6.9. Supposons que w soit localement
exacte. Alors, en vertu du théoreme 2.6.9, il existe un recouvrement
ouvert de U par des ouverts (convexes) V tels que la restriction de
dw a V soit nulle. Cela implique que la fonction dw : U — A*(E,C)
est nulle sur un recouvrement de U, et donc qu’elle est nulle. O

CoROLLAIRE 2.6.11. Soit U un ouvert de R>. Une forme différentielle
w = fdx+gdy, de classe C* sur U, est localement exacte si et seulement
si, pour tout (x,y) € U, on a

d
6 =5-(x).

DémMonsTrRATION. On a alors
Jg df
d :(———)d dy.
w x  dy xAdy

Comme dx A dy est une base du € " (U)-module A*(R?,C), ce corol-
laire est donc un cas particulier du précédent. 0






CHAPITRE 3

Fonctions holomorphes

1. Dérivation complexe
Soit U un ouvert de C.

DeriniTION 3.1.1. Une fonction f : U — C est holomorphe si elle
est C-dérivable en tout point de U, c’est-a-dire si, pour tout z € U, la
limite

h) —

h—o z—h
existe dans C. Le nombre f’(z) est appelé la dérivée de f au point z.

ExempLE 3.1.2. En vertu de la proposition 1.1.14, toute fonction
analytique est holomorphe. On verra plus tard que la réciproque est
vraie (4.1.1).

Exercice 3.1.3. Démontrer que, pour qu’une application f : U —
C soit holomorphe, il faut et il suffit que f soit différentiable et que,
pour tout z € U, l'application d, f : C — C soit C-linéaire.

ExERCICE 3.1.4. Démontrer les propriété élémentaires suivantes.
(1) Les fonctions holomorphes sur U forment une C-algebre.
(2) Si f : U — C est holomorphe, alors J% est holomorphe sur le

complémentaire du lieu des zéros de f.

(3) Sif:U—VcCestholomorphe, a valeurs dans un ouvert V,
et si g: V — Cest holomorphe, alors la fonction composée go f
est holomorphe.

REMARQUE 3.1.5. La fonction z > z est holomorphe de différen-
tielle constante dz (l’identité de C). La fonction z +— Z n’est pas ho-
lomorphe : sa différentielle dZ est anti-linéaire (la conjugaison com-
plexe). On vérifie aussitot que dz et dzZ forment une base de Q"7 (U)
en tant que ¢’ (U)-module.

ProrosiTION 3.1.6. Soit f : U — C une fonction continue. Toute
primitive de la forme différentielle w = fdz est une fonction holomorphe
F:U—>Ctelleque F' = f.

DeEmonstraTION. Comme l'application w(z) est clairement C-li-
néaire pour tout z € U, il s’agit ici d’une reformulation de l'exercice
3.1.3. U

29
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REMARQUE 3.1.7. On écrira x pour la partie réelle de z € C, et
y pour sa partie imaginaire, de sorte dx et dy forment une base de
I’espace des formes différentielles sur U.

Soit f : U — Cune application différentiable. On peut alors écrire

df = aJ;dx+a—fdy

af agf 1(df .df
=5 ’@)d“z(a 63})

Par conséquent, d’aprés l’exercice 3.1.3, pour que f soit holomorphe,
il faut et il suffit qu’on ait la relation

of ,9f
" éy

Si on désigne respectivement par P et Q la partie réelle et la partie
imaginaire de f, cette équation est équivalente au systeme d’équa-

=0.

tions
b _ dQ
dx ~ dy
J9Q _ _JP
dx —  dy’

Ces équations sont connues sous le nom d’équations de Cauchy-Rie-
mann.

2. Le théoreme de Cauchy
On fixe un ouvert U de C.

TuEoREME 3.2.1 (Cauchy). Soit f : U — C une fonction holomor-
phe. La forme différentielle w = f dz est localement exacte.

Dans le cas ou la fonction dérivée f’ est continue, on a les identi-
fications
do=df Adz=f'dzAdz =0,

ce qui prouve l'assertion grace au théoreme de Poincaré (2.6.9). La
preuve du cas général est moins directe. Nous allons procéder en
passant par plusieurs résultats intermédiaires.

DErINITION 3.2.2. Soit y un chemin de U de classe C' par mor-
ceaux. La longueur de y est le nombre

Ll (1),

LEMME 3.2.3. Soit y un chemin de U de classe C' par morceaux et
de longueur €, et soit M > o un nombre réel. Si |f(z)| < M sur I'image de

Y, alors
U fdz| <me
v
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DitmonsTrATION. Par définition, on a

Je [

Comme |f (y())y(t)| < M|y'(t)| pour tout ¢, on en déduit aussitot I’as-
sertion. O

3.2.4. La propriété, pour une forme différentielle, d’étre locale-
ment exacte étant, par définition, de nature locale, il est suffisant de
prouver le théoreme 3.2.1 dans le cas particulier ou U = D est un
disque ouvert de C. Dans la suite, on fait donc ’hypothese supplé-
mentaire que U = D est une boule ouverte de R* ~ C.

On appelera triangle toute partie T de D obtenue comme l’enve-
loppe convexe de trois points a,, a, et a; de D. Dans ce cas, on notera
dT le chemin (affine par morceaux) de U qui consiste a parcourir le
bord de T dans le sens direct, en partant de 4, .

LEMME 3.2.5. Soit w une forme différentielle de degré 1, continue sur
D, telle que, pour tout triangle T C D, on ait

J w =o0.
dT

DEMONSTRATION. Soit I' la famille des chemins affines par mor-
ceaux dans D. Montrons que, pour tout lacet y € I, on a fyw = o.

Alors w est exacte.

Modulo reparamétrisation, il existe une suite finie de chemins af-
fines y;, 1 <i < n, telle que y;,,(0) = y;(1) pour 1 <i<n,et

Y=Yn (Yuea G (Y2 ¥1)) o)
On procéde par récurrence sur n. Si n < 3, alors, modulo reparamétri-

sation, on doit avoir y = dT pour un triangle T de D, et il n’y a donc
rien a vérifier. Si n > 3, on pose

C:Yn'(Vn—l("'(Y4'V3))"')-

Jw:Jw+J o
Y C > V1

On peut voir y, et y, comme des chemins paramétrant deux arétes
consécutives d’un triangle T, et si O est un chemin affine paramétrant
le troisiéme coté (dans le sens adéquat), on a alors

forf oo o f e

Autrement dit, on a
j w:fw
> V1 6

On a dans ce cas :
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On en déduit, par récurrence, que

fo o o e

Ce lemme est a présent un cas particulier de la proposition 2.4.3. [

LeEMME 3.2.6. Soit f : D — C une fonction holomorphe sur la boule
ouverte D C C. Alors, pour tout triangle T C U, on a

fdz=o.
aT

DEMONSTRATION. Soit T un triangle dans D, de périmetre £. On
peut supposer que les sommets de T sont distincts deux a deux et ne
sont pas alignés (car sinon, l’assertion releve du trivial). En considé-
rant les milieux de chacune de arétes de T, on obtient quatre nou-
veaux triangles A;, 1 <1 < 4, qui subdivisent T. On appellera tri-
angles admissibles les triangles A; comme ci-dessus tels que

], 731, el

On observe facilement que

4

andz = Z fdz.

I,

Il s’en suit que la somme des quatre modules d’intégrales ”aA.del

est supérieure ou égale a |L)T fdz|. Par conséquent, il existe toujours
un triangle admissible de T. On construit une suite décroissante de
triangles T,, C T, n > o, de longueur ~7, et de sorte que

fdz|.

1
[, o>
dT, 4 JT

On procede bien entendu par récurrence : en posant T, = T, puis en
définissant T, ,, comme un choix de triangle admissible de T,,.
Nous allons démontrer que, pour tout € > o, il existe un entier N

tel que, pour tout entier n > N, on ait
€2
), el
JT, 4

Pour cela, on choisit un point a € (1,5, T,, (un tel point existe en vertu
du théoreme des fermés emboités). Comme f est dérivable au point
a, il existe r > o tel que, pour tout z € U vérifiant |z —a| < r, on ait

f(2)=f(a)- f'(a)(z—a)l < ez al.
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Comme tout polynéme complexe P admet une primitive, on a l'an-
nulation faT Pdz = o pour tout triangle T. On en déduit que

[ raz= [ (s@)-s@-fiae-a)dz.
aT, JT,
On peut trouver un entier N tel que, pour tout n > N, si z € T, alors
4
lz—al< — <r.
2

On en déduit par le lemme 3.2.3 I'inégalité souhaitée.
En conclusion, pour tout n assez grand, on a

€2
”J fdz‘ss—n.
47 1Jor 4

En particulier, on a dong, pour tout € > o,

1

' a fdz‘ <el?,
T

ce qui termine la démonstration de ce lemme. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2.1. On fait ’hypothese anodine
que U est une boule ouverte de C (conformément au numéro 3.2.4).
Le fait que la forme différentielle w = f dz admette une primitive sur
U suit alors immédiatement des lemmes 3.2.5 et 3.2.6. 4

CoroLLAIRE 3.2.7. Soit U un ouvert simplement connexe de C. Toute
fonction holomorphe sur U admet une primitive : pour toute fonction ho-
lomorphe f : U — C, il existe une fonction holomorphe F : U — C telle

que F' = f.
DeMonsTrATION. On applique le corollaire 2.5.17 et le théoreme
3.2.1 a la forme différentielle w = fdz. 0

CoROLLAIRE 3.2.8. Soit f : U — C une fonction holomorphe sur un
ouvert de C. Si a et p sont deux lacets homotopes de U, alors on a

Lfdz:Lfdz.

DEmonsTtrAaTION. Cela découle aussitot des théoremes 2.5.16 et
3.2.1. U

3. Déterminations du logarithme

Pour z € C\ {o}, ’équation
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a une infinité de solutions : si z = re'9, o r > 0 est un nombre réel
et ot O € R, alors T = ¢!°87+10 st une solution. D’aprés le théoréeme
1.3.5, l'ensemble des solutions est alors

C+2imZ ={C+2nint|neZ}.

LemME 3.3.1. Soit U un ouvert connexe de C\ {o}, et ¢ : U — C

A . . _d .
une primitive de la forme différentielle w = % sur U. Alors la fonction
quotient

e®(2)
z) =
fe)=%

est constante sur U.

DEmonsTRATION. On sait, d’apres la proposition 3.1.6 que la fonc-
tion ¢ est holomorphe, ce qui implique qu’il en est de méme de f.
D’autre part la différentielle logarithmique de f est

df dz

— =dep-— =o.

o
En particulier, on a df = o, et, l'ouvert U étant connexe, cela im-
plique que la fonction f est constante. Il

DEFINITION 3.3.2. On appelle détermination du logarithme sur un
ouvert U de C \ {o} une fonction continue ¢ : U — C telle que, pour

tout z € U, on ait
e®?2) —

z.
THEOREME 3.3.3. Soit U C C \ {o} un ouvert. On a les propriétés
suivantes.

(i) Si U est simplement connexe, alors il existe une détermination du
logarithme sur U.

(ii) Sil'ouvert U est connexe, deux déterminations du logarithme sur
U qui coincident en un point sont égales.

(iii) Toute détermination du logarithme sur U est une primitive de
la forme différentielle dZ—Z, et donc, en particulier, est une fonction
holomorphe.

DEmMONSTRATION. On commence par prouver le point (i). Suppo-
sons U simplement connexe. Dans ce cas, en vertu du corollaire 3.2.7,
la forme différentielle % admet une primitive ¢ sur U, laquelle,
d’apres la proposition 3.1.6, est nécessairement une fonction holo-
morphe. Si U est vide, il est clair que ¢ est une détermination du lo-
garithme. Sinon, soit z, un point de U. On choisit une solution C, de
I’équation e® = z,. Quitte & modifier ¢ en lui ajoutant une constante,
on peut supposer que @(z,) = C,. Le lemme 3.3.1 implique alors que
e®?) = z pour tout z € U.

Montrons (ii). Supposons U connexe, et considérons deux déter-
minations du logarithme ¢, et ¢, sur U. La fonction z — ¢,(z) -
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@, (z) est a valeurs dans 2iTZ, et est continue; elle est donc constan-
te, puisque U est connexe. Il en résulte que, si ¢,(z,) = ¢,(z,) pour
un certain point z, € U, alors ¢, (z) = ¢,(z) pour tout z € U.
Montrons a présent le point (iii). Le probleme étant local sur U,
on peut supposer que U est un disque ouvert, et donc, en particu-
lier, est simplement connexe. On a vu plus haut qu’au moins une
détermination du logarithme sur U est une primitive de la forme
différentielle %, et donc l'assertion résulte du point (ii). 0

ExXEMPLE 3.3.4. Soit U = {z eC | |z—1] < 1}. La fonction

ola=y L2

nz=1

est définie par une série entiere de rayon de convergence 1, et donc
elle définit une fonction holomorphe sur U, de dérivée %, telle que
¢@(1) = 0. Le théoréme ci-dessus implique donc que ¢ est une déter-
mination du logarithme sur U. C’est la seule qui coincide avec la
fonction x - log x sur l'intervalle UNR =]o, 2][.

ExempLE 3.3.5. Soit U = C\ R_, l'ouvert complémentaire de la
demi-droite des réels négatifs ou nuls. Comme U est simplement
connexe (puisque homéomorphe a R?), il existe une détermination
du logarithme sur U, obtenue comme une primitive de la forme dif-
férentielle w = %. Une telle primitive ¢ peut étre construite de la
maneére suivante (voir la proposition 2.4.3, laquelle est appliquable
grace au corollaire 3.2.8 et a la simple connexité de U). Pour chaque
z € U, on pose z = rel% avec r > o et O €] -1, [, et on définit un
chemin vy, par la formule y,(t) = tz+ 1 —t. On pose alors

¢(z)= %zlogr+JA i0dt =logr +i0.
Yz o

Cette détermination du logarithme sur U est la seule qui coincide
avec la fonction x +— logx sur R. Elle est appelée la détermination
principale du logarithme sur C\R_.

ExercicE 3.3.6. On considere V = C\R,. Montrer qu’il existe une
unique détermination du logarithme { sur V telle que {(-1) = m.
Soit ¢ la détermination principale du logarithme sur U = C\ R_.
Calculer la fonction ¢ — 1 sur 'ouvert UNV.

EXERCICE 3.3.7. Soit n > 2 un entier. On suppose donné un ouvert
simplement connexe U de C, ainsi qu'une fonction holomorphe f :
U — C. Montrer qu’il existe exactement n fonctions continues ¢ :
U — C telles que @(z)" = f(z) pour tout z € U, et montrer que ces
fonctions ¢ sont toutes holomorphes.
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Exercice 3.3.8. Soit T ={x+ipyeC|lxeR, x> =1etpeR,}. On

pose W=CN\T.

1) Montrer que W est un ouvert simplement connexe de C.

2) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe f : W — C telle
que e/(?) = 1 — 22 pour tout z € W, et telle que f(0o) = o (on
pourra construire f comme une primitive d’une certaine forme
différentielle).

3) Soit ¥ la détermination du logarithme sur V = C \ R, définie
par {(z) = logr+i0 ot1 on a posé z = re'?, avec r > o et 0 €]o, 27|
(on construit P par une méthode similaire a celle de I'exemple
3.3.5). Montrer que, pour tout z€ W,onai(z+1) € Veti(z—1) €
V, et prouver que

f(z)=0(i(z+1))+ Y(i(z— 1)) —2im.
EXERcICE 3.3.9. Donner un contre-exemple montrant que la for-

mule log(a) + log(b) = log(ab) n’est pas vraie pour les variables com-
plexes.

4. Indice d’un lacet par rapport a un point
Soit a € C. On considére un lacet y:[o,1] —» C\ {a}.

DEFINITION 3.4.1. L'indice de y au point a est I'intégrale

1 dz
Ind(y,a) = EJ Z—a'
Y

REMARQUE 3.4.2. En vertu du théoreme de Cauchy, la forme dif-
férentielle Z% est localement exacte sur C \ {a}, et donc 'indice de
Y au point a a bien un sens, méme lorsque y est seulement supposé
continu.

PROPOSITION 3.4.3. Les propriété de I'indice des lacets sont :

(i) U'indice Ind(y, a) est un entier relatif;

(i) si o et B sont deux lacets homotopes de C \ {a}, on a Ind(a, a) =
Ind(B,a);

(iii) pour un lacet y : [0,1] — C fixé, la fonction a — Ind(y,a) est
constante sur chaque composante connexe de U'ouvert complémen-
taire de I'image de y dans C.

DEMONSTRATION. Démontrons 1’assertion (i). Quitte a remplacer
v par le lacet t — 7y(t) —a, on peut supposer que a = o. Comme
C\{o} admet un recouvrement par des ouverts simpement connexes
(comme des disques ouverts, par exemple), on déduit grace au lem-
me de Lebesgue (2.5.2) l'existence d’une subdivision de l'intervalle
[0,1] de la forme

0=t <t <+ <t <ty =1
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telle que y([t;,tj,,]) soit contenu dans un ouvert simplement con-
nexe U; de C\ {o} pour tout j. Pour tout j, o < j < m, on choisit une
détermination du logarithme g; sur U; (ce qui existe, en vertu du
théoreme 3.3.3). On a alors, par définition :

Ind(y,0) = =) &((tj1) = (v(t)-
j=o

Or gj(V(£j+1))—8k(Y(tj41)) € 2iMZ pour 1 < j < m et de méme g,,,(y(1))-
2(y(0)) € 2imZ (puisque leurs exponentielles sont égales a 1), ce qui
montre que I'indice est un entier.
L’assertion (ii) est un cas particulier du corollaire 3.2.8.
Montrons l’assertion (iii). On commence par traiter le cas ou y est
de classe C' par morceaux : pour tout a en dehors de I'image de v,

on a alors
_1 (T Y
Ind(y,a) = 2in£ et

étant continue par morceaux, on en déduit

V(1)
_ Y(t)-a _ '
que la fonction Ind(y,—) est continue a valeurs dans l’espace discret

Z. Cette fonction doit donc étre localement constante. Considérons
le cas général. Pour montrer que la fonction x +— Ind(y, x) est conti-
nue en 4, on peut se restreindre a un voisinage de a. Soit D un disque
ouvert de centre 4. Quitte a prendre D assez petit, on peu suppo-
ser que I'ladhérence de D ne rencontre pas y. Le lemme de Lebesgue
(2.5.2) nous permet d’autre part de trouver une subdivision

Lapplication (a,t) —

0=5,<8; <+ <8y <Sppq =1

et des disques ouverts D; tels que y([s;,si.,]) C D; et D;ND =@
pour tout i, o < i < m. Notons 9; le chemin affine allant de y(s;)
vers Y(s;j,,), et posons

S =+ (Bea (- (31 - ¥5)-++)).

Les ouverts D; étant simplement connexes, la fonction z — X ad-
met une primitive sur D; pour tout x € D. De plus, 9 est un chemin
affine (et donc de classe C') par morceaux, et, comme on l'a déja
observé lors de la remarque 2.5.6, pour tout x € D, on a alors

Ind(y,x) = Ind(9, x).
La fonction x — Ind(y, x) est donc continue au voisinage de a. O

REMARQUE 3.4.4. L'intuition liée a cette notion est que l'indice
Ind(y,a) compte le nombre de tours que fait y autour du point a,
comptés algébriquement dans le plan orienté dans le sens direct.
Cela se constate sur I'exemple de lacet y,,, donné par t > re>"™
avec n € Z et r > o fixés, et a = 0. On calcule en effet dans ce cas :



38 3. FONCTIONS HOLOMORPHES

Ind(y,,,,,0) = n. La proposition ci-dessus est plus précise : pour tout
a € C tel que |a| # r, les assertions (ii) et (iii) donnent

n silal<r,
Ind (v, a) = {o silal >r.

ExeRrcick 3.4.5. Le but de cet exercice est de prouver que le corps
des nombres complexes est algébriquement clos *. Soit K une exten-
sion finie du corps C.

(a) Montrer qu’il existe une norme ||—|| sur le C-espace vectoriel

K telle que

eyl < llxll- [l
pour tous x,y € K. Dans la suite, le corps K sera considéré
comme une algebre de Banach.

(b) Soit f : U — K une fonction définie sur un ouvert U de K. On

dit que f est K-dérivable si, pour tout a € K, la limite
) tim L1 =S (@
h—o h

existe dans K. On dit qu’une fonction f : U — K admet une
primitive sur U s’il existe une fonction K-dérivable F: U — K
telle que F’(x) = f(x) pour tout x € U. Montrer que, lorsque U
est simplement connexe, toute fonction K-dérivable admet une
primitive.

(c) Vérifier que la fonction x - | est K-dérivable sur K\ {o}.

(d) Montrer que, pour tout entier n > 3, l'ouvert R” \ {o} est sim-
plement connexe.

(e) Montrer que K = C. (On pourra procéder par l'absurde en
montrant que si K = C, alors, pour tout lacet y dans C \ {o}, on
a Ind(y,0) =o0.)

5. La formule intégrale de Cauchy

LemME 3.5.1. Soit U un ouvert de C muni d’'un point a € U, et
g : U — C une fonction continue dont la restriction a U \ {a} soit ho-
lomorphe. La forme différentielle w = gdz est localement exacte.

DeEmonsTrATION. Il suffit de prouver que w est localement exacte
sur un voisinage ouvert de a dans U. On peut donc supposer, sans
perte de généralité, que U est un disque ouvert de C. En vertu du
lemme 3.2.5, il suffit de vérifier que, pour tout triangle T C U, on a
faT w =o0.Si T CUN\{a}, alors on applique le théoréme de Cauchy. Il
reste a traiter le cas ou a € T. Pour cela, on procéde en distinguant
deux sous cas.

Si a est dans l'intérieur de T, on considere, pour tout réel A, o <
A < 1, ’homothétie hy de centre de a et de rapport A. On obtient un

1. On donnera deux autres preuves, aux numéros 4.1.12 et 5.2.7.
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nouveau triangle T, = h>\( ). Il est clair que dT et dTy, sont des lacets
homotopes dans U \ {a}, et donc, en vertu du corollaire 3.2.8, on a

Jiro= S

Soit M une borne supérieure des modules |g(z)|, z € T, et € le péri-
metre du triangle T. Le lemme 3.2.3 appliqué au chemin dT) nous

donne l'inégalité
'J- w| <MAL
aT

pour o < A < 1. On en déduit que IaT w = o.

Il reste a étudier le cas ou a appartient au bord de T. On choisit
alors un réel € > o, et un triangle T, € T de U tel que |z—4| < ¢
pour tout z € T,, et tel que a soit sur le bord de T,. Si a n’est pas un
sommet de T, on peut imposer que a ne soit pas non plus un sommet
de T,. Dans tous les cas, on peut alors compléter la famille {T,} en
une subdivision de T par une famille finie de triangles T;, 1 <i <k,
de sorte que a ¢ T; pour i # 1. On a alors

k
jwzzj w:j w
T —Jot; T,

Autrement dit, on peut supposer que T soit arbitrairement petit. Le
lemme 3.2.3 appliqué au chemin JT nous dit alors que |faT w| doit
étre arbitrairement petit, et donc nul.

TuEOREME 3.5.2 (Formule de Cauchy). Soit U un ouvert de C, et
f : U — Cune fonction holomorphe sur U. Soit y un lacet de U homotope
au lacet constant, et a un point de U n’appartenant pas a l'image de .
Alors
RN It

21TC YZ a

DEMonsTRATION. Soit g : U — C la fonction définie par

fa-f@ o, a,
g(z)=4 774 .
f'(a) siz=a.

dz =Ind(y,a)f(a).

Cette fonction est continue en a et holomorphe en dehors de a. Il est
clair que

zZ—da

1 ()
Lw—m e mdiyafto)

Or, en vertu du lemme 3.5.1, la forme différentielle w = gdz est loca-
lement exacte. Il résulte donc du théoréme d’invariance par homo-
topie (2.5.16) que fyw =0, d’ou ce théoreme. 0
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EXEMPLE 3.5.3. Soit D un disque fermé de centre o et de rayon
r > 0. On considére une fonction holomorphe f sur un ouvert U de
C qui contient D. Soit y le lacet défini par t > re>'™. Comme l'espace
D est simplement connexe, le lacet y est homotope au lacet constant
dans U, et Ind(y,0) = 1. Si D désigne l'intérieur de D,etaeD,on
obtient la formule :

1 Mdz:{f(a) siaeD

2imt J, z~a 0 siagD.



CHAPITRE 4

Applications classiques de la théorie de Cauchy

1. Développements en séries entieres

THEOREME 4.1.1. Soit f : U — C une fonction holomorphe sur un
ouvert U de C. On se donne un point a € U ainsi qu'un disque ouvert
D(a,r), de centre a et de rayon r > o, tel que D(a,r) C U. Alors il existe
une série entiere ) - a,x", de rayon de convergence > r, telle que

f)=) az-a)"

nz=o

pour tout z € D(a,r).

DEMoONsTRATION. On peut supposer que a = 0. On choisit un nom-
bre réel p de sorte que o < p <, et on applique la formule de Cauchy
au lacet y(t) = pe*'™. Pour |z| < p, on a alors

O A)
f(Z) = EJ;EdM

Considérons la fonction u +— -2 sur le cercle dD(o, p) de centre o et
de rayon p. On a

et la majoration
n |Z|7’l

= n+1
Y

z
ynti

montre que la série du membre de droite converge normalement sur
le cercle dD(o,p). Puisque f est bornée sur ce cercle, cela implique

que la série
[ 2,
y U

nzo

est convergente, de somme 2i7f(z). On obtient ainsi
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N zZ"f(u .
ou a, = ﬁjy%du. Pour conclure, remarquons que les coeffi-

cients a,, sont indépendants de y : la fonction f est infiniment déri-
vable sur le disque ouvert de centre o et de rayon p, et on a

f"0) _

n "

Cela implique la formule voulue pour |z| < r. 0

COROLLAIRE 4.1.2. Une fonction sur un ouvert du plan complexe est
holomorphe si et seulement si elle est analytique.

COROLLAIRE 4.1.3. La fonction dérivée d’une fonction holomorphe
est holomorphe.

COROLLAIRE 4.1.4. Soit f : U — C une fonction continue sur un
ouvert de C. Si la forme différentielle w = fdz est localement exacte,
alors, la fonction f est holomorphe.

DeEmonsTRATION. Cela résulte de la proposition 3.1.6 et du corol-
laire précédent. O

COROLLAIRE 4.1.5. Si U est un ouvert de C et si f : U — C est une
fonction continue, holomorphe en dehors d’un point de U, alors f est
holomorphe sur U tout entier.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 3.5.1, la forme différentielle
w = fdz est localement exacte. Soit a € U tel que f soit holomorphe
en dehors de {a}. Le théoreme 2.4.4 implique donc que w admet
une primitive F sur un disque ouvert D de centre a contenu dans
U. Or, d’apres la proposition 3.1.6, une telle fonction F est holo-
morphe. Comme F’ = f, le corollaire précédent implique que f est
holomorphe. 0

COROLLAIRE 4.1.6. Soit U un ouvert connexe de C, f : U — C une
fonction holomorphe, et z, un point de U. Les assertion suivantes sont
équivalentes.

(i) La fonction f est identiquement nulle.

(ii) La fonction f s’annule au voisinage de z,.

(ii1) Toutes les dérivées itérées f(k)(zo) sont nulles, k > o.

DEMONSTRATION. Les implications (i)=(ii)=(iii) sont claires. Il
suffit donc de prouver (iii)=(i). Supposons que f¥)(z,) = o pour tout
k > o, et considérons ’ensemble A C U des points z € U tels que
f%)(z) = o pour tout k > o. Il va de soi que A est une intersection
dénombrable de fermés de U, et donc est fermé dans U. De plus, A
n’est pas vide, puisqu’il contient z,. Pour terminer la démonstration,
il suffit donc de prouver que A est aussi un ouvert. Or si a € A,
en vertu du théoreme 4.1.1, la fonction f est développable en série
entiere dans un disque ouvert contenant a et contenu dans U. De
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plus, les coefficients de la série sont des multiples des dérivées itérées

f%)(a). 11 s’en suit que f est nulle au voisinage de a pour tout a € A,
et donc que A est ouvert. O

COROLLAIRE 4.1.7. Soit U un ouvert connexe de Cet f : U — C une
fonction holomorphe non nulle. Lensemble des points oit f s’annule est
discret.

COROLLAIRE 4.1.8. Soit U un ouvert connexe et non vide de C. L'al-
gebre des fonctions holomorphes sur U est un anneau integre.

CoROLLAIRE 4.1.9 (Inégalités de Cauchy). Soit f : D(o,r) — C une
fonction holomorphe sur le disque de centre o et de rayon r > o. Pour
0 < p<r,on pose My =supy_,|f(z)]. Alors, si

f(z)= Zanzn
nzo
est le développement en série entiere de f sur D(o,r), les coefficients véri-
fient I'inégalité
M,
"
D#MONSTRATION. Soit 7y le lacet t > pe>'™. On a les identités

_ L[Sy,

T 55 n+1
21TC yu

|a,| <

n

La majoration est alors une simple application du lemme 3.2.3. [

REMARQUE 4.1.10. Sous les hypothéses du corollaire ci-dessus, on
peut écrire la formule de Cauchy sous la forme

1 2T

anpn - e—inef(peie)de'

am J,

CoroLLAIRE 4.1.11 (Théoréme de Liouville). Toute fonction holo-
morphe bornée sur C tout entier est constante.
DfmonsTrRATION. On a

f2)=) ay"

nzo

nl
z € C. Les inégalités de Cauchy impliquent que |a,| < p—l\ﬁ pour tout
n > o et tout p > o. Il s’en suit que a, = o pour tout n, et donc le

corollaire 4.1.6 termine cette démonstration. O

(n) )
pour tout z, avec a, = L) Soit M > o tel que |f(z)] < M pour tout
<

COROLLAIRE 4.1.12 (Théoréme de Gauf3-d’Alembert). Le corps des
nombres complexes est algébriquement clos. Autrement dit, tout poly-
noéme complexe non constant admet au moins une racine.
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DEMONSTRATION. Soit f un polynéme complexe de degré > 1.
Pour montrer que f admet au moins une racine, on procede par ’ab-
surde. Si f ne s’annulait pas sur C, la fonction + serait une fonction
holomorphe sur C, et cette fonction serait bornée (car f est continue
et |f(z)| tend vers +oo lorsque |z| tend vers +o0). D’apres le théoréme
de Liouville, la fonction + devrait donc étre constante, ce qui im-
pliquerait que f aurait la méme propriété, et donnerait donc une
contradiction. d

REMARQUE 4.1.13. Une autre preuve sera indiquée plus loin, com-
me application du théoreme de Rouché (voir la Remarque 5.2.7).

2. Le principe du maximum

LEMME 4.2.1. Soit f : U — C une fonction holomorphe sur un ouvert
de C. On suppose que la partie réelle de f(z) est nulle pour tout z € U.
Alors f est une fonction localement constante (c’est-a-dire, est constante
sur chacune des composantes connexes de U).

DEMONSTRATION. On écrit f(z) = P(z)+iQ(z), ou P et Q sont deux
fonctions a valeurs réelles de classe C* sur U. si P est identique-
ment nulle, les équations de Cauchy-Riemann (voir remarque 3.1.7)
impliquent que dQ = o, et donc que Q est localement constante. Il
en est donc de méme de f =iQ. g

PROPOSITION 4.2.2. Soit U un ouvert connexe et non vide de C, et f :
U — C une fonctions holomorphe sur U telle que la fonction z — |f(z)|
soit constante. Alors la fonction f est constante.

DEmonsTrATION. Soit C la valeur de |f(z)| pour z € U. Si C = o,
alors f est identiquement nulle sur U, et donc est constante. Si-

non, quitte a remplacer f par é, on peut supposer et on suppo-
sera que C = 1. On choisit un point z, € U, et on note V C U l'ou-
vert formé des points z € U tels que [f(z) — f(z,)| < 1. On désigne
par V, la composante connexe de V qui contient z,. Soit z — logz
une détermination du logarithme sur le disque ouvert D(f(z,), 1)
de centre f(z,) et de rayon 1. Pour tout z € V,, la partie réelle de
log(f(z)) est nulle, puisque 1 = |f(z)| = |8 ()], et donc, d’apres le
lemme précédent, la fonction logof est constante sur V,. Cela im-
pique que f =expologof est une fonction constante sur V,. Il s’en
suit que la fonction f est constante au voisinage de chacun de ses
points, et donc, par connexité de U, est constante. O

THEOREME 4.2.3 (Principe du maximum). Soit U un ouvert borné,
connexe et non vide de C. On se donne une fonction continue f : U — C
sur l'adhérence de U, dont la restriction a U soit holomorphe. On désigne
par dU = U\ U la frontiere de U. On a alors les propriétés suivantes.



3. LEMME DE SCHWARZ 45

(i) Le maximum de la fonction z v |f (z)| est atteint sur la frontiere
au.

(ii) Pour que ce maximum soit atteint en un point de U, il faut et il
suffit que la fonction f soit constante.

DEMonsTrATION. Puisque U est compact et f continue sur U, le
maximum est nécessairement atteint par un point de U. Il suffit donc
de prouver l'assertion (ii). Soit z, € U tel que |f(z)| < |f(z,)| pour tout
z € U. On choisit un disque ouvert D(z,,) de centre z, et de rayon
r > o, contenu dans U, et on pose

M, =sup|f(u +z,)|.

|ul=r

Soit y le lacet t — z, + re*'™ . La formule intégrale de Cauchy (3.5.2)
nous donne 1’égalité

f(2)

zzo

f(zo) =

21T( Y

et on en déduit que

L f(zy + re*i™) rzmez”‘t

%) 217( zo+re2i™ -z,

j |f (zo+7e>™)|dt <M,

On remarque en outre que, par continuité de f, I'inégalité ci-dessus
est stricte des qu’il existe un point u tel que |u| =r et |f(z,+u)| <M,.
Comme il existe un u tel que |u| =r et |f(u + z,)| = M,, on a d’autre
part 'inégalité M, <|f(z,)|. Autrement dit, on doit avoir

f(zo)| =M,

Cela implique que, pour tout u tel que |u| =r,on a |f(u+z,)| =M
(puisque sinon, on a vu que cela implique |f(z,)] < M,). En faisant
varier r, on en déduit que la fonction z - |f(z)| est constante au voi-
sinage de z,. La proposition 4.2.2 nous assure donc que la fonction
f est constante au voisinage de z,. Comme U est connexe, le prin-
cipe des zéros isolés (ou encore le corollaire 4.1.6) implique que la
fonction f est constante. O

3. Lemme de Schwarz

On désigne par D le disque ouvert de centre o et de rayon 1 dans
C.

LEMME 4.3.1 (Lemme de Schwarz). Soit f : D — D une fonction
holomorphe telle que f(o) =0. Ona alors les propriétés suivantes.
(i) Pour tout z € D, on alf(z) <zl
(ii) S’il existe un point z, € D \ {o} tel que |f(z,)| = |z,|, la fonction
f est une homothétie z +— Az (avec |\ = 1).
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DeEmonsTtrAaTION. La fonction g(z) = @ est holomorphe sur le
disque épointé D \ {0}, et elle se prolonge par continuité en zéro. Ce
prolongement est encore holomorphe en vertu du corollaire 4.1.5. Le
principe du maximum appliqué a la restriction de g au disque fermé
de centre o et de rayon r > o montre que, pour tout z tel que |z| <7,

on a
Sl

<
g(2)l < sup o <

|ul=r
Par conséquent, en faisant tendre r vers 1, on voit que, pour tout z tel
que |z| < 1, on a |g(z)| < 1, ce qui démontre I'assertion (i). Supposons
de plus qu’il existe un point z, € D \ {o} tel que |f(z,)| = |z,|- Alors
le maximum de g est atteint dans le disque ouvert de centre o et
de rayon r > o pour tout r > |z,|. Cela implique que g est constante
sur tout disque fermé de centre o et de rayon r, avec |z,|] <r < 1. La
connexité de D implique donc que g est une constante, ce qui prouve
I’assertion (ii). U

Une application du lemme de Schwarz est la déterminations des
automorphismes du disque unité, ce que nous allons développer ci-
dessous.

DErINITION 4.3.2. Soient U et V deux ouverts de C. Une applica-
tion inversible f : U — V est appelée un difféeomorphisme holomorphe,
ou encore une transformation holomorphe, si les deux applications f
et f~' sont holomorphes.

Si U est un ouvert de C, les transformations holomorphes U — U
forment un groupe, noté Aut(U), et appelé le groupe des automor-
phismes de U.

Deux ouverts U et V de C seront dits isomorphes s’il existe un
transformation holomorphe de U sur V.

ExEMPLE 4.3.3. Bien que le plan complexe soit homéomorphe
a tout disque ouvert, il n’existe pas de transformation holomorphe
entre le disque unité ouvert et le plan complexe tout entier. En ef-
fet, s’il existait une tranformation holomorphe f du plan complexe
vers le disque unité, en vertu du théoréme de Liouville, la fonction
f serait constante (puisque bornée), ce qui contredirait I'injectivité
de f.

EXERCICE 4.3.4. Montrer que 'application

z—1i

Zh> ——
Z+1

est une transformation holomorphe du demi-plan de Poincaré
H={x+iy|(x,y)eR*>ety >0}

sur le disque unité ouvert D. En déduire un isomorphisme de grou-
pes Aut(H) ~ Aut(D).
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LEMME 4.3.5. Soit z, € D. On note h,_ la fonction
zZ+2,

Z — .
1+2z22Z,

On a alors les propriétés suivantes.
(i) Ona h, (z) € D pour tout z € D.
(ii) La fonction h—zo est 'inverse de hZO.
En particulier, h, induit un automorphisme du disque D.

DEMonsTrATION. I est clair que cette formule définit une fonc-
tion holomorphe sur C\{;-}. L’assertion (ii) résulte d"un calcul direct

et facile, que nous laissons au lecteur. Il reste a prouverl’assertion (i).
D’autre part, pour |z| =1, 0n a
1 ‘ zZ+ 2z,

|z, (2)l = = =

12|

Z+2,
Le principe du maximum nous assure donc que |h, (z)| < 1 pour tout

D ’ 0
zZ € D.

REMARQUE 4.3.6. On peut vérifier que les fonctions du type h,
ne forment pas un sous-groupe de Aut(D).

DErFINITION 4.3.7. Une homographie est une application h: D — D

de la forme
Z+2z,

z h(z)=A -
1+22Z,

ouz,€Det|)\=1.

On remarque que, d’apres le lemme ci-dessus, toute homogra-
phie définit un automorphisme du disque D.

ProPoOSITION 4.3.8. Les automorphismes du disque unité ouvert D
sont exactement les homographies.

DEMONSTRATION. Soit f : D — D un automorphisme. On pose
z, = f(0), et on définit h par

hz) = 1+2zZ,

zZ+2z,

I1 est clair que h(o) = z,. Par conséquent, 'automorphisme g =h™"o f
envoie o sur lui méme. On en déduit, par l'assertion (i) du lemme
4.3.1, que |g(z)| < |z| pour tout z € D. Pour la méme raion, on a aussi
|g7*(z)| < |z| pour tout z € D. 1l s’en suit que |g(z)| = |z| pour tout
z € D. Lassertion (ii) du lemme 4.3.1 implique donc qu’il existe un
nombre complexe A, de module 1 tel que g soit la multiplication par
. Pour tout z € D, on a donc

f(z) = h(Az) =

AZ+z, )\z+a
1+M\zZ, 1+za

avec a = Az, ce qui montre que f est bien une homographie. O
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REMARQUE 4.3.9. On verra plus loin, comme application de la
théorie des fonctions méromorphes, que les seuls automorphismes
du plan complexe sont les tranformations affines (corollaire 5.1.16).
Une étude plus approfondie des transformations holomorphes en
général sera faite au chapitre 7.

4. Fonctions harmoniques

Soit U un ouvert de C. On désigne par #Z(U) 'espace vectoriel
des fonctions holomorphes sur U, et par Harm(U) celui des fonctions
f : U — R de classe C*> et harmoniques '. On rappelle que la partie
réelle d’une fonction holomorphe est toujours harmonique.

PROPOSITION 4.4.1. Si U est connexe et simplement connexe, l'appli-
cation R-linéaire # (U) — Harm(U), qui associe a une fonction holo-
morphe sa partie réelle, est surjective, de noyau iR.

DEmonsTrRATION. La description du noyau vient du lemme 4.2.1
(pour cela, on n’a besoin que de la connexité de U). Il nous reste
donc a prouver la surjectivité. Soit P une fonction harmonique sur
U c R? = C. On veut trouver une fonction réelle Q sur U telle que
les équations de Cauchy-Riemann

P _ dQ
dx ~ dy
9Q _ _op
dx —  dy°

soient vérifée (voir remarque 3.1.7). On considére la forme différen-
tielle
dP dP
=——dx+ —dy.
@ dy T
Elle est de classe C*' sur U. De plus, 'annulation du laplacien de
P implique qu’on a dw = o. En vertu des théorémes 2.6.9 et 2.4.4,
la forme différentielle w admet donc une primitive Q. On pose alors
f =P+iQ. On a ainsi obtenu une fonction holomorphe dont la partie
réelle est P. O

L’hypothése que l'ouvert U soit simplement connexe est indis-
pensable. Voici un contre-exemple.

EXERCICE 4.4.2. Montrer que la fonction définie sur C \ {o} par
P(z) = élog(zi)

est harmonique et de classe C*, et vérifier que ce n’est pas la partie
réelle d’une fonction holomorphe sur C \ {o}.

’f S

1. On rappelle que cela signifie que le laplacien Af = 75 + ()227 s’annule sur
U.
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COROLLAIRE 4.4.3. Soit U un ouvert de C. Toute fonction f : U - R,
harmonique de classe C?, est de classe C*.

DEFINITION 4.4.4. Une fonction continue f : U — C a la propriété
de la moyenne si, pour tout disque fermé D C U, centré en z € U et de
rayon r >o0,o0na

flz) = i J2nf(z +reit)dt.

ExXEMPLE 4.4.5. La formule de Cauchy montre que toute fonction
holomorphe a la propriété de la moyenne. Il en est de méme de sa
partie réelle et de sa partie imaginaire.

COROLLAIRE 4.4.6. Toute fonction harmonique de classe C> sur un
ouvert de C a la propriété de la moyenne.

EXERCICE 4.4.7. Montrer que, dans les hypotheses du théoreme
4.2.3, on peut remplacer la condition pour f d’étre holomorphe par
celle d’avoir la propriété de la moyenne (en particulier, on peut de-
mander que f soit harmonique et de classe C* sur U).

REMARQUE 4.4.8. On peut démontrer que toute fonction conti-
nue (a valeurs réelles) sur un ouvert de R?, ayant la propriété de
la moyenne est harmonique de classe C>. La preuve utilise ’exis-
tence et 1'unicité d’une solution au probléme de Dirichlet (que l'on
peut aborder tout a fait élégamment via la théorie des fonctions ho-
lomorphes). On en trouve un exposé détaillé et tout-a-fait accessible
au paragraphe 4 du chapitre IV du livre de Cartan [Car61].

Par ailleurs, il est possible d’aborder la théorie des fonctions har-
moniques d’une autre maniére (point de vue développé dans le livre
de Rudin [Rudg8, Chapitre 11]) : le probleme de Dirichlet peut étre
étudié via l’analyse réelle, sans mention de la théorie des fonctions
holomorphes (grace a la théorie de la transformation de Fourier des
fonctions périodiques a une variable réelle); partant de 1a, on peut
démontrer directement le principe du maximum pour les fonctions
harmoniques et aussi donner une autre preuve de la proposition
4.4.1, (localement) plus explicite.






CHAPITRE s

Fonctions méromorphes

1. Points singuliers et séries de Laurent

DerINITION 5.1.1. Une série de Laurent est une somme formelle
de la forme } , .7 a,z" ou a, € C (autrement dit, c’est une famille de
nombre complexes (a,),cz que l'on interprete comme une série).

On dit qu’une série de Laurent ), ., a,z" est convergente sur une
partie U de C si les deux séries de fonctions ) ,- a,z" et ) . a_,z"
convergent uniformément sur tout compact de U.

REMARQUE 5.1.2. Si R est le rayon de convergence de la série en-

tiere ) ,-,a,z", et R" le rayon de convergence de la série entiere
n z. n

) n>1a-,2", alors la série de Laurent } ,.7a,z" converge, et donc
définit une fonction holomorphe, sur la couronne

C:{zec|%<|z|<R}.

THEOREME 5.1.3. Soient o < o’ < p des nombres réels. On considere
une fonction holomorphe f : C — C, ot

C:{zeC|p’<|Z|<p}.

Alors il existe une unique série de Laurent ) , ., a,z" qui converge sur C
vers f. Les coefficients a,, n € Z, sont donnés par la formule

_ 1 [ fa)y,

n— J. n+1
21TC %‘Z

2107t

ot y, est le lacet t +— re>'™, avec p’ <r < p.

DEmoONSTRATION. On commence par démontrer 'unicité. Soient
R et R’ les rayons de convergence respectifs des séries

E a,z" et E a_,z".
nzo nz1

On doit avoir g < p” et p < R. Soit 7 un nombre réel tel que p’ < r < p.
Pour chaque entier k € Z, chacune des séries

1 1 _
- > a,z" et p > a_,z "
z +1 z +1

nzo nz1

51
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converge normalement sur le cercle défini par la condition |z| = r.
On en déduit que

n

f(z) z
4z = ) _a T dz
Yr

nez r

Or, pour tout entier m = —1, la forme différentielle z"dz admet une
primitive, ce qui implique, en vertu du théoréme 3.2.1, que fy z"dz =

o. Autrement dit, nous devons avoir

fk(fl) dz = a; % = 2174 .
v, Z v 2
Il reste a démontrer I’'existence de la série de Laurent. Pour n € Z, on
pose
_ 1 [ fay,
" aim y 2T '

On remarque que, comme la fonction ﬁfl) est holomorphe, le théo-

réeme 2.5.16 implique que le coefficient 4, ne dépend pas du choix
de r. On choisit a présent deux réels r’ et r tels que p’ <r’ <r < p. On
veut montrer que f(z) =),z a,2z" pour tout z tel que r’ <z <r (cela
terminera la preuve puisque tout point de C vérifie cette propriété
pour r et r’ adéquats). Pour cela, quitte a composer f avec une petite
rotation, on peut toujours supposer que z n'est pas réel. Soit a le
lacet défini par a(t) = (1 —t)r’ + tr. On définit un chemin y dans la
couronne C par la formule
y=a- (v, (a-yp))

(on rappelle que si ¢ est un chemin, 6 désigne son chemin opposé,
voir l’exercice 2.3.6 (v)). On vérifie que le chemin y est homotope au

lacet constant dans C : une homotopie h de y, - y,» vers y est donnée
par la formule

h(s,t) = (@- (vags) - (@ 7)) )(1),
et il est clair que 7y, - y,» est homotope au chemin constant (2.5.12).
Comme ce chemin y ne passe pas par z, la formule de Cauchy (3.5.2)
nous donne donc

fla= —— [ 1y

21T YM—Z

L(— Mdu+ Mdu).

21TC vy U—2 y, U=z
Pour conclure, il suffit donc de constater que

1 flu) n 1 Su) —n
2inJ;ru—zdu_Za”Z et 2inLr’u_Zdu—Za_nz .

n=o nz=1
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La premiere égalité se démontre en suivant mutatis mutandis la fin de
la preuve du théoréme 4.1.1 (on ne répétera donc pas I'argument ici).
Pour la seconde, on procéde essentiellement de la méme manieére,
mais en écrivant
u—z u
Z(l - E)

ul/l—l

:_Z z”

nz1

Or cette série est normalement convergente pour |u| =r’, et donc

1 u 1 ut
- Mdu = — f(u)du
21TC u-—-z 21TC zn
Ve Y n>1
T L
nz1
avec
1 1 u
b, =— (u)u"'du = — fw) du
211 ), 2im ), , u="

La série entiere ) -, b,x" a donc un rayon de convergence > -;. On
a ainsi montré que la série de Laurent } , ., a,z" converge vers f(z)
dans la couronne C. O

COROLLAIRE 5.1.4. Soit f une fonction holomorphe sur une cou-
ronne C de la forme

C:{zeC|p'<|z|<p}.

Il existe une fonction holomorphe g, sur le disque défini par |z| < p, et une
fonction holomorphe h, sur la couronne définie par |z| > o', telles que les
conditions suivantes soient satisfaites.

(i) Pour tout ze€ C, on a f(z) = g(z) — h(z).

(ii) On a

lim h(z) = o.

De plus, cette décomposition de f est unique.

DEMONSTRATION. Lexistence de cette décomposition résulte de la
description de f par une série de Laurent : sion a

fl)=) an",

nez
on pose

nzo nz1
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Montrons 1'unicité. Pour cela, on peut supposer que f = o, et nous
devons alors montrer que ¢ = o et h = 0. Comme g(z) = h(z) pour
tout z € C, il existe une unique fonction ¢ : C — C telle que

_J8&(z) silzl<p,
z) = {h(z) si|z| > .

Cette fonction est holomorphe (car g et h le sont), et il résulte de la
condition (ii) qu’elle est bornée. Le théoréme de Liouville (corollaire
4.1.11) implique par conséquent que ¢ est une fonction constante.
Comme sa limite lorsque z tend vers le point a I’infini est nulle, cette
constante doit étre zéro. U

5.1.5. Soit Uun ouvertde C,a e U, et f : U\{a} — C une fonction
holomorphe. Sur la couronne définie par o < |z—a| < r (avec r > o
assez petit), on peut écrire le développement de f en série de Laurent

f2)=) anz-a)".

nez

Remarquons que, dans ce cas, la série } -, a_,x" a un rayon de con-
vergence infini (puisque z peut s’approcher de a autant qu’on veut).

DErFINITION 5.1.6. Sous les hypothéses du numéro 5.1.5, on dit
que a est un point singulier pour f si l’'un des coefficients a,, est non
nul pour n <o.

On dit que a est un pdle de f si a est un point singulier pour f et
si I’ensemble des entiers n > 1 tels que a_, # o est fini. On appelle
alors ordre du pole a le plus grand entier n tel que a_, # o. Un pole
simple est un pole d’ordre 1.

On dit que a est une singularité essentielle si a est un point singu-
lier tel que a_, # o pour une infinité de valeurs de n > 1.

ExeMPLE 5.1.7. La fonction z > ez est holomorphe sur C \ {o},
avec o pour singularité essentielle.

REMARQUE 5.1.8. Si a n’est pas un point singulier pour f, alors f
se prolonge de maniére unique en une fonction holomorphe sur U
tout entier.

DEerINITION 5.1.9. Soit U un ouvert connexe de C. Une fonction
méromorphe sur U est une fonction de la forme f = %, ou g et h sont
deux fonctions holomorphes sur U, avec h non identiquement nulle.

REMARQUE 5.1.10. Comme l'algebre /7 (U) des fonctions holomor-
phes sur U est intégre (cf. corollaire 4.1.8), on peut considérer son
corps des fractions : c’est exactement I’ensemble des fonctions méro-
morphes sur U.

REMARQUE 5.1.11. Si f = % est une fonction méromorphe sur U,
on peut la voir comme une fonction holomorphe UNA — C, ou A est
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lieu des zéros de h. On rappelle que A est nécessairement un sous-
ensemble discret de U (cf. corollaire 4.1.7), de sorte que, au voisinage
de chaque point a de A, on se retrouve dans la situation du numéro
5.1.5. Dans ce cas, toutes les singularités pour la fonction f sont des
poles. En effet, on a alors deux possibilités : ou bien h(a) # o, et alors,
au voisinage de a, la fonction ; est holomorphe, ce qui implique qu’il
en est de méme de f, ou bien h(a) = 0. Comme h n’est pas identique-
ment nulle, le corollaire 4.1.6 nous assure que h(z) = k(z)(z —a)", ou
k est une fonction holomorphe définie au voisinage de 4, et telle que
k(a) # o, et n > 1 est un entier. On en déduit aussitot que a est un pdle
d’ordre n de la fonction f. I’énoncé suivant donne une réciproque
(locale).

ProrosITION 5.1.12. Soit U un ouvert connexe de C, A C U un sous-
ensemble fini de points, et f : UN A — C une fonction holomorphe. On
suppose que, pour tout a € A qui est singulier pour f, le point a est un
pole de f. Alors il existe un polynéme P tel que la fonction z — P(z)f(2)
se prolonge en une fonction holomorphe sur U. En particulier, f provient
d’une unique fonction méromorphe sur U.

DEMONSTRATION. Soit a € A un point singulier. Alors, pour n > 1
assez grand, la fonction (z —a)"f(z) est holomorphe sur U \ A’, ou
A’ = A\ {a}. On conclut par une récurrence évidente sur le cardinal
de A. d

PROPOSITION 5.1.13. Sous les hypothéses du numéro 5.1.5, le point
a est singulier pour f si et seulement si la fonction f n'est pas bornée au
voisinage de a.

DEMONSTRATION. La remarque ci-dessus (5.1.11) implique que, si
a nest pas singulier, alors f est continue, et donc bornée, au voisi-
nage de a. Réciproquement, supposons que f soit bornée au voisi-
nage de a. Pour simplifier les notations, on supposera que a = o (ce
qui n’altere en rien le degré de généralité de la preuve). Cela signi-
fie, que l'on peut choisir r > o de sorte qu’il existe M > o tel que
|f (z)] < M pour tout z vérifiant o < |z| < r. En reprenant les notations
du théoreme 5.1.3, on a alors

ol=| 5 | Loas] <
2it J, (z—a)"*t p"

pour tout n € Z et tout o < p < r. Lorsque n < o, cela entraine que
a, = o. U

THEOREME 5.1.14 (WeierstraBl). Soit D le disque de centre o et de
rayon p > o, et f : D\{o} — C une fonction holomorphe. On suppose que
o est une singularité essentielle pour f. Alors , pour o < € < p, l'image
par f dela couronne C,, définie par o <|z| < ¢, est partout dense dans C.
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DEMONSTRATION. Soit V l'ensemble des points b € C tels qu’il
existe un réel r > o, de sorte que la condition o < |z| < ¢ entraine
|f(z)—b| > r. Pour tout b € V, la fonction g(z) = f(z;)—h est a la fois holo-
morphe et bornée sur la couronne C.. La proposition 5.1.13 implique
alors que la fonction g se prolonge en une fonction holomorphe au

voisinage de o. Autrement dit, la fonction f = b+ é est méromorphe

sur le disque D, ce qui est impossible (puiqu’elle admet une singu-
larité esssentielle). On a donc V = @. O

COROLLAIRE 5.1.15. Soit f : C — C une fonction holomorphe. On
suppose qu’il existe un réel R > o tel que I'image par f des points z tels
que |z| > R ne forme pas une partie dense du plan complexe. Alors f est
une fonction polynémiale.

DEMonsTRATION. Le théoréme 4.1.1 implique qu’il existe une série
entiere de rayon de convergence infini telle que, pour tout z € C, on

ait
fl2)=) a2

nzo

Considérons la fonction g(z) = f(3). C’est une fonction holomorphe
sur C \ {o} dont le développement en série de Laurent au voisinage
de zéro est de la forme

g(z)= Zunz_”.

nzo

Si f vérifie les hypothéses de la proposition, alors, en vertu du théo-
réeme de Weierstrafd (5.1.14), le point o est un pdle de g. Autrement
dit, les coefficients a,, sont nuls pour n assez grand. O

COROLLAIRE 5.1.16. Soit f : C — C une transformation holomorphe.
Alors il existe un unique couple (a,b) € (C\{o})xC tel que f(z) =az+b
pour tout z € C.

DemonsTrATION. La fonction f est en particulier un homéomor-
phisme. L'image de la couronne des z tels que |z| > 1 ne rencontre
pas I'image du disque unité ouvert. En vertu du corollaire 5.1.15,
la fonction f est donc un polynéme non constant de degré n > 1.
Le corps des nombres complexes étant algébriquement clos (4.1.12),
étant donné que la fonction polynoémiale f — f(o) est injective, elle
admet o pour seule racine, nécessairement de multiplicité n. Cela
implique que

f(2)=(f(1)-f(0))z" + f(0).

Il s’en suit que f envoie les n racines n-emes de 1'unité sur f(1).
L’injectivité de f implique donc que n = 1. O
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2. Calcul des résidus

DEFINITION 5.2.1. Soit f une fonction holomorphe sur le complé-
mentaire d’un point a d’un ouvert U de C. On appelle résidu de f au
point a le nombre Res(f,a) = c_, ou ) ,.zc,(z—a)" est le dévelop-
pement en série de Laurent de f au voisinage de a (cf. théoréme

5.1.3).

REMARQUE 5.2.2. En fait, Res(f,a) est un invariant (de la classe
de cohomologie) de la forme différentielle w = fdz, plutét que de
la fonction f; il serait donc plus approprié d’utiliser la notation
Res(w, a). Ceci dit, cette subtilité est trés peu apparente dans le cadre
restreint de ce cours, et on pourra la négliger.

TuEOREME 5.2.3 (Théoreme des résidus). Soient U un ouvert de
C, A C U un sous-ensemble discret, et f une fonction holomorphe sur
U \ A. On considere un lacet 'y de U, homotope au lacet constant dans
U, et qui évite les points de A. Alors I'ensemble des points a € A tels que
Ind(y,a) # o est fini, et

— L f(z)dz = ZRes( fa)Ind(y,a).

21TC
acA

DEMONSTRATION. Montrons la premiere assertion. Vu que que A
est discret, si on choisit une homotopie h de y vers le lacet constant
dans U, et si K désigne I'image de l’espace compact [o,1]> par h,
alors, AN K est un ensemble fini (puisque compact, et recouvert par
les ouverts {a}, a € AN K). Notons A, l'ensemble des points a € A
qui ne sont pas dans K, et posons V. = U\ A,. Alors y est homo-
tope au lacet constant dans V, de sorte que Ind(y,x) = o pour tout
x € V. Tous les termes de 1’égalité ont donc bien un sens. De plus,
on déduit de ces préliminaires que, quitte a remplacer U par V et
A par ANK, on peut supposer (et on supposera) que A est un en-
semble fini de points. Pour chaque point a € A, la fonction f admet
un développement en série de Laurent au voisinage du point 4, de la
forme

f(Z) = Zcu,n(z - a)n-

nez
On pose
Palz) = an,—n(z —a)™"
nz1
La fonction @, est holomorphe sur C \ {a} (en faisant tendre p’ vers
zéro dans 1’énoncé du théoreme 5.1.3, on voit que la série qui définit
¢, a un rayon de convergence infini). Posons

¢ = Z(Pu'

acA
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C’est une fonction holomorphe sur 'ouvert C \ A. D’autre part, la
fonction f — ¢ se prolonge en une fonction holomorphe sur 'ouvert
U. Comme 7y est homotope au lacet constant dans U, le théoreme de
Cauchy (3.2.1) implique que

L(f — p)dz =

Vu que, par construction, Res(f,a) = Res(@,,a) pour tout a € A, il
suffit donc de prouver que

J @dz = 2im ZRes((pa,a)Ind(y,a).
v

acA
Il suffit méme de démontrer que, pour tout a € A, on a

J\ (padZ = 2iT(ReS((Pa1 a)Ind(Y’ (l).
Y

On a clairement

AR N carziz | e

Comme la forme différentielle m admet une primitive des que

m # 1, on obtient donc

L (padZ—Ca —1 ! J dz :Res((pu,a)lnd(y,a),
Y

20T 2iM J,z—a
ce qu’il fallait demontrer. d

COROLLAIRE 5.2.4. Soit f : U — C et ¢g: U — C deux fonctions
holomorphes sur un ouvert non vide et connexe de C. On suppose que g
n'est pas constante sur U. Notons A le lieu des zéros de g. Alors, pour
tout lacet y de U, homotope au lacet constant et évitant les points de A,

on a I'égalité
fz) __‘dz= ZRes( ,a)Ind(y, )
20T v 8(2)

DEMONSTRATION. Le principe des zéros isolés implique que A est
un sous-espace discret. On conclut par le théoreme des résidus. [J

ProposITION 5.2.5. Soit U un ouvertde C, et f : U — C une fonction
holomorphe sur U. On suppose que f n’est pas constante au voisinage de
a. On note m la multiplicité de a dans f (c’est-a-dire le plus grand entier
m > o tel que la fonction f(z)(z—a)™™ se prolonge par continuité en a).

Alors on a 'égaliteé
Res(f—, a) =m.

f
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fl

DEMONSTRATION. Si m = o, alors f(a) # o, et donc la fonction T
est holomorphe au voisinage de a, d’ou

Res(f—,a) = LJ‘ f (Z)dz =0

£ m ), f2)

(pour tout lacet y de C\{a} assez proche de a et tel que Ind(y,a) = 1).
On peut donc supposer que m > o. Quitte a faire opérer une transla-

tion adéquate, on peut supposer que a = o. Au voisinage de zéro, la
fonction f s’écrit comme un produit de la forme

f(z) =8(z)z"

avec g une fonction holomorphe telle que g(o) # 0. On a donc

m-1

fl(z) =8'(z)z" + mg(z)z""",

d’ou encore
flz) _glz)  m
flz)  glz) =z

Or la fonction % est holomorphe au voisinage de o, et donc
Res(f—,o) = Res(g—,o) + Res(ﬂ,o) =m,
f 8 z

ce qui termine la démonstration. O

Le résultat suivant exprime le fait que, en perturbant une fonc-
tion holomorphe de fagon raisonnable, on ne change pas le nombre
de ses zéros (comptés avec multiplicités).

THEOREME 5.2.6 (Rouché). Soit U un ouvert de C. On se donne un
lacet y : [0,1] — U, homotope au lacet constant, et tel que, pour tout
point z de U qui ne se trouve pas dans I'image de y, on ait o <Ind(y,z) <
1. Pour une fonction holomorphe f : U — C qui ne s'annule pas sur
I'image de vy, on désigne par Ny le nombre de zéros de f (comptés avec
multiplicités) qui sont entourés par y. Autrement dit, en notant

A, ={aeU|f(a) =oetInd(y,a)= o},

Nf = Z Res(fT’,a).

aeAy

Y
on pose

Soient f et g, deux fonctions holomorphes sur U. On suppose que f ne
s’annule pas sur I'image de vy, et que, pour tout z dans l'image de y, on a

f(z)-g(2)l <If (2)].

Alors g ne s’'annule pas sur I'image de vy, et on a Ny = N,.
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DEmonsTrRATION. Il est clair que g ne s’annule pas sur I'image de
Y : si g(z) = o avec z dans I'image de vy, alors [f(z)| <|f(z)|, ce qui est
absurde. Le théoreme des résidus (5.2.3) implique que

1 u'(z)
Nu = 2_'1'(1L u(z) dz

pour toute fonction holomorphe u : U — C qui ne s’annule pas sur
I'image de y. On remarque alors que

[ECI
y u(2) y z woy 2
On veut donc prouver que
Ind(f oy,0) =Ind(govy,0).
En vertu de l'assertion (ii) de la proposition 3.4.3, il suffit donc de

prouver que les lacets @ = f oy et p = g o y sont homotopes dans
C \ {o}. Pour tout (s t) € [0, 1], si on pose z = y(t), on a

Isp(t) + (1 =s)a(t)| > |f (2)| = Is(f(2) = g(2))| > |f (2)| = |f (z) = g(2)| > 0.
On en déduit que 1 application
h:lo,1]> > Cx\f{o}, (s,t)>sB(t)+(1—s)a(t)

est bien définie, et est une homotopie de « vers  dans C \ {o}. 0

REMARQUE 5.2.7. On peut donner une autre preuve du théoreme
de Gauf3-d’Alembert (4.1.12), peut étre plus intuitive que la précé-
dente. Considérons un polynéme complexe P, de degré n > 1 et de
coefficient directeur a. Pour r > o, notons N, le nombre de zéros de
P contenus dans le disque ouvert de centre o et de rayon r. Pour
montrer que P admet n racines (comptées avec multiplicités), il suffit
de prouver que

n= lim N,.
r—+00

Il est clair que c’est le cas pour le polynéme az". En vertu du théoreme
de Rouché (5.2.6), il suffit donc de prouver que, pour |z| assez grand,
ona

IP(z) - az"| < P(2)],
ce qui résulte facilement du fait que le degré du polynéme P(z)—az
est strictement plus petit que celui du polynéme P(z).

n

La variante suivante du théoréme de Rouché, essentiellement due
a Hurwitz, sera utilisée de nombreuses fois par la suite.

CoroLLAIRE 5.2.8. Soit f : U — C une fonction holomorphe sur un
ouvert de C, et a € U. On considere le disque fermé D de centre a et de
rayon r > o tel que D C U, et tel que f(z) # o pour |z —a| = r. Posons

c= inf [f(z)]

z—aq|
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Alors € > o. De plus, pour tout entier m > o, les conditions suivantes sont

équivalentes.
(i) La fonction f admet m zéros, comptés avec multiplicités, a I'inté-
rieur de D.
(ii) Toute fonction holomorphe g : U — C telle que
sup |f(z)—g(z)l<e
|z—al=r

admet m zéros, comptés avec multiplicités, a l'intérieur de D.

DEMonsTRATION. Le fait que ¢ soit non nul résulte du fait que
¢ = |f(zo)| avec |z, —a| = r (par continuité de f et compacité du cercle),
etdel’ hypothese faite sur D. Il est tautologique que (ii) implique (i).
Pour la réciproque, on remarque que, pour [z—a|l=r,ona

f(z)-g(z)l <e<If(2)

On conclut donc immedlatement par le théoréeme de Rouché (ap-
pliqué au lacet qui parcourt le bord de D dans le sens direct). g

ProposITION 5.2.9. Soit U un ouvert de C, et (f,),>o une suite de
fonctions holomorphes sur U qui converge uniformément vers une fonc-
tion holomorphe f sur tout compact de U. On suppose que f n’est cons-
tante sur aucune composante connexe de U. Alors, pour tout a € U, les
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La fonction f s’annule en a.

(ii) Pour tout r > o, il existe un entier n, > o tel que, pour tout

n > n,, la fonction f, s‘annule en un point du disque ouvert de
centre a et de rayon r.

DEMONSTRATION. Soit ¥ > o. Quitte a le rétrécir, on peut supposer
que le disque fermé D, de centre a et de rayon r, soit dans U, et
de sorte que f(z) # o pour |z—a| = r (si f(a) # o, cela provient de
la continuité de f, et si f(a) = o, cela résulte du principe des zéros
isolés). D’autre part, on a

lim su z)| =o.
I SUP Unfe) = f (2]
En vertu du corollaire 5.2.8, il existe donc un entier n, > o tel que,
pour tout n > o, la fonction f, s’annule sur I'intérieur de D si et
seulement si la fonction f a la méme propriété. On en déduit que (i)
implique (ii). Réciproquement, supposons la condition (ii) vérifiée.
Pour tout r > o, I'ensemble A, des points z € U tels que |z —a| < r et
f(z) = o est non vide. On en déduit l’existence d’une suite de zéros
de f qui converge vers a, d’ou f(a) =o0." 0

1. Voici une alternative a la fin de cette démonstration. Si on ne veut pas choi-
sir de suite convergeant vers 4, on peut aussi procéder comme suit. En vertu du
principe des zéros isolés, A, est discret, et comme il est aussi borné, c’est un es-
pace compact, ce qui implique que A, ne contient qu'un nombre fini d’éléments.
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CoROLLAIRE 5.2.10. Soit U un ouvert de C, et (f,,),>o une suite de
fonctions holomorphes sur U qui converge uniformément vers une fonc-
tion holomorphe f sur tout compact de U. On suppose que f n’est cons-
tante sur aucune composante connexe de U. Si, pour tout n = o, la fonc—
tion f, ne s‘annule nulle part sur U, la fonction f a la méme propriété.

CorOLLAIRE 5.2.11. Soit U un ouvert de C. On se donne une suite
(fu)nso de fonctions holomorphes sur U qui converge uniformément sur
tout compact vers une fonction holomorphe f sur U. On suppose que f,
est une fonction injective pour tout n > o et que f n'est constante sur
aucune composante connexe de U. Alors la fonction f est injective.

DEMONSTRATION. Soient a, et a, deux points de U. Supposons que
fl(a,) = f(a,) = b. Soit r > o. Pour i = 1,2, on consideére le disque
ouvert D;, de centre a; et de rayon r > o. Pour n assez grand, en vertu
de la proposition 5.2.9 appliquée a la suite des fonctions f, — b, on
peut trouver z; € D; N U tel que f,(z;) = b pour i = 0,1. Comme f, est
injective, il faut que z, = z,. En particulier, on a D, N D, # @ pour
tout r > o. Cela implique que a, = a,. O

Comme A, C A pour o <r <s, et comme A, est contenu dans la boule ouverte de
centre a et de rayon r, il faut donc que A, = {a} pour r > o assez petit.



CHAPITRE 6

L’espace des fonctions holomorphes

1. Convergence des suites de fonctions holomorphes

Soit X un espace topologique et f : X — C une fonction continue.
Si K C X est un sous-espace compact, on note

/1l = sup|f (x)].
xeK

ProposITION 6.1.1. Soit (f,)s, une suite de fonctions holomorphes
sur un ouvert U C C, et soit f : U — C une fonction. On suppose que
cette suite converge uniformémement vers f sur tout compact K C U.
Alors la fonction f est holomorphe.

DEMONSTRATION. La propriété pour f d’étre holomorphe étant de
nature locale, on peut supposer, sans perte de généralité, que U est
simplement connexe. On sait que la fonction f est nécessairement
continue. Pour vérifier que f est holomorphe, il suffit donc, d’apres
le corollaire 4.1.4, de prouver que la forme différentielle w = fdz est
exacte sur U. En vertu du théoréme 2.4.4, il suffit de prouver que,
pour tout lacet de classe C' par morceaux y de U, on a fyw = 0. Soit

Y un tel lacet, et € > o un nombre réel. Si K désigne I'image de vy, et si
m > o est un majorant de la longueur de v, il existe un entier N > o
tel que, pour tout entier n > N, on ait

&
||fn_f||K< a

Or d’apres le théoreme de Cauchy (3.2.1), on a nyn(z)dz = o pour

] el =[] e

Le lemme 3.2.3 implique par conséquent que |fyw| <e Vuquee>o

tout n, et donc

a été choisi arbitrairement, cela prouve que fyw = o, et acheve ainsi

la démonstration de cette proposition. g

ExemPLE 6.1.2. Lasérie) . @ définit une fonction holomor-

phe sur U= C\ Z, et, pour tout z ¢ Z, on a |’égalité
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DEMONSTRATION DE 6.1.2. Montrons tout d’abord la convergence
de la série. Considérons un compact K C U et choisissons un réel
r > o qui majore absolument la partie réelle de tout point z € K.
Alors, pour tout entier n>r, et toutze€ K,ona |z—n|>n-r,dou

1 1

z—np = (n-rp
On en déduit que la série ) -, ﬁ converge uniformément (puis-
que normalement) sur K. D’autre part, si on note f,(z) = ﬁ, on
remarque f_,(z) = f,(—z), et que, pour toute partie finie ACZ, on a

Y Uall <lfollc+ ) Ifullc+ ) Il

neA n=1 n=1

4 10ns - 1 . )
On en déduit que la série Znezm converge uniformément sur
tout compact. Posons

1 T2

fle)=) —— et glz)=

zZ—n sinTz)?
nez : :

La fonction f est périodique de période 1 et holomorphe sur U (d’ap-
rés la proposition 6.1.1), tout comme la fonction g (qui est méromor-
phe sur C). Au voisinage de o, la fonction

1

hz) = flz)-
est holomorphe. On en conclut que la fonction f est méromorphe au
voisinage de o, d’aprés la proposition 5.1.12. D’autre part, le déve-
loppement en série entiere de la fonction sinus nous informe que
z = o est un podle d’ordre 2 de la fonction g, de sorte que, au voisinage
de o,0n a

§(z) =  +k(z),

ou k est une fonction holomorphe définie sur un voisinage ouvert
de o. En particulier, la fonction f — g se prolonge en une fonction
holomorphe au voisinage de o en une fonction holomorphe h — k.
Comme f —g est 1-périodique et holomorphe sur C\Z, on en conclut
que la fonction f — g se prolonge en une fonction holomorphe sur
tout le plan complexe. Pour montrer que cette fonction est nulle, on
va démontrer que, pour tout € > o, il existe un nombre réel A tel
que pour tout nombre complexe z dont la valeur absolue de la partie
imaginaire majore A, on ait

If(z)l<e et [g(z)<e.

Cela impliquera que f = g : en effet, en vertu du théoréeme de Liou-
ville (corollaire 4.1.11) on en déduira que f —g est constante, et donc
que |f(z) — g(z)| < 2¢ pour tout € > o et tout z € C, d’ou f = g. Pour la
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suite, on écrit z = x + 1y avec x,y € R. Les simples inégalités triangu-
laires donnent

e~ TYHITX _ eny—inxl |e—1'cy _ e'rcy|
|sinTz| = > .
2 2
On en déduit que g(z) < € dés que |y| est assez grand. Il reste donc a
étudier |f(z)| pour [y| assez grand. Lorsque [x| < 3, pour tout n > o,

ona
1 1

<
z—nP S (n-1y’

ce qui montre que la série ) . @ est normalement convergente
sur ce domaine. Soit € > o. Il existe donc un entier N > o tel que
Z 1 €
R < p—
lz—nl2 2
n=N

des que |x| < 5. D’autre part, comme on a [z —n| > |y| pour tous z et n,
il existe un réel A > o tel que, pour |y| > A, on ait

1 €
) <o

lz—nl2 2
n<N

Par conséquent, pour |x| < et [y| > A, on a |[f(z)| < &. Comme f est
1-périodique, cela prouve que |f(z)| < € des que |y| > A, et termine
ainsi la preuve. 0

REMARQUE 6.1.3. L'exemple ci-dessus permet de retrouver 1’éga-
lité bien connue
Y =%
nz 6
nz1

de la maniére suivante. On a

1 n*z?
Sil’lT(Z:TCZ—gT(323+Z5(---):1’(2(1— +Z4(---)).
L’inverse se calcule donc, pour ses premiers termes, sous la forme
1 1 T*z>
: :—( i +z4(---)).
siniz Tz
On en déduit que
1 T°z? 2 1 72
g(z):—(1+ +z4(---)) LN T
z? 6 z2 3
Puisque f = g, cela donne
1 22f(z)—1 . z?’g(z)-1 17

n2 z-o  2z2 z—0 222 6
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ProPOSITION 6.1.4. Soit U un ouvert de C, et (f,),>o de fonctions
continues sur U. On considere une famille ' de disques fermés contenus
dans U tels que U = | Upeg D. Pour que cette suite de fonctions converge
uniformément sur tout compact de U, il faut et il suffit qu’elle converge
uniformément sur tout éléement de .

DEMonsTrATION. On vérifie facilement que si une suite de fonc-
tions converge uniformément sur tout élément de &, alors elle con-
verge uniformément sur toute réunion finie d’élément de &. Comme
tout compact de U est contenu dans une réunion finie d’élément de
<, cela montre que c’est une condition suffisante. Il est trivial que
cette condition est nécessaire. U

THEOREME 6.1.5. Soit U un ouvert de C. Si une suite (f,),s, de fonc-
tions holomorphes sur U converge uniformément vers une fonction ho-
lomorphe f sur tout compact de U, alors la suite des dérivées (f,)),>o
converge uniformément vers f’ sur tout compact de U.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 6.1.4, il suffit de prouver
la convergence uniforme sur tout disque fermé D c U de rayon r > o
de sorte que le disque fermé de méme centre que D mais de rayon 2r
soit lui aussi contenu dans U. Pour toute fonction holomorphe g sur
U, et pour tout z € D, en dérivant sous le signe somme, on obtient la

formule
v 1 g(u)
g(z)= 2T L (u—z)2du’

2imt ¢ désignant le centre de D. Or la

(1)

(u—z)>

ou vy est le chemin t > ¢+ 2re
suite de fonctions

(z,u) —

converge uniformément sur D x ¥, ou ¥ désigne le cercle de centre ¢
et de rayon 2r. Il s’en suit que la suite (f,,),>, converge uniformément
vers f’ sur D. d

2. Topologie des fonctions holomorphes

6.2.1. Etant donné un espace topologique X, on notera & (X) ’al-
geébre des fonctions continues X — C. On considere 4'(X) comme
un C-espace vectoriel topologique avec la topologie définie par la
famille de normes |||, ou K parcourt les sous-espaces compacts de
X. On appelle topologie uniforme la topologie définie par cette famille
de normes. Une base de voisinages de o dans € (X) est donnée par
les sous-ensembles de la forme

Vice = {f € €00 | lIfllk <
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pour K C X un sous-espace compact et € > o un nombre réel. Il est
bien connu que € (X) est un espace séparé et complet pour cette
topologie.

Lorsque X est compact, la topologie uniforme coincide avec la
topologie associée a la norme ||—||x, de sorte que € (X) peut alors étre
considéré comme une algebre de Banach. Cependant, lorsque X est
pas compact, il est tout-a-fait possible qu’il n’existe pas de norme sur
¢ (X) qui définisse la topologie uniforme ; cf. remarque 6.4.3.

DEFINITION 6.2.2. Soit X un espace topologique. Une suite exhaus-
tive de compacts de X est une suite (K,,)5, de sous-espaces compacts
de X vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Le sous-espace K,, est contenu dans l'intérieur de K,,,, pour

tout n = o.
(ii) L'espace X est la réunion des sous-espaces K,,, n > o.

REMARQUE 6.2.3. Si X admet une telle suite exhaustive de com-
pacts, alors tout compact de X contient I’'un des K,,. De plus, pour
qu’une suite de fonctions converge uniformément sur tout compact
de X, il faut et il suffit qu’elle converge uniformément sur chacun
des sous-espaces K,,.

REMARQUE 6.2.4. Si X admet une suite exhaustive de compacts,
alors il est localement compact : il existe une base de voisinages relati-
vement compacts. Pour le voir, on choisit une suite exhaustive (K,,)s,
de sous-espaces compacts de X. Si x est un point de X, il appartient
a K, pour n assez grand, et donc a I'intérieur de K,,,,. Il existe donc
un ouvert V contenant x et contenu dans un sous-espace compact de
X. Les ouverts de V contenant x formant une base de voisinages de x,
on en déduit l'existence d’une base de voisinages relativement com-
pacts de x dans X. En particulier, un tel espace est nécessairement
sépare.

LeMME 6.2.5. Soit n > o un entier. Tout ouvert U de R" admet au
moins une suite exhaustive de compacts.

DEmonsTRATION. On choisit un sous-ensemble dénombrable et
partout dense A dans U : il suffit par exemple de considérer les
points de coordonnées rationnelles. On choisit une bijection

a:N—A.

Pour chaque entier k > o, on choisit un entier my > o tel que la boule
fermée, de centre a; et de rayon mLk, soit dans U. Pour n > o, on note

K,, la réunion des boules fermées B(ay, , pour o < k < n. Les

n
mk(n+1))
compacts K, forment une suite exhaustive de compacts de U. 0

PRrROPOSITION 6.2.6. Soit X un espace topologique admettant une suite
exhaustive de compacts (par exemple, un ouvert de R", d’apres le lemme
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6.2.5). Lespace € (X) est métrisable (autrement dit, il existe une distance
sur € (X) telle que la convergence au sens de celle-ci soit exactement la
notion de convergence uniforme sur tout compact de X).

Esquisse DE PREUVE. On commence par choisir une suite exhaus-
tive de compacts (K,)s, de X. Pour deux fonctions continues f et g
sur X, on pose

d(f.g) =) —min{s,lIf ~glk,}.
nzo
On vérifie aussitdt que cette définition a un sens (la série du terme
de droite converge) et que cela défini une distance sur I'espace € (X).
Le reste de la démonstration est laissé a titre d’exercice (on pourra
consulter par exemple [Car61, Chapitre V] pour une preuve comp-
lete). O

On rappelle que, pour un ouvert U de C, on désigne par #(U)
I’algébre des fonctions holomorphes U — C.

ProposITION 6.2.7. Le sous-espace # (U) des fonctions holomorphes
sur U est fermé dans € (U) pour la topologie uniforme. En particulier,
# (U) est un espace de Fréchet.

DiémonsTrATION. Comme 6 (U) est un espace métrisable (propo-
sition 6.2.6), il suffit de vérifier que #(U) est stable par passage a la
limite des suites. Cette proposition n’est donc qu’une reformulation
de la proposition 6.1.1. O

3. Le théoreme d’Ascoli

DEFINITION 6.3.1. Soit X un espace topologique. Une partie A de
€ (X) est dite bornée, si, pour tout sous-espace compact K C X, la
fonction f — ||f||x est bornée sur A.

REMARQUE 6.3.2. Si X est compact, une partie A de 6 (X) est bor-
née si et seulement si la fonction

f = flix = suplf (x)]

xeX

est bornée sur A.

REMARQUE 6.3.3. La notion de partie bornée ne dépend pas de la
famille de normes avec laquelle on travaille, mais seulement de la
structure d’espace vectoriel topologique, dans le sens suivant. Une
partie A de €(X) est bornée si et seulement si, pour tout voisinage
V de o dans €(X), il existe un scalaire A > o tel que AA C V. (Cette
propriété ne sera pas utilisée dans la suite, et nous laissons la preuve
en exercice.)

REMARQUE 6.3.4. Si U et un ouvert de C, et si on considére 6 (U)
muni de la distance d construite dans la preuve de la proposition
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6.2.6, on voit qu’'une partie A de € (U) est bornée si et seulement si
elle est bornée au sens de la distance d.

DEerINITION 6.3.5. Soit X un espace topologique. Une partie A C
€ (X) est dite équicontinue si, pour tout x, € X et tout réel € > o, il
existe un voisinage V de x, dans X tel que, pour tout f € A et pour
tout x € V, on ait [f(x) — f(x,)| < e.

L'exemple suivant ainsi que la proposition 6.3.7 ne sont donnés
ici qu’a titre d’illustrations, et ils ne seront pas utilisés dans la suite
de ces notes.

ExemPpLE 6.3.6. Soient X et T deux espaces topologiques, avec T
compact. Soit f : T x X — C une fonction continue. Pour t € T, on
note f; € €'(X) la fonction définie par f;(x) = f(t,x). Alors

A:{ft|teT}

est une partie fermée, bornée et équicontinue de €' (X). C’est aussi
une partie compacte de € (X).
En effet, pour tout compact KC X, on a

fellx < I1f s s

d’ou on déduit que A est bornée (on rappelle que, en vertu du théo-
reme de Tykhonov, T x K est compact). Vérifions que A est équicon-
tinue. On veut montrer que, pour tout x, € X et pour tout € > o, il
existe un voisinage V de x, dans X tel que, pour tout ¢t € T, on ait

If(t,x) = f(t,xo)l <.

Or, par définition de la topologie produit, et vu que f est continue,
pour tout t € T, il existe un voisinage ouvert U, de t dans T et un
voisinage ouvert V; de x, dans X tels que, pour tout (s,x) € U; x V;,
on ait |f(s,x) — f(t,x,)| < 5. Comme T est compact, il existe une suite
finie t,,...,t, dans T telle que la famille U;, recouvre T. Posons

V:thﬂ---ﬂvtm.

Alors, pour tout t € T et tout x € V, comme f € U;, pour un certain
indice i,on a

(8 2) = £ (8 x0)l <If (%) = f (£, %0)| + 1 f (13, %0) = f (1, %) <&

Cela montre que A est équicontinue. On en déduit aussi que l'ap-
plication t — f; est continue sur T. Comme T est compact, cela im-
plique que son image, a savoir A, est compacte, et donc fermée, dans

€ (X).

ProposITION 6.3.7. On considere un espace topologique séparé X.
Soit A une partie équicontinue de 6 (X), et A son adhérence. Alors A
est équicontinue.
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DEmonsTrATION. On fixe un réel € > o et un point x, € X. Alors il
existe un voisinage V de x, tel que, pour tout f € A et tout x € V, on
ait

€
If(X)—f(xo)|<5-

Soit ¢ € A. Si V désigne I'adhérence de V, pour chaque compact K C
X, il existe alors fx € A telle que

&
llfx — gllvak < 3

Six €V, comme X est séparé, on peut trouver un compact K ¢ X
qui contient a la fois x, et x (par exemple, K = {x,,x}). On a donc, en

posant f = fi :

18(x) = g(xo)l <g(x) = f(X) +1 (x) = f (o) +f (x6) — & (0]
<2[lf = glikay +1f (x) = f(x0)l
<E€.
Cela montre que A C % (X) est équicontinue. O

LemME 6.3.8. Soit X un espace topologique localement compact et A
une partie de € (X), munie de la topologie induite. La fonction

AxX—->C, (f,x)— f(x)
est continue.

DEMONSTRATION. Soit € > o un réel et z € C. Montrons que

U={(f,x)eAllf(x)-zl<¢
est un ouvert de A x X. Soit (f,x) € U. Posons

g =e—|f(x)-
Notons W, l’ensemble des points y € X tels que |f(y) — f(x)| < 2
Comme X est localement compact, on peut trouver un voisinage re-
lativement compact W de x, contenu dans W,,. Soit V I’ensemble des
fonctions g € A telles que

g = Fllw <=2
Alors, pour tout (¢,y) € VxW,ona
18(0) =2l <Ig@) = fF @I +1f (@) = F () +1f (x) -2z <e.

Autrement dit, nous venons de prouver que U est un voisinage de
chacun de ses points, et donc est un ouvert. O

LeEMME 6.3.9 (I'argument de la diagonale). Soit E un groupe abélien
topologique métrisable et complet. On se donne une partie fermée A C E
vérifiant la propriété suivante : il existe une base de voisinages de zéro
7 dans E telle que, pour toute suite (1), @ valeurs dans A, pour tout
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V € 7, il existe une sous-suite (v,),>o de (U)o telle que, pour tous
m,n = o0, on ait

v, -V, €V.
Alors A est compact.

DEmonsTrRATION. Comme E est métrisable, on peut trouver une
famille de voisinages de zéro de la forme

...CcV,,cV,c...cV,=E, nzo,

ﬂVn:{o}.

nzo
Soit A une partie de E vérifiant la propriété énoncée ci-dessus, et soit
(4,) >0 Une suite a valeurs dans A. On construit par une récurrence
évidente une suite de suites

telle que

(um,k)k>o , mzo,

ayant les propriétés suivantes :
(i) pour tout m > 0, (U, k)k>o €St une suite extraite de (14, k)kso;
(ii) pour tout m > o et tous k,/ > 0,0n a

Uk — U, c Vm-
On définit alors la suite (v,),s, par
Vy=Uyy, NZO0.

C’est une suite extraite de (u,),>, qui converge dans A (puisqu’elle
est de Cauchy, avec E séparé et complet, et A fermé dans E). O

THEOREME 6.3.10 (Ascoli). Soit X un espace topologique admettant
une suite exhaustive de compacts (par exemple, un espace topologique
compact, ou bien un ouvert de R" (6.2.5)). Pour une partie A C € (X),
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est compacte;

(ii) A est fermée, bornée et équicontinue;

(iii) A est fermée, équicontinue, et I'ensemble

A(x) ={f(x)| f € A}
est borné pour tout x € X.

DEMONSTRATION. Montrons que (i) implique (ii). Toute partie com-
pacte A de €'(X) est nécessairement fermée. Montrons qu’elle est
équicontinue. Soit x, € X, et soit ¢ > o un réel. Comme, d’apres la
remarque 6.2.4, X est localement compact, il résulte du lemme 6.3.8
que la fonction

@ (f,x) > fx) = f(xo)
est continue sur A x X, de sorte que, si D(o,¢) désigne le disque de
centre o et de rayon ¢ dans C, I'ensemble U = ¢~ *(D(o,¢)) est un
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ouvert de A x X qui contient le sous-ensemble A x {x,}. On peut donc
trouver une famille d’ouverts de U de la forme W;xV;, i € I, ou W; est
un ouvert de A et V; un voisinage ouvert de x, dans X, de sorte que
U;er Wi = A. Comme A est compact, on peut imposer que ’ensemble
d’indices I soit fini. Si on pose V =(;V;, on a alors x, € V et aussi
A xV cU, ce qui montre I’équicontinuité de A. Le fait que I'image
d’un compact par une fonction complexe continue soit bornée et la
continuité des normes ||—||x impliquent que A est bornée.

Le fait que (ii) implique (iii) est une trivialité : si f — ||f||x est
une fonction bornée sur A pour tout compact K C X, on conclut en
contemplant les possibilités offertes par les compacts {x}, x € X.

Il reste donc a prouver que (iii) implique (i). Soit A une partie
de €'(X) vérifiant la condition (iii). Montrons que A est compacte.
Soit (f,)nso une suite d’éléments de A, € > o, et K C X un sous-espace
compact. Comme € '(X) est métrisable (6.2.6), et vu la description
explicite des voisinages de zéro donnée au numéro 6.2.1, 'argument
de la diagonale (6.3.9) nous montre qu’il suffit de prouver que, quitte
a remplacer (f,),>o par l'une de ses suites extraites,

”fm _fn”K e

pour tous m,n > o. Par équicontinuité, pour chaque x € X, on peut
choisir un voisinage V, de x tel que, pour tout y € V,, on ait

€

If(y)—f(x)|<5

pour tout f € A. De plus, comme K est compact, on peut trouver un
sous-ensemble fini I C K tel que les ouverts V;, i € I, recouvrent K.
D’autre part, A(x) étant borné pour tout x € X, on voit que la suite

n = (fuli))ier

est bornée dans l'espace vectoriel de dimension finie C!. Quitte a
remplacer (f,),s, par l'une de ses suites extraites, on peut donc sup-
poser que
. . €
|fin (1) = ()] < 3
pour tous m,n > o et i € I. Finalement, pour tout x € K, comme x €V,
pour un certain i € [, on obtient que

| (%) = SOl < | fin (%) = frn (D) + | fin () = (D) + £ (1) = fu(x) <&,
fn— fullk <& 0

REMARQUE 6.3.11. Le théoreme d’Ascoli affirme aussi que, avec
des hypotheses adéquates sur X, toutes les parties fermées, bornées
et équicontinues de € (X) sont obtenues suivant la procédure ex-
pliquée dans 'exemple 6.3.6 : on prend T = A, et f(t,x) = f(x) avec
f=teT.

d’ou
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REMARQUE 6.3.12. Signalons, pour terminer ce paragraphe, que
le théoreme d’Ascoli reste vrai avec des hypotheses bien plus géné-
rales (en particulier, I’hypotheése de l'existence d’une suite exhaus-
tive de compacts n'est ici que pour simplicifier 1’exposition : elle
permet d’exprimer les propriétés topologiques pertinentes dans le
language des suites, et d’éviter le recours a I'axiome du choix non
dénombrable).

4. Le théoréeme de Montel

Tout commence par l'observation de la conséquence suivante du
principe du maximum pour les fonctions holomorphes.

LEMME 6.4.1. Soit U un ouvert de C. Toute partie bornée de # (U)
est équicontinue.

DEMONSTRATION. Soit A une partie bornée de #'(U), et z, € U.
On considere un disque ouvert D = D(z,,r) de centre z, et de rayon
r > o, dont 'adhérence soit contenue dans U. Comme A est bornée,
on peut supposer donné un réel M > o tel que |f(z)| < M pour tout
f € A et pour tout z € D. D’autre part, la fonction

g(z) — f(Z)—f(Zo)

zZ-2,
se prolonge par continuité en z, en une fonction holomorphe sur U
(d’apres le corollaire 4.1.5). Le principe du maximum appliqué a g
nous donne alors, pour tout z € D,

- M

lz=2o=r r r

Autrement dit, pour tout z€ D, on a

2M
£(2) = f(zo)l € ZC 1z =2,
Pour ¢ > o fixé et assez petit, on définit I'ouvert
er
V:{zeU | |Z—Zo|<m}-
Alors, pour tout f € A et pourtoutze V,ona |f(z)- f(z,)|<e. O

THEOREME 6.4.2 (Montel). Soit U un ouvert de C. Une partie de
Z (U) est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

DimonsTtrATION. Comme, en vertu de la proposition 6.2.7, #Z (U)
est fermé dans %' (U), le théoréme d’Ascoli (6.3.10) et le lemme 6.4.1
impliquent aussitot l’assertion. g

REMARQUE 6.4.3. Pour tout ouvert non vide U de C, ni 6 (U) ni
# (U) ne sont des algebres de Banach : si I'un de ces espaces vec-
toriels topologiques admettait une norme induisant sa topologie, en
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vertu du théoreme de compacité de Riesz et du théoréme de Montel
ci-dessus, #Z (U) devrait alors étre un espace vectoriel de dimension
finie; or il est clair que 1,z,22,...,2",... forme une famille libre.

LEMME 6.4.4. Soit X un espace topologique, et (u,),>, une suite a
valeurs dans X. On suppose que I'ensemble A = {u,, | n € N} est relative-
ment compact dans X et a une unique valeur d’adhérence, notée €. Alors
la suite (u,,),>, converge vers £.

DEMONSTRATION. Si ce n’était pas le cas, il existerait voisinage V
de ¢ dans X, ainsi qu'une suite (v,),s., extraite de (u,),s,, a valeur
dans le complémentaire de V. Or, 'adhérence de A étant compacte,
une sous-suite de (v,),s, doit converger dans X. Comme toute sous-
suite convergente de (u,),>, doit converger vers ¢, c’est absurde. [J

COROLLAIRE 6.4.5. Soit U un ouvert connexe de C, et (f,)s, une
suite de fonctions holomorphes sur U. On suppose que, pour tout disque
fermé D C U, la suite réelle (||f,llp)nso est bornée. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes.

(i) La suite (f,)s, converge uniformément sur tout compact de U.

(i) 1l existe un ouvert non vide V de U tel que, pour tout z € V, la

suite (f,(2))uso converge.

(iii) Il existe z, € U tel que, pour tout entier k > o, la suite des k-emes

dérivées itérées en ce point (fn(k)(zo)),@O converge.

DEmonsTrATION. Il est clair que la convergence uniforme de cette
suite sur tout compact de U entraine la condition (ii), et, en vertu du
théoréme 6.1.5, la condition (iii). Il reste donc a démontrer que (ii)
ou (iii) implique (i). Supposons que (ii) ou (iii) soit vérifiée, posons

A={fylneN},

et désignons par A I'adhérence de A dans #(U). Le théoréeme de
Montel (6.4.2) implique que A est un sous-espace compact de # (U).
Il suffit donc de prouver que I'ensemble A a exactement une valeur
d’adhérence (lemme 6.4.4). Or, si g et h sont deux valeurs d’adhérence
de A, le corollaire 4.1.6 appliqué a la fonction g —h (qui est holo-
morphe, en vertu de la proposition 6.1.1) implique que g = h. O

REMARQUE 6.4.6. Dans la littérature, les parties bornées de 7 (U)
sont souvents appelées, suivant Montel, des familles normales de fonc-
tions holomorphes. Le théoreme de Montel se reformule alors en di-
sant que toute suite de fonctions holomorphes a valeurs dans une
famille normale admet une sous-suite dont la restriction a tout com-
pact est de Cauchy au sens de la convergence uniforme.



CHAPITRE 7

Transformations holomorphes

1. Caractérisation locale

TrtoreEME 7.1.1 (Théoreme de l'application ouverte). Soit U un
ouvert de C et f : U — C une application holomorphe. Si f n’est cons-
tante sur aucune composante connexe de U, alors c’est une application
ouverte. De plus, pour tout point a € U tel que f’(a) # o, il existe un
voisinage ouvert V de a dans U tel que I'application f induise une trans-
formation holomorphe de V sur f(V).

DEMONSTRATION. Soita € Uet b = f(a). On peut trouver un disque
ouvert D de centre a dont I’'adhérence D soit contenue dans U. En
vertu du principe des zéros isolés, quitte a rétrécir D, on peut sup-
poser que f(z) # b lorsque z est sur le bord de D. Lorsque ¢ € C
est proche de b (c’est-a-dire dans un disque de centre b et de rayon
e > o assez petit), la fonction f — ¢ est proche de f —b dans #'(U), et
donc le corollaire 5.2.8 implique f —c admet m zéros (comptés avec
multiplicités) dans D, ou m > o désigne l'ordre du zéro a de la fonc-
tion f —b. Il en résulte que f est une application ouverte. Si de plus
f’(a) # 0, on am = 1. Autrement dit, pour tout ¢ proche de b, il existe
un unique z € D tel que f(z) = c¢. On en déduit aussitot qu’il existe
un voisinage ouvert V de a tel que f induise un homéomorphisme
de V sur W = f(V) (par exemple V = f 7' (W) ou W désigne la boule
ouverte de centre b et de rayon ¢ > o assez petit). Quitte a rétrécir
V, on peut supposer que f’ ne s’y annule nulle part. Soit g: W -V
I'inverse de f sur W. Montrons que g est holomorphe (on sait déja
que g est continue). Si y € W, et si on pose x = g(y), on a

g -gw) . x-z 1
lim ===——=— =1lim = .
woy b-w =x f(x)=f(z)  f'(x)
La fonction g est donc dérivable en y et g’(y)f’(x) = 1. g

CoROLLAIRE 7.1.2. Soit f : U — C une fonction holomorphe. On
suppose que l'intérieur de f(U) est vide (autrement dit, que f(U) n'est
voisinage d’aucun de ses points dans C). Alors f est une fonction locale-
ment constante.

REMARQUE 7.1.3. Le lemme 4.2.1 et la proposition 4.2.2 sont des
cas particuliers du corollaire précédent. Autrement dit, le principe
du maximum (4.2.3) peut étre prouvé a partir du théoreme 7.1.1.

75
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COROLLAIRE 7.1.4. Soit f : U — C une application a la fois holo-
morphe et injective sur un ouvert de C. Si on pose V = f(U), alors V est
un ouvert de C, et Uapplication f induit une transformation holomorphe
de U sur V.

DEMONSTRATION. Le théoreme 7.1.1 implique que V est ouvert
et que f~' est un homéomorphisme de V sur U. Pour montrer que
f~' est une transformation holomorphe, on peut supposer que V
(et donc U) est connexe. En vertu du corollaire 4.1.5, on peut re-
tirer de V une partie discrete a notre convenance. Comme f n’est
pas constante sur U, la fonction f’ n’est pas identiquement nulle
sur U, et comme f’ est holomorphe, en vertu du corollaire 4.1.6, le
sous-ensemble Z C U des zéros de f’ n’a pas de points d’accumula-
tion, de sorte que, en remplacant U par UNZ et V par V \ f(Z), on
peut supposer que f’ ne s’annule pas sur U. La derniére assertion du
théoréme 7.1.1 achéve alors la démonstration. 4

ExercicE 7.1.5. On considére deux constantes complexes a et b,
un entier 7 > 1 une suite strictement croissante finie de n nombres
réels non nuls

z,<z,<--<z,
ainsi qu'une famille finie de n éléments de I'intervalle o, 2|
Qyyeeey Oy,

tels que
n

Zai >n-2.
i=o
A une telle donnée est associée la transformation de Schwarz-Chris-
toffel, c’est-a-dire la primitive F de la fonction f définie par
n
f@)=a| |z-z)7,
i=0
telle que F(o) = b. D’apres la proposition 2.4.3, on peut par exemple
décrire F par la formule

n
F(z) = aJ (]_[(u —zi)“i_l)du +0b,
Yz =0

ou vy, désigne n’'importe quel chemin d’origine o et d’extrémité z. On
rappelle que H désigne le demi-plan des z = x + iy, avec x,y € R, tels
que v > o. On note P le polygoéne (non nécessairement fermé) dont
les sommets sont les points w; = F(z;), tel que 'angle intérieur en
chaque point w; soit Tq;.

1) Montrer que F induit une transformation holomorphe de H

sur l'intérieur du polygone P.
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2) Montrer que, dans le cas ou P est un polygone fermé, alors on

a nécessairement
n

E o, =n—2.

i=1
2. Théoréme fondamental de la représentation conforme

On rappelle qu’il n’existe pas de transformation holomorphe d’un
disque ouvert D vers C (voir 'exemple 4.3.3).

TrEOREME 7.2.1 (Riemann). Un ouvert du plan complexe, distinct
de C, est simplement connexe si et seulement s’il est isomorphe au disque
ouvert D, de centre o et de rayon 1.

La preuve de ce théoréme se fera en plusieurs étapes (on repro-
duit ici la preuve donnée par Cartan [Car61 ], laquelle est une varia-
tion bourbachique de la preuve de Montel). Avant de rentrer dans
cette démonstration, notons deux conséquences immeédiates.

CoroOLLAIRE 7.2.2. Si U et V sont deux ouverts simplement connexes
de C, distincts de C, alors il existe au moins une transformation holo-
morphe de U sur V.

DeEmonsTtrAaTION. En vertu du théoréeme 7.2.1, on peut supposer
que U =V =D est le disque unité ouvert, auquel cas I'identité de D
fait l'affaire. O

CoroOLLAIRE 7.2.3. Si U et V sont deux ouverts simplement connexes
du plan complexe, alors il existe un homéomorphisme de U sur V.

DimonsTrATION. Si U =V =C, alors c’est évident,etsiU=V =D
aussi. En vertu du théoréme 7.2.1, il suffit de considérer le cas ou
U=Detou V =C, auquel cas l'assertion est bien connue. O

Venons en a la preuve du théoreme 7.2.1.

LeMME 7.2.4. Tout ouvert simplement connexe de C, distinct de C,
est isomorphe a un voisinage ouvert de o dans D.

DEmonsTtrATION. Soit U un ouvert simplement connexe de C. Sup-
posons donné un point du plan complexe a ¢ U. On peut supposer
que a = o : sinon, on remplace U par le translaté U—-a. Comme U est
simplement connexe, en vertu de l’assertion (i) du théoreme 3.3.3,
on peut alors choisir une détermination du logarithme

log: U — C.

Cette application est nécessairement injective, puisque section de
I’exponentielle. Soit z, un point de U. Comme, en vertu de la pro-
position 7.1.4, log(U) est un voisinage ouvert de log(z,), il existe
un disque ouvert D, de centre log(z,), contenu dans log(U). Aucun
point du disque D + 27 n’est dans 1'image de log : si on a log(u) =
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log(v) + 2mi, alors, en appliquant la fonction exponentielle, on ob-
tient u = v, ce qui est absurde. La fonction

f(2)

est donc injective et holomorphe sur U. Le corollaire 7.1.4 implique
par conséquent que U et f(U) sont isomorphes. Il est clair que f(U)
est borné. Il est par ailleurs clair qu’en appliquant une translation et
une homothétie adéquate, f(U) est isomorphe a un voisinage ouvert
de o dans D. O

1

" log(z) —log(zy) — 2mi

LEMME 7.2.5. Si u et v sont deux nombres complexes de parties réel-
les non nulles et de méme signe, alors u + v # o et

u-v
“l<1.
U+v

DeEmonsTrATION. La différence |u + v|*> — |u — v|* est le quadruple
du produit des parties réelles de u et de v, et donc, en particulier, est
strictement positive. U

LeEMME 7.2.6. Soit o un nombre complexe de partie réelle non nulle.

La fonction
z-«
Z

Z+ o
est une transformation holomorphe de C \ {—a} sur C\ {1}.

DEmoNsTRATION. On remarque que, comme la partie réelle de a
n’est pas nulle, cette fonction ne prend jamais la valeur 1. On vérifie
immédiatement que la fonction

Z+1
ZH> 0

z—1
définit la fonction inverse. O
LeMME 7.2.7. Pout tout t €]o, 1], on a

1—t? 1
—2log?>o.

1-t2
f

f'(t) = —(t_tj) . Il s’en suit que la fonction f’ est stictement négative

sur l'intervalle Jo,1[, et donc est strictement décroissante sur o, 1].

On conclut en observant 1’égalité f(1) = o. 0

DfmonsTrATION. La fonction f(t) = —2log$ pour dérivée

LemMME 7.2.8. Soit a et b deux nombres complexe tels que e* = b.
Alors la partie réelle de a est égale a log|b|. En particulier, |b| < 1 si et
seulement si la partie réelle de a est strictement négative.

DEMONSTRATION. On pose a = x + iy avec X,y € R. Alorsona b =
e’ =e*e", et donc |b| = e*. Il s’en suit que x = log|b|. O
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7.2.9. Supposons que U vérifie o € U C D. On désigne par A l'en-
semble des fonctions holomorphes f : U — C vérifiant les conditions
suivantes :

(a) la fonction f est injective;

(b) flo)=o0;

(¢) |f(z)] < 1 pour tout z € U.

LeEMME 7.2.10. Soit f € A une fonction telle que, pour tout g € A, on
ait

g’ (o) <If (o)l
Alors f(U)=D.

DEMONSTRATION. Soit f € A, et supposons qu’il existe un point
aeD tel que a¢ f(U). Nous allons construire g € A tel que

8" (o)l > 1" (o).

On considére I’homographie

ho(z) = —2

1—az

En vertu du lemme 4.3.5, la fonction h, est un automorphisme de
D, et donc, comme f est injective et ouverte, le corollaire 7.1.4 nous
permet d’affirmer que la fonction h,o f est un isomorphisme de U sur
V = h,(f(U)). En particulier, V est un ouvert simplement connexe de
D, etil ne contient pas o (puisque a € f (U) et h,(a) = o). Il existe donc
une détermination du logarithme log sur V. On pose

F=1logoh,of.

Comme h, o f prend ses valeurs dans D, la fonction F prend ses va-
leurs dans I’ensemble des nombres complexes de partie réelle stric-
tement négative (lemme 7.2.8). On définit enfin

_ F(z) —F(o)

F(z)+ F(o)
Ce qui précede et les lemmes 7.2.5 et 7.2.6 impliquent que g est une
fonction holomorphe injective sur U qui prend ses valeurs dans D.
De plus, il est trivial que g(o) = o, de sorte que g € A. Puis on fait
quelques menus calculs élémentaires. On a

oy (hao f)(z) _ ha(f(2))f"(2)
PO T@r T e
et, par conséquent, vu que f(0) = o, on obtient

Flo) = ) ¢(o).

a

On observe ensuite que

,, o\ 1—az+a(z-a)
ha(2) = (1—az)?
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et donc que
1

F'(0)=(a-=)f'(0).

a
Puisque nous sommes sur cette lancée, on voit que

g@%:F@ﬂH@+F®»iEEKN@—F®»’
(F(z) + F(0))?
d’ou, en vertu du lemme 7.2.8, et sachant que F(o) = log(-a),
F'(o
g'(0) = 210(g |)a|'

En conclusion, on a :

&_(__1) 1 _1-ad _ 1-aad

f’(o) a’2logla| —2aloglal 2alog |f7| '

On obtient en particulier I’identification

o) _ 1-laP
/o)l 2lallog |

Le lemme 7.2.7 implique pour finir que |g’(o)| > |f’(0)|. 0

LEMME 7.2.11. Le sous-espace
B={f €Allf'(o)>1}
est compact et non vide dans # (U).

DEmonsTrATION. Il est clair que 'inclusion U C D définit un élé-
ment de B, de sorte que B n’est pas vide.

Montrons que B est un fermé de #'(U). Soit (f,),>, une suite de
B, et supposons que cette suite converge vers f dans #'(U). Il résulte
du théoreme 6.1.5 et du lemme 6.3.8 que |f’(0)| > 1. En particulier, f
n’est pas constante. Le corollaire 5.2.11 montre donc que f est injec-
tive. Le lemme 6.3.8 implique que f (o) = o et que |f(z)| < 1 pour tout
z € U. Montrons que ’égalité |f(z)| = 1 est impossible. Soit a € U tel
que |f(a)| = 1. En appliquant le principe du maximum a la fonction
f restreinte a un disque ouvert de centre a assez petit, on en déduit
que f est constante au voisinage de a, ce qui contredit le fait que f
est injective. En vertu du théoréeme de Montel (6.4.2), le fermé borné
B est donc un sous-espace compact de #Z(U). d

PREUVE DU THEOREME 7.2.1. Soit U un ouvert simplement connexe
de C, distinct de C, et soit D le disque ouvert de centre o et de rayon
1. Pour montrer que U et D sont isomorphes, on peut supposer, en
vertu du lemme 7.2.4, que

oeUcD.
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Soit A le sous-ensemble de #'(U) défini au numéro 7.2.9, et soit
B C A le sous-ensemble introduit dans 1’énoncé du lemme 7.2.11.
Il résulte du théoreme 6.1.5 et du lemme 6.3.8 que l'application

B—R, fr[f'(o)

est continue. Comme B est compact et non vide (7.2.11), celle-ci est
donc bornée et atteint ses bornes. On choisit f € B réalisant la borne
supérieure. Il est immédiat que f vérifie les hypotheses du lemme
7.2.10, de sorte que f(U) = D. Le corollaire 7.1.4 implique donc que
f est un isomorphisme de U sur D. 4

3. Rotations

Dans toute cette section, U désigne un ouvert borné et connexe
de C, et a € U est un point fixé.

DErINITION 7.3.1. Une rotation de U de centre a est une fonction
holomorphe f : U — C vérifiant les conditions suivantes :

(i) f(a)=a;

(ii) 1f (@) = 15

(iii) f(U)c U.
On note 9,(U) c #(U) le sous-espace des rotations de U de centre
a.

ProposITION 7.3.2. Lespace %,(U) des rotations de U de centre a est
compact.

DEmMoNSTRATION. La condition (iii) de la définition 7.3.1 implique
aussitot que %,(U) est une partie bornée de #'(U). En vertu du
théoreme de Montel (6.4.2), il suffit donc de prouver que Z%,(U) est
fermé dans #Z(U). Soit (f,,),>, une suite de rotations de U de centre
a qui converge dans # (U) vers une fonction holomorphe f. Comme
I’évaluation en a est une fonction continue sur #(U), tout comme
’est la dérivation f +— f’ (d’apres le théoréme 6.1.5), il est clair que
f vérifie les conditions (i) et (ii) de la définition 7.3.1. Il reste donc
a prouver que f(U) C U. Si U désigne I'adhérence de U dans C, il
est clair que f(U) c U. Or, comme f’(a) # o, la fonction f n’est pas
constante sur U (lequel est supposé connexe), et donc, f est une ap-
plication ouverte (7.1.1). Comme l'intérieur de U \ U est vide, cela
implique que f(U) c U. 0

7.3.3. On vérifie immédiatement que, pour toutes fonctions ho-
lomorphes f : U > Uet ¢: U — U telles que f(a) = g(a) =a, on a
(f og)(a) = f’(a)g’(a). Il en résulte aussitdt que, pour f,g € F%,(U),
la fonction composée f o g est encore une rotation de U de centre a.
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Pour n > o un entier et f € %,(U), on notera
fr=forrof.

n fois

PROPOSITION 7.3.4. Soit f une rotation de U de centre a. Pour que f
soit l'identité de U, il faut et il suffit que f’(a) = 1.

DEmonsTrATION. Il est clair que c’est une condition nécessaire.
Soit f € %#,(U) telle que f’(a) = 1. Pour prouver la réciproque, on
peut supposer que a = o (ce qui ne servira qu’a alléger les notations).
Le développement de Taylor de f au point o est alors de la forme

f(z)=z+cz"+2" (1)

avec ¢ € C, m > 2 un entier, et (---) une fonction holomorphe au voi-
sinage de zéro. On en déduit que, pour tout entier k > 1, on a

f(Z)k — Zk +Zk+1('--).

Il en résulte, par une récurrence évidente sur n, que, pour tout nombre
entier n > 1, le développement de Taylor de la composée itérée " est
de la forme

fHz)=z+ncz"™ +2"(---).

Autrement dit, la m-éme dérivée de f" en o est de la forme
(f™ (o) = m!nc.

Or il résulte de la proposition 7.3.2 que la suite (f"),>, admet une
sous-suite convergente dans l’espace #'(U). En vertu du théoréme
6.1.5, cela implique que la suite numérique (m!nc),>, admet une
sous-suite convergente. Pour cela, il faut que ¢ = o. En conclusion
on a donc f(z) = z pour z proche de zéro. Vu que l'ouvert U est sup-
posé connexe, le principe du prolongement analytique implique que
f(z) = z pour tout z € U. d

LEMME 7.3.5. Soit S un nombre réel irrationnel. L'ensemble
("%, ne N}
est dense dans le cercle d’équation |z| = 1.

DEMONSTRATION. Soit E I’'ensemble des nombres réels de la forme
x = p1d + 2gqm, avec p,q € Z. 11 est clair que E est un sous-groupe
du groupe additif R. On note E* le sous-ensemble des éléments de
E qui sont strictement plus grand que zéro, et on pose ¢ = minE*.
Montrons que e n’est pas dans E \ {o}. Si c’était le cas, E serait un
groupe cyclique de générateur e. En effet, pour tout x € E, comme
R est archimédien, on peut trouver un entier n donnant lieu aux
inégalités ne < x < (n+1)e. On aalors x—ne € Eet o < x—ne <e, ce qui
impose ’égalité x—ne = o, par définition de e. Mais alors il existe des

entiers p et g tels que 21 = pe et 21 = ge, d’'ou il ressort que © = g est



3. ROTATIONS 83

un nombre rationnel, ce qui est absurde. Par conséquent, il existe une
suite strictement décroissante (x,),s, d’éléments de E* qui converge
vers e. La suite (x,, —X,,4,)u>o €st alors une suite d’éléments de E™ qui
converge vers o, ce qui impose que ¢ = o. En conclusion, nous savons
a présent que, pour tout € > o, il existe x € E tel que o <x <e.

Notons E’ le sous-ensemble des éléments de E* de la forme x =
pTd + 2qT avec p > o. Alors, pour tout € > o, il existe x € E’ tel que
o < x < &. En effet, si on a x = pwd + 291 avec p et g des entiers tels
que o < x < g et p < o, alors il existe une infinité d’éléments y de E*
tels que o <y < x. Sil’un de ces éléments y est dans E’, cela montre la
propriété voulue. Sinon, I'un de ces éléments y doit étre de la forme
y =atd + 2bm avec a et b des entiers tels que a < p, car, pour a fixé il
n’y a qu’'un nombre fini d’éléments de ENJo, x[ de la forme amd+2bmw,
beZ.Onaalorso<x—-y<x<eetp—a>o.

Soit a un nombre réel positif et € > 0. D’apres ce qui précede, on
peut trouver x € E’ tel que o < x < e. Comme R est archimédien, il
existe n € N* tel que nx > a. Si n est minimal pour cette propriété,
alors on a a < nx < a+ ¢ (puisque si a + ¢ < nx, alors a + x < nx, d’ou
a < (n—1)x, ce qui contredit la minimalité de n). Comme l’application
a1+ e'? est continue et surjective de R, sur le cercle unité, cela achéve
la démonstration. O

LEMME 7.3.6. Soit z un nombre complexe tel que |z| = 1. La suite
géomeétrique (z2"),>, admet une sous-suite qui converge vers 1.

DEmoNsTRATION. On a deux possibilités : ou bien z est une racine
m-éme de 1'unité pour m € N, et alors la sous-suite (z"""),5, fait
l’affaire, ou bien z = ¢™ avec § un nombre réel irrationnel, et on
conclut avec le lemme 7.3.5. g

PRrROPOSITION 7.3.7. Soit f une rotation de U de centre a. Alors f
induit une bijection de U sur lui-méme. De plus I'application inverse
f~": U — U est aussi une rotation de U de centre a.

DEmonsTRATION. On considere de nouveau la suite de rotations
(f")iso- On déduit de la formule (f")'(a) = f’(a)", de la proposition
7.3.2 et du lemme 7.3.6 qu'on peut trouver une sous-suite (f")is,
qui converge dans #Z (U), et telle que la suite numérique (f’(a)* )i
converge vers 1. Posons

g= lim f".
k—+o0
Comme %,(U) est en particulier fermé dans #'(U), la fonction g est
une rotation de U de centre a. De plus, il résulte du théoreme 6.1.5
que
g(@)= lim (f")(a)= lim f'(a) =1.

k—+00 k—+oo
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Par conséquent, la proposition 7.3.4 implique que g(z) = z pour tout
zeU.

Montrons que f est injective. Soient a,b € U tels que f(a) = f(b).
Alors, pour tout entier m > 1, on a f"(a) = f"(b). En particulier, on
a donc

a=g(a)= lim f"™(a)= lim f"(b)=g(b)="0.
k—+o0 k—+o0

Montrons que f est surjective. Soit b € U. Considérons un nombre
réel r > o tel que le disque fermé de centre b et de rayon r soit
contenu dans U. Pour k assez grand on a

[ (z) -zl <7

pour tout z € U tel que |b —z| = r. Le théoréme de Rouché appliqué
aux fonctions "t —b et g — b implique qu’il existe un unique u € U
tel que |b—u| <r et f"™(u) = b. On peut supposer n; > 1. On pose,
dans ce cas, z = f"™ " (u). On a alors f(z) = b.

Le théoréme 7.1.1 implique que la fonction inverse f™* : U - U
est holomorphe. De plus, comme f(a) =a, on a la formule

d’ot1 on déduit aussitot que f ' est une rotation de U de centre a. [

CoroOLLAIRE 7.3.8. Les rotations de U de centre a forment un groupe
avec pour multiplication celle induite de la composition des fonctions
holomorphes.

On pose
U:{z€C||z|:1},

vu comme un groupe avec la multiplication usuelle des nombres
complexes.

PRrROPOSITION 7.3.9. Lapplication
%,U)—>U
fefla)
est un morphisme de groupes injectif et une application continue. Elle

induit un homéomorphisme de %,(U) sur son image, laquelle est donc
un sous-groupe fermé de U.

DeEmoNnsTRATION. 1l est clair que c’est un morphisme de groupes
(cf. 7.3.3). L'injectivité de ce morphisme est une reformulation im-
médiate de la proposition 7.3.4. La continuité résulte quant a elle du
théoréme 6.1.5. Notons R,(U) I'image de &%,(U) par ce morphisme,
muni de la topologie induite de celle de U. Alors R,(U) est com-
pact (puisqu’image d’un compact par une fonction continue, d’apres
la proposition 7.3.2). Lapplication f > f’(a) est donc une bijection
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continue entre espaces topologiques compacts, ce qui implique que
c’est un homéomorphisme de %Z,(U) sur R,(U). O

LeEMME 7.3.10. Soit X un espace topologique. On suppose donnée une
suite (Z,),so de fermés de X ainsi qu’'un fermé T C X vérifiant les condi-
tions suivantes :

(a) T est compact;

(b) Z,CZ,,, pourtout n=>o;

(c) TCUpsoZn
Alors T est contenu dans Z,, pour n assez grand.

DEMONSTRATION. On procede par 1’absurde. Si ce n’est pas le cas,
quitte a remplacer (Z,),s, par une sous-suite, la condition (b) im-
plique que, pour tout n > o, on peut trouver x, € TN(Z,,, \Z,). Vu
que T est compact, quitte a remplacer de nouveau (Z,,),>, par une
sous-suite, on peut supposer que la suite (x,),>, converge vers un
élément x de T. Par construction, la famille (T N\ (T N Z,)),>, forme
une suite décroissante de voisinages ouverts de x. Il en résulte que
x n‘appartient pas a la réunion des fermés Z,, ce qui contredit la
condition (c). O

ProPosITION 7.3.11. Soit R un sous-groupe fermé de U. Si R = U,
alors il existe un entier n > 1 tel que R soit le groupe p, ={z € C|z" = 1}
des racines n-emes de l'uniteé.

DEMONSTRATION. Si tous les éléments de R sont d’ordre fini, on a

alors
RcC U Wus

nzo

en vertu du lemme 7.3.10 (appliqué a la suite de fermés Z,, = p,, avec
T = R), on a donc R C p,,,y pour m assez grand. En particulier, R est
un groupe cyclique fini (puisque sous-groupe d’un tel groupe), et, si
n désigne 'ordre de R, tout générateur de R est nécessairement une
racine primitive n-éme de I’'unité, d’ou R = p,,. S’il existe un élément
d’ordre infini dans R, il est de la forme z = ¢™® avec § un nombre
réel nécessairement irrationnel. Dans ce cas, d’apres le lemme 7.3.5,
la famille des puissances de z est partout dense dans U. Autrement
dit R est un fermé qui contient une partie dense de U, et on doit donc
avoir R =U. O

ProrosITION 7.3.12. Soit @ : U — V une transformation holomorphe.
Posons b = ¢(a). Alors 'application

frogofoq™
induit un isomorphisme de groupes topologiques

Fa(U) = Zy(V).
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DEmoNsTRATION. En effet, pour f € %,(U), on a la formule

(@ofo™)(b)=9(a)f (a)¢'(a)”" = f(a),
d’ot1 on déduit que ¢ o f o @~" est une rotation de V de centre b. [

TuEOREME 7.3.13. Si U est simplement connexe, alors 'application
f > f’(a) induit un isomorphisme de groupes topologiques

%#,(U)~U.

DEmonsTrATION. En vertu du théoréeme de Riemann (7.2.1) et de
la proposition précédente, on peut supposer que U est le disque D,
de centre o et de rayon 1. De plus, on peut supposer que a = o : sinon,
on utilise ’homographie
z—a

VAl o d -,
1—2za

laquelle est un automorphisme de D qui envoie a sur o. Dans ce cas,
pour tout A € U, 'application z +— Az est une rotation de D de centre
o dont la dérivée est A. On conclut donc immédiatement avec la pro-
position 7.3.9. U

7.3.14. Soit D le disque ouvert de centre o et de rayon 1. On choi-
sit 7 €]o, 1[, ainsi qu’un entier n > 1. On pose

Zz{z&C'zr‘1 eyn}
I1 est clair que U = D \ Z est un ouvert de D contenant o.

PROPOSITION 7.3.15. Sous les hypothéses du numéro 7.3.14, Uappli-
cation f > f’(o) définit un isomorphisme de groupes

Zo(U) > .

DgmMonsTrATION. Pour A € p,, I'homothétie de rapport A définit
une rotation de D de centre o qui envoie U dans lui méme. On en
déduit que p,, est contenu dans 'image de l'application f — f’(o).
Soit f € %, (U), et posons A = f’(0). Pour terminer la démonstration,
il reste a prouver que A € p,. Comme p,, est fini et f bornée sur U,
il résulte de la proposition 5.1.13 que f se prolonge en une fonction
holomorphe ¢ sur D tout entier. Il est clair que ¢(o) = f(o) = o et
que @’(0) = f’(0) = A. De plus, le principe du maximum nous assure
que @(D) c D, puisque f(U) C D. Autrement dit, ¢ € %,(D). Cela
implique que @(z) = Az pour tout z € D. Le fait que f soit une ro-
tation de U de centre o ce traduit par le fait que ¢ envoie ry, dans
ri,. Il existe donc deux éléments a et b de p,, tels que Ara = rb. Cela
implique que A = ba™" est un élément de p,,. g
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