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Abstract. This text deals with a natural generalization of the theory of Gro-
thendieck’s test local categories in the topos setting. In other words, we give
necessary and sufficient conditions for witch a category of sheaves & modelize
“canonically” homotopy types (i.e. CW-complexes up to homotopy), and such
that this property remains true locally on £. For this purpose, we develop a
general homotopy theory in sheaves categories with a particular emphasis on
functoriality and descent properties. This allows us to define different homotopy
theories of topoi, and then a language for the theory we are looking for. We are
particularly interested in the caracterization of topoi weak equivalences in terms
of cohomology and of Galois theory, recovering the classical theory of M. Artin
and B. Mazur. We thus obtain a common framework to describe homotopy types
from a combinatorial point of view (for example by considering the topos of
simplicial sets), or from a geometric point of view (for example by considering the
topos of sheaves on the site of real differential or analytic manifolds). Furthermore,
the purely local theory allows the equivariant homotopy theories in this frame
(considering for example the actions of a simplicial group as well as the actions
of a Lie group or of an orbifold).

Résumé. Ce texte contribue a une généralisation naturelle de la théorie des ca-
tégories test locales de Grothendieck au cadre des topos. Autrement dit, nous y
donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une catégorie de fais-
ceaux € modele “canoniquement” les types d’homotopie (i.e. les CW-complexes
a homotopie pres) et pour que cette propriété soit locale sur €. Pour se faire, nous
développons la théorie générale de I’homotopie dans les catégorie de faisceaux, en
mettant 'emphase sur les propriétés de fonctorialité et de descente. Cela permet
de définir différentes théories de I’homotopie des topos, et donc un langage pour
la théorie recherchée. Nous avons pris soin de caractériser autant que possible les
différentes notions d’équivalences faibles en termes cohomologiques et galoisiens,
faisant ainsi le lien avec la théorie de M. Artin et B. Mazur. Nous obtenons ainsi
un cadre général permettant de décrire les types d’homotopie d'un point de vue
combinatoire (par exemple en considérant le topos des ensembles simpliciaux)
ou bien d'un point de vue géométrique (par exemple en considérant le topos des
faisceaux sur le site des variétés différentielles ou analytiques réelles). La théo-
rie purement locale permet d’intégrer dans ce cadre les théories de ’homotopie
équivariantes (par exemple en considérant les actions d’un groupe simplicial aussi
bien que celles d'un groupe de Lie ou encore d’un orbifold).
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CHAPITRE 1

Algebre homotopique des faisceaux

1. Accessibilité

1.1.1. Nous renvoyons le lecteur & SGA 4 [31, exposés 11 a IV] pour les notions
de site et de topos. La terminologoie “topologique” que nous utiliserons sera,
sauf mention explicite du contraire, issue de ce texte. En particulier, on parlera
indifféremment d’objet d’un topos £ ou de faisceau sur £ (sous-entendu, pour la
topologie canonique sur £). Si £ et F sont deux topos, on note Homtop(&, F) la
catégorie dont les objets sont les morphismes de topos de £ vers F et dont les
fleches o — 1) sont les morphismes de foncteurs images directes de ¢, vers ..

Les notions d’accessibilité envisagées ici sont celles de [13, 15].

On fixe pour le moment un petit site (C,.J). On note &€ = C' le topos des
faisceaux sur celui-ci, i : £ — C' le foncteur d’oubli, et a : C' — & le foncteur
“faisceau associé”.

LEMME 1.1.2. Le foncteur composé ia : C — C est accessible.

DEMONSTRATION. On rappelle que le foncteur ia peut-étre défini comme suit.
Si X est un préfaisceau sur C, on pose

LX(U) = @REJ(U)O HO”]@(R,X) s U € ObC y

J(U) désignant 'ensemble ordonné, cofiltrant pour l'inclusion, des cribles cou-

vrants de U pour la topologie J sur C. Cela définit un endofoncteur de 5,
X +— LX. On sait que le foncteur ia est isomorphe au foncteur itéré L? (cf.
[31, exposé 11, théoréme 3.4]). 1l suffit par conséquent de montrer que le foncteur
L est accessible. Soit « un cardinal tel que pour tout objet U de C| et tout crible
couvrant R de U, R soit a-accessible. Comme toute petite limite inductive de
foncteurs a-accessibles est a-accessible, il est immédiat que les foncteurs

X— LX({U) , UeOb(C,
sont a-accessibles. On en déduit aussitot ’assertion. O
PROPOSITION 1.1.3. Le foncteur d’oubli i : £ — C est accessible.

DEMONSTRATION. Soit o un cardinal tel que le foncteur ia soit a-accessible
(ce qui existe en vertu du lemme précédent). On va montrer que ¢ est a-accessible.
Soient I un petit ensemble ordonné a-filtrant, et F': I — £ un foncteur. Alors
on a les identifications suivantes,

lim o f" o~ lim éaiF" ~ ta lim i F" ~ g lim ai F" ~ i lim F
ce qui prouve bien la proposition. [l
COROLLAIRE 1.1.4. Tous les objets de £ sont accessibles.
5
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DEMONSTRATION. Soit X un objet de £. En vertu de [13, corollaire 2.1.11],
le préfaisceau 1.X est accessible et il résulte de la proposition précédente qu’on
peut choisir un cardinal « tel qu’a la fois ¢.X soit a-accessible et i a-accessible.
On va en déduire que X est a-accessible dans £. Considérons un petit ensemble
ordonné a-filtrant I et un foncteur F' de I vers £. On obtient alors les bijections
canoniques

limg Homg (X, F) = limy Homg (X, i ')
~ Homg (iX, lim i ')
~ Homg (1.X, i lim F)
~ Homg (X, lim F) |
ce qui prouve ’assertion. [l

DEFINITION 1.1.5. Soit @ un cardinal. Un objet X de & est de taille < a 8'il
existe un préfaisceau R sur C, et un isomorphisme aR ~ X dans £.

1.1.6. On note T,(&,C) la sous-catégorie pleine de £ formée des objets de
taille < «, et Acc, (€) la sous-catégorie pleine de £ formée des objets a-accessibles.

PROPOSITION 1.1.7. Soit o un cardinal infini majorant | FI(C)|, tel que pour
tout objet U de C, le faisceau associé aU soit a-accessible.

(i) Le foncteura : C — & envoie tout préfaisceau a-accessible sur un faisceau
a-accessible (i.e. un objet a-accessible de £ ).
(ii) On a légalité T,(E,C) = Acco(E). En particulier, la catégorie Acc,(E) est
essentiellement petite.
(iii) Tout objet de &€ est la réunion a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles.
(iv) Les objets a-accessibles de € sont stables par limites inductives finies et par
limites projectives finies.
DEMONSTRATION. Soit X un préfaisceau de taille < o. On note
ox:C/X —C , (UU—X)—U.
On sait que hAMbX ~ X. Comme le foncteur a commute aux petites limites
inductives, il en résulte aussitot un isomorphisme canonique
limagx ~aX .
Comme par hypothese, on a I'inégalité
[FIlC/X)| <a,
(13, 2.1.10] implique que a X est a-accessible. En vertu de [13, proposition 2.1.16],
on a donc montré (i). Le lecteur conviendra qu’on a aussi établi I'inclusion
To(E,C) C Accy(€). Or il résulte encore une fois de [13, 2.1.16] que tout ob-
jet X de £ est la réunion a-filtrante de ses sous-objets de taille < a. On en
déduit que tout objet a-accessible X de &£ est de taille < «, puisque par un argu-
ment standard, il existe un sous-objet Y de X, de taille < a, tel que I'inclusion

Y — X admette une rétraction. Cela prouve a la fois (ii) et (iii). L’assertion
(iv) résulte facilement de (ii). O
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PRrROPOSITION 1.1.8. Soit ¢ : &€ — F un morphisme de topos. Il existe un
cardinal o tel que pour tout cardinal o > g, on ait l'inclusion

@ Acco (F) C Acco(€) .

DEMONSTRATION. Soit (C, J) un petit site tel que F s’identifie a la catégorie

des faisceaux sur C. On note a : C — F le foncteur faisceau associé. 1l existe
un cardinal infini o vérifiant les conditions suivantes.

(i) Pour tout objet U de C, aU et ¢*alU sont ap-accessibles (cf. 1.1.4).
(ii) Le cardinal o majore |FIC].

On sait alors (1.1.7) que pour tout cardinal a > «ay, on a l'identification Acc,(F) =
T.(F,C). Il suffit donc de montrer que pour un tel «, on a l'inclusion

T (F,C) C Accy(€E) .

Soit X un faisceau sur C' de taille < «. Alors il existe un foncteur £ : I — C', [
étant une petite catégorie telle que | FII| < «, et un isomorphisme de faisceaux

ligaF ~ X .
On a donc un isomorphisme
X ~ li_n;cp*aF ,
ce qui permet de conclure en vertu de [13, proposition 2.1.9]. ]
DEFINITION 1.1.9. Soit £ un topos. Un cardinal « est adapté a £ s’il vérifie
les conditions suivantes.
(i) Tout faisceau sur £ est réunion a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles.
(ii) La catégorie Acc, (&) est stable par limites projectives finies.
(iii) Tout sous-objet d'un objet a-accessible de £ est a-accessible.
REMARQUE 1.1.10. Les catégorie Acc, (&) sont systématiquement stables par

limites inductives finies. Il résulte de la proposition 1.1.7 qu’il existe toujours un
cardinal «aq tel que tout cardinal o > g soit adapté a &.

LEMME 1.1.11. Soient £ un topos, et a un cardinal adapté a €. On considere
un épimorphisme q : X — Y dans &£, dont le but est a-accessible. Alors pour
tout sous-objet a-accessible K de X, il existe un sous-objet a-accessible L de X,
contenant K, et tel que la restriction de q a L soit encore un épimorphisme de
but Y.

DEMONSTRATION. Soit I ’ensemble des sous-objets a-accessibles de X, or-
donné par l'inclusion. On note F : [ — & le foncteur qui associe a chaque
sous-objet a-accessible X’ de X, son image ¢(X’) dans Y par la fleche ¢g. On
sait par hypothese que I est un ensemble ordonné a-filtrant, et comme ¢ est un
épimorphisme, la fleche canonique

lim I — Y
est un isomorphisme. En outre, I’a-accessibilité de Y implique qu’on a des bijec-
tions canoniques
lim Homg (Y, F) 2 Homg (Y, lim F) ~ Hom¢(Y,Y') .
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Comme pour tout ¢ € I, la fleche F; — Y est une inclusion, on en déduit aussitot
qu’il existe un ¢ € I tel que F; =Y. O

DEFINITION 1.1.12. Soit £ un topos. On note s€ le topos des faisceauz sim-
pliciauz sur & (i.e. des objets simpliciaux de la catégorie £). Un cardinal « est
s-adapté s’il vérifie les conditions suivantes.

(i) Le cardinal av est adapté a la fois a € et a s€.
(ii) Le cardinal « est infini

(iii) Pour tout faisceau simplicial a-accessible X sur &, et tout entier n > 0, le
faisceau X,, est a-accessible.

LEMME 1.1.13. Soit £ un topos. Il existe un cardinal g tel que tout cardinal
a > ag soit s-adapté a E.

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement de la remarque 1.1.10 et de
la proposition 1.1.8 appliquée aux morphismes de topos d’évaluation

ev, 1 &€ — s,

dont les foncteurs image inverse sont définis par la formule ev; X = X,,. O

2. £-localisateurs

Ce paragraphe est un fascicule de résultats, analogues a ceux de [13, chapitre
2] dans le cadre des catégories de préfaisceaux. Les démonstrations déja établies
dans le cadre des catégories de préfaisceaux gardant leur sens mutatis mutandis
dans celui des faisceaux, nous les avons omises, renvoyant le lecteur a [13] et a
[15].

Si F' désigne un ensemble de fleches d’une catégorie C, on rappelle que [(F)
(resp. r(F)) désigne I'ensemble des fleches de C vérifiant la propriété de relevement
a gauche (resp. a droite) relativement aux éléments e F'.

DEFINITION 1.2.1. Un modeéle cellulaire d’un topos £ est un petit ensemble
M de monomorphismes de &, tel que {(r(M)) soit 'ensemble des monomorphis-
mes de &

ProPOSITION 1.2.2. Tout topos admet un modeéle cellulaire.

DEFINITION 1.2.3. Soit £ un topos. Un cylindre d’un objet X de & est un
quadruplet

(IX789(78}(7UX)

correspondant a un diagramme commutatif du type suivant :

X
1x
0% “
ox N\
IX ——
7
%
1x
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et tel que (0%,0%) : X II X — I X soit un monomorphisme.
Un morphisme de cylindres

(IX’a())ﬁa%(aUX) — (Ixag/aﬁilﬁay)

est une paire de morphismes ¢ : X — Y et ¢ : IX — IY tels que 0% = 05 ¢
pour e = 0,1 et ¢pox = oy).

On note C'yl(€) la catégorie des cylindres de &.

Un cylindre fonctoriel Z est une section du foncteur

Cyl(€) — & (IX,0%, 0%, 0x)— X .

NoOTATIONS 1.2.4. Un cylindre fonctoriel Z est déterminé par un quadruplet
(I,0°,0',0), ou I est un endofoncteur de &, et o un morphisme de foncteurs de
I vers 1g, et 0° des sections de o vérifiant des conditions évidentes (cf. [15, 2.1]).
On adoptera les mémes conventions d’écriture que dans [15, 2.2]. Par exemple
on écrira X ® I pour [(X), X ® 0l pour X I1 X, etc.

DEFINITION 1.2.5. Une donnée homotopique élémentaire sur un topos & est
un cylindre fonctoriel Z = (I,0°, 01, o) vérifiant les axiomes suivants.

DH1 Le foncteur I commute aux petites limites inductives et respecte les mo-
nomorphismes.

DH2 Pour tout monomorphisme j : K — L de &£, les carrés ci-dessous sont
cartésiens (e =0,1) :

K L
1K®85i ilL@)Be

Une donnée homotopique sur € est un couple (Z,S) ou Z est une donnée ho-
motopique élémentaire, et ou S est un petit ensemble de monomorphismes de

£.

EXEMPLE 1.2.6. Un segment dans un topos £ est un triplet (1,9°,0'), ot I
est un objet de &, et ou 9°, e = 0,1, sont des sections globales de I. On dira
qu’'un tel segment est séparant si la fleche

(0°,0") %% — I
est un monomorphisme. Il est évident que tout segment séparant définit canoni-

quement une donnée homotopique élémentaire.

ExXEMPLE 1.2.7. Comme dans le cas des préfaisceaux, tout topos admet un
objet de Lawvere, 7.e. un objet qui classifie les sous-objets des objets de £. Plus
précisément, si £ est un topos, le foncteur

L:& —&ns , X+ {sous-objets de X }

est représentable (cf. [47, II1.7, prop. 3]). On appellera un objet de Lawvere de €
(et méme, par abus de language, I'objet de Lawvere de £), et on notera Lg ou L, un
représentant de IL. On vérifie immédiatement qu’un tel objet est nécessairement



10 1. ALGEBRE HOMOTOPIQUE DES FAISCEAUX

injectif (cf. [47, V.10, prop. 1]), ce qui va nous permettre d’en faire un outil
privilégié (car canonique) pour définir des données homotopiques dans £. D’autre
part, L est canoniquement munit d’une structure de segment séparant. En effet,
il existe un unique morphisme \° : ¥ — L (x désignant I'objet final de &) tel
que pour tout objet X de &, la bijection canonique

Hom¢ (X, L) — { sous-objets de X }
soit définie par I'application
X — Lr—u ' (A)) = X xp .

Par conséquent, le sous-objet vide de * correspond & un unique morphisme ! :
x — L tel que le carré suivant soit cartésien dans &.

[ J—

| e

On en déduit aussitot que le triplet (L, A% A\!) est un segment séparant de &,
appelé le segment de Lawvere de £. Ce dernier définit ainsi la donnée homotopique
de Lawvere de &, notée L.

1.2.8. Une fois la notion de donnée homotopique définie, on peut définir celles
d’homotopie et d’équivalence d’homotopie (cf. [15, définition 2.2]). Si € est un
topos muni d’une donnée homotopique Z, on note hz (&) la catégorie £ quotientée
par la relation d’équivalence engendrée par la relation de Z-homotopie.

Si (Z,.S) est une donnée homotopique sur un topos £, on peut définir un petit
ensemble Az(M,S) de monomorphismes de € (cf. [15, 2.11]), et on définit alors
les extensions anodines comme les fleches obtenues comme un composé transifini
d’images directes d’éléments de Az(M, S). La classe des extensions anonines peut
en fait étre définie comme la plus petite classe de fleches de £ stable par images
directes, compositions transfinies et rétractes, contenant S et les morphismes de
la forme

XIUY®{e —YRI | e=0,1,
pour tout monomorphisme X — Y, telle que pour toute extension anodine
X — Y, le morphisme

XRIUY®I —Y&®I

soit encore une extension anodine. Enfin, les fibrations naives sont les morphismes
vérifiant la propriété de relevement a droite relativement aux extensions anodines
(voir [15, 2.12]). Un faisceau X est dit naivement fibrant si le morphisme de X
vers l'objet final de £ est une fibration naive. On peut alors définir les équivalences
faibles associées a (Z,S) : ce sont les fleches f : K — L de & telles que pour
tout objet naivement fibrant X dans &, 'application

f* : Homhr(g)(L,X) — Homhz(g)(K,X)

soit bijective. On montre alors le théoreme ci-dessous.
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THEOREME 1.2.9. Soient £ un topos, (Z,S) une donnée homotopique sur E.
Alors € admet une structure de catégorie de modéles fermée a engendrement
cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences
faibles sont les équivalences faibles associées a (Z,S). En outre, toute extension
anodine est une cofibration triviale, et les objets fibrants sont exactement les objets
naivement fibrants.

1.2.10. Par la suite, dans un topos &, on désignera les monomorphismes de £
comme des cofibrations, et on appellera fibrations triviales les morphismes de &
qui vérifient la propriété de relevement a droite relativement aux cofibrations.

Si W désigne un ensemble de fleches de &£, on appellera W-équivalences les
éléments de W, et W-cofibrations triviales les cofibrations qui sont aussi des
W-équivalences. Si X est un objet de £, on appellera W-cylindre un cylindre

(]X, 89(78}(70-)()
de X tel que ox soit une W-équivalence.

DEFINITION 1.2.11. Soit £ un topos. Un E-localisateur!' est un ensemble W
de fleches de & satisfaisant les axiomes de stabilité suivants.

L1 Si dans un triangle commutatif de £, deux fleches sont des VWW-équivalences,
alors il en est de méme de la troisieme.

L2 Toutes les fibrations triviales sont des W-équivalences.

L3 Les W-cofibrations triviales sont stables par par images directes et par
compositions transfinies.

Si S est une partie de FIE, le E-localisateur engendré par S est l'intersection de
tous les E-localisateurs contenant S. Il est noté W(S). Un E-localisateur W est
accessible s'il existe un petit ensemble S de fleches de & tel que W = W(S). Le
E-localisateur minimal est le E-localisateur engendré par 'ensemble vide.

LEMME 1.2.12. Soient € un topos et WW un partie faiblement saturée de FIE.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Toutes les fibrations triviales sont des YW-équivalences.

(ii) Pour tout objet X de &, la projection X X Lg — X est une W-équivalence
(Le désignant 'objet de Lawvere de £ ).

(iii) Tout objet de € admet un W-cylindre.

COROLLAIRE 1.2.13. Soient €& un topos, et W une partie faiblement saturée
de FIE, telle que les W-cofibrations triviales soient stables par images directes et
par compositions transfinies. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) L’ensemble W est un E-localisateur.
(ii) Pour tout objet X de &, la projection X X Le — X est une W-équivalence.
(iii) Tout objet de € admet un W-cylindre.

1Si A est une petite catégorie, conformément & la terminologie de [13], on parlera parfois
de A-localisateur au lieu de A-localisateur.
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PROPOSITION 1.2.14. Soit & un topos muni d’une donnée homotopique (Z,S).
On choisit un modéle cellulaire M de &, et on note Az(S, M) le petit ensemble
d’extensons anodines associé. Alors les équivalences faibles associées a (Z,S) sont
exactement les éléments du E-localisateur engendré par Az(S, M).

THEOREME 1.2.15. Soit £ un topos, et W une partie de FIE. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(a) Si on note Cof l’ensemble des monomorphismes de €, et Fib = r(Cof NW),
alors (€, W, Fib, Cof) est une catégorie de modéles fermée a engendrement
cofibrant.

(b) L’ensemble W est un E-localisateur accessible.

En particulier, £ admet une structure de catégorie de modéles fermée a engen-
drement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équi-
valences faibles sont les éléments du E-localisateur minimal.

COROLLAIRE 1.2.16. Pour tout topos &, tout £€-localisateur est fortement sa-
turé. En particulier, tout £-localisateur est stable par rétractes.

LEMME 1.2.17. Soient £ un topos, et W un &-localisateur.

(a) On considére un diagramme commutatif dans €

ai Qaz
Ap=——Ag—= 4

g

bbb
dans lequel aq et By sont des monomorphismes, et fo, f1, fo sont des V-
équivalences. Alors la fleche canonique Ay 4, Ay — By g, By est une
W-€équivalence.

(b) On se donne un petit ensemble bien ordonné X\, deuz foncteurs X,Y : X —»
ﬁ, et un morphisme de foncteurs ¢ : X — Y. On suppose en outre que
pour tout élément p de A, les fleches naturelles lim, <, X (v) — X(u)
et lim,,Y(v) — Y(u) sont des monomorphismes, ¢(n) : X(n) —
Y () étant une W-équivalence. Alors lim ¢ : lim X — limY" est une W-

équivalence.

(c) Les W-équivalences sont stables par petites sommes.

PROPOSITION 1.2.18. Soient £ et F deux topos, F,G : £ — F deux fonc-
teurs qui commutent aux petites limites inductives et qui respectent les monomor-
phismes. Alors pour tout morphisme de foncteurs o de F vers G, le plus petit F-
localisateur W tel que pour tout faisceau X sur &, le morphisme ax : FX — GX
soit une W-équivalence, est accessible. Plus précisément, si M est un modéle cel-
lulaire de £, W est engendré par ’ensemble

S={ ar | X —=YeM, Te{X)Y} }.

COROLLAIRE 1.2.19. Soit £ un topos.
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(a) Si S est un ensemble de fleches de £, on note cart(S) l'ensemble des fléches
de la forme

sxlg: XxZ—YxZ |, s€8,7Ze0b€f.

Alors le plus petit €-localisateur contenant cart(S) est stable par produits
finis. Si en outre S est un petit ensemble, il est aussi accessible.

(b) St W et W sont deux E-localisateurs stables par produits finis, alors le
E-localisateur engendré par ceuz-ci est stable par produits finis.

(c) Le E-localisateur minimal est stable par produits finis.

PROPOSITION 1.2.20. Soient £ et F deux topos, ¢ : E — F un foncteur,
et W un F-localisateur accessible. On suppose que les propriétés suivantes sont
vérifices.

(a) Le foncteur ¢ commute auz petites limites inductives.

(b) Le foncteur ¢ respecte les monomorphismes, et pour toute paire d’inclusions
J— L, K — L, la fléche canonique ¢(J N K) — ¢(J) Np(K) est un
1somorphisme.

(c) Il existe un cylindre fonctoriel T = (I,0°,0%,0) tel que pour tout faisceau
X sur &, le morphisme ¢(X ®@ I) — ¢(X) soit une W-équivalence.

Alors ='W est un E-localisateur accessible.

COROLLAIRE 1.2.21. Soient £ un topos et W un E-localisateur accessible.
Alors la structure de catégorie de modéles fermée sur € associée a VW par le
théoréeme 1.2.15 est exponentielle?.

COROLLAIRE 1.2.22. Soit £ un topos. Toute intersection d’une petite famille
de E-localisateurs accessibles est accessible.

PROPOSITION 1.2.23. Soit € un topos. 1l existe un cardinal o tel que pour
tout cardinal o > «q, tout E-localisateur soit stable par les limites inductives
indexées par des ensembles ordonnés a-filtrants.

DEFINITION 1.2.24. Soit € un topos. Un E-localisateur propre est un E-loca-
lisateur accessible W, tel que la structure de catégorie de modeles fermée sur &,
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles
sont les éléments de W, soit propre.

THEOREME 1.2.25. Soient £ un topos, et S un ensemble de fleches de £. On
note W le E-localisateur engendré par S, et on suppose que celui-ci est accessible.
Alors W est propre si et seulement si pour tout élément f: X — Y de S, pour
toute fibration de but fibrant p : E — B, et pour toute fleche v : Y — B,
le morphisme g : X xg E — Y Xp E, image réciproque de [ par p, est une
W-équivalence. En particulier, le £-localisateur minimal est propre.

2La notion de catégorie de modeles fermée exponentielle est définie dans [13, chapitre 4].
Cela signifie que pour toute petite catégorie I, la catégorie des foncteurs définis sur I et a valeurs
dans £ admet deux structures de catégorie de modeles fermée (ici, & engendrement cofibrant)
dont les équivalences faibles sont les équivalences faibles de £ argument par argument : 'une
dont les fibrations sont les fibrations de £ argument par argument, et I’autre dont les cofibrations
sont les cofibrations de £ argument par argument, i.e. les monomorphismes.
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COROLLAIRE 1.2.26. Soit £ un topos. On considére un petit ensemble I, et
une famille W;, i € I de E-localisateurs propres. Alors le E-localisateur engendré
par les W; est propre.

COROLLAIRE 1.2.27. Soient £ un topos, et X;, 1 € I, une famille de faisceaux
sur €. On note W le plus petit €-localisateur contenant les projections X; X Z —»
Z pour tout i € I et pour tout Z. Si W est accessible (pour cela, il suffit que I
soit un petit ensemble), alors W est propre.



CHAPITRE 2

Combinatoire locale
1. Points faibles des topos
DEFINITION 2.1.1. Soit £ un topos. Un point faible de € est un foncteur
p:E— &Ens,

exact a gauche (i.e. qui commute aux limites projectives finies) et respectant les
épimorphismes.

LEMME 2.1.2. Soient £ un topos et p un point faible de £. Pour tout mor-
phisme f: X — Y de &, on a une bijection canonique

Imp(f) ~ p(Im f) .

DEMONSTRATION. Le faisceau Im f est défini par 'existence d’une factorisa-
tion unique a isomorphisme canonique pres de la forme

N A

Im f ,

ol ¢ est un épimorphisme, et j un monomorphisme. Le foncteur p induit donc un
triangle commutatif d’ensembles

pX of pY

N

plm f ’

dans lequel pq est une surjection, et pj une injection. L’unicité d’une telle fac-
torisation dans la catégorie des ensembles implique donc 1’assertion. [l

LEMME 2.1.3. Soient £ un topos et p un point faible de £. On considéere un
faisceau X sur £, ainsi qu’une relation d’équivalence R sur X. Alors p(R) est
une relation d’équivalence sur l’ensemble p(X), et on a une bijection canonique

p(X)/p(R) =~ p(X/R) .

15



16 2. COMBINATOIRE LOCALE

DEMONSTRATION. Soit ¢ : X — X/R le morphisme canonique. On forme
le carré cartésien ci-dessous dans £.

y — 2 o x

N

X —>X/R

L’image du morphisme (71, 1) : Y — X X X n’est autre que la relation R. En
appliquant le foncteur p, on obtient ainsi un carré cartésien d’ensembles

p(m2)

p(Y) —p(X)

p(m1) l J{p(q)

X)—p(X/R )

p(X) — = p(X/R)

dont toutes les fleches sont des applications surjectives. Si R’ désigne la relation
d’équivalence sur p(X) définie par p(q), on a en vertu du lemme précédent les
identifications suivantes :

R' ~ Tm(p(m), p(m2))
~ Im p(my, 7o)

~ p(Im(7y, m2))
~ p(R) .

Comme p(q) est une surjection, on a une bijection canonique p(X)/R' ~ p(X/R),
ce qui acheve la démonstration. O]

LEMME 2.1.4. Soit £ un topos. On considére deux faisceaur X et'Y, ainsi
que deux fleches u et v de X wvers Y. Si l'image du morphisme

(u,v): X — Y xY

est une relation d’équivalence sur'Y , alors pour tout point faible p de &£, 'appli-
cation canonique
coker(p(u), p(v)) — plcoker(u, v)

est bijective.
DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot des lemmes 2.1.2 et 2.1.3. O

DEFINITION 2.1.5. Soit C' une catégorie, et soient p; : C — D;, i € I, une
famille de foncteurs de source C. On dit que la famille (p;); est conservative (resp.
teste les épimorphismes, resp. teste les monomorphismes) si toute fleche f de C
telle que pour tout i € I, p;(f) soit un isomorphisme (resp. un épimorphisme,
resp. un monomorphisme) est un isomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un
monomorphisme). La famille (p;); est dite fidéle si le foncteur induit C — [[, D;
est fidele.

EXEMPLE 2.1.6. Si £ est un topos ayant suffisamment de points, la famille
des foncteurs fibres de £ est conservative.
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PROPOSITION 2.1.7. Soient £ un topos, et p; : E — Ens, i € I, une famille
de points faibles de £. Les assertions sutvantes sont équivalentes.

(i) La famille de foncteurs (p;); est conservative.
(ii) La famille de foncteurs (p;); teste les épimorphismes.
(iii) La famille de foncteurs (p;); est fidéle.
En outre, si c’est le cas, la famille de foncteurs (p;); teste les monomorphismes.

DEMONSTRATION. (i) = (ii). Un morphisme de faisceaux f : X — Y est
un épimorphisme si et seulement si la fleche canonique Im f — Y est un iso-
morphisme. Cette implication est donc conséquence du lemme 2.1.2.

(i) = (iii). Soient X et Y deux faisceaux, et u, v, deux fleches de X vers Y.
Comme la fleche ker(u,v) — X est un monomorphisme, u = v si et seulement
si celle-ci est un épimorphisme. Cette implication résulte donc de I'exactitude a
gauche des points faibles.

(iii) = (i). La fidélité de la famille (p;); implique qu’un morphisme de fais-
ceaux induit des bijections pour tout ¢ € I si et seulement s’il est a la fois un
monomorphisme et un épimorphisme.

Pour montrer la derniere assertion, il suffit de constater qu'une fleche X — Y
de £ est un monomorphisme si et seulement si la diagonale X — X xy X est
un isomorphisme. [l

2.1.8. On fixe a présent un petit site (C,J). On note
a:C—C
le foncteur faisceau associé, et
son adjoint a droite, le foncteur d’oubli.
Si X est un préfaisceau sur C, et R un crible couvrant de X, on note

dx(R) = I v eObC.

v—R , v€ObC

On a alors un morphisme de préfaisceaux canonique

qn  Px(R) — X,
lequel s’avere étre couvrant (pour la topologie J) par construction. Si R’ est
second crible couvrant de X, tel que R C R’, on obtient un morphisme canonique
au-dessus de X,

(D)((R) — (I)X(R,) .
On désigne par J(X) 'ensemble des cribles couvrants de X, ordonné par 'inclu-
sion. On a ainsi défini un foncteur

Oy J(X)— C
et partant, un foncteur

aby:J(X)—C , R+—sadx(R).

La catégorie opposée J(X)° étant filtrante, ®x est un pro-objet de 6, et ady,
un pro-objet de C.
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ProPOSITION 2.1.9. Soit p: X — Y un morphisme de préfaisceaux sur C'.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La fleche a(p) est un épimorphisme de faisceaux.

(ii) Pour tout objet U de C, tout crible couvrant R de U, et tout morphisme
de préfaisceaur
7:0y(R) — Y,
il existe un crible couvrant R' C R de U, et un morphisme
o:Py(R)— X,

tels que le carré ci-dessous commute dans C'.

g

Oy (R)—X

| )

T

(iii) Pour tout objet U de C, et toute section T de Y au-dessus de U, il existe
un crible couvrant R de U, ainsi qu’un morphisme

o:Py(R) — X,

tels que le carré ci-dessous commute dans C'.

(I)U(R) L> X
i
U Y

T

DEMONSTRATION. (i) = (ii). Supposons que a(p) soit un épimorphisme, et
considérons un morphisme o : &y (R) — Y comme dans 'énoncé (ii). Le mor-
phisme p admet une factorisation de la forme

X P Y
Imp

7w étant un épimorphisme, et 7 un monomorphisme. Le foncteur a étant exact,
J est un morphisme bicouvrant (i.e. a(j) est un isomorphisme), car a(p) est un
épimorphisme. Pour chaque V' € Ob C, et chaque section s de R au-dessus de V/,
la fleche o @ y(R) — Y, composée avec 'inclusion canonique V. — &y (R)
induit une fleche

Y

o,V —Y .
On forme alors le carré cartésien suivant.
Ryy——1Imp

| lj

V Y
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Le morphisme jy s est un monomorphisme bicouvrant (grace a l'exactitude de a),
et donc Ry est un crible couvrant de V. Soit R’ le crible de U engendré par
I'image de tous les cribles Ry,,. Alors R’ est couvrant pour la topologie J, et par

construction, il existe un carré commutatif de la forme ci-dessous dans C.

Oy (R') - Imp

L)

Py(R) —Y

Le morphisme 7 : X — Imp étant un épimorphisme, il existe une fleche 7 :
Oy (R') — X telle que le diagramme suivant commute.

Oy (R a / X
Imp

Cela implique que 7 rend le carré voulu commutatif.

(ii) = (iii). Pour montrer cette implication, il suffit de constater que U est un
crible couvrant de U, et que toute section U — Y définit par composition avec
le morphisme ¢Y : ®;(U) — U, un morphisme ®y(U) — Y.

(iii) = (i). Supposons la condition (iii) vérifiée. Pour chaque objet U de C,
et chaque section 7 : U — Y, on choisit un crible couvrant Ry, ainsi qu'un
morphisme

ovr: Pu(Ry,) — X,
tels que poy, =7 q%UT. On obtient ainsi un carré commutatif

H’T:U—>Y®U(RU,’T) . ¢

] lp

HT:U—)YU Y ’

dans lequel les morphismes ¢ et ¢ sont couvrants (la fleche ¢ est méme un épimor-
phisme). Cela implique que p est couvrant, i.e. que a(p) est un épimorphisme. [J

2.1.10. Pour chaque objet U de C, on définit un foncteur
Dy C — Ens
par la formule
py(X) = (“lim”a®y)(X)
= lim Homg (a®y, X)
~ hﬂReJ(U)" Homg(®y(R),i(X)) .
LEMME 2.1.11. Pour tout objet U de C, le foncteur p; est evact a gauche.

DEMONSTRATION. Le foncteur p;; est pro-représentable par construction, ce
qui implique aussitot I'assertion (les limites inductives filtrantes d’ensembles sont
exactes). O
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THEOREME 2.1.12. L’ensemble des foncteurs du type
pU:5—>5ns , UeObC

forme une petite famille conservative de points faibles du topos des faisceaux sur
le site (C,J).

DEMONSTRATION. Cette famille est constituée de foncteurs exacts & gauche
en vertu du lemme précédent. D’autre part, il résulte de la proposition 2.1.9 et de
la construction méme des foncteurs p;; que cette famille teste les épimorphismes.
En particulier, on a bien défini de la sorte des points faibles de C. L assertion
résulte enfin de la proposition 2.1.7. O

COROLLAIRE 2.1.13. Tout topos admet assez de points faibles (i.e., la famille
des points faibles d’un topos est conservative).

COROLLAIRE 2.1.14. Soient £ un topos et f: X — Y un morphisme de .
Pour que f soit un épimorphisme, il faut et il suffit que pour tout point faible p
de &, p(f) soit une surjection.

SCHOLIE 2.1.15. Le corollaire 2.1.13 est une conséquence de 'existence d’une
localisation booléenne pour tout topos de Grothendieck [47, § IX.9, théoreme 2].
Ce résultat établit en effet I'existence pour tout topos £ d’un épimorphisme de
topos

q:B—¢&

(i.e. d’'un morphisme de topos ¢ tel que le foncteur image inverse ¢* soit conser-
vatif), dont la source est un topos booléen satisfaisant 1’axiome du choix. Cela
signifie en particulier que tout épimorphisme de B admet une section, et im-
plique immédiatement que tout objet B de B est un point faible de B (i.e. que le
foncteur X —— Homg(B, X) respecte les épimorphismes). Le foncteur ¢* étant
conservatif, on en déduit que la famille de points faibles

qp : &€ — Ens X — Homg(B,¢"X) BeObB

est conservative (il suffit en fait de ne considérer que les éléments d’'une famille
génératrice de B). Un exercice facile consiste a montrer qu'un topos £ satisfait
I’axiome du choix si et seulement si tous ses objets sont des points faibles. Le
lecteur ferru de logique pourra compléter cette question par [47, Chap. VI, ex-
ercices 15 et 16], ou il apprendra (peut-étre) que tout topos satisfaisant I’axiome
du choix est booléen.

LEMME 2.1.16. Soient £ un topos, X un faisceau sur £, et R C X x X une
relation sur X. Pour que R soit une relation d’équivalence sur X, il faut et il
suffit que pour tout point faible p de &, p(R) soit une relation d’équivalence sur

p(X).

DEMONSTRATION. L’exactitude & gauche des points faibles montre que cette
condition est nécessaire. Supposons que I'image de R par tout point faible soit une
relation d’équivalence. On note ¢ le morphisme d’inclusion de R dans le produit
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X x X. On forme le carré cartésien suivant dans &.

X Xxxx R R
X X x X
(I1x,1x)

La fleche verticale de gauche induit un isomorphisme pour tout point faible p
(car p(R) est une relation réflexive), ce qui montre que R est réflexive. Soit T
I’automorphisme d’échange des facteurs de X x X. On forme le carré cartésien
ci-dessous.

Rxxxx R R

l ]

R XXXT>X><X

i
Comme c’est le cas pour tout point faible, la fleche verticale de gauche est un

isomorphisme, ce qui prouve que R est symétrique. En écrivant X x X x X ~
(X x X) xx (X x X), linclusion ¢ définit un morphisme

j=(,i): Rxy R— X x X x X .

Sig: X xX xX — X x X désigne la projection consistant a oublier le second
facteur, on obtient un morphisme

p=qj:RxxR— X xX.

Comme R est une relation réflexive, on vérifie aussitot que R C Im . La relation
R est transitive si et seulement si cette inclusion est un épimorphisme, ce qui est
vérifié pour tout point faible. n

PROPOSITION 2.1.17. Soient & un topos, X etY deux faisceauz, et u, v, deux
morphismes de X versY . On suppose que pour tout point faible p de &£, I"image de
Uapplication (p(u),p(v)) : p(X) — p(Y) x p(Y') est une relation d’équivalence
sur p(Y). Alors U'image du morphisme (u,v) : X — Y X Y est une relation
d’équivalence sur'Y , et pour tout point faible p de £, application canonique

coker(p(u), p(v)) — p(coker(u, v))
est bijective.

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement des lemmes 2.1.2, 2.1.3 et
2.1.16. O]

2. Relévement local

NOTATIONS 2.2.1. Soit £ un topos. On désigne par Hom, le Hom interne de
E.51 X, Y et Z sont trois faisceaux sur £, on a donc une bijection naturelle

Homg(X X Y, Z) ~ Homg(X,Hom(Y, Z)) .
On rappelle que s€ désigne le topos des faisceaux simpliciaux sur £. Le morphisme

de topos
pe:E—P
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de & vers le topos ponctuel (i.e. P est équivalent a la catégorie Ens des ensembles)
induit naturellement un morphisme de topos

pe i SE — A~sP .
Le foncteur image inverse
e A — sE
est défini par la formule (pfX), = Ix, * (ou * est le faisceau final sur &), pour
n > 0. Si X est un ensemble simplicial, on notera parfois par abus encore X le
faisceau pg X. Le foncteur image directe
Dg, : 8E — A
est le foncteur sections globales, et si X est un faisceau sur £, on notera aussi
I'E X)=p:,X .
2.2.2. On fixe pour le moment un topos £. Le foncteur
Hom,. : (s€)° x s€ — s& ,
induit par I’évaluation en 0 un foncteur
Hom o (7,7)o : (s€)° x s€ — & .
On vérifie aussitot que pour tout n > 0, et tout faisceau simplicial X, on a un
isomorphisme canonique
Hom g (A, X)o ~ X, .
Il est d’autre part immédiat que pour tout ensemble simplicial K (resp. tout
faisceau simplicial X), le foncteur
s€ — & X' — Hom (K, X")o
(resp. (A) — & , K’ — Hom (K’ X)o )

commute aux petites limites projectives.

2.2.3. On rappelle qu'un ensemble simplicial K est de présentation finie s’il est
0-accessible, i.e. si le foncteur Homz (K, 7) commute aux petites limites inductives

filtrantes. Nous énoncons ci-dessous pour mémoire différentes caractérisation des
ensembles simpliciaux de présentation finie.

PROPOSITION 2.2.4. Soit K un ensemble simplicial. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
(i) L’ensemble simplicial K est de présentation finie.
(ii) L’ensemble des simplexes non dégénérés de K est fini.

(iii) Il existe deux ensembles simpliciaux L et L', tous deux sommes finies de
simplexes standard, et deux fleches u et v de L' vers L, tels que K s’identifie
au conoyau de u et v.

(iv) 1l existe une catégorie finie I, et un foncteur F : I — A, tels que K soit
isomorphe a la limite inductive de F' dans A.

COROLLAIRE 2.2.5. Les ensembles simpliciauz de présentation finie sont sta-
bles par limites inductives finies et par limites projectives finies.
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PROPOSITION 2.2.6. Soient £ et &' deux topos, et q : € — E' un foncteur
exact a gauche. Pour tout faisceau simplicial X sur £, et tout ensemble simplicial
de présentation finie K, le morphisme canonique

qHom¢ (K, X) — Hom,. (K, ¢X)
est un isomorphisme. En particulier, on a un isomorphisme canonique
g Hom,e (K, X)o — Homge (K, X))o -
DEMONSTRATION. Pour tout n > 0, ensemble simplicial K x A, est de
présentation finie (2.2.5). L’identification
HO_msE(KvX)n = Ho—msg(K X AmX)U

montre qu’il suffit de prouver la derniere assertion. Or en vertu de la proposition
2.2.4, 1l existe une catégorie finie I, et un foncteur F' : I — A, tels que K ~ hg F

dans A. On obtient de la sorte les isomorphismes canoniques
qHomg e (K, X)o ~ g Hom, (lim F', X)g
= qli_rr;l—k)_msg(F, X)o
~ limy ¢ Hom,¢ (F', X)o
= li_n)JI-b_msg,(F, qX)o
= HO_mss(hA1 F.gX)o
~ qHom, (K, ¢X)o ,
ce qu’il fallait démontrer. [l

COROLLAIRE 2.2.7. Soit & un topos. Pour tout point faible p de E, tout fais-
ceau simplicial X sur &, et tout ensemble simplicial de présentation finie K, on
a un 1somorphisme canonique

pHom (K, X) ~ Homz (K, pX) .
En particulier, on a alors une bijection canonique
pHom ¢ (K, X)o ~ Hom (K, pX) .

2.2.8. On considere a présent un topos £ fixé, ainsi qu’'une famille géométrique
S, c’est-a~dire une famille S de monomorphismes d’ensembles simpliciaux de
présentation finie. Si j : K — L est un élément de S, et ¢ : X — Y un
morphisme de faisceaux simpliciaux, on obtient un carré commutatif

Hom ¢ (L, X) A Hom, . (K, X)

%i l@*

Homge (L, Y") —— Hom, (K, Y) ’

Sk

J
ce qui définit une fleche

(90*7j*) : Ho—msé'(L7 X) — Ho—msé'(L7 Y) X Hom,, (K,Y) HO—mSS<K7 X) :
En évaluant en 0, on obtient ainsi un morphisme de faisceaux

(¢*7j*)0 . |—|O_mSE<L7X)O — Ho_msg(Lay)O XMSE(K,Y)O Ho_msg(K:X)O .
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DEFINITION 2.2.9. Un morphisme de faisceaux simpliciaux ¢ : X — Y
vérifie la propriété de relevement local a droite relativement a S si pour tout
élément j de S, le morphisme de faisceaux (s, j*)o est un épimorphisme.

EXEMPLE 2.2.10. Dans le cas ou £ = P est le topos ponctuel, un morphisme
de sP ~ A vérifie la propriété de relevement local a droite relativement a S, si
et seulement s’il vérifie la propriété de relevement a droite relativement a S.

NOTATIONS 2.2.11. On désigne par r;,.(S5)g, ou encore, lorsque cela ne préte
pas a confusion, r;,.(5), la classe des morphismes de s€ qui vérifient la propriété
de relevement local a droite relativement a S.

PROPOSITION 2.2.12. Pour tout morphisme de topos f : € — F, on a l'in-
clusion

f*rloc(s)}' C rloc(S)S .

DEMONSTRATION. Le foncteur image inverse f* étant exact a gauche, cela
résulte de la définition de r;,.(S) et de la proposition 2.2.6. O

LEMME 2.2.13. Soit I une petite catégorie. On note E' le topos des foncteurs
de I dans €. La classe 1,.(S)gr est formée des morphismes p tels que pour tout
objet v de I, le morphisme @; de faisceauzr simpliciauz sur € vérifie la propriété
de relevement local a droite relativement a S.

DEMONSTRATION. Un morphisme de £ est un épimorphisme si et seulement
si pour tout objet i de I, son évaluation en ¢ est un épimorphisme dans £. Les
foncteurs d’évaluation étant en particulier exacts a gauche, 'assertion résulte
donc de la proposition 2.2.6. O]

PROPOSITION 2.2.14. La classe 11,.(S) est stable par petites limites inductives
filtrantes.

DEMONSTRATION. Soit I une petite catégorie filtrante. Le foncteur
lim;: Hom(/,&) — €
est exact a gauche et commute aux petites limites inductives. C’est donc l'image

inverse d’un morphisme de topos de £ vers Hom(/, £). L’assertion résulte donc
de la proposition 2.2.12 et du lemme ci-dessus. O

PrROPOSITION 2.2.15. Soit ¢ : X — Y un morphisme de faisceaux simpli-
crauzx. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La fleche ¢ vérifie la propriété de relévement local a droite relativement a

S.

(ii) Pour tout point faible p de £, le morphisme d’ensembles simpliciauz pp :
pX — pY wvérifie la propriété de relevement a droite relativement a S.

(iii) Pour tout faisceau U, tout élément j de S, et tout carré commutatif

Ux K-2+—>X

o | lw

UXLb*)Y )
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il existe un épimorphisme de faisceaur w : U — U, ainsi qu’une fléche
A:U' ' x L — X, tels que le diagramme ci-dessous commute.

7T><1K

UxK—UxK->*=X

UXL—>UXL——=Y
wx1p, b

DEMONSTRATION. L’équivalence entre les énoncés (i) et (ii) résulte des corol-
laires 2.1.13, 2.1.14 et 2.2.7, puisque dans la catégorie des ensembles simpliciaux,
les notions de relevement local a droite et de relevement a droite coincident
(2.2.10). L’équivalence entre (i) et (iii) résulte de la proposition 2.1.9, une fois
choisi un site adéquat pour &. O

COROLLAIRE 2.2.16. Tout morphisme de faisceaux simpliciaur dont les re-
strictions a tout objet de € vérifient la propriété de relevement a droite relative-
ment a S vérifient la propriété de relevement local a droite relativement a S.

DEMONSTRATION. En effet, cela implique que la condition (iii) ci-dessus est
satisfaite en prenant U' = U et m = 1y. [l

COROLLAIRE 2.2.17. La classe 11,.(S) est stable par composition, images ré-
ciproques, et rétractes. Elle est donc en particulier stable par produits finis, et
elle contient les isomorphismes.

DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot de la proposition 2.2.15, de I’exacti-
tude a gauche des points faibles de &, et des propriétés analogues de la classe des
morphismes d’ensembles simpliciaux vérifiant la propriété de relevement a droite
relativement a S. O

2.2.18. On note < S > la plus petite partie de FIA saturée par opérations
finies a gauche, c’est-a-dire stable par composition, images directes, et rétractes
dans la catégorie des ensembles simpliciaux de présentation finie (cf. 2.2.5). En
particulier, < S > est encore une famille géométrique. En outre, < S > est
stable par sommes finies, puisque toute somme finie peut étre construite comme
un composé fini d’images directes.

PROPOSITION 2.2.19. On a l’égalité 11,c(S) = T0e(< S >).

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une conséquence de la proposition 2.2.15 et de
I'égalité r(S) = r(< S >) dans la catégorie des ensembles simpliciaux. O

LEMME 2.2.20. Soit K un ensemble simplicial de présentation finie. Alors le
foncteur Hom ¢ (K, 7)o commute aux petites limites inductives filtrantes. Si o est
un cardinal s-adapté a € (1.1.12), et X un faisceau simplicial a-accessible sur &,
alors Hom e (K, X)o est un faisceau a-accessible sur E.

DEMONSTRATION. Lorsque K est un simplexe standard, les deux assertions
sont aussitot vérifiées. Le cas général en résulte car en vertu de 2.2.4, K est une
limite inductive finie de simplexes standard. O
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2.2.21. On suppose a présent que S est une petite famille géométrique, et
on fixe un cardinal o s-adapté a &€ tel que |S| < a (cette derniere condition est
redondante lorsque S est dénombrable), ce qui est possible en vertu du lemme
1.1.13.

Sig: X — Y est un morphisme de faisceaux simpliciaux, et si X’ est un
sous-objet de X, on note ¢ X’ I'image de ce dernier par ¢ dans Y. Le morphisme
g restreint a X’ induit alors un morphisme de faisceaux simpliciaux

gy X' — X' .
Pour chaque élément j : K — L de S, on note
IT(X") = Homge (L, ¢X")o X Hom,e (1,470 Homge (K, X')o
On obtient de la sorte un morphisme de faisceaux (2.2.8) :
((gxr)e, 5" )o - Homgg (L, X')o — II7(X7) .

LEMME 2.2.22. Soient q : X — Y un morphisme de faisceaux simpliciauz
vérifiant la propriété de relévement local a droite relativement a S, et X' un
sous-objet a-accessible de X . Alors il existe un sous-objet a-accessible X" de X,
contenant X', et pour chaque élément j : K — L de S, un sous-objet T; de
Hom (L, X")o, ainsi qu’un épimorphisme

pj - TJ — H?‘(X/) )
tels que le diagramme swivant commute.
Homg (L, X")g —— T; — Hom¢(L, X")o
((qX/)*vj*)Oi i l((qxﬂ)*hj*)o
H?(X’) Hg(X”)

DEMONSTRATION. Soit j : K — L un élément de S fixé. On forme le carré
cartésien suivant dans £.

Zj Homsg(L,X)O

Tr]i i(q*mj*)

I3 (X) = Hom e (L, Y )o XHom,. (k,v), Homge (K, X )o

uj

La fleche v; étant un monomorphisme (en tant que limite projective de monomor-
phismes), il en est de méme de u;. Comme par hypothese ¢ vérifie la propriété de
relevement local & droite relativement a j, la fleche (g., j*) est un épimorphisme,
ce qui implique que 7; en est un aussi. D’autre part, il résulte du lemme 2.2.22
que le but de 7; est a-accessible. On a par ailleurs un monomorphisme canoni-
que de Hom ¢ (L, X') dans Z;. Comme Hom,.(L, X")o est en outre a-accessible
(par une nouvelle application du lemme 2.2.22), il résulte du lemme 1.1.11 qu’il
existe un sous-objet a-accessible T; de Z;, contenant Homge(L, X')o, tel que la
restriction p; de m; a Tj soit un épimorphisme. Vu que X est la réunion o-filt-
rante de ses sous-objets a-accessibles, le lemme 2.2.22 permet de montrer qu’il
existe un sous-objet a-accessible X7 de X, contenant X', tel que I'inclusion de T}
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dans Hom ¢ (L, X), se factorise par Hom (L, X7)o- On pose enfin X" = Ujes X7
La seule difficulté apparente pour vérifier que X” a toutes les propriétés requi-
ses consiste a montrer que celui-ci est a-accessible. Or on a supposé que « est
s-adapté a &, ce qui implique que les sous-objets a-accessibles de X sont stables
par intersections et réunions finies. Il s’en suit que X" est une réunion filtrante
de sous-objets a-accessibles de X, indexée par un ensemble ordonné dont le car-
dinal est majoré par «|S| < a. On en déduit que X" est a-accessible par [13,
proposition 2.1.9]. O

PROPOSITION 2.2.23. Soient q : X — Y un morphisme de faisceaux simpli-
ciauzx vérifiant la propriété de relévement local a droite relativement a S, et X'
un sous-objet a-accessible de X . Alors il existe un sous-objet a-accessible X" de
X, contenant X', tel que le morphisme induit par q sur X",

dxr - X// — qX,/ s

vérifie encore la propriété de relevement local a droite relativement a S. En outre,
qX" est un sous-objet a-accessible de Y .

DEMONSTRATION. On pose X = X’. En itérant le lemme précédent, on
construit une suite de sous-objets a-accessibles de X,

XjgcX/c...cX!c...,

et pour chaque élément j : K — L de S, une suite de sous-objets T}, C
Hom..(L, X))o, ainsi que des épimorphismes

Djn - T‘jvn - Hg(X;L,) )

tels que les diagrammes suivants commutent.

HO—mSS(LvX;QO 7}771 HO—mSE(L7X;L/+1)0
((qxg)*,j*)oi o l((qxgﬂ)*d*)o
I (X7) IT5(X741)

On pose X" = U, X/. On obtient alors en vertu des lemmes 2.2.20 et 2.2.22 les
isomorphismes canoniques suivants.

Hom, (L, X")o = limy, Hom, (L, X1} = ling , T},
ITH(X") = ling , 1T} (X))
Le morphisme canonique
Hom, . (L, X" )y — ITj(X")

est donc la limite inductive des épimorphismes p;, ,,, et par suite, est lui méme un
épimorphisme. Il est ainsi établi que g, vérifie la propriété de relevement local a
droite relativement a S. Le fait que X" est a-accessible résulte immédiatement de
[13, proposition 2.1.9]. Tl reste donc a constater que ¢ X" est a-accessible. Comme
a est en particulier adapté a s€, X” x X" est a-accessible, et par suite, il en est
de méme de X” xy X”. L’assertion résulte donc du fait que ¢X” est le conoyau
des deux projections canoniques de X” xy X" vers X”. O
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REMARQUE 2.2.24. Si dans I’énoncé ci-dessus, on suppose en outre que ¢ soit
un épimorphisme de but a-accessible, on peut imposer que ¢X” =Y. En effet, le
lemme 1.1.11 implique que X’ est contenu dans un sous-objet a-accessible X| de
X, tel que la restriction de g a X, soit encore un épimorphisme. En appliquant la
proposition précédente a X, on obtient ainsi un sous-objet a-accessible X" de X,
contenant X{ (et donc X’) tel que X” — ¢ X" vérifie la propriété de relevement
local & droite relativement a S. Comme Xj — Y est en outre un épimorphisme,
on a bien I'égalité ¢ X" =Y.

3. Diagrammes plats, limites inductives locales

2.3.1. Soient &£ un topos et I une petite catégorie.

On rappelle qu'un foncteur u : I — & est plat si I'unique foncteur pro-
longeant u et commutant aux petite limites inductives u, : I — & est exact
(i.e. commute aux limites projectives finies). Autrement dit, la donnée d’un tel
foncteur u est équivalente a celle d’'un morphisme de topos de & vers T dont le
foncteur image inverse est u;. On désigne par Plat(7, ) la sous-catégorie pleine
de Hom(7,&) dont les objets sont les foncteurs plats. L’'énoncé ci-dessous est
immédiat.

PROPOSITION 2.3.2. Soient I une petite catégorie et ¢ : E — F un morphis-
mes de topos. Le foncteur image inverse ¢* : Hom(I, F) — Hom(I, &) respecte
les foncteurs plats et induit de la sorte un foncteur

" : Plat(I, F) — Plat(1,€) .

2.3.3. Soient Fj la catégorie associée a l’ensemble ordonné 1 > 0 < 2, et
F{ ={1,2}. On note i : Fj — Fp U'inclusion évidente. On note F} la catégorie
engendrée par le graphe

a

0_=1—=2

b
avec les relations ca = ¢b, F| la sous-catégorie pleine de F; dont les objets sont 0
et 1, et 77 : F{ — F; l'inclusion. Il est remarquable que le nerf de iy et de i; sont
des inclusions d’ensemble simpliciaux de présentation finie. Un petite catégorie 1
est filtrante si et seulement si le morphisme du nerf de I vers ’ensemble simpli-
cial final vérifie la propriété de relevement a droite relativement aux inclusions
1.9 — Ao, 19 et 17.

Soit C' un site de définition de £.

Un préfaisceau en catégories L sur C' est localement filtrant sur C' si le mor-
phisme du nerf de L vers le faisceau final vérifie la propriété de relevement local
a droite relativement aux inclusions i_y, i et i;. Autrement dit, L est localement
filtrant sur C si et seulement si pour tout point faible p de £, la catégorie palL est
filtrante (a désignant le foncteur faisceau associé). Il est donc aussi immédiat que
L est localement filtrant sur C' si et seulement si al est localement filtrant sur
£. Si on désigne encore par p : L — C° la cofibration associée a L, un exercice
de traduction immédiat montre que L est localement filtrant si et seulement si
L est une catégorie cofibrée localement filtrante au sens de [36] (voir aussi [31,
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exposé V).
Un foncteur v : I — C' est plat si le foncteur composé

[—C—C—C~E
est plat au sens ci-dessus.

PROPOSITION 2.3.4 (Deligne). Soit L un préfaisceau en catégories sur C. Si
L est localement filtrant sur C', on munit la catégorie fibrée I = L° sur C corre-
spondante de la topologie de Grothendieck induite par la projection v : I — C
(i.e. une famille de morphismes de L est couvrante si son image dans C ['est).
Alors u définit une équivalence de sites de C wvers I. En particulier, le foncteur
u est plat. On note

“lim 7y : Hom(L, Ens) — &

le foncteur limite inductive locale, i.e. l’extension de Kan a gauche de u dans &,
ou encore, de maniere équivalente, le foncteur faisceau associé correspondant a
la topologie sur [ = L°.

DEMONSTRATION. Voir [31, exposé V. O

2.3.5. Le lien entre les catégories localement filtrantes et les foncteurs plats se
fait comme suit. Soit u : I — C' un foncteur plat. On lui associe un préfaisceau
en catégories L =7\I sur C dont les fibres Ly sont les catégories U\ I. Autrement
dit, si U est un objet de C', Ly est la catégorie dont les objets sont les couples
(i,), 7 étant un objet de I, et ¢ une fleche de U vers u(i) dans C. Une fleche de
(i,) vers (j,1) est une fleche k : i — j de I, telle que u(k)p = 1. Les foncteurs
d’oubli U\I — [ induisent un foncteur ¢ : L° — I, lequel se révele étre une
cofibration & fibre contractiles (cf. par exemple I’énoncé dual de [13, proposition
1.3.2]). Par conséquent, le foncteur image inverse

¢ : T —s Hom(L, Ens)

est pleinement fidele. Le morphisme de topos ¢ : Hom(L, Ens) — T est donc en
particulier surjectif au sens de [47].

PROPOSITION 2.3.6. Le foncteur uw : I — C' est plat si et seulement si le
préfaisceau en catégories \I est localement filtrant sur C.

DEMONSTRATION. Cela résulte facilement de [47]. O

2.3.7. Soit m : L° — C la fibration structurale (i.e. @ = p°). Pour chaque
objet U de C' et chaque objet (i,¢) de Ly, on a par construction un morphisme

(i, o) =U — u(i) = uq(i,p) ,

ce qui définit un morphisme de foncteurs o : @ — wug. On en déduit un
morphisme de foncteurs entre les extensions de Kan a gauche correspondantes
m — wqy, d’ou un morphisme composé de mq* vers wuy.

mqgt — wqqt — w

LEMME 2.3.8. Le morphisme mq* — w est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION. Comme 7 est une cofibration, pour tout foncteur D de L
vers &ns et tout objet U de C', (mD)(U) est la limite inductive lim 1, D[y,,. Si
I est un préfaisceau sur I, (mg"F)(U) est donc la limite inductive ling ;1 F[onr,
laquelle est par définition la valeur en U de w F' (cf. [46]). O

PROPOSITION 2.3.9. Le foncteur image inverse I — &£ correspondant a u
est canoniquement isomorphe au composé du foncteur image inverse

q¢" : T — Hom(L, Ens)
et du foncteur limite inductive locale
“lim 7, : Hom(L, Ens) — & .

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement de la proposition 2.3.6 et du
lemme 2.3.8. O

2.3.10. Soit I une petite catégorie. Si F' est un préfaisceau sur I a valeur dans
le topos &, on lui associe un préfaisceau en catégories I/F sur £ par

U I/F(U) .

Un ind-objet local indexé par I est un préfaisceau F' sur [ a valeurs dans & tel que
I/F soit localement filtrant (i.e. tel que pour tout point faible p de &, pF soit
un ind-objet d’ensembles indexé par I). On peut voir aussi les ind-objets locaux
indexés par I comme les faisceaux sur £ a valeurs dans la catégorie des ind-objets
indexés par I en un sens adéquat. On note Indloc(/, &) la sous-catégorie pleine
de Hom(/°, &) formée des ind-objets locaux.

ExXEMPLE 2.3.11. Si & est le topos ponctuel (i.e. la catégorie des ensembles),
un ind-objet local indexé par I est simplement un ind-objet indexé par I au sens
usuel. Plus généralement, si L est une catégorie, on a

Indloc(I,Hom(L, Ens)) ~ Hom(L, Ind(I)) .

PROPOSITION 2.3.12. Soient I une petite catégorie et p : € —> F un mor-
phisme de topos. Le foncteur image inverse ©* induit un foncteur

"t Indloc(!, F) — Indloc(I,€) .

DEMONSTRATION. Le composé de tout point faible de £ avec ¢* est un point
faible de F. On en déduit aussitot que le ¢* respecte la structure d’ind-objet
local. ]

PROPOSITION 2.3.13. Un préfaisceau F sur I a valeurs dans £ est un ind-
objet local indexé par I si et seulement s’il est une limite inductive locale de
préfaisceaur représentables sur I, i.e. si et seulement s’il existe un préfaisceau
en catégories localement filtrant L sur £, et un foncteur F' : L — I tels que
F ~ “liﬂ” LF'.

DEMONSTRATION. Tout préfaisceau représentable sur I est un ind-objet in-
dexé par I, et donc tout préfaisceau sur L a valeurs dans I est un ind-objet local
indexé par I dans le topos Hom(L, Ens). Cela montre que c¢’est une condition
suffisante. Réciproquement, si F' est un ind-objet local indexé par I, on considére
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le préfaisceau en catégories localement filtrant I/F sur £. On désigne par L la
catégorie cofibrée sur £° correspondante, et par 7 : L° — & le foncteur struc-
tural. Un objet de la catégorie L est un triplet (U, 1, p), ou U est faisceau sur &,
i, un objet de I, et ¢ : i — F(U) un morphisme de &£ (i étant vu comme le
faisceau constant associé au préfaisceau d’ensembles sur I représenté par 7). On
définit un foncteur F” de L vers I par

(U,i, ) —> i .

Les morphismes ¢ définissent un morphisme canonique F/ — 7*F' dans la caté-
gorie Hom(L, 7 ). Pour conclure, il suffit de vérifier que ce dernier est bicouvrant
pour la topologie sur L° induite par 7, c’est-a-dire que pour tout objet (U, 1, @)
de L°, le morphisme

p:i=F (Ui, p)— (7"F)(U,i,¢) = F(U)

est bicouvrant dans Hom(L, Ens). Or cela résulte de la traduction immédiate du
fait que I/F est localement filtrant. O

EXEMPLE 2.3.14. Soit Ab; la catégorie des groupes abéliens de présentation
finie. Alors la catégorie des ind-objets (d’ensembles) indexés par Abs est cano-
niquement équivalente a la catégorie des groupes abéliens. Si £ est un topos,
la catégorie Indloc(Aby, E) est canoniquement équivalente a la catégorie des fais-
ceaux en groupes abéliens sur £. En particulier, tout faisceau en groupes abéliens
sur £ est une limite inductive locale de groupes abéliens de présentation finie.

2.3.15. Soient £ un topos et I une petite catégorie. Un foncteur F': [ — &
est relativement plat si le foncteur induit

F:l—&/limF
est plat. On désigne par Relplat(/, ) la sous-catégorie pleine de Hom(/Z, &) dont

les objets sont les foncteurs relativement plats.

PROPOSITION 2.3.16. Soient I une petite catégorie et p : € — F un mor-
phismes de topos. Le foncteur image inverse ¢* : Hom(I, F) — Hom(I,€&) re-
specte les foncteurs relativement plats et induit de la sorte un foncteur

©" : Relplat(/, F) — Relplat(I,€) .

DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot du fait que le foncteur image inverse
©* commute aux petites limites inductives et de la proposition 2.3.2. O

PROPOSITION 2.3.17. La notion de foncteur relativement plat est locale. Autre-
ment dit, si £ est un topos, I une petite catégorie, et F' : [ — &£ un foncteur, pour
que F' soit relativement plat, il faut et il suffit qu’il existe une famille génératrice
U de & telle que pour tout élément U de U, le foncteur induit

Fy:1—&/U i— F(i) x U
soit relativement plat.

DEMONSTRATION. Si F est relativement plat, alors pour tout faisceau U sur
&, le fonceur Fy est relativement plat : cela résulte aussitot de la proposition
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précédente appliquée au morphisme de topos £/U — £. Réciproquement, sup-
posons qu’il existe une famille génératrice U de & satisfaisant I'hypothese décrite
dans I’énoncé. En vertu de la proposition 2.3.6, il suffit de vérifier que 7\I est
localement filtrant sur £/ lingF . Or on sait par hypothese que 7\/ est locale-
ment filtrant sur £/ (hﬂF x U) pour tout élément U de U, ce qui implique aus-
sitot ’assertion, puisque la famille des projections h_n; FxU— h_ﬂ; F recouvre
lim F". m

COROLLAIRE 2.3.18. La notion de foncteur plat est locale.



CHAPITRE 3

Du local au global

1. Localisateurs de descente

3.1.1. Soit £ un topos. Un morphisme de faisceaux simpliciaux sur £ est un
hyper-recouvrement s’il vérifie la propriété de relevement local a droite relative-
ment aux inclusions de bords

0N, — A, . n>0.

On note HR(E) l'ensemble des hyper-recouvrements de s€. Le s€-localisateur de
descente est le s€-localisateur engendré par HR(E). On appelle équivalences de
descente les éléments de ce s€-localisateur. Si «v est un cardinal, on note HR, (&)
I’ensemble des hyper-recouvrements dont la source et le but sont a-accessibles.

LEMME 3.1.2. Les hyper-recouvrements sont stables par composition, images
réciproques, rétractes, et petites limites inductives filtrantes. En particulier, les
hyper-recouvrements sont stables par produits finis, et toute identité est un hyper-
recouvrement.

DEMONSTRATION. C’est une spécialisation de la proposition 2.2.14 et du co-
rollaire 2.2.17. [

LEMME 3.1.3. Tout hyper-recouvrement est un épimorphisme.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : X — Y un morphisme de faisceaux simpliciaux.
En vertu de la proposition 2.1.9, demander que ¢ soit un épimorphisme revient
a demander qu’il vérifie la propriété de relevement local a droite relativement
aux morphismes @ — A, n > 0. L’assertion résulte donc des propositions
2.2.15 et 2.2.19, ainsi que du fait que les fleches & — A, sont contenues dans la
partie de FI A stable par opérations finies a gauche, engendrée par les inclusions

de bords. O

REMARQUE 3.1.4. Une autre démonstration du lemme ci-dessus consiste a
utiliser les points faibles de & et le fait que les fibrations triviales d’ensembles
simpliciaux sont des épimorphismes (puisqu’elles admettent des sections).

THEOREME 3.1.5. Le s€-localisateur de descente est propre et stable par pro-
duits finis.

DEMONSTRATION. Soit o un cardinal s-adapté a £ tel que tout s€-localisa-
teur soit stable par les limites inductives indexées par des ensembles ordonnés
a-filtrants (ce qui existe en vertu de 1.2.23 et de 1.1.13). On va montrer que le
s€-localisateur de descente est engendré par HR, (&), ce qui prouvera qu'il est
accessible en vertu de 1.1.7, (ii). Pour cela, il suffit de montrer que tout hyper-
recouvrement est une limite inductive indexée par un ensemble ordonné a-filtrant

33
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d’éléments de HR,(€). Soit ¢ : X — Y un hyper-recouvrement. On appelle sous-
hyper-recouvrement de q (sous-entendu a-accessible), la donné d’un sous-objet a-
accessible X’ de X tel que la restriction de ¢ & X’ induise un hyper-recouvrement
de but a-accessible
gy X' — X' .

On note I I'ensemble des sous-hyper-recouvrements de ¢, muni de 1’ordre induit
par les inclusions de sous-objets de X. L’ensemble ordonné I est a-filtrant : en ef-
fet, ’ensemble ordonné des sous-objets a-accessibles de X est lui-méme a-filtrant
(puisque « est adapté a s€ par hypothese), et donc l'assertion est conséquence
de la proposition 2.2.23. On a ainsi un foncteur

®:] — FIsE X' '— gy

tel que h_Ir; ® = ¢ : il résulte d'une nouvelle application de la proposition 2.2.23 que
les sous-hyper-recouvrements de ¢ forment un diagramme cofinal dans I’ensemble
ordonné des sous-objets a-accessibles de X, et comme les hyper-recouvrements
sont des épimorphismes (3.1.3), cela implique l'assertion. Le fait que le s€-locali-
sateur de descente soit propre et stable par produits finis résulte enfin du lemme
3.1.2, du théoreme 1.2.25, et du corollaire 1.2.19. O

REMARQUE 3.1.6. Le s&-localisateur de descente est la théorie homotopique
interne correspondant au A-localisateur minimal.

DEFINITION 3.1.7. Soit W un A-localisateur. Le s&-localisateur de VW-des-
cente est le s€-localisateur engendré par le s€-localisateur de descente et par les
morphismes de la forme

Iy xj: XxK-—>XxL , XeObE , j:K—LeW.

Il est noté W¢. On appelle équivalences de W-descente les éléments de W¢. On
désigne enfin par Ho,,, s€ la localisation de s& par les équivalences de WW-descente.

LEMME 3.1.8. Soit W un A-localisateur engendré par une partie S de Fl A.
Alors le s€-localisateur de VW-descente est engendré par les équivalences de des-
cente et par les fleches de la forme

Ixx7: XxK—XxL , XeOb& , j:K—LeS.

DEMONSTRATION. Soit Wy le s€-localisateur engendré par les fleche décrites
dans I’énoncé. 11 est immédiat que Wg C W¢. Soit X un faisceau sur €. On note

wX:3—>sé’

le foncteur K — X x K. Montrons que W' = w;Wg est un A-localisateur.
Comme les limites inductives sont universelles dans £, et comme les monomor-
phismes sont stables par produits, le seul aspect non trivial a vérifier est le fait que
toute fibration triviale d’ensemble simpliciaux est dans W'. Or il résulte aussitot
de la proposition 2.2.12 que si ¢ est une fibration triviale d’ensembles simpliciaux
(i.e. un hyper-recouvrement), alors pfq est un hyper-recouvrement dans s€, ce
qui implique 'assertion, puisque les hyper-recouvrements sont stables par pro-
duits finis. Comme S C W, on obtient l'inclusion W C W'. Cette propriété
étant vérifiée pour tout faisceau X, cela implique le lemme. O
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PROPOSITION 3.1.9. Si W est un A-localisateur accessible, alors W¢ est un
s&-localisateur accessible.

DEMONSTRATION. On rappelle que tout s€-localisateur engendré par une
petite famille de sS—localisat/e\urs accessibles est lui-méme accessible. Soit S un
petit ensemble de fleches de A qui engendre W. La proposition 1.2.18, appliquée
aux foncteurs X — X x K et X —— X X L pour K — L € S, montre que le
s&-localisateur engendré par les fleches de la forme

Ixxj: XxK—XxL , XeOb&l , j:K—LeS

est accessible. La proposition en résulte grace au théoreme 3.1.5 et au lemme
ci-dessus. O]

3.1.10. Sous les hypotheses de la proposition ci-dessus, on appelle fibrations de
W-descente les fibrations de la structure de catégorie de modeles fermée induite
sur la catégorie des faisceaux simpliciaux sur €.

LEMME 3.1.11. Soient W un A-localisateur, et ¢ : € — F un morphisme
de topos. On note encore par abus ¢ : s€ — sF le morphisme de topos induit
au niwveau des faisceauzr simpliciauz. Alors le foncteur image inverse définit une
inclusion

oW cwWe .

DEMONSTRATION. Il résulte aussitot du corollaire 2.2.16 que toute fibration
triviale de sF est un hyper-recouvrement, et donc il résulte de la proposition
2.2.12 que la partie W' = ¢* "W de FIsF est un sF-localisateur qui contient
les hyper-recouvrements. D’autre part, si X est un faisceau sur F, et si j est une
Wh-équivalence (en particulier, un morphisme d’ensembles simpliciaux), on a un
isomorphisme canonique ¢*(1x X j) =~ l,-x x j. On en déduit immédiatement
que W' contient W7 O

PROPOSITION 3.1.12. Soient W un A-localisateur accessible, et o : & —» F
un morphisme de topos. Le couple de foncteurs adjoints

o' sF — s€ Oy - 8E — sF

est une adjonction de Quillen pour les structures de catégorie de modeles fermée
définies par les équivalences de VW-descente.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme précédent, le foncteur ¢* respecte les
équivalences faibles, et il est clair qu’il respecte les cofibrations (i.e. les mono-
morphismes), puisqu’il est exact a gauche. [l

LEMME 3.1.13. Soit W un A-localisateur. Pour toute équivalence de VV-des-
cente f de s&, il existe un A-localisateur accessible W' C W tel que f soit une
équivalence de W' -descente.

DEMONSTRATION. Le A-localisateur W est la réunion filtrante des A-locali-
sateurs accessibles W' C W. Cela implique que W¢ est la réunion filtrante des
s&-localisateurs W¢. On en déduit que la localisation de s€ par W¥ est la limite
inductive filtrante des localisations de s€ par les s€-localisateurs W'¢. L’assertion
en résulte grace a la forte saturation des s€-localisateurs. O
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PRrROPOSITION 3.1.14. Soient W un A-localisateur, et I une petite catégorie.
On note ET le topos des foncteurs de I dans £. Les équivalences de W-descente
de sET sont les W -équivalences argument par argument.

DEMONSTRATION. Pour chaque objet ¢ de I, le foncteur d’évaluation en 4,
i & — &
est le foncteur image inverse d’un morphisme de topos. Le lemme 3.1.11 implique
donc que toute équivalence de W-descente de s€' est une équivalence de W-des-
cente argument par argument. Pour montrer 1'inclusion inverse, on peut supposer

que W est accessible, en vertu du lemme précédent. On procedera en plusieurs
étapes.

3.1.14.1. Soit ¢ : X — Y une fibration de VW-descente dans sE'. Alors pour
tout objet i de I, le morphisme de faisceauzr simpliciaux q; : X; — Y; est une
fibration de WW-descente dans s&.

Pour établir cette assertion, il suffit de montrer que pour tout objet ¢ de I, le

foncteur
i s — s&L

adjoint a gauche du foncteur d’évaluation i*, envoie les cofibrations triviales sur
des cofibrations triviales. Posons W' = i!_IW‘gl. On ainsi défini un s€-localisateur
qui contient les hyper-recouvrements. En effet, pour tout objet 5 de I, j*i, est
isomorphe au foncteur 1g¢ x Hom;(4, j) ('ensemble Hom;(i, 7) étant vu comme un
faisceau constant). Cela implique que i, respecte les monomorphismes. Comme il
commute aux petite limites inductives, et vu que toute fibration triviale est un
hyper-recouvrement, il suffit de montrer qu’il respecte les hyper-recouvrements,
ce qui résulte du fait que ces derniers sont stables par produits finis et du lemme
2.2.13. D’autre part, si j est une W-équivalence, alors pour tout faisceau X sur
&, on a un isomorphisme 4,(1y x j) ~ 1, x X j, ce qui prouve que W¢ C W',

3.1.14.2. Soit ¢ : X — Y une fibration de W-descente dans E'. Si q est en
outre une W¢-équivalence argument par argument, alors pout tout objet i de I,
q; : X; — Y, est un hyper-recouvrement.

En vertu de 3.1.14.1, ces conditions impliquent que pour tout objet ¢ de I, g;
est une fibration triviale. Il suffit donc de constater que toute fibration triviale
est un hyper-recouvrement, ce qui est immédiat.

3.1.14.3. Soit ¢ : X — Y une fibration de W-descente dans E'. Si q est en
outre une WE -équivalence argument par argument, alors q est un hyper-recouvre-
ment.

Cela résulte aussitot de 3.1.14.2 et du lemme 2.2.13.

3.1.14.4. Toute WE-équivalence argument par argument est une équivalence
de W-descente dans sET.

Soit f une W¥¢-équivalence argument par argument. Elle admet une factorisa-
tion de la forme f = g7, ou j est une équivalence de WW-descente, et ¢ une fibration
de W-descente. Comme toute équivalence de VW-descente est une W¢-équivalence
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argument par argument, il en est de méme de ¢, et il suffit de montrer que ¢ est
une équivalence de W-descente. Or cela résulte immédiatement de 3.1.14.3. [

COROLLAIRE 3.1.15. Pour tout A-localisateur VWV, les équivalences de VW-des-
cente sont stables par petites limites inductives filtrantes.

DEMONSTRATION. Soit I une petite catégorie filtrante. En vertu du lemme
3.1.13, le foncteur
ling s& — s&
respecte les équivalences de W-descente. La proposition ci-dessus implique donc
ce corollaire. ]
LEMME 3.1.16. §i M est un modéle cellulaire de £, alors les morphismes
XxA,UY x04, —Yx4, , X—YeM , n>0,

forment un modéle cellulaire de sE.

DEMONSTRATION. Cela s’établit en suivant les mémes arguments que dans
la preuve de [13, lemme 3.3.2], exercice que nous laissons au lecteur. O

PROPOSITION 3.1.17. Soit W un A-localisateur stable par produits finis. Alors
les équivalences de VV-descente sont stables par produits finis.

DEMONSTRATION. Soit K — K’ une W-équivalence. Si L est un ensemble
simplicial, et X un faisceau sur £, alors le morphisme induit

XxLxK-—XxLxK'

est une équivalence de W-descente. On en déduit que pour tout n > 0, et toute
inclusion X — Y de faisceaux sur £, les morphismes

Y xA, xK —Y x A, xK'
(X xA,UY x90A,)x K — (X xA,UY x0A4,)x K’

sont des équivalences de W-descente. En vertu du lemme ci-dessus et de la pro-
position 1.2.18, W¥¢ est engendré par les morphismes de la forme

Ix Xxj: XxK—XxL , XeObsE |, j:K—LeW.

Le corollaire 1.2.19 prouve donc I’assertion. [l

3.1.18. On considere a présent un petit site (C,.J), on note C la catégorie des
faisceaux sur celui-ci,
a:C—C
le foncteur faisceau associé, et
le foncteur d’oubli. Ces derniers induisent un couple de foncteurs adjoints,
a:sC —sC et i:sC —sC .
On a en outre un isomorphisme de catégories sC ~ C x A. On dit qu’un mor-

phisme de préfaisceaux simpliciaux sur C' est un J-hyper-recouvrement si son
image par le foncteur a est un hyper-recouvrement dans sC'.
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PRrROPOSITION 3.1.19. Soit W un A-localisateur. Les équivalences de VW-des-
cente de C' x A sont les W-équivalences argument par argument.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une spécialisation de la proposition 3.1.14 dans
la cas ou & est le topos ponctuel, en posant C° = I. n

COROLLAIRE 3.1.20. Si W est un A-localisateur propre, les équivalences de
W-descente de sC' forment un sC-localisateur propre.

DEMONSTRATION. Cela résulte de [13, proposition 2.4.16] et de la proposition
3.1.19. ]

3.1.21. Soit W un A-localisateur. Le sC-localisateur de (W, J)-descente est

le sC-localisateur engendré par les J-hyper-recouvrements et par les morphismes
de la forme

Iy xj: XxK—XxL , XeObl , j:K—LeW.

On le note W$. On appelle equwalences de (W, J)-descente les éléments de ce sO-
localisateur, et on désigne par Hoy, ; sC la localisation de sC par les équivalences

de (W, J)-descente.
PRrROPOSITION 3.1.22. Soit W un A-localisateur. On a les égalités
aWC = W¢ et imW9 = we .

En particulier, les foncteurs a et i induisent deux équivalences de catégories quasi-
wverses 'une de l’autre

a:Hoy, sC —» Ho,,, sC et i : Hoyy, sC —» Ho,,, ; sC .
En outre, si W est accessible (resp. propre), alors WS l'est aussi.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 3.1.11, a=' W% est un sC-localisa-
teur qui contient les équivalences de VW-descente. Il est par ailleurs immeédiat
qu’il contient les J-hyper-recouvrements, et donc les équivalences de (W, J)-des-
cente. D’autre part, tout morphisme bicouvrant pour la topologie J est un J-
hyper-recouvrement. En particulier, pour tout préfaisceau simplicial X sur C, le
morphisme X — iaX est une équivalences de (W, J)-descente. Posons W' =
i~'W¢. On a ainsi défini un sC-localisateur. En effet, la vérification de I'axiome
L1 est immédiate, et comme le foncteur a respecte les cofibrations, son adjoint a
droite respecte les fibrations triviales, ce qui implique que W’ vérifie 'axiome L2.
Comme le morphisme de foncteurs 1.5 — ia est une WS -équivalence naturelle,
le foncteur ¢ commute aux petites limites inductives a équivalences faibles pres
(en un sens que nous laissons au lecteur le soin de préciser), et comme il respecte
les monomorphismes, cela prouve I'axiome L3. Il est en outre évident que W'
contient les hyper-recouvrements et les fleches de la forme

Ixxj: XxK—XxL , Xe€0bl , j:K—LeW,
autrement dit, qu’il contient les équivalences de VW-descente. On en déduit sans
peine qu’on a bien les identités annoncées : a - 'WC = WY et i-1W§ = WC.

Supposons & présent que W soit accessible. Alors en vertu de 3.1.9, W€ est



1. LOCALISATEURS DE DESCENTE 39

accessible, et il résulte de la proposition 1.2.20 que a~WC est accessible.
Supposons enfin que W soit propre. Alors en vertu de ce qui précede, W9

est accessible. En outre, W¢ est engendré par WY lequel est propre en vertu du
corollaire 3.1.20, et par les J-hyper-recouvrements, qui sont stables par images
réciproques (car c’est le cas des hyper-recouvrements, et car le foncteur a est
en particulier exact & gauche). Comme toute fibration au sens de W$ est une

fibration au sens de Wé, le théoreme 1.2.25 implique bien que W est propre. [

COROLLAIRE 3.1.23. Soit W un A-localisateur propre. Alors pour tout topos
&, les équivalences de WW-descente forment un s€-localisateur propre.

DEMONSTRATION. Soit (C,J) un petit site tel que £ s’identifie a la catégorie
C des faisceaux sur C pour la topologie J. On sait que W¢ est accessible (3.1.9)
et que WY est propre. On vérifie facilement grace & la proposition ci-dessus qu'un
morphisme de faisceaux simpliciaux sur € est une équivalence faible (resp. une
fibration) si et seulement si son image dans sC en est une. Comme le foncteur
d’'oubli s€ — sC commute en particulier aux produits fibrés, cela implique
I’assertion. O]

THEOREME 3.1.24. Soient W un A-localisateur test, et €& un topos. Le s&-
localisateur de WW-descente est stable par produits finis et par petites limites in-

ductives filtrantes. Si en outre W est accessible (resp. propre), alors il en est de
méme de WE.

DEMONSTRATION. La catégorie des simplexes est une catégorie test stricte
pour tout localisateur fondamental (cf. [13, 5.5.5]). Autrement dit, tout A-loca-
lisateur test est stable par produits finis. La stabilité de W¢ par produits finis
résulte donc de la proposition 3.1.17. La stabilité par petites limites inductives
filtrantes est une spécialisation du corollaire 3.1.15. En vertu de la proposition
3.1.9 (resp. du corollaire 3.1.23), si en outre W est accessible (resp. propre), alors
il en est de méme de W¢. O

SCHOLIE 3.1.25. Voici une seconde preuve du fait que si W est un A-localisa-
teur test propre, alors W¢ est propre, sans recours a un choix de site. En vertu de
[13, théoremes 5.1.10 et 5.2.21], il existe une famille F d’ensembles simpliciaux
telle que W soit le A-localisateur engendré par les morphismes de la forme

K — AO =x , KeF.
Vu que W est stable par produits finis, le s€-localisateur de WW-descente est
engendré par les hyper-recouvrements et par les projections
XxK—X |, XeO0Obs& , KeF.

Comme on sait par ailleurs que W¢ est accessible, I'assertion résulte ainsi d’une
application directe du théoreme 1.2.25.

COROLLAIRE 3.1.26 (Joyal). Pour tout topos &, la catégorie des faisceaux
simpliciauz sur € admet une structure de catégorie de modéles fermée propre a
engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont
les équivalences faibles sont les équivalences de Wy, -descente.
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REMARQUE 3.1.27. On verra plus loin que les équivalences de W,,-descente
sont exactement les morphismes de faisceaux simpliciaux induisant des isomor-
phismes entre les faisceaux d’homotopie. Autrement dit, on retrouve ainsi la no-
tion de quasi-isomorphisme définie par Illusie dans [36, chapitre I, § 2.2.1].

2. Algebre homotopique locale

3.2.1. Soit £ un topos. Un morphisme de faisceaux simpliciaux sur £ est une
fibration locale $’il vérifie la propriété de relevement local a droite relativement
aux extensions anodines de la forme

8An><A1UAn><{5}—>An><A1 , 71207820,]_.

Un faisceau simplicial X sur £ est localement fibrant si le morphisme de X vers
le faisceau final est une fibration locale. On note s&,.. la catégorie de Brown asso-
ciée a £, sous-catégorie pleine de s€ formée des faisceaux simpliciaux localement
fibrants.

LEMME 3.2.2. Les fibrations locales sont stables par composition, images ré-
ciproques, Tétractes, et petites limites inductives filtrantes. En particulier, elles
sont stables par produits finis.

DEMONSTRATION. Cela résulte de 2.2.17 et 2.2.14. O

LEMME 3.2.3. Un morphisme de faisceaur simpliciaux est une fibration locale
si et seulement si son image par tout point faible est une fibration de Kan.

DEMONSTRATION. C’est une spécialisation de la proposition 2.2.15. O
COROLLAIRE 3.2.4. Tout hyper-recouvrement est une fibration locale.

LEMME 3.2.5. Soit p : X — Y wune fibration locale. Alors pour tout mono-
morphisme d’ensembles simpliciaux de présentation finie j : K — L, le mor-
phisme

(p*v.j*) :HO_mSE(L7X> — Ho—msg(L>Y> X Homg¢ (K,Y) HO—mSS(K7X>

est une fibration locale. Si en outre p est un hyper-recouvrement (resp. j est une
extension anodine), alors (p.,j*) est un hyper-recouvrement.

DEMONSTRATION. Dans le cas ou £ est le topos ponctuel, la premiere as-
sertion est bien connue (cf. [25, § VI.4.3]). Le cas général en résulte en vertu
du corollaire 2.2.7 et du lemme 3.2.3. La seconde releve du méme type de mé-
thodes. O

DEFINITION 3.2.6 (K.S. Brown [8]). Une catégorie d’objets fibrants est une
catégorie C, munie de deux classes de fleches W et Fib, vérifiant les axiomes suiv-
ants (on appelle respectivement équivalences faibles les éléments de W, fibrations
ceux de Fib, et fibrations triviales ceux de Fib N W).

F1 Tout isomorphisme est une équivalence faible, et si dans un triangle com-
mutatif de C, deux fleches parmis les trois sont des équivalences faibles, il
en est de méme de la derniere.
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F2 Tout isomorphisme est une fibration. Les fibrations sont stables par com-
position.

F3 Les fibrations sont quarrables, et stables par images réciproques. Les fib-
rations triviales sont stables par images réciproques.

F4 Toute fleche f de C admet une factorisation de la forme f = qj, ou j est
une équivalence faible, et ol ¢ est une fibration.

F5 La catégorie C admet un objet final *, et pour tout objet X de C, la fleche
X — % est une fibration.

EXEMPLE 3.2.7. La sous-catégorie pleine de A formée des complexes de Kan
admet une structure de catégorie d’objets fibrants, dont les équivalences faibles
sont les oo-équivalences, et dont les fibrations sont les fibrations de Kan. Cela
résulte du fait général que si une catégorie C admet une structure de catégorie
de modeles fermée, la sous-catégorie pleine de C formée des objets fibrants admet
une structure de catégorie d’objets fibrants, dont les équivalences faibles et les
fibrations sont celles de C.

3.2.8. On appelle équivalence locale un morphisme de faisceaux simpliciaux
localement fibrants dont 'image dans A par tout point faible est une co-équiva-
lence.

THEOREME 3.2.9. La catégorie de Brown associée au topos £ admet une
structure de catégorie d’objets fibrants, dont les les équivalences faibles sont les
équivalences locales, et dont les fibrations sont les fibrations locales. En outre, les
fibrations triviales sont exactement les hyper-recouvrements.

DEMONSTRATION. L’axiome F1 est évident. Les axiomes F2 et F3 résultent
du lemme 3.2.2 et 3.1.2, et 'axiome F5 est vérifié par définition de la catégorie
de Brown. Il est d’autre part immédiat qu’une fibration locale est une équiva-
lence locale si et seulement si ¢’est un hyper-recouvrement, car une fibration de
Kan est une oo-équivalence si et seulement si ¢’est une fibration triviale. Il reste
donc a montrer I'existence de la factorisation de toute fleche en une équivalence
locale suivie d'une fibration locale. Soit f : X — Y un morphisme de faisceaux
simpliciaux localement fibrants. L’inclusion

8A1:AOHAO—>A1

induit en vertu du lemme 3.2.5 une fibration locale entre faisceaux simpliciaux
localements fibrants

(d”,d") : Homge (A1, Y) — Y x YV,
ainsi que deux hyper-recouvrements
d°:Hom(A,Y) —Y | e=0,1.
On forme le carré cartésien suivant.

X Xy Ho_msg<A17Y) Ll—lo_msg(AhY)

l ido

X Y
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Le morphisme r est un hyper-recouvrement, et donc en particulier une équivalence
locale. On définit un morphisme

j: X — X Xy Hom(4;,Y)
parj:<]‘Xvsf)70u
s:Y — Hom.(4;,Y)

est le morphisme induit par la fleche o) : A; — Ay. On obtient ainsi une
factorisation f = ¢qj, ou q = d'p, et on Verlﬁe que r est une rétraction de j, ce
qui implique que j est une équivalence locale.

\\/

X Xy om, Hom Al,

On a en outre le carré cartésien suivant.
X Xy Homg(A,,Y) P, Hom - (A;,Y)

(r,9) l i (d°,d")

X xY Y xY

[xly

Cela montre que le morphisme (r,¢) est une fibration locale. D’autre part, la
seconde projection pry : X XY — Y est une fibration locale, et donc la relation
q = pra(r, q) implique que ¢ est une fibration locale, ce qui acheve la démonstra-
tion. 0

ProrosITION 3.2.10. Soit ¢ : € — F un morphisme de topos. Alors le
foncteur image inverse de ¢ induit un foncteur

SD* : Sf'loc — S(c/‘loc
qui respecte les équivalences locales et les fibrations locales.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 2.2.12, le foncteur ¢* : sF —
s€ respecte les fibrations locales et les hyper-recouvrements. Le lemme de fac-
torisation de Ken Brown [8, § I.1] implique aussitot qu’il respecte aussi les équi-
valences locales. O

COROLLAIRE 3.2.11. Soit £ un topos. La catégorie de Brown associée a &
admet des petites limites inductives filtrantes. En outre, les équivalences locales,
les fibrations locales et les hyper-recouvrements sont stables par petites limites
inductives filtrantes dans €.

DEMONSTRATION. Cela résulte de la proposition précédente, du lemme 2.2.13
et de la proposition 2.2.14. O

3.2.12. Le foncteur &€ — s&, qui a un faisceau X associe le faisceau simplicial
constant de valeur X, admet un adjoint a gauche my : s€ — £. Si X est un
faisceau simplicial, T X est le conoyau des fleches d® : X7 — Xy, ¢ = 0, 1.
On peut encore le voir comme le faisceau associé au préfaisceau sur £ défini par
U +— mo(X(U)) = mo Homg (U, X).
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LEMME 3.2.13. Soit X un faisceau simplicial localement fibrant. Pout tout
point faible p de &, Uapplication canonique mopX — pmoX est bijective.

DEMONSTRATION. Soit R I'image de la fleche
(d°,d") : X1 — Xo x Xp .

Pour tout point faible p de £, pX est un complexe de Kan, et en vertu du
lemme 2.1.2, pR est I'image de l'application (d°,d') : pX; — pXy x pX,. Par
conséquent, pR est une relation d’équivalence (cf. [25, § IV.5.2]). L’assertion
résulte donc de la proposition 2.1.17. O]

COROLLAIRE 3.2.14. La restriction du foncteur my a s&€,. commute aux pro-
duits finis et envoie les équivalences locales sur des isomorphismes.

DEMONSTRATION. L’assertion est bien connue dans le cas du topos ponctuel.
Le cas général en résulte grace au lemme ci-dessus, car les points faibles de &
forment une famille conservative de foncteurs exacts a gauche. m

3.2.15. Soient X un faisceau simplicial localement fibrant, et = une section
globale de X. On forme le carré cartésien suivant.

Q(X,x) — Hom_ . (A4, X)

| [

* X x X

(z,7)

La section globale = de X induit une section globale encore notée x de Q(X, x).
Comme (d°, d") est une fibration locale, (X, z) est encore un faisceau localement
fibrant. En itérant cette construction, on obtient des faisceaux localement fibrants

Q"(X,r) = Q" (X, 2),r) , n>1.

On dit que Q"(X, z) est le n-éme faisceau de lacets de X autour de x. On pose
alors

(X, x) = Q" (X, x) .

On peut montrer grace a la structure de catégorie d’objets fibrants sur s&,. que
pour n > 1, Q"(X, ) est canoniquement muni d’une structure de groupes dans
la catégorie homotopique associée (cf. [8, § 1.4, théoreme 3]). Le corollaire ci-
dessus implique donc que 7, (X, ) est un groupe pour tout n > 1. Un argument
standard montre que , (X, z) est un groupe abélien pour n > 2.

LEMME 3.2.16. Soient ¢ : £ — £ un morphisme de topos et X un faisceau
simplicial localement fibrant sur £. Pour toute section globale x de X, et tout
n > 1, on a un isomorphisme canonique

o' (X, x) ~ ("X, o) .

*

DEMONSTRATION. Cela résulte du fait que le foncteur image inverse o* est
exact et que la construction des 7, n’utilise que des limites inductives et projec-
tives finies. m



44 3. DU LOCAL AU GLOBAL

3.2.17. Considérons a nouveau un faisceau simplicial localement fibrant X sur
E. Si U est un faisceau sur &, et si o : U — X est une section de X au-dessus
de U, on peut considérer la restriction X |y de X sur U (i.e. le faisceau simplicial
sur £/U défini par X|y = (X x U,pry : X x U — U)), et voir x comme une
section globale de X|y. Pour chaque n > 1, on a donc un faisceau en groupes
Tn(X|u, ) sur £/U. Le lemme ci-dessus implique en particulier que pour chaque
morphisme de faisceaux U’ — U on a des carrés cartésiens de faisceaux sur &
pour n > 1,

(X v, 2|vr) —— T (X|v, 7)

| |

U U
Or on a un morphisme canonique iy : Xqg — X, ce qui permet de poser pour
chaque n > 1 :

Wn(X) = 7Tn(X|XO, Zx) .
On remarque que se donner un faisceau U et une section x de X au-dessus de U
revient & se donner une section (encore notée par abus x) de X, au-dessus de U.
En vertu de ce qui précede, on obtient un carré cartésien dans & :

o (X|v, 7) —— T (X)

| |

U Xo

xT

La construction du faisceau 7,(X) est fonctorielle en X. Ainsi, pour tout mor-
phisme f : X — Y de faisceaux simpliciaux localement fibrants sur £, on obtient
pour chaque n > 1, un morphisme de faisceaux sur &,

Tn(f) (X)) — m(Y) .

LEMME 3.2.18. Soit X un faisceau simplicial localement fibrant. Pour tout
n > 1, et tout point faible p de £, on a un isomorphisme canonique au-dessus de
pXo,
pra(X) = m(pX)
En particulier, si x est une section globale de X, on a un isomorphisme de groupes
canonique
pa (X, x) ~ 7, (pX, px) .

DEMONSTRATION. Notons Q"(X) le faisceau simplicial sur £, image du fais-
ceau de lacets Q" (X|x,,ix) par le foncteur d’oubli de s€/ X vers s€. Pour n > 1,
on a un carré cartésien

Q"(X) — Homge (A1, Q" 1(X))

i l (d°,d*)

Xo Q1 (X) x QP (X)

dont toutes les fleches verticales sont des fibrations locales (3.2.5). Or tout faisceau
sur £, vu comme comme un faisceau simplicial constant, est localement fibrant,
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ce qui implique que 2"(X) est localement fibrant. En outre, le faisceau m,(X) est
par définition le faisceau mp€2"(X). Considérons a présent un point faible p de £.
L’exactitude a gauche de p et le corollaire 2.2.7 montrent qu’on a un isomorphisme
pQ™(X) ~ Q"(pX). La proposition résulte par conséquent du lemme 3.2.13. [

LEMME 3.2.19. Soit C une catégorie admettant des produits fibrés. On consi-
dere le carré commutatif suivant dans C.

X' —X
Y'——>Y
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Ce carré est cartésien.
(ii) Pour tout objet U de C, et toute fleche v : U — YY", le morphisme induit
Uxyr X' — U xxY
est un isomorphisme.

La démonstration est laissée au lecteur.

THEOREME 3.2.20. Soit f : X — Y un morphisme de faisceaux simpliciauz
localement fibrants sur un topos €. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme f est une équivalence locale.
(ii) Le morphisme f induit un isomorphisme de faisceauz
To(f) : mo(X) — m(Y)
et pour chaque entier n > 1, un carré cartésien

(X)L (1)

L

Xo Yo

fo
(iii) Le morphisme f induit un isomorphisme de faisceaux
mo(f) s mo(X) — mo(Y)

et pour tout faisceau U sur &, toute section v de X au-dessus de U, tout
entier n > 1, un isomorphisme de faisceauz en groupes sur € /U

. (f, ) : T (X, ) —— (Yo, f(x)) .

DEMONSTRATION. L’équivalence entre les énoncés (ii) et (iii) résulte du lem-
me ci-dessus et des considérations faites au numéro 3.2.17. Cela permet de voir
par ailleurs que les assertions (i) et (ii) sont équivalentes dans le cas du topos
ponctuel, car (i) et (iii) sont alors trivialement équivalentes. Les lemmes 3.2.13
et 3.2.18 établissent donc 1'équivalence entre (i) et (ii) en général. O
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DEFINITION 3.2.21. Un A-localisateur test W est géométrique s'il est engen-
dré par une famille géométrique (2.2.8) et s’il est non trivial (i.e. si le localisateur
fondamental correspondant est non trivial au sens de [13, § 7.2.1].

EXEMPLE 3.2.22. Pour tout n, 0 < n < oo, les n-équivalences simpliciales
forment un A-localisateur test géométrique.

REMARQUE 3.2.23. Tout A-localisateur test géométrique est accessible, car
la catégorie des ensembles simpliciaux de présentation finie est essentiellement
petite.

LEMME 3.2.24. Soient £ un topos et W C W' deuz E-localisateurs accessibles.

(i) Pour qu’un faisceau W-fibrant sur € soit W'-fibrant, il faut et il suffit qu’il
soit isomorphe dans Hoy,, s€ a un faisceau W' -fibrant.

(ii) Un morphisme entre faisceauz W'-fibrants est une W' -fibration si et seule-
ment si c’est une VV-fibration.

DEMONSTRATION. (i) Soient X un faisceau W-fibrant, et X’ un faisceau W'-
fibrant. Si X et X’ sont isomorphes dans Ho,,, s&, alors il existe une W-équi-
valence u : X — X’ (en fait c’est une équivalence d’homotopie). On peut
factoriser u en une W-cofibration triviale j : X — X" suivie d’'une W-fibration
q : X” — X'. Le morphisme ¢ est dans ce cas une fibration triviale, et donc
en particulier une W'-fibration, ce qui fait de X” un faisceau W -fibrant. Or le
lemme du rétracte montre que X est un rétracte de X”, ce qui montre que X est
aussi W-fibrant.

(ii) Soit ¢ : X — Y un morphisme entre faisceaux WW'-fibrants. Supposons
que ¢ est une W-fibration. On choisit une factorisation de ¢ en une WW’-cofibration
triviale i : X — Z suivie d'une W-fibration p : Z7 — Y. Comme X et Y
sont W -fibrant, i est une équivalence d’homotopie, et donc est aussi une W-
équivalence. Il s’en suit que ¢ est un rétracte de p, ce qui montre que ¢ est une
W -fibration. La réciproque est immédiate. O

3.2.25. Soit W un A-localisateur test géométrique. Il existe un petit ensem-
ble S de monomorphismes entre ensembles simpliciaux de présentation finie, tel
que W soit le A-localisateur engendré par S. Comme les projections de la forme
X x Ay — X sont des W-équivalences, on peut considérer que si A; désigne le
cylindre fonctoriel défini par le segment séparant Ay, W est la classe d’équiva-
lences faibles associée a la donnée homotopique (A4;, S) (cf. [13, proposition 2.3.2
et lemme 2.3.3]). Soit J = A, (S, M) le petit ensemble de fleche qui engendre
les extensions anodines associé (cf. [13, 2.2.11]), M désignant le modele cellu-

~

laire standard de A [13, 3.1.2]. Il résulte du corollaire 2.2.5 que J est une famille
géométrique, et en vertu de [13, proposition 2.2.29], un ensemble simplicial X est
Wh-fibrant si et seulement si la fleche X — % vérifie la propriété de relevement
a droite relativement a J. En vertu de 'énoncé (ii) du lemme ci-dessus, un mor-
phisme d’ensembles simpliciaux W-fibrants est une WW-fibration si et seulement
si ¢’est une fibration de Kan.

Soit £ un topos. Un faisceau simplicial X sur & est localement W-fibrant si
le morphisme de X vers le faisceau final vérifie la propriété de relevement local a
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droite relativement a J. On remarque aussitot grace a la proposition 2.2.15 qu’ un
faisceau simplicial X est localement VW-fibrant si et seulement si pour tout point
faible p, pX est W-fibrant dans A. En particulier, cette notion ne dépend pas du
choix de ’ensemble S. D’autre part, pour tout hyper-recouvrement X — Y si
Y est localement W-fibrant, il en est de méme de X (car tout hyper-recouvrement
vérifie la propriété de relevement local & droite relativement a J). On note sEy o
la sous-catégorie pleine de s€ formée des faisceaux simpliciaux localement W-fib-
rants.

PROPOSITION 3.2.26. Soit f : X — Y un morphisme de faisceauxr simpli-
ciaux localement W-fibrants. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme f est une équivalence locale.
(ii) Pour tout point faible p de &, pf est une A;-équivalence d’homotopie.
(iii) Pour tout point faible p de €, pf est une WW-équivalence.

DEMONSTRATION. Soit p un point faible de £. Alors pX et pY sont des
ensembles simpliciaux VW-fibrants. Par conséquent, pf est une VW-équivalence si
et seulement si c’est une A;-équivalence d’homotopie. Cela prouve I’équivalence
entre (ii) et (iii). Comme tout ensemble simplicial W-fibrant est en particulier un
complexe de Kan, cela prouve aussi I’équivalence entre (i) et (ii). O

THEOREME 3.2.27. La catégorie s&yy 0. est une catégorie d’objets fibrants,
avec pour équivalences faibles les équivalences locales, et pour fibrations, les fib-
rations locales.

DEMONSTRATION. Montrons que les fibrations locales sont quarrables dans
SEW 1oc. Solent ¢ : X — Y une fibration locale de source et de but localement
W-fibrants, et Y/ — Y un morphisme de faisceaux simpliciaux localement WW-
fibrants. On forme le carré cartésien suivant dans s&.

X —X

o)
Y —=Y

Pour tout point faible p de £, pq est une fibration de Kan de source et de but
Wh-fibrants, et donc en vertu du lemme 3.2.24, une W-fibration. Comme p est
en outre exact a gauche, on en déduit que pq’ est une W-fibration. L’ensemble
simplicial pY” étant W-fibrant, il en est donc de méme de pX'. Cela implique que
¢ est une fibration locale de source et de but localement VW-fibrants.

Comme dans le cas du théoreme 3.2.9, le seul aspect non trivial restant a
vérifier est I'axiome de factorisation F4. Soit f un morphisme de faisceaux sim-
pliciaux localement W-fibrants. Comme f est en particulier une fleche de s&,.,
elle admet une factorisation de la forme f = g7, ou ¢ est une fibration locale, et
ou j est une section d’un hyper-recouvrement r (cela résulte de la construction
explicite faite dans la preuve de 3.2.9, ou bien du lemme général [8, § 1.1]). En
particulier, le but de j (source de ) est localement W-fibrant, ce qui prouve que
cela définit une factorisation adéquate de f. O
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PROPOSITION 3.2.28. Soit ¢ : &' — € un morphisme de topos. Le foncteur
image inverse * induit un foncteur

* /
CZ2 SE:W,ZOC SgW,loc

qui respecte les fibrations locales et les hyper-recouvrements (et par suite les équi-
valences locale).

DEMONSTRATION. Le foncteur ¢* respecte les faisceaux simpliciaux locale-
ment W-fibrants (2.2.12). La proposition 3.2.10 permet ainsi de conclure. ]

COROLLAIRE 3.2.29. La catégorie sy joc est stable par petites limites induc-
tives filtrantes. En outre, les fibrations locales, les hyper-recouvrements et les équi-
valences locales sont stables par petites limites inductives filtrantes dans sy joc-

ProPOSITION 3.2.30. Soit £ un topos. Toute équivalence locale entre fais-
ceauz simpiciauz localement fibrants est une équivalence de Wso-descente.

DEMONSTRATION. Tout hyper-recouvrement est une équivalence de Wo,-des-
cente. L’assertion en résulte, puisque toute équivalence locale entre faisceaux
simpliciaux localement fibrants f admet une factorisation de la forme f = ¢j ou
7 est une section d’'un hyper-recouvrement et ou ¢ est un hyper-recouvrement. [

3.2.31. Soit £ un topos. On définit un foncteur
Ex:s& — s&

par (ExX), = Hom.,(SdA,,X), X € Obs&, n > 0 (voir [13, § 3.1.12]). Les
morphismes naturels Sd A,, — 4,, induisent un morphisme de foncteurs
b lge — Ex .

En procédant comme en [13, § 3.1.17], on obtient ainsi une suite de morphismes
de foncteurs

n+1

lgg —m Ex — -+ — Ex" — ExX"7" — -

En passant a la limite inductive, cela définit un foncteur
Ex* :s& — s,
et un morphisme de foncteurs
[ 1ge — Ex™ .
LEMME 3.2.32. Soit q : £ — &' un fonteur exact a gauche entre deux topos.

Pour tout faisceau simplicial X sur &, on a un isomorphisme canonique ¢ Ex X ~
ExqgX.

DEMONSTRATION. Cela revient & vérifier que pour tout entier n > 0, on
a un isomorphisme ¢(Ex X), ~ (Ex¢X),. Or Sd 4A,, est le nerf d'un ensemble
ordonné fini, et donc il résulte de [25, § 11.5.4] que c’est un ensemble simplicial
de présentation finie. La proposition 2.2.6 acheéve ainsi la démonstration. O]

COROLLAIRE 3.2.33. Soit ¢ : & — £ un morphisme de topos. Pour tout
faisceau simplicial X sur £, on a des isomorphismes canoniques

P Ex X ~Exp'X et ¢"Ex™X ~Ex™p*X .
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DEMONSTRATION. Le premier isomorphisme est un cas particulier du lemme
précédent. Le second est conséquence du premier, car ¢* commute aux petites
limites inductives. [

LEMME 3.2.34. Soit £ un topos. Le foncteur Ex™ : s€ — s& respecte les
fibrations locales et les hyper-recouvrements, et pour tout faisceau localement fi-
brant X, le morphisme X — Ex> X est un équivalence locale. En outre, pour
tout A-localisateur test géométrique VW, ExX™ respecte les faisceaux simpliciauz
localement WW-fibrants.

DEMONSTRATION. Soit ¢ un hyper-recouvrement (resp. une fibration locale).
Alors pour tout point faible p de &, pq est une fibration triviale (resp. une fibration
de Kan), et donc comme le foncteur Sd respecte les monomorphismes (resp. en
vertu de [13, corollaire 3.1.16]), il en est de méme de Expg ~ pExq (3.2.32).
Cela prouve que Exgq est un hyper-recouvrement (resp. une fibration locale).
De la méme maniere, en utilisant cette fois [13, proposition 3.3.14], on montre
que pour tout faisceau localement fibrant X, X — Ex X est une équivalence
locale. Considérons a présent un A-localisateur test géométrique WV, ainsi qu'un
faisceau simplicial localement W-fibrant X. Alors pour tout point faible p de
E, ExpX ~ pEx X est un complexe de Kan qui a le méme type d’homotopie
que ’ensemble simplicial W-fibrant pX. En vertu du lemme 3.2.24, pEx X est
par conséquent W-fibrant. Cela montre que Ex X est localement W-fibrant. Le
lemme résulte a présent du corollaire 3.2.29. n

LEMME 3.2.35. Pour tout faisceau simplicial X , Ex* X est un faisceau locale-
ment fibrant, et le morphisme X — Ex™ X une équivalence de Wy, -descente.

DEMONSTRATION. Soit (C, J) un petit site. On adopte les notations de 1.1.1.
Si X est un faisceau simplicial sur C, alors le morphisme 1 X — Ex*™ X est
une oo-équivalence argument par argument dont le but est un préfaisceau en
complexes de Kan. En vertu de la proposition 3.1.19, il s’agit ainsi d’une équiva-
lence de W..-descente de but localement fibrant. Le lemme 3.1.11 montre donc
que I'image de ce morphisme par le foncteur faisceau associé a est une équiva-
lence de Wy.-descente. La pleine fidélité de i, la proposition 2.2.12, et le lemme
3.2.33 impliquent que X ~ aiX — a Ex™ X ~ Ex™ X est une équivalence de
W..-descente de but localement fibrant. O

LEMME 3.2.36. Pour tout faisceau simplicial X, le morphisme X — Ex> X
induit un isomorphisme my X ~ my Ex™ X.

DEMONSTRATION. Les préfaisceaux sur &,
Ur— moHomg (U, X) et U v+ mo Ex™ Homg(U, X)

sont canoniquement isomorphes. Il en est par conséquent de méme des faisceaux
associés. [

PROPOSITION 3.2.37. Soit £ un topos. Si X — Y est une équivalence de
Weo-descente dans s&, alors elle induit un isomorphisme my(X) ~ mo(Y').

DEMONSTRATION. Soit W la partie de s€ formée des fleches induisant un
isomorphisme apres application du foncteur my. Alors W est un s€-localisateur.
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L’axiome L1 est trivialement vérifié, et I’axiome L3 résulte du fait que le foncteur
mo commute aux petites limites inductives. L’axiome L2 est quant a lui con-
séquence du fait que W contient les projections X x Ay — X, et du lemme
1.2.12. 11 suffit donc d’établir que VW contient tous les hyper-recouvrements. Si
g est un hyper-recouvrement, en vertu du lemme 3.2.34, il en est de méme de
Ex™ q, et le lemme 3.2.36 montre qu’il suffit de vérifier que ce dernier est dans
W'. Or cela résulte du lemme 3.2.35 et du corollaire 3.2.14. O

COROLLAIRE 3.2.38. Soient W un A-localisateur test géométrique, et £ un
topos. Alors toute équivalence de YW-descente induit un isomorphisme de faisceauz
apres application du foncteur m.

DEMONSTRATION. Soit W' la partie de s€ formée des fleches induisant un
isomorphisme apres application du foncteur my. On a vu dans la preuve de la
proposition précédente que W' est un s€-localisateur qui contient les équivalences
de W,-descente. Or comme W est non trivial, il est immédiat que W’ contient
aussi les fleches de la forme

Ixxj7: XxK—XxL , Xe€0bl& , j:K—LeW,
ce qui acheve la démonstration en vertu de 3.1.8. n

THEOREME 3.2.39. Soient W un A-localisateur test géométrique propre, et
E un topos. On considére un morphisme f : X — Y de faisceaux simpliciauz
localement W-fibrants sur €. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme f est une équivalence locale.
(ii) Le morphisme f est une équivalence de Wy, -descente.
(iii) Le morphisme [ est une équivalence de VV-descente.
DEMONSTRATION. L’implication (i) = (ii) résulte de la proposition 3.2.30,
et I'implication (ii) = (iii) est triviale. La derniere implication se montre en
plusieurs étapes. On suppose a présent que la condition (iii) est vérifiée.

3.2.39.1. Pour tout objet U de £, X|y — Y|y est une équivalence de WW-
descente dans sE/U.

Cela résulte aussitot du fait que les équivalences de W-descente sont stables
par produits finis (3.1.17), ou bien encore du lemme 3.1.11.

3.2.39.2. Soit T un faisceau simplicial fibrant au sens de la VW-descente sur
E. Alors pour toute cofibration u: A — B de s&, le morphisme induit
u* : Hom (B, T) — Hom (A, T)
est une fibration de VYW-descente. St en outre u est une équivalence de VV-descente,

alors u* est une fibration triviale.

Cela résulte d’arguments d’adjonction standard et du fait que le s€-localisa-
teur de W-descente est stable par produits finis.

3.2.39.3. Soit X un faisceau simplicial localement W-fibrant. Si le morphisme
X — x est une équivalence de WW-descente, alors c’est une équivalence locale.
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Si T est un faisceau simplicial, on note 741 = Hom . (A;,T). On sait que
mo(X) est le faisceau final. Soient U un faisceau sur &, et = une section de X
au-dessus de U. Alors X|y est localement W-fibrant, et la fleche X|y — U
est une équivalence de W-descente. On factorise = en une W-cofibration triviale
i : U — A suivie d’une fibration de W-descente p : A — X|y. Alors A est un
faisceau simplicial injectif sur £/U. Formons les carrés cartésiens ci-dessous.

UXy,x) — 4 — X

Ql lr l(do,dl)

U AXUAWX‘UXUX‘U

(i,9)

Vu que W est propre, WE lest aussi (3.1.24), et comme p Xy p est une fibration
de W-descente, v est une équivalence de W-descente. D’autre part, ¢ X ¢ est une
équivalence locale (au-dessus de U), et comme 7 est une fibration locale, u est
une équivalence locale. Or la fleche d° et les projections X|y xp X|p — Xy
sont des équivalences de W-descente, ce qui implique qu’il en est de méme de
(d°,d"). On en déduit par propreté que 7 est une équivalence de W-descente. Par
conséquent, il en en est de méme de ¢. En itérant cette opération, on en déduit
que pour tout entier n > 1, Q"(X|y, x) — * est une équivalence de W-descente.
En particulier, 7,(X|y,x) est isomorphe a U dans £ pour tout entier n > 1
(3.2.38). Le théoreme 3.2.20 permet donc de conclure.

3.2.39.4. Si'Y est fibrant au sens de la VV-descente, alors pour toute section
globale x de X, le morphisme

est une équivalence de VWW-descente dont la source est localement VW-fibrante, et le
but fibrant au sens de la VV-descente.

On commence par former les deux carrés cartésiens suivants.
P(X,z) —— x4 P(Y,y) ——y4

{7 e 7 e

X—XxX Y xY

| | - 1/ -

* X Y

On remarque aussitot grace a 3.2.39.2 et a la stabilité des fibrations de W-des-
cente par images réciproques que v est une fibration de W-descente. Désignons
par P’ le produit fibré de P(Y,y) et de X au-dessus de Y. Comme Comme W¢ est
propre (théoreme 3.1.24), le morphisme P’ — P(Y,y) est une équivalence de W-
descente, et donc il en est de méme du morphisme induit P(X, z) — P. [l résulte
par conséquent de 3.2.39.3 que P — % est une équivalence locale. D’autre part,
Q(X, x) (resp. Q(Y,y)) est la fibre de u (resp. de v) au-dessus de = (resp. de v).
Si on note €' la fibre de la projection de P’ sur X au-dessus de z, il résulte de [8,
§1.4, lemme 3] (appliqué & la variante pointée de la structure de catégorie d’objets
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fibrants 3.2.9) que le morphisme Q(X, z) — €’ est une équivalence locale. Or le
morphisme 2 — Q(Y,y) est un isomorphisme. La proposition 3.2.30 implique
donc que le morphisme canonique Q(X,z) — Q(Y,y) est une équivalence de
Wh-descente. Pour voir que Q(Y, y) est fibrant au sens de la VW-descente, il suffit
enfin de rappeler que v est une fibration de W-descente.

3.2.39.5. SiY est fibrant au sens de la W-descente, alors f est une équivalence
locale.

On sait que mo(f) est un isomorphisme. Soient U un objet de £, et z : U — X
une section de X au-dessus de U. On sait que f|y est une équivalence de W-des-
cente (3.2.39.1). Il est d’autre part immédiat que X|y est localement W-fibrant
et que Y|y est fibrant au sens de la WW-descente. En vertu de 3.2.39.4, pour tout
entier n > 1, le morphisme de faisceaux simpliciaux sur £/U,

O Xly,z) — Q" Yw,y) . y=fl2),
est une équivalence de W-descente. Il résulte donc du corollaire 3.2.38 que
m(Xl|v,2) — m(Yu, v)
est un isomorphisme. L’assertion résulte a présent du théoreme 3.2.20.
3.2.39.6. Le morphisme f est une équivalence locale.

On choisit une équivalence de W-descente de but fibrant au sens de la W-des-
cente, j : Y — Y’. En vertu de 3.2.39.5, j et jf sont des équivalences locales. 11
en est donc de méme de f. m

3.2.40. Soit £ un topos. Pour tout faisceau simplicial X sur £, comme Sd Ay ~
Ag, on a des isomorphismes canoniques Xy ~ (Ex X)y ~ (Ex® X)o. Si en outre
X est localement fibrant, le morphisme X — Ex® X est une équivalence locale,
et Ex™ X est encore localement fibrant (3.2.34), ce qui implique que mo(X) ~
mo(Ex™ X)) et qu’on a des isomorphismes canoniques au-dessus de X, m,(X) =~
T (Ex* X)) pour n > 1 (3.2.20). Si X est un faisceau simplicial quelconque,
on définit pour n > 1 son n-eme faisceau d’homotopie par la formule abusive
mn(X) = m,(Ex> X). Il s’agit d'un faisceau sur Xy, et ce qui précede montre que
dans le cas ou X est localement fibrant, on en revient a un objet connu.

COROLLAIRE 3.2.41. Soit £ un topos. On considére un morphisme de fais-
ceaux simpliciaux f: X — Y sur €. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme f est une équivalence de Wao-descente.

(ii) Le morphisme Ex™ f est une équivalence de Wy, -descente.
(iii) Le morphisme Ex™ f est une équivalence locale.
)

(iv) Le morphisme f induit un isomorphisme

mo(f) 1 mo(X) — mo(Y)
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et pour tout entier n > 1, un carré cartésien

(X)L ()

L

Xo Yo

fo

DEMONSTRATION. L’équivalence entre (i) et (ii) résulte du lemme 3.2.35, et
celle entre (ii) et (iii) du théoreme 3.2.39 (puisque Wy, est propre). Le théoreme
3.2.20 acheve donc la démonstration. ]

SCHOLIE 3.2.42. L’hypothese de propreté sur W est en fait inutile dans 1’é-
noncé du théoreme 3.2.39 (mais nous n’utiliserons pas par la suite I"énoncé
général). Une possibilité de démonstration consiste a passer par les localisations
booléennes. Considérons un topos booléen B satisfaisant ’axiome du choix (i.e.
tel que tout épimorphisme admette une section). Alors les objets de B forment
une famille conservative de points faibles de B (2.1.15). On en déduit facilement
que si S est une famille géométrique, un morphisme de faisceaux simpliciaux
q: X — Y sur B vérifie la propriété de relevement local a droite relativement
a S si et seulement s’il existe une famille génératrice F de B telle que pour tout
B € F, X(B) — Y(B) vérifie la propriété de relevement a droite relativement
a S. Cela équivaut encore a demander que ¢ vérifie la propriété de relevement a
droite relativement aux morphismes de la forme

lpxj:BxK—BXL jes, BeF.

On peut prendre pour famille génératrice F I’ensemble des sous-objets de I'objet
final de B. On vérifie alors que les morphismes de la forme

g— B | pour tous B C x

forment une un modele cellulaire de B. Il résulte donc ce qui précede et du lemme
3.1.16 que les hyper-recouvrements de sBB sont simplement les fibrations triviales.
Plus généralement, si WW est un A-localisateur géométrique, un faisceau simplicial
X sur B est localement W-fibrant si et seulement s’il est fibrant au sens de la
Wh-descente (cela a déja été remarqué par Rezk [56] dans le cas de W,,). Cela
implique que I’énoncé du théoreme 3.2.39 est trivialement vérifié dans ce cas : les
équivalences de W-descente entre faisceaux simpliciaux fibrants sont simplement
les Aj-équivalences d’homotopie.

Considérons a présent un topos &, et un épimorphisme de topos ¢ : B — &
dont la source est un topos booléen satisfaisant I’axiome du choix (cf. 2.1.15). Si
q est une équivalence de VW-descente entre faisceaux simpliciaux localement W-
fibrants (pour un A-localisateur géométrique W), alors il en est de méme de p*q
(3.1.11). D’apres de qui précede, p*q est une équivalence locale. La caractérisation
des équivalences locales en terme de faisceaux d’homotopie (3.2.20) et le fait que le
foncteur image inverse ¢* est conservatif et commute a la formation des faisceaux
d’homotopie (d’apres 3.2.16 et 3.2.33) impliquent alors que ¢ est une équivalence
locale.
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3.2.43. Soit € un topos. Pour chaque faisceau simplicial localement fibrant X
sur £, on note THR(X) le catégorie dont les objets sont les hyper-recouvrements
de but X, et dont les morphismes sont les classes d’homotopie de morphismes au-
dessus de X. Cette catégorie est cofiltrante (cela résulte de [8, § 1.2, proposition 2
et remarque 2]). Si X et Y sont deux faisceaux simpliciaux sur £, on note [X, Y]
I’ensemble des classes d’homotopie de morphismes entre X et Y.

COROLLAIRE 3.2.44. Pour tous faisceaux simpliciauz localement fibrants X

et Y sur £, on a une bijection canonique
limy (X", Y] ~ Homp,,, se(X,Y) .
X'—XerHR(X)®

DEMONSTRATION. Le corollaire 3.2.41 implique que 'inclusion s&,. — s&
induit une équivalence de catégories entre les catégories localisées (par les équi-
valences locales et par les équivalences de W..-descente respectivement), un
quasi-inverse pouvant étre construit par exemple grace au foncteur Ex*> (3.2.35).

L’assertion résulte donc du théoreme 3.2.6, et de [8, § 1.2, théoreme 1 et remarque
2]. O

COROLLAIRE 3.2.45. Le foncteur canonique & — Hoy,, sE est pleinement
fidéle.

REMARQUE 3.2.46. Le corollaire 3.2.44 reste valide si on remplace WW,, par un

A-localisateur géométrique (propre), et si on suppose que X et Y sont localement
W-fibrants.

3. Localisateurs réguliers

THEOREME 3.3.1. Soit (C,J) un petit site. Le sC-localisateur de (Wi, J)-
descente (3.1.21) est engendré par les Woo-équivalences étagées et par les J-hy-
per-recouvrements de la forme

X-—U , U€cObC.

DEMONSTRATION. Soit W le sC-localisateur engendré par les W..-équivalen-
ces étagées et par les J-hyper-recouvrements de la forme X — U, U € Ob(C.
Il est évident que toute W-équivalence est une équivalence de (W, J)-descente.
D’autre part, il résulte de [13, proposition 4.4.24] que W est régulier. Soit f :
X — Y un morphisme de sC. En procédant a des factorisations adéquates, on
peut choisir un carré commutatif

X =X

I
Y —Y’
J
dans lequel 7 et j sont des W,-équivalences étagées, X’ et Y’/ sont des préfaisceaux

en complexes de Kan sur (', et ¢ une fibration de Kan argument par argument.
On remarque que les conditions suivantes sont équivalentes (3.2.9 et 3.2.41).

(a) Le morphisme f est une équivalence de (W, J)-descente.
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(b) Le morphisme ¢ est une équivalence de (W, J)-descente.
(c¢) Le morphisme ¢ est un J-hyper-recouvrement.

Supposons a présent que ¢ soit un J-hyper-recouvrement, et considérons un objet
U de C, un entier n > 0, et un morphisme s : U x A, — Y’. L’inclusion
{0} — A, est un rétracte par déformation fort (pour la A;-homotopie), et par
conséquent, si on forme les carrés cartésiens

(U x {0}) xy» X' —25 (U x A,) xy7 X' —= X'

LT

U x {0} U x A4, Y’ ’

s

il résulte de [13, lemme 2.4.10] que le morphisme iy est une W,.-équivalence
étagée. Or qg est un J-hyper-recouvrement, et comme U ~ U x {0} est un objet
de C, qp est une W-équivalence. On en déduit que ¢, est aussi une WW-équivalence.
En vertu de [13, corollaire 4.4.31], le morphisme ¢ est donc une W-équivalence,
ce qui prouve le théoreme. [l

3.3.2. On note Asph la sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les
ensembles simpliciaux de présentation finie W,.-asphériques. L’inclusion pleine i :
Asph — A se prolonge en un foncteur commutant aux petites limites inductives

z;@%ﬁ

Ce dernier est pleinement fidele sur la sous-catégorie des ind-objets indexés par
Asph. Pour le voir, on considere la sous-catégorie pleine Prf de A dont les objets
sont les ensembles simpliciaux de présentation finie, et 7 : Prf — A le foncteur
d’inclusion. L’extension de Kan a gauche de j

j;lﬁl’?—)ﬁ

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des ind-objets indexés par
Prf et la catégorie des ensembles simpliciaux (cela résulte du fait que I’adjoint
a droite de j, commute aux petites limites inductives filtrantes). Pour conclure,
il suffit donc de constater que l'inclusion k£ de Asph dans Prf induit un foncteur
pleinement fidele

k[i@%ﬁﬁ,

ce qui résulte formellement de la pleine fidélité de k.
Plus généralement, si £ est un topos, on obtient un foncteur pleinement fidele

iy Indloc(Asph, £) — s€ .

Un faisceau simplicial X sera dit localement asphérique s’il est dans 'image essen-
tielle de ce foncteur, ou de maniere équivalente, s’il est un ind-objet local indexé
par Asph, c’est-a-dire encore une limite inductive locale d’ensembles simpliciaux
asphériques et de présentation finie (cf. 2.3.13).

LEMME 3.3.3. Pour tout complexe de Kan contractile X, la catégorie Asph/X
est filtrante.
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DEMONSTRATION. Vu que X est en particulier contractile, il est non vide, et
I'inclusion canonique A/X — Asph/X montre donc que Asph/X est non vide.
Pour montrer les autres axiomes, on va utiliser la construction suivante. Soit K
un ensemble simplicial. On note K, I’ensemble simplicial K 1T A, pointé par A,.
On définit le cone de K par C(K) = K, A Ay. Comme A; est contractile, il est
clair que C'(K) est asphérique. D’autre part, S° = Ay, s’identifie canoniquement
au bord de A;, et par conséquent, Iinclusion canonique S° — A; induit un
monomorphisme K, ~ K, A S® — K, A A,. L’inclusion canonique de K dans
K induit de la sorte un monomorphisme naturel ix : K — C(K). Il est
remarquable que si K est un ensemble simplicial de présentation finie, alors il
en est de méme de son cone. Considérons a présent deux ensembles simpliciaux
asphériques de présentation finie K et K’, ainsi que deux morphismes u : K —
X et v : K' — X. La fleche ixx étant un monomorphisme, il existe un
morphisme v : C(K I K') — X tel que vigng = (u,u’). De méme, si K est un
ensemble simplicial de présentation finie, v : K — X un morphisme d’ensemble
simpliciaux, pour tout ensemble simplicial asphérique de présentation finie K’, et
toutes fleches v et v/ de K’ vers K telles que uv = uv’, si L désigne le coégalisateur
de v et ¢/, il existe un morphisme w : C(L) — X tel que wiy soit la fleche
canonique de L vers X induite par u. Cela prouve le lemme. O]

THEOREME 3.3.4. Soit € un topos. Tout hyper-recouvvrement X de € (plus
précisément du faisceau final sur £) est localement asphérique.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que le préfaisceau en catégories Asph/X
est localement filtrant. Or on vérifie immédiatement que pour tout point faible p
de &, p(Asph/X) ~ Asph/p(X), ce qui permet d’invoquer le lemme ci-dessus. [

REMARQUE 3.3.5. On peut aussi montrer de maniere analogue que si I est
un faisceau en catégories localement filtrant sur £, alors son nerf est un faisceau
simplicial localement asphérique. En fait, on peut montrer que c’est un limite
inductive locale d’ensembles ordonnés finis admettant un élément maximal (ex-
ercice laissé au lecteur).

3.3.6. On énonce aux deux prochains numéros I’analogue de [13, propositions
4.1.30 et 4.1.27], dont les démonstrations restent inchangées dans le cadre des &-
localisateurs.

PROPOSITION 3.3.7. Soient & un topos, et W un E-localisateur. On considere
le triangle commutatif suivant dans Cat.

\ ] !

S
On rappelle que si C est une petite catégorie, on note ps le foncteur de C' vers
la catégorie ponctuelle. Si j est un objet de J, on note de la méme maniere

j e —> J le foncteur de la catégorie ponctuelle e vers J correspondant, et
&(u,j) désigne le foncteur d’oubli canonique de 1/j vers I.

I
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1. Le foncteur

u* : Hoyy, s€7 — Ho,,, s&’
admet un adjoint a gauche

Lus : Hoyy, s€l — Ho,,, s€7 |
et ce dernier est le foncteur dérivé a gauche du foncteur

w: EL— &7

Lorsque J est la catégorie ponctuelle, on note parfois L@I, ou plus sim-
plement L@, le foncteur Lpy,.

2. Pour tout objet j de J, on a un isomorphisme de foncteurs canonique dans
Ho,, s&

J" Luy =~ Lp[/j! E(u, )"
3. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpI/S!pj/s — LpJ/S!pj/s, induit
par w/s:1/s — J/s, est un isomorphisme dans Ho,,, s&.
(b) Le morphisme canonique Lv, pj — Lwy p¥ est un isomorphisme.
4. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpS\I! Pog — LpS\J! Py g induit
par s\u : s\I — s\J, est un isomorphisme dans Ho,,, s&.

(b) Le morphisme canonique Lp;, v — Lp;, w* est un isomorphisme.
PROPOSITION 3.3.8. On considére deux topos £ et F, un E-localisateur W,
un F-localisateur W', et un foncteur ¢ : € — F qui commute auz petites limites

inductives, respecte les monomorphismes, et envoie les VW-équivalences sur des
W' -équivalences. Alors pour chaque petite catégorie I, ¢ induit un foncteur

et pour tout foncteur uw : I — J entre petites catégories, il existe un isomor-
phisme canonique

Luy o — o Luy .

THEOREME 3.3.9. Soit £ un topos. On considére un s€-localisateur VW. On
suppose que pour tout faisceau simplicial X, la projection X x Ay — X est une
W-équivalence. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Toute équivalence de Wao-descente est une W-équivalence.

(ii) 1l existe une petite famille génératrice U de & telle que pour tout élément
U de U, tout hyper-recouvrement de U soit une VW-équivalence.

(iii) Pour toute petite catégorie C, pour tout faisceau X sur &, et tout mor-
phisme de topos v : £/ X — C, le foncteur image inverse

o sC — s€/X

envoie les Wy -€quivalences étagées sur des VV-équivalences.
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(iv) Pour toute petite catégorie I, tout foncteur relativement plat F : [ — &,
la fleche canonique Lli_H;F — hﬂF est un isomorphisme dans Ho,,, s&.

DEMONSTRATION. (i) < (ii). Cela résulte du théoreme 3.3.1 et de la propo-
sition 3.1.22.
(i) = (iii). Il s’agit d’une spécialisation du lemme 3.1.11.
(iii) = (iv). Soient I une petite catégorie, et F': I — & un foncteur plat. Pour
tout faisceau X sur &£, le foncteur d’oubli canonique

Ho,, s€/X — Ho,,,s&

commute aux colimites homotopiques (3.3.8). Quitte a remplacer € par £/ lim F',

on peut donc supposer que F' est plat. Soit h: [ — I le plongement de Yoneda.
On sait que lig} h est le préfaisceau final sur I et que le morphisme canonique

Llimg h — lim £
est un isomorphisme dans Ho,,, sI. En effet, il résulte de [13, proposition 4.4.24]
que la colimite homotopique du plongement de Yoneda

WIxA—TxA

est I'objet final de Hoy,, sI. Comme tous les simplexes A,, sont contractiles, ce

foncteur est isomorphe dans Hoy, sl au foncteur q*h, q désignant la projection
de I x A sur I. Comme A est asphérique, le foncteur ¢ est coasphérique (cf. [13,
1.1.8)), et donc il résulte du numéro 4 de la proposition 3.3.7 que le morphisme

L limy ¢h — L lim /2
est un isomorphisme dans Ho,,, sI. On en déduit bien des isomorphismes

Lligh’ ~ Lli_m>q*h ~ L@h ,
ce qui prouve 'assertion. Comme le foncteur

F:1-—¢&

est le foncteur image inverse d’un morphisme de topos, une nouvelle application
de la proposition 3.3.8 montre que le foncteur

F Howgo sl — Ho,,, s&
commute aux petites colimites homotopiques. Comme il respecte aussi les équi-
valences faibles, on en déduit des isomorphismes canoniques dans Ho,,, s& :

Flimh ~ FLlim A~ Llig Fih ~ Llig F

Le foncteur F) étant exact, il envoie en particulier le préfaisceau final sur I sur le
faisceau final sur £, ce qui acheve la démonstration de cette implication.

(iv) = (ii). Pour montrer cette implication, comme pour tout faisceau X sur &,
le foncteur d’oubli Ho,,, s€/X — Ho,,, s€ commute aux colimites homotopiques
(3.3.8), il suffit de vérifier qu'en admettant (iii), tout hyper-recouvrement du
faisceau final sur £ est W-asphérique. Or cela résulte du théoreme 3.3.4, et des
propositions 2.3.13 et 2.3.4. O]
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DEFINITION 3.3.10. Soit £ un topos. Un E-localisateur W est régulier si pour
toute petite catégorie I et tout foncteur relativement plat F': I — &, le mor-
phisme canonique Llim /" — lim /" est un isomorphisme dans Ho,, £.

REMARQUE 3.3.11. Tout £-localisateur contenant un &-localisateur régulier
est lui-méme régulier. En effet, la proposition 3.3.8 appliquée a l'identité de £
montre que la construction des colimites homotopiques ne dépend pas des &-
localisateurs. Si W est un E-localisateur, la complétion régliere de VV est le plus
petit localisateur régulier contenant W, i.e. le E-localisateur engendré par W et
par les fleches de la forme L hﬂ F— h_rr; F pour tout foncteur relativement plat
F a valeurs dans &.

3.3.12. Soient £ un topos, et W un E-localisateur. La complétion simpliciale
de W est le s€-localisateur W, engendré par WA" et par les projections de la
forme X x Ay — X, X parcourant ’ensemble des faisceaux simpliciaux sur £.

PROPOSITION 3.3.13. Le foncteur canonique & — s&€ induit une équivalence
de catégories homotopiques Hoy, & ~ HoWA s€. En particulier, un morphisme
de € est une W-équivalence si et seulement si son image dans £ est une Wy -
équivalence. En outre, pour que W soit accessible (resp. propre), il faut et il suffit
que Wy le soit.

DEMONSTRATION. Cela résulte de considérations parfaitement analogues a
celles développées pour démontrer [13, corollaire 3.3.21], a ceci prés que pour
avoir tous les outils nécessaires aux constructions décrites dans [13, § 3.3], il faut
justifier existence de résolutions cosimpliciales au sens de [13, définition 3.3.7].
Or il s’agit ici simplement d'un frame cosimplicial du faisceau final au sens de
(35, définition 5.2.7]. O

LEMME 3.3.14. Un E-localisateur est régulier si et seulement si sa complétion
complétion simpliciale contient les équivalences de Weo-descente.

DEMONSTRATION. Il résulte aussitot de la proposition 3.3.8 appliquée au
foncteur canonique £ — s& et de la proposition précédente que la complé-
tion simpliciale d'un E-localisateur vérifie la condition (iv) du théoreme 3.3.9 si
et seulement si le dit £-localisateur est régulier. [

3.3.15. Ce lemme montre que lorsque £ est une catégorie de préfaisceaux sur
une petite catégorie A, les notions de £-localisateur régulier et de A-localisateur
régulier au sens de [13, définition 4.4.4] coincident (cf. [13, théoréme 4.4.25]).

PROPOSITION 3.3.16. Les équivalences de Wa,-descente forment le s€-loca-
lisateur régulier engendré par les projections de la forme X x Ay — X, X €

Obs€&.

DEMONSTRATION. En procédant de maniere analogue a la preuve de [13,
proposition 3.3.20], on vérifie qu'un morphisme de faisceaux bisimpliciaux est
dans la complétion simpliciale des équivalence de W.,-descente si et seulement
si sa diagonale est une équivalence de W,.-descente. (voir aussi au besoin [13,
corollaire 3.3.12]). Le méme argument montre aussi que si X — Y est un mor-
phisme de faisceaux simpliciaux tel que pour tout entier n > 0, X,,, — Y, , est
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une équivalence de W,.-descente, alors sa diagonale est une équivalence de W.-
descente. Il résulte donc du lemme 3.3.14 que les équivalences de W.,-descente
forment un s&-localisateur régulier. La réciproque résulte d’un calcul similaire a
celui explicité dans la preuve du théoreme 3.3.9. n

THEOREME 3.3.17. Soit £ un topos. Un E-localisateur est régulier si et seule-
ment si sa complétion simpliciale [’est.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une conséquence directe de la proposition ci-
dessus et du lemme 3.3.14. [l

COROLLAIRE 3.3.18. Soit £ un topos. Le E-localisateur régulier minimal est
propre et stable par produits finis.

DEMONSTRATION. La complétion simpliciale du E-localisateur régulier min-
imal est le s€-localisateur engendré par les équivalences de W,,-descente et par
la complétion simpliciale du &-localisateur minimal. Les équivalences de W.-
descente et le £-localisateur minimal étant des localisateurs propres et stables
par produits finis (cf. 3.1.24, 1.2.19 (c) et 1.2.25), la proposition 3.3.13, le théo-
reme 1.2.25 et le corollaire 1.2.19 impliquent 1’assertion. ]

COROLLAIRE 3.3.19. Soit £ un topos. La complétion réguliere d’un E-locali-
sateur accessible (resp. propre) est accessible (resp. propre).

DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot du théoreme 1.2.25 et de la proposi-
tion 3.3.13. ]

COROLLAIRE 3.3.20. Pour tout topos £, tout &€-localisateur régulier est stable
par petites limites inductives filtrantes.

DEMONSTRATION. Les équivalences de W,.-descente étant stables par pe-
tites limites inductives filtrantes (3.1.15), pour tout diagramme filtrant de fais-
ceaux simpliciaux F' sur &, le morphisme canonique Llim ' — lim F' est une
équivalence de W,.-descente. Par conséquent, tout s€-localisateur contenant les
équivalences de W,.-descente est stable par petites limites inductives filtrantes.
L’assertion résulte donc de la proposition 3.3.13 et du lemme 3.3.14. O

EXEMPLE 3.3.21. Soit G un groupe fini. La catégorie sG des G-ensembles
simpliciaux (& droite) admet une structure de catégorie de modeles fermée propre
a engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les
équivalences faibles, les fleches X — Y telles que pour tout sous-groupe H de
G, le morphisme d’ensembles simpliciaux X# — Y soit une W..-équivalence.
En vertu du théoreme 1.2.15, les équivalences faibles de cette structure forme
un sg—localisateur propre W. Il est par ailleurs évident que pour tout objet X
de sG, la projection X x Ay — X est dans W. Mais si G n’est pas trivial,
W n’est pas régulier : en effet, le plus petit sG-localisateur régulier contenant
les équivalences d’homotopie simpliciales est en vertu de 3.3.14 formé des fleches
qui sont des Wy.-équivalences apres oubli de I'action de G. Or il est facile de
trouver un G-ensemble simplicial sans points fixes dont le type d’homotopie est
trivial apres oubli de 'action de G (par exemple le groupoide simplement connexe
associé a I'ensemble sous-jacent a GG, muni de 'action par translations a droite).



4. DESCENTE HOMOTOPIQUE 61

4. Descente homotopique

3.4.1. On fixe pour la suite un A-localisateur test VW, un topos &, ainsi qu’une
petite catégorie génératrice C' de &, c’est-a-dire une petite sous-catégorie pleine
de & telle que Ob C forme une famille génératrice de £. Si X est un faisceau sur
&, et R un crible couvrant de X (i.e. un crible de £/X, couvrant pour la toplogie
canonique), on note C// R la sous-catégorie pleine de £/X dont les objets sont les
fleches de la forme v : U — X, telles que U € Ob (', et v € R. On a un foncteur
évident

oGt C/R— £,
et un morphisme évident
ling 67" — X,
lequel s’avere étre un isomorphisme. Dans le cas ou R est le crible trivial (i.e.
lorsque R = X), on note plus simplement ¢$§ = (b)c(’R. Le foncteur ¢ est alors
appelé le diagramme de descente de X le long de C.

PROPOSITION 3.4.2. Pour tout faisceau X sur £, le morphisme canonique
Llim ¢5F — X
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Le foncteur ¢)C(’R étant par définition relativement plat, il
s’agit d’une spécialisation du critére (v) du théoreme 3.3.9. O

COROLLAIRE 3.4.3. Si ¢ : & — & est un morphisme de topos, alors pour
tout faisceau X sur &, on a un isomorphisme canonique

Llim p* ¢ T — "X
DEMONSTRATION. En vertu du lemme 3.1.11 et de la proposition 3.3.8, on a
un isomorphisme canonique

. + C.R x| 71: C,R
Llim @ ™ == @ Llim ¢ .
L’assertion résulte donc de la proposition précédente par fonctorialité. n

3.4.4. On suppose a présent que le A-localisateur W est accessible.

Soit £ un topos. On note Hot,,,(€) la catégorie dérivée de €, localisation de s€
par les équivalences de W-descente. Si P est le topos ponctuel, Hot,, (P) = Hot,,,
est la catégorie homotopique, localisée de la catégorie des ensembles simpli-
ciaux par les W-équivalences. Si W = W, on écrit plus simplement Hot(&) =
Hot,, (&).

Sip: & — & est un morphisme de topos, le foncteur image inverse ¢
s&€' — s& respecte les équivalences de W-descente (3.1.11), et induit donc un
foncteur image inverse, encore noté

¢* : Hotyy,(E") — Hot,,(€) ,

* .

lequel admet en vertu de 3.1.12 un adjoint a droite, appelé le foncteur image
directe homotopique,
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En particulier, si pe : &€ — P est le morphisme vers le topos ponctuel, on note
X — I'(€, X) le foncteur image directe pg,. On obtient de la sorte un foncteur
sections globales homotopiques

RI'(E,7) = Rpg, : Hoty,,(€) — Hot,,, X — RI(E,X) .

Si X est un faisceau simplicial sur £, on dit que RT'(€, X) est la cohomologie de
E a coefficients dans X.

LEMME 3.4.5. Soient & — & -2 &" deuz morphismes composables de
topos. Alors on a un isomorphisme canonique dans Hot,,,(E")
R, Ro. ~R(¢' 9). .
DEMONSTRATION. Cet isomorphisme correspond par transposition a l’iso-
morphisme évident ¢* ¢ ~ (¢’ p)* O

LEMME 3.4.6. Soient W C W' deux A-localisateurs accessibles, et o : & —»
E" un morphisme de topos. Le diagramme suivant commute a isomorphisme de
foncteurs canonique prés (les fleches horizontales sont les adjoints a droite des
foncteurs de localisation).

Hot,,, (£) — Hot,,,(€)

R l i R«

Hot,,, (£") — Hot,, (&)

DEMONSTRATION. Comme les foncteurs images inverses respectent les équi-
valences de W-descente et de WW-descente, on a le carré commutatif ci-dessous,
ol cette fois les fleches horizontales sont les foncteurs de localisation.

Hot,,, (") — Hot,,, (&)

1

Hot,,,(£) —— Hot,,,(€)

Le carré de I’énoncé s’obtient a partir de celui-ci par transposition, ce qui prouve
le lemme. 0

3.4.7. Si € et F sont deux topos, on note £ x F le produit de £ et F dans la
2-catégorie des topos. Autrement dit, on a deux projections canoniques

p:EXF —E et q:EXF—F
telles que pour tout topos X, le foncteur
Homtop(X, £ x F) — Homtop(X, £) x Homtop(X, F) ,

défini par ¢ — (pyp, qp), soit une équivalence de catégories (ce qui définit € x F
a équivalence canonique de topos pres). Si C' est une petite catégorie, et si F = C,

le topos £ X C est simplement la catégorie des préfaisceaux sur C' a valeurs dans £.
L’image inverse de la projection p est alors le foncteur qui associe a tout faisceau
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X sur & le préfaisceau constant de valeur X. Le foncteur image directe g, est
donc le foncteur limite projective

yin:é"xézHom(Co,S)Hi.
On a en outre un Hom enrichi en faisceaux sur &,
Hom%(?,7) : Hom(C®, €)° x Hom(C®, &) — £ .

Si X et Y sont deux préfaisceaux sur C' a valeurs dans &, alors Hom%(X ,Y) est
le faisceau sur £ défini par

Hom& (X, Y) = lim_, Hom, ~(X,Y) .

Plus généralement, si (C,J) est un petit site identifiant F & la catégorie des
faisceaux sur C, €& x F est la catégorie des faisceaux sur C' a valeurs dans &,
c’est-a-dire des préfaisceaux X sur C' a valeur dans &£ tels que pour tout objet U
de C et tout crible couvrant R de U, la fleche canonique

Hom%(U,X) — Homg@(R,X)

soit un isomorphisme dans £. Le foncteur image directe ¢* est alors le foncteur
qui associe a tout faisceau X sur &, le faisceau associé au préfaisceau constant
de valeur X. On note par abus encore ¢, X = I'(£, X) 'image directe par ¢ d'un
faisceau X sur £ x F. Cette notation est justifiée par le fait que si X est un
faisceau sur £ x F, ¢, X est le faisceau sur F

U T(E,X(U)) .

Pour en revenir aux préoccupations du paragraphe précédent, on obtient de la
sorte un foncteur

Rg, = RI(E,7) : Hot, (€ x F) —s Hot,,(F) , X — RI(E, X) .

Pour tout faisceau simplicial X sur £ xF, on a donc des isomorphismes canoniques
dans Hot,,, (d’apres le lemme 3.4.5)

RI(€,RI(F, X)) ~ R[(E x F, X) ~ R[(F,RT(£, X)) .

Dans le cas particulier ou F est une catégorie de préfaisceaux sur une petite
catégorie C', on a vu que &£ X C est équivalent au topos des préfaisceaux sur C
a valeurs dans &, et que le foncteur image directe £ X C— & correspondant
a la projection canonique de & x C vers € est le foncteur limite projective. En
outre, en vertu de la proposition 3.1.14, les équivalences de W-descente dans
s(&€ x 6) sont alors simplement les équivalences de VW-descente dans s€ argument
par argument. Le foncteur

RT(C,?) : Hot,, (€ x C') — Hot,,(€)

est donc dans ce cas le foncteur limite homotopique Rlim .- Pour tout préfaisceau
X sur C, a valeurs dans la catégorie des faisceaux simpliciaux sur £, on a donc
des isomorphismes canoniques dans Hot,,,

Rlim_,R(&, X) ~ RO(E x C, X) ~ RL(E, Rlim , X) .
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3.4.8. Soit I une petite catégorie. Un topos fibré sur I est une catégorie fibrée
sur I,

p: X — 1

dont les fibres sont des topos, et dont les foncteurs images inverses (au sens de
la structure fibrée), relatifs aux morphismes u : i — j de I, sont des foncteurs
X . X; — A, images inverses de morphismes de topos &, : X; — A, (on
rappelle que X; désigne la fibre de X’ au-dessus de 7). Nous renvoyons a [31,
exposé VI, § 7] et a [37, chapitre VI, § 5] pour un développement complet sur
cette notion. La donnée d’un topos fibré sur I est équivalente a celle d’un pseudo-
foncteur de la catégorie I a valeur dans la 2-catégorie des topos. Autrement dit,
X est déterminé par la donnée pour tout objet ¢ de I, d’'un topos X;, pour
tout morphisme u : ¢ — j de I, d’'un morphisme de topos X, : &; — &,
et pour tous morphismes composables de I, v : © — 7, v : j — k, d'un
isomorphisme de transitivité &, , : X,X, — &, le tout vérifiant des relations
de cocycles évidentes (cf. [28, exposé VI, 7.4]). Dans la pratique, nous négligerons
les isomorphismes de transitivité (en supposant que ce sont des identités). Pour
alléger les notations, on notera u : &; — & au lieu de X, le morphisme de topos
associé a une fleche v : ¢ — j de [.

Si X est un topos fibré sur I, on lui associe la catégorie suivante, notée Top(X).
Un objet X de Top(X) est la donnée pour tout objet ¢ de I, d’'un faisceau X; sur
&, et pour chaque fleche uw : ¢ — j de I, d'un morphisme X, : v*X; — X,
de telle maniere que pour tout objet 7 de I, X;, = lx,, et pour toute paire de
morphisme composables v : ¢ — j et v : j —> k de I, I’équation suivante
soit vérifiée : X,, = X, u*X,. Un morphisme f de X vers Y dans Top(X) est la
donnée pour tout objet ¢ de I, d’'un morphisme de faisceaux f; : X; — Y}, telle
que pour toute fleche u : ¢ — 7 de I, le carré suivant commute.

X
wX; M X,

u*fji lf:‘

wY;
Yy

Pour chaque objet ¢ de I, on définit un foncteur d’évaluation en i,
i*: Top(X) — X,

par *X = X;. On vérifie sans difficultés que la catégorie Top(X') admet des petites
limites inductives et des limites projectives, et que les foncteurs ¢* y commutent.
En outre, les foncteurs ¢* forment une famille conservative de foncteurs. En fait,
la catégorie Top(&X') est un topos, et les foncteurs ¢* sont les foncteurs images
inverses de morphismes de topos

it X; — Top(X) .
On définit enfin la projection canonique

0, : Top(X) — T |
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comme le morphisme de topos dont le foncteur image inverse est défini par
i*05% X = X; (X; désignant le faisceau associé a I'ensemble X; sur X;).
Suivant [31, VI 7], on appelle Top(X) le topos total associé au topos fibré X.

EXEMPLE 3.4.9. On définit un (2-)foncteur de la catégorie Cat vers la caté-

gorie des topos, en associant a chaque petite categorle A, le topos A et a chaque
foncteur v : A — B, un morphisme de topos u : A—s B dont I'image inverse
est le foncteur X — X o w.

Soient I une petite Categorle et F: I — Cat un foncteur. On lui associe
un topos fibré sur I, noté F dont les fibres sont les catégories de préfaisceau E,
i € I. D’autre part, on a la catégorie cofibrée associée a F', [F, et un morphisme
structural 0 : [F — I, ce qui induit un morphisme de topos

Une vérification purement soritale montre que [F = Top(ﬁ ) et que 0y = 0.

EXEMPLE 3.4.10. Soit I une petite catégorie. Si £ est un topos, et si on note
&1 le foncteur constant sur I, qui a chaque objet ¢ de I, associe le topos &, alors
le topos total Top(Er) = € x I est le topos des préfaisceaux sur [ a valeurs dans

£.

EXEMPLE 3.4.11. Soit £ un topos. On définit un foncteur de £ dans la caté-
gorie des topos par X —— £/X. Si X est un faisceau sur &, on note par abus
encore X le topos £/X. Si I est une petite catégorie, et ® : [ — £ un foncteur,
on lui associe ainsi un topos fibré £/®, dont les fibres sont les topos £/®;, i € I,
et encore noté par abus ®. On a donc son topos total associé Top(®), et la pro-

jection canonique 64 : Top(®) — 1.
En outre, on a dans ce cas un morphisme canonique

Kg : Top(®) —> lim @,
dont le foncteur image inverse
K3 : lim @ — Top(®)

est défini comme suit. Soit X' — lim & un faisceau sur &, au-dessus de lim ®.
Pour chaque objet 7 de I, on a un morphisme canonique de ®; vers hg ®, ce qui
permet de former le carré cartésien suivant.

(K3X)i —— @,
I
X ling

Pour chaque fleche u : i — j de I, le morphisme u*(K};X); — (K3X); est
simplement 'identité.

3.4.12. Soient I une petite catégorie, et X un topos fibré sur I. Si ¢ est un
objet de I, on a vu qu’on a un morphisme de topos i : X; — Top(X). Le foncteur
image inverse ¢* admet en outre un adjoint a gauche

i Xy — Top(X)



66 3. DU LOCAL AU GLOBAL

défini comme suit. Soit X un faisceau sur &;. Pour j € Ob I, on pose
(0 X); =y u" X,
et si v : k —> 7 est une fleche de I, le morphisme
v (0 X); — (0 X))k
est induit par les morphismes canoniques, définis pour chaque u: j — 1,
vi(uX) = (uw)' X — g w* X .

PROPOSITION 3.4.13. Soient I une petite catégorie, et X un topos fibré sur
I. Un morphisme f : X — Y de sTop(X) est une équivalence de YWW-descente
si et seulement si pour tout objet © de I, i*f est une équivalence de VV-descente
dans sX;.

DEMONSTRATION. La preuve du cas particulier qu’est la proposition 3.1.14
peut étre suivie mot pour mot (grace a l'explicitation des foncteurs 4, pour mon-
trer ’analogue de 3.1.14.1). Nous laissons le lecteur scrupuleux la rédiger dans ce
cadre. O]

REMARQUE 3.4.14. Dans le cas ou W = W, la proposition ci-dessus résulte
aussitot de la caractérisation des équivalences de W,.,-descente en termes de fais-
ceaux d’homotopie (cf. théoreme 3.2.41 (iv)), et du fait que les foncteurs images
inverses ¢* forment une famille conservative, puisque la formation des faisceaux
d’homotopie commute aux foncteurs images inverses.

COROLLAIRE 3.4.15. Soient I une petite catégorie, et X un topos fibré sur I.
La famille de foncteurs

i* : Hoty), (Top(X)) — Hot,,,(&;) iel,
est conservative.

DEMONSTRATION. Soit f : X — Y une fleche de Hot,,(Top(X)). On peut
supposer que X et Y sont des faisceaux simpliciaux fibrants au sens de la W-
descente sur Top(X). Mais alors f est une classe d’homotopie de morphismes de
faisceaux simpliciaux. La proposition ci-dessus permet ainsi de conclure par forte
saturation. [

3.4.16. Soient I une petite catégorie et X un topos fibré sur I. Pour chaque
objet i de I, on a un carré essentiellement commutatif de topos

X; —> Top(X)
pxil lQX
P . T

)
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En passant aux foncteurs images inverses, on obtient le diagramme de catégories
ci-dessous.

X; 7 Top(X)

0%

_—

=~

P~

On obtient ensuite un 2-diagramme

X; < Top(X)

pXi*L a N l‘gx*

-~

comme suit. On a un morphisme d’adjonction 6%60,, — ltop(x), d’ou un mor-
phisme de foncteurs

Par adjonction, on obtient bien un morphisme de foncteurs
@iy, —> Py i

LEMME 3.4.17. Le morphisme de foncteurs a : i*0y, — py. i est un iso-
morphisme.

DEMONSTRATION. Les foncteurs ¢* admettent des adjoints & gauche 7. Le
morphisme « définit donc par transposition un morphisme de foncteurs [ :
upk, — 0% Il suffit de montrer que ce dernier est un isomorphisme. Comme les
foncteurs incriminés commutent aux sommes, il suffit de montrer que si e désigne
'ensemble a un élément, alors pour tout objet j de I, (ipk.e); ~ (O%ie);. Or
les formules explicites montrent que ces deux termes sont les faisceaux associés a
’ensemble Hom;(j,7), ce qui prouve I'assertion. ]

PROPOSITION 3.4.18. Soient I une petite catégorie, et X un topos fibré sur
I. Alors pour tout objet i de I, on a un isomorphisme canonique dans Hot,,,.

Hot,,,(X;) <—— Hot,,,(Top(X))
Ra: i*Rfy, — Rpy, i* Rpxi*l Ra \ l%

~

Autrement dit, pour tout faisceau simplicial X sur Top(X), et tout objet i de I,
on a un isomorphisme canonique

DEMONSTRATION. L’explicitation des foncteurs 4, et la proposition 3.4.13
montrent que ceux-ci respectent les cofibrations et les équivalences de W-des-
cente. Autrement dit, les foncteurs de la forme i*, i € Ob I sont des foncteurs de
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Quillen a droite. En vertu de la proposition 3.1.12, il en est de méme des fonc-
teurs py. et 0y,. La proposition résulte donc du lemme ci-dessus et de I'énoncé
général [35, théoreme 1.3.7]. ]

3.4.19. Soit I une petite catégorie. Si X' et ) sont deux topos fibrés sur I, un
morphisme de topos fibrés ¢ : X — ) est un morphisme de catégories fibrées
sur [ (i.e. un foncteur cartésien au-dessus de I) tel que pour tout objet i de I,
le foncteur induit sur les fibres au-dessus de i, ;, : X; — ), soit le foncteur
image directe d’un morphisme de topos ¢; : X; — V;. Une telle donnée définit
canoniquement un morphisme de topos Top(y) : Top(X) — Top()), en posant
pour tout i € I, et tout objet Y de Top(Y), (Top(y)*Y); = ¢iYi.

COROLLAIRE 3.4.20. On considere un morphisme de topos fibrés sur une pe-

tite catégorie 1
X
1

On se donne un faisceau simplicial Y sur Top()) tel que pour tout objet i de I,
le morphisme canonique RU(Y;,Y;) — RT(X;, ¢rY;) soit un isomorphisme dans
Hot,,,. Alors le morphisme canonique

R['(Top(Y),Y) — RI'(Top(&X), Top(y)*Y')

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Le morphisme ¢ induit un triangle commutatif de topos :

On a un morphisme canonique dans Hotw(f K

ROy Y — RO, Top(p)*Y .

Top(X

Celui-ci est un isomorphisme, car en vertu de la proposition précédente, pour
tout objet i de I, on a les identifications

~ RI'(A;, goZY)
~ RI(&;, (Top(p)"Y);)
~ ROy, (Top()"Y)i ,

ce qui implique 'assertion puisque les foncteurs * forment une famille conserva-
tive (3.4.15). Le lemme 3.4.5 implique qu’on a des isomorphismes

RI'(Top(Y),Y) =~ RlimRe,, Y >~ Rlim R, Top(p)"Y" =~ RT'(Top(X), Top(p)"Y)

et acheéve ainsi la démonstration. O
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3.4.21. Soit £ un topos. Comme les équivalences de VW-descente sont stables
par produits finis, la structure de catégorie de modeles fermée associée sur s&
est monoidale au sens de [35, 4.2.6] pour le produit cartésien. En particulier, le
foncteur

Home : (s€)° x s€ — s&
admet un foncteur dérivé a droite, noté
RHomy, (e) : Hotyy,(€)” x Hoty,(E) — Hoty,(€)
Ce foncteur est caractérisé par la formule d’adjonction suivante.
Hompor,,6) (T X X,Y') 2 Hompor,, () (T, RHomyyg, )(X,Y))

Si X et Y sont deux faisceaux simpliciaux sur £, on choisit une équivalence faible
de but fibrant Y — Y”, et on peut poser

RHomy,, (o)(X,Y) = Hom(X,Y") .

En outre, le foncteur Hom,¢(?,Y”) est un fonteur de Quillen a droite, et donc
en vertu de [13, proposition 4.1.22] et du corollaire 1.2.21, pour toute petite
catégorie I, il induit un foncteur

RHomye, (¢)(7,Y) : Hotyy (€7)° — Hot, (£'°) = Hoty, (€ x I)
tel que pour tout foncteur ® : I — s&, on ait un isomorphisme canonique
R@IORHO_”WHMW(S)((I)’Y) = RMHotW(g)(LhﬂIQY) :
On définit un foncteur
RHomper, ¢y : Hotyy, (£)° x Hotyy,(€) — Hot,,,

par la formule RHomyer, (¢)(X,Y) = RI'(E, RHomy, (+y(X,Y)). Si * désigne le
faisceau final sur £, on a un isomorphisme canonique pour tout faisceau simplicial
X sur & :

RI(E, X) ~ RHompet,, () (%, X)

Plus généralement, pour tout faisceau U sur &, et tout faisceau simplicial X sur
&, on a un isomorphisme canonique

RF(U, X|U) ~ R HomHotW(g)(U, X) s

ou dans le premier membre, U désigne aussi le topos £/U, et X |y I'image inverse
de X par le morphisme canonique £/U — £.
On remarque par ailleurs qu’on a une bijection canonique

7T()R HomHotW(g) (X, Y) >~ HomHotW(g) (X, Y) .

En effet, une fois choisie une résolution fibrante Y de Y, RHomyey,, () (X, Y) est
représenté par I’ensemble simplicial

A, — Homge (X x A, Y") |

et donc moR Homye ,(£) (X, Y') est simplement I'ensemble Homge (X, Y7) quotienté
par la relation de A;-homotopie.
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PROPOSITION 3.4.22. Soient £ un topos, I une petite catégorie, et ® un dia-
gramme de type I dans €. On suppose que le morphisme LH_H;CI) — li_n}@ est un
isomorphisme dans Hot,,,(E). Alors pour tout faisceau simplicial X sur @;@, il
existe un isomorphisme canonique dans Hoty,, :

R (ling , X)) =~ RI'(Top(®), K3 X) .

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer £ par £/ @@, on peut supposer que
@@ est le faisceau final * sur £. On veut donc montrer que le morphisme
canonique

RT'(E, X) — RT(Top(®), K3 X)
est un isomorphisme. On a les isomorphismes canoniques suivants.
RI(E, X) = RI(E,RHomy, () (, X))
~ RI(E, RMHotW(g)(hAlq)a X))
~ RI(E, R oty o) (L limg @, X))
~ RI'(€,Rlim RHomy,, (#)(®, X))
~ RI(E x f> RMHotW(E)(q)?X))
~ Rlim RI(E, RHo_mHotW(g)(CID,X))
~ R@ R HomHotW(g)(CI), X)
D’autre part, pour tout objet ¢ de I, on a un isomorphisme canonique dans
Hot,,,(€) :
RHompet,, (6) (P, X)i = RHompyer, (6)(Pi; X) = RU(®;, Xg,) -
Grace a la proposition 3.4.18, on en déduit un isomorphisme canonique
RHompet,, (6) (P, X) ~ ROy, K3 X .
En appliquant le foncteur R@, ce dernier donne I'isomorphisme
RlimR Homper,, () (P, X) ~ R Jm RO, K3 X ,
ce qui acheve la démonstration. [l

EXEMPLE 3.4.23. Soit £ un topos, et X un hyper-recouvrement de & (i.e.
un hyper-recouvrement dans s€ dont le but est le faisceau final % sur £). On
peut voir X comme un foncteur X : A° — &, et on vérifie immédiatement
que lim X ~ x. D’autre part, le morphisme Llim X — * est un isomorphisme
(L hg X est la diagonale de X' vu comme un faisceau bisimplicial, ¢’est-a-dire est
X lui-méme). On obtient donc pour tout faisceau simplicial X un isomorphisme
canonique dans Hot,,,

RI(E, X) ~ RT(Top(X), K3 X)
analogue non abélien de la suite spectrale associée a X.

COROLLAIRE 3.4.24. Soient €& un topos et C une catégorie génératrice de £.
On consideére un faisceau U sur €, et ¢5 le diagramme de descente de U le long de
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C. Alors pour tout faisceau simplicial X sur U, on a un isomorphisme canonique
dans Hoty,, :
C *
RI'(U, X) ~ RF(Top(éU),Kd)gX) :
DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot des propositions 3.4.2 et 3.4.22. [

THEOREME 3.4.25. On considére un triangle commutatif de topos

f
F
N
S
On se donne un faisceau simplicial X sur F, et une famille génératrice U de S,
tels que pour tout élément U de U, la fleche canonique

RO(¢*U, X |gv) — RU(p*U, f*X

soit un isomorphisme dans Hot,,,. Alors pour tout faisceau U sur S, on a un
isomorphisme canonique dans Hoty,, :

RT(¢'U, X|v) — RC(p'U, f*X
En particulier, on a donc un isomorphisme

RI(F, X) = RO(E, f*X) .

)

p*U)

p*U) .

DEMONSTRATION. Soit C' la sous-catégorie pleine de S dont les objets sont
les éléments de U. Alors C' est une catégorie génératrice de S. Soit U un faisceau
sur §. En vertu du corollaire 3.4.3, on a des isomorphismes canoniques dans
Hot,,,(€) et Hot,, (F) respectivement :

Lling p* o =~ p*U
Llimg g ~ q*U .
La proposition 3.4.22 nous donne donc des isomorphismes canoniques dans Hot,, :
RL(Top(q*¢p), K. s X) = RT(q"U, X|g0)
R (Top(p* ). K. ¢ f*X) ~ RI(p*U. f*X

p*U) .

Siu:p oG — ¢*¢% désigne le morphisme de topos fibrés sur C/U induit par f,
le corollaire 3.4.20 implique d’autre part que la fleche canonique

est un isomorphisme dans Hot,,,, ce qui achéve la démonstration. [l

5. Catégories test locales et faisceaux

3.5.1. Soient A une petite catégorie, et £ un topos. On note A°E la catégorie
des préfaisceaux sur A, a valeurs dans &, laquelle se révelle étre encore un topos.
On appelle A-faisceau sur £ les objets de A°E.

Soit (C,J) un petit site. On note comme de coutume a le foncteur faisceau
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associé de C vers C , et 7 son adjoint a droite. Si A est une petite catégorie, on
définit un foncteur

iy A°C — Cat(€) X— A/X

Cat(é’) désignant la catégorie des faisceaux en petites catégories sur C , comme
le composé

A°C -5 A°C 45 cat(C) - Cat(C) .

On définit d’autre part un foncteur

i : Cat(C) — A°C
par la formule
C+— (a— Hom,,,#(4/a,C) ,
ou A/a désigne aussi le faisceali en catégories associé a la catégorie A/a, et
Hom,, ) le Hom interne de Cat(C'). Le foncteur i}y définit un adjoint a droite du

foncteur i 4. Pour le voir, on commence par constater que si C est un faisceau en
catégories sur C, alors pour tout objet a de A,

Ho—mCat(6)<A/av (C) = HO—mCat(é)(A/av ZC) )
ce qui signifie que 7% C ~ ¢%iC. Si X est un A-faisceau sur C, et C un faisceau
en catégories sur C, on en déduit les bijections suivantes.
Home,, @) (14X, C) = Hom,, & (ai iX, C)
~ Hom,, @ (141X, iC)
~ Homcat(é)(z’X, i%1C)
~ Homp,, @ (i X, 113 C)
~ Homg,, & (X, 4 C)
Le foncteur nerf N : Cat(C) — sC' induit ainsi un foncteur
NZA . Aoé —> Sé 9
lequel admet par un calcul similaire au précédent un adjoint a droite noté par
abus
iy sC — A°.
Le foncteur 7, commute en outre aux produits fibrés, ce qui implique qu’il en est
de méme de N i, (cela résulte de la construction explicite ci-dessus et du fait que

'assertion est vérifiée dans le cas du topos ponctuel).

Si W est un localisateur fondamental, on note par abus encore W le A-lo-
calisateur associé. On pose WY = (Ni,)"'WC, et on appelle comme il se doit
équivalences de YW-descente les éléments de WAé. On vérifie aussitot qu’on a aussi
I’égalité iﬁl_le = WC. Si X est un A-faisceau, on appelle aussi équivalences
de W-descente les morphismes de A°€/X dont 'image dans A°E par le foncteur
d’oubli est une équivalence de VW-descente.
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PROPOSITION 3.5.2. Soient W un localisateur fondamental, et A une VW-ca-
tégorie test locale. Alors pour tout topos £, W4 est un A°E-localisateur stable
par petites limites inductives filtrantes. Si en outre VW est accessible, il en est de
méme de W5.

DEMONSTRATION. Il est clair que W est faiblement saturée, et vérifie en par-
ticulier 'axiome L1. Soit L4 l'objet de Lawvere de A. Pour tout A-faisceau X , la
projection X x L4 — X est une équivalence de VV-descente : si £ est une catégo-
rie de faisceaux sur un petit site (C, .J), en reprenant les notations du paragraphe
ci-dessus, on voit que Ni (X X Ls) — Ni4iX est une équivalence de W-des-
cente dans sC, ce qui implique en vertu de 3.1.11 que Ni (X x L) — Ni X
est une équivalence de W-descente dans s€. Comme L, est muni d’'une struc-
ture de segment séparant, le lemme 1.2.12 montre que W9 vérifie I'axiome L2.
L’axiome L3 résulte du fait que Ni, commute aux petites limites inductives et
respecte les monomorphismes (puisqu’il commute aussi aux produits fibrés). Il
résulte aussitot de 3.1.24 que W4 est stable par petites limites inductives filtran-
tes. Si W est accessible, W est alors accessible (3.1.24), et donc la proposition
1.2.20 montre qu’il en est de méme de W4. []

COROLLAIRE 3.5.3. Soient W un localisateur fondamental accessible, et A
une W-catégorie test. Pour tout topos £, le couple de foncteurs adjoints

Niy,: A —s€ ) :8E& — A°E
est une équivalence de Quillen pour les structures de catégorie de modéles fermées
associées aur équivalences de VW-descente.

PROPOSITION 3.5.4. Soient W un localisateur fondamental, A une W-caté-
gorie test locale, et p : &' — £ un morphisme de topos. On a alors l'inclusion

eWE c Wy .
Si en outre W est accessible, le couple de foncteurs adjoints
o* P A°E — A°E' 0yt A% — A°E
est une adjonction de Quillen.

DEMONSTRATION. La premiere assertion est une conséquence du lemme 3.1.11
et de la construction du foncteur Ni,. La seconde en résulte aussitot. O

3.5.5. Soient W un localisateur fondamental accessible, A une W-catégorie
test locale, et £ un topos. On choisit un A-faisceau X sur £. Le foncteur N i, se
factorise en un foncteur (analogue a celui défini dans [13, § A.1.4 et A.1.8]).

ay A6/ X — sE/NA/X
qui commute aux petites limites inductives. Il admet donc un adjoint a droite
ay, :sE/NA/X — A°E/X .

On vérifie par ailleurs que le foncteur a% commute aussi aux petites limites
projectives (cela se déduit du fait que I'assertion est vérifiée dans le cas ot & est
le topos ponctuel (cf. [13, corollaire A.1.12]), ce qui se généralise sans peine aux
catégories de préfaisceaux, le cas général résultant alors de la construction méme
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du foncteur i, pour un choix de site adéquat). On a donc défini un morphisme
de topos
ay :sE/NA/X — A°E/X .
PROPOSITION 3.5.6. Les foncteurs o et ay, forment une équivalence de
Quillen pour les équivalences de VV-descente.

DEMONSTRATION. Dans le cas oti € est le topos ponctuel, cela se déduit facile-
ment [13, corollaire 5.3.19] et du fait que le foncteur nerf induit une équivalence
de catégories apres localisation (cela peut aussi étre vu comme une application
de [13, 5.3.26]). On en déduit que assertion est vérifiée si € = C on C est
une petite catégorie. En effet, les équivalences de W-descente aussi bien dans sC
que dans A°C sont alors simplement les W-équivalences étagées (3.1.19). D’autre
part, pour tout objet ¢ de C, le foncteur d’évaluation

¢ AC— A
respecte les fibrations (cf. [13, lemme 4.1.12]). Enfin, si Y est un préfaisceau sur
C x A (resp. sur C' x A), pour tout objet ¢ de C' on a

(AJY)e = AfYe (resp.(ihY)o = i4(Y2) ) -

Ces identification permettent de prouver l'assertion dans ce cas. Dans le cas
général, on choisit un petit site (C,J) tel que £ s’identifie a la catégorie des
faisceaux sur C' (et on reprend les notations standard de 3.5.1). On définit les
équivalences de (W, J)-descente dans A°C comme les morphismes dont I'image
par le foncteur faisceau associé est une équivalence de W-descente. On vérifie
aussitot grace aux propositions 3.5.2 et 1.2.20 que celles-ci forment un A°C-loca-
lisateur accessible. En outre, il résulte de la proposition 3.1.22 qu’un morphisme
de A°C est une équivalence de (W, J)-descente si et seulement si son image par
le foncteur N, en est une dans sC (au sens de 3.1.21). On en déduit qu’il en
est de méme pour les équivalences de (W, J)-descente dans A°C /iX. On montre
alors facilement que les foncteurs oy et oy, forment une équivalence de Quillen
de A°C'/iX vers sC/N A/iX pour les équivalences de (W, J)-descente (c’est le
cas pour les équivalences de WW-descente, et il est immédiat que le foncteur oy
respecte les équivalences de (W, J)-descente). D’autre part, le foncteur faisceau
associé a et son adjoint a droite ¢ forment aussi une équivalence de Quillen de
A°C' (avec les équivalences de (W, J)-descente) vers A°E (avec les équivalences
de W-descente), ce qui permet de conlure. [l

COROLLAIRE 3.5.7. Soient W un localisateur fondamental propre, et A une
catégorie test locale. Pour tout topos &, les équivalences de VW-descente forment
un A°E-localisateur propre.

DEMONSTRATION. On sait que WY est accessible (3.5.2), et I'assertion est
déja démontrée dans le cas ou A = A (3.1.24). On en déduit le cas général grace
a la proposition ci-dessus et au critere (c) de [13, proposition 2.4.21]. O]

3.5.8. Soient u : A — B un foncteur entre petites catégories, et £ un topos.

On note par abus
u:A°E — B°E
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le morphisme de topos dont le foncteur image inverse u* est défini par (uv*X), =
Xu@@)- On déduit facilement de la proposition 3.5.6 et de [13, lemme 5.1.17]
I’énoncé ci-dessous.

PROPOSITION 3.5.9. Soient W un localisateur fondamental accessible, u :
A — B un foncteur W-asphérique entre deux VW-catégories test locales, et &€
un topos. Alors le couple de foncteurs adjoints

u*: B°E — A°E Uy : A°E — B°E
est une équivalence de Quillen.

THEOREME 3.5.10. Soient W un localisateur fondamental, A une WW-catégorie
test, et £ un topos. Les équivalences de VWW-descente forment le A°E-localisateur
régulier engendré par les morphismes de la forme

Xxa—X |, a€O0bA et (1x xiy(k)): X xiy(I) — X x3(J)
EeWw , X eObA°¢E.

DEMONSTRATION. Dans le cas ot A = A, lassertion résulte de la définition
méme des équivalences de W-descente, de la proposition 3.3.16, et de [13, théo-
reme 5.1.10]. Si A = B x A, B étant une catégorie W-asphérique, la proposition
précédente appliquée a la projection B x A — A permet de conclure. Le cas
général en résulte grace au théoreme 3.3.17 puisqu’alors A x A est encore une
W-catégorie test. ]
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CHAPITRE 4

Théorie homotopique des topos

1. Localisateurs topologiques

4.1.1. Si X est un topos, et X un faisceau sur X', on rappelle que X'/ X désigne
le topos des objets de X au-dessus de X. On a un morphisme de topos canonique
X/X — X dont le foncteur image inverse est défini par X' — (X x X', pry :
X x X' — X). Soit ¢ : X — Y un morphisme de topos. Si Y est un faisceau
sur ), on note par abus X/Y = X /o*Y le topos des objets de X au-dessus de

Y. Si
- Y
N
S

est un triangle commutatif de topos, pour chaque faisceau S sur §, on obtient un
triangle commutatif de topos

x5 ys
5/5

DEFINITION 4.1.2. Une catégorie topologique est une sous-2-catégorie pleine
T de la 2-catégorie des topos satisfaisant les axiomes suivants.

CT1 ¥ est stable par produits finis (cf. 3.4.7).

CT2 Pour tout morphisme X — Y de T, et tout objet Y de ), le topos X /Y
est dans ¥.

X

CT3 Pour toute petite catégorie A, et pour tout topos fibré X sur A dont les
fibres sont dans ¥, le topos total Top(X) est dans ¥.

REMARQUE 4.1.3. Dans la pratique, T consistera en la catégorie des topos,
ou bien en celle des topos localement connexes.
Les axiomes choisis ont les conséquences immeédiates suivantes.

(a) L’axiome CT1 implique que T contient le topos ponctuel P = Ens.

(b) Pour toute petite catégorie A, le topos A des préfaisceaux sur A est dans

T. En effet, A est le topos total associé au topos fibré sur A dont les fibres
sont équivalentes au topos ponctuel P. L’assertion résulte donc de (a) et
de CT3.

T
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(c) La 2-catégorie ¥ est stable par sommes. En effet, les sommes de topos sont
des topos fibrés au-dessus de catégories discretes, ce qui permet d’appliquer

CTs3.
On fixe pour la suite de cette section une catégorie topologique X.
4.1.4. Soit W une classe de morphismes de €. On introduit la terminologie
suivante.

(i) Un morphisme de ¥ est une W-équivalence, ou plus simplement, une équi-
valence faible, si c’est un élément de W.

(ii) Considérons un triangle commutatif de %,

Y
N

S
Si pour chaque objet S de §, le morphisme

0/S:X/S —V/S

est une W-équivalence, on dit que ¢ est W-asphérique au-dessus de S, ou
encore, asphérique au-dessus de S. Par abus de language, on dira aussi
que ¢ est S-asphérique. On remarque aussitot que tout morphisme S-
asphérique est une W-équivalence.

X

(iii) Un morphisme ¢ : X — Y est W-asphérique, ou encore asphérique, s'il
est asphérique au-dessus de Y (cf. (i) avec Y =S et ¢ = 1y).

(iv) Un objet X de T sera dit W-asphérique, ou encore asphérique, si tout
morphisme X — P est une VW-équivalence.

(v) Un morphisme ¢ : X — Y de T est une W-équivalence cartésienne, ou
encore une équivalence cartésienne, si pour tout objet Z de T, le morphisme
pXxX1lz: XX Z— )Y x Z est une W-équivalence.

DEFINITION 4.1.5. Un localisateur topologique est une classe W de fleches de
T satisfaisant les axiomes suivants.

LTO Les équivalences faibles sont stables par isomorphisme de 1-fleches. Toute
identité est une équivalence faible.

LT1 Si dans un triangle commutatif de ¥, deux des morphismes sont des équi-
valences faibles, alors il en est de méme du troisieme.

LT2 Si X -5 Y - X sont deux morphismes de ¥ tels que 74 soit isomorphe
a ly, et ir soit une équivalence faible, alors r est une équivalence faible.

LT3 Le topos Zl est universellement asphérique, i.e. le morphisme 2\1 — P
est une équivalence cartésienne.

LT4 Pour tout triangle commutatif de ¥,

P

N

S )
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pour que ¢ soit asphérique au-dessus de §, il suffit qu’il existe une famille
génératrice U de S telle que pour tout U € U, le morphisme

/U XU — YU
soit une équivalence faible.

REMARQUE 4.1.6. Il résulte aussitot de I'axiome LT2 que les équivalences de
topos sont des équivalences faibles.

PROPOSITION 4.1.7. Le localisateur topologique minimal est stable par pro-
duits finis.

DEMONSTRATION. Considérons un localisateur topologique W. Soit W, la
partie des fleches X — ) de ¥ telles que pour tout objet Z de T, le morphisme
X X Z — Y X Z soit une W-équivalence. On vérifie que W, est un localisateur
topologique : le seul axiome a priori non trivial a vérifier est LT4. Orsi X — Y
est dans W, et si Z est un objet de €, on remarque que les faisceaux de la forme
YxZ, Y e€O0b), Z e ObZ, forment une famille génératrice de Y x Z. En outre,
on a des équivalences de topos canoniques

(XxZ)) (Y xZ)=X]Y x Z]Z .
On en déduit aussitot que X — ) est dans W.. Il est en outre immédiat que

W, CW. Si W est le localisateur topologique minimal, ce qui précede implique
que W =W,, ce qu’il fallait démontrer. [l

On fixe pour la suite un localisateur topologique WV .

PROPOSITION 4.1.8. Considérons le triangle commutatif de ¥ ci-dessous.

N

St @ est S-asphérique, alors pour tout faisceau S sur S, il en est de méme de

0/S: XS — Y/S.

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement du fait que si (S’,u) est un
objet de §/5, alors on a un isomorphisme canonique (X/S)/(S",u) ~ X/S’". O

COROLLAIRE 4.1.9. Soit ¢ : X — Y un morphisme de T. Si ¢ est as-
phérique, alors pour tout faisceau Y sur), p/Y : XY — V/Y est asphérique.

X

PROPOSITION 4.1.10. On considére deux morphismes composables de %,
X 2y Yz

et on suppose que @ est asphérique. Alors pour que v soit asphérique, il faut et
il suffit que Yo le soit.

DEMONSTRATION. Considérons un faisceau Z sur Z. En vertu du corollaire
4.1.9, le morphisme ¢/Z = ¢/1*Z est asphérique (en particulier, une équivalence
faible), et donc pour que le morphisme ¢/Z soit une équivalence faible, il faut
et il suffit que le morphisme composé ¥/Zyp/Z = (¢)/Z soit une équivalence
faible. m
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4.1.11. Soient X et ) deux topos. Si ¢ et ¥ sont deux morphismes de topos
de X vers ), la donnée d’un/\ morphisme de ¢ vers ¢ équivaut a celle d’une
morphisme de topos h: X x Ay — Y, tel que ho = ¢, et hy =, ou h. désigne
le composé de h et du morphisme X — X x A; induit par 'inclusion {e} — A,
(ici, contrairement a l'usage dans SGA 4, les morphismes de ¢ vers ¢ sont les
morphismes de foncteurs de ¢, vers 1., et non pas les isomorphismes). Deux
morphismes de X vers Y sont homotopes s’ils sont dans la méme composante
connexe de Homtop(&X',)). On obtient de la sorte une catégorie 7% dont les
objets sont ceux de T et dont les fleches sont définies par

Hom,<(X,Y) = [X, )] = mo Homtop(X,)) .

Un morphisme de ¥ est une équivalence d’homotopie si son image dans 7% est
un isomorphisme.

Un morphisme de topos ¢ : X — Y est pleinement fidéle si pour tout topos
Z le foncteur

¢« : Homtop(Z, X') — Homtop(Z,))

est pleinement fidele.

Soient ¢ : X — Y et ¥ : Y — X deux morphismes de topos. On dit que ¢
est un adjoint a gauche de 1 si pour tout topos Z, le foncteur

¢« : Homtop(Z, X') — Homtop(Z,))
est un adjoint a gauche du foncteur
¥, : Homtop(Z,)) — Homtop(Z, X) .
De maniere équivalente, cela revient a demander qu’il existe deux morphismes
e — 1y et n:ily — Yy

vérifiant les équations évidentes. On dit aussi dans ce cas que ¢ est un adjoint a
droite de p. Il est immédiat que tout morphisme de topos admettant un adjoint a
gauche ou a droite est en particulier une équivalence d’homotopie. On remarque
que pour que ¢ (resp. ¥) soit pleinement fidele, il faut et il suffit que le morphisme
n (resp. €) soit un isomorphisme.

PROPOSITION 4.1.12. Tout morphisme de ¥ homotope a une équivalence faible
est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot du fait que pour tout objet X de ¥,
la projection X x A; — X est une équivalence faible. m

PROPOSITION 4.1.13. Tout morphisme de T admettant un adjoint a droite
pleinement fidéle est asphérique. En outre, son adjoint a droite est alors aussi
une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : X — ) un morphisme de topos admettant un
adjoint a droite pleinement fidele. On vérifie facilement que pour tout faisceau Y’
sur ), le morphisme ¢/Y : X/Y — /Y admet un adjoint a droite pleinement
fidele, et donc est une équivalence faible en vertu de la proposition précédente et
de I'axiome L'T2. Ce dernier implique aussi la derniere assertion. O
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COROLLAIRE 4.1.14. Tout morphisme de ¥ admettant un adjoint a droite
pleinement fidele est une équivalence cartésienne.

DEMONSTRATION. En effet, si ¢ est un tel morphisme, alors pour tout objet
Z de ¥, le morphisme ¢ x Z vérifie la méme propriété. La proposition ci-dessus
permet donc de conlure. O

COROLLAIRE 4.1.15. Pour toute petite catégorie A admettant un objet final,
le topos A est universellement asphérique.

DEMONSTRATION. Le foncteur de A vers la catégorie ponctuelle admet un
adjoint a droite pleinement fidele. On en déduit aussitot qu’il en est de méme du
morphisme de topos de A vers P (par la 2-fonctorialité de A — A). O]

THEOREME 4.1.16. La partie de FICat formée des foncteurs u : A — B tels
que le morphisme de topos induit u : A — B soit une équivalence faible est un
localisateur fondamental.

DEMONSTRATION. L’axiome LF1 résulte des axiomes LT0, LT1 et LT2, et
I’axiome LF2 du corollaire précédent. L’axiome LF3 est quant a lui conséquence
de I'axiome LT4 et du fait que pour toute petite catégorie A, les préfaisceaux
représentables forment une famille génératrice du topos A. O

COROLLAIRE 4.1.17. Siu : A — B est une oco-équivalence, alors le mor-

phisme de topos u : A — B est une équivalence cartésienne. En particulier,
pour toute catégorie co-asphérique A, le topos A est universellement asphérique.

DEMONSTRATION. Il suffit de le montrer dans le cas du localisateur topolo-
gique minimal. L’assertion résulte alors immédiatement du théoreme ci-dessus et
de la proposition 4.1.7. [

LEMME 4.1.18. Soient I une petite catégorie et X un topos fibré sur I. Pour
tout objet i de I, le morphisme canonique i : X; — Top(X)/i est pleinement
fidéle et admet un adjoint a gauche.

DEMONSTRATION. Le topos Top(X)/i est le topos total associé au topos fibré
X|ry; sur I/i. On peut donc supposer que la catégorie I admet un objet final w,
et il suffit de vérifier que le morphisme w : X, — Top(X') est pleinement fidele
et admet un adjoint a gauche. On définit un foncteur

g+ X, — Top(X)

par (g5 X); = ufX, i € Ob[ (u; désignant 'unique fleche de i vers w dans I). On
vérifie immédiatement que le foncteur g commute aux petites limites inductives
et est exact a gauche. Il définit donc en particulier un morphisme de topos

g, : Top(X) — X, .
La vérification du fait que w est un adjoint a droite pleinement fidele de g, est
laissée au lecteur. O

PROPOSITION 4.1.19. Soient I une petite catégorie, et p : X — Y un mor-
phisme de topos fibrés sur I dont les fibres sont dans X. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
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(a) Pour tout objet i de I, le morphisme p; : X; — Y; est une équivalence

faible.
(b) Le morphisme Top(y) est asphérique au-dessus de 1.
Top(&X) Top(?) Top(Y)
T

DEMONSTRATION. Pour tout objet ¢ de I, on a un carré essentiellement com-

mutatif de topos
Pi

X Vi
| |
Top(X)/i Top(Y)/i

Top(p)/i
dont les fleches verticales sont des équivalences faibles en vertu de la proposi-
tion 4.1.13 et du lemme 4.1.18. Les préfaisceaux représentables sur I formant
une famille génératrice du topos des préfaisceaux sur I, 'axiome LT5 implique
I’assertion. O]

SCHOLIE 4.1.20. La proposition ci-dessus permet de transposer mutatis mu-
tandis la construction explicitée dans [48, § 11.6]. Autrement dit, il est possible
de montrer que la localisation de ¥ par un localisateur topologique admet des
extensions de Kan homotopiques, construites explicitement en termes de topos
totaux.

DEFINITION 4.1.21. Un topos X (objet de ¥) est localement W-asphérique,
ou plus simplement localement asphérique, s’il admet une famille génératrice U
telle que pour tout élément U de U, le topos X' /U soit W-asphérique. Une telle
famille génératrice est appelée une famille W-asphérique, ou plus simplement,
une famille asphérique.

EXEMPLE 4.1.22. Pour toute petite catégorie A, le topos des préfaisceaux sur
A est localement asphérique. En effet, pour tout préfaisceau représentable a sur

A, en vertu du corollaire 4.1.15, le topos A Ja ~ A/a est asphérique.

4.1.23. Dans la définition ci-dessus, on peut imposer que U soit une petite
famille génératrice.

On dit qu'un morphisme de topos ¢ : X — Y est une immersion si le
foncteur image directe ¢, : X — Y est pleinement fidele. Il est équivalent de
demander qu’il existe une topologie plus fine que la topologie canonique sur )
identifiant X a la catégorie des faisceaux sur ) pour cette derniere. En particulier,
si U est une famille génératrice de ), alors les faisceaux de la forme o*U, U € U,
forment une famille génératrice de X, notée ¢*U. Par conséquent, si X est un
topos, et C' une petite catégorie, la donnée d'une immersion de X dans le topos
des préfaisceaux sur C' est équivalente a celle d’une topologie sur C' identifiant X
a la catégorie des faisceaux sur C' pour celle-ci.
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PROPOSITION 4.1.24. Soit ¢ : X — Y une immersion dans ¥ dont le but
est localement asphérique. Si p est asphérique, alors X est localement asphérique.

DEMONSTRATION. Soit U une famille asphérique de ). Si ¢ est asphérique,
il résulte de 'axiome LT1 que ¢*U est une famille asphérique de X. n

PROPOSITION 4.1.25. Soit X un topos, objet de T. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) Le topos X est localement asphérique.

(b) Il existe une petite catégorie C' et une immersion asphérique a : X —» C.

DEMONSTRATION. Le fait que (b) implique (a) résulte de la proposition ci-
dessus et de 4.1.22. Réciproquement, si U est une famille asphérique de X', et si
C est la sous-catégorie pleine de X définie par U = Ob C, alors X s’identifie a la
catégorie des faisceaux sur C' pour la topologie induite de la topologie canonique
sur X, laquelle est moins fine que la topologie canonique sur C. Soit a : X — C'
I'immersion dont le foncteur image inverse a* est le foncteur faisceau associé.
Si U est un objet de C', vu comme un préfaisceau représentable, on a 'égalité
X /U = X/a*U, ce qui prouve 'asphéricité de a (par I'axiome LT4). ]

2. Modeleurs locaux

Dans cette section, on fixe encore une catégorie topologique %, et un localisa-
teur topologique V.

DEFINITION 4.2.1. Soit X un objet de €. Un morphisme X — X’ de fais-
ceaux sur X est une W-équivalence, ou encore une équivalence faible si le mor-
phisme de topos X'/ X — X /X’ est une W-équivalence.

Un morphisme X — X’ de X est une W-équivalence locale, ou encore une
équivalence faible locale si le morphisme

X/X X/X'
.

est W-asphérique au-dessus de X.

Un faisceau X sur X est localement W-asphérique, ou encore localement as-
phérique, si I'unique fleche de X vers le faisceau final est une W-équivalence
locale, i.e. si le morphisme X'/ X — X est aphérique.

On note Wy, la partie de FI X formée des W-équivalences, et H,,, X la locali-
sation de X’ par W.

REMARQUE 4.2.2. On s’apercoit aussitot que les équivalences faibles locales
sont exactement les fleches X — X’ telles que pour tout faisceau X” sur X, le
morphisme X x X" — X’ x X" soit une équivalence faible.

PrROPOSITION 4.2.3. Soit ¢ : X — Y un morphisme asphérique dans X.
Alors on a Uégalité o* "W, = Wy, Si en outre ¢ est une immersion, le mor-
phisme d’adjonction n: 1y — 0" est une équivalence faible naturelle, et on a
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I’égalité ga;l)/\/y = W,. En particulier, on obtient deux équivalences de catégories
quasi-inverses l'une de [’autre

DEMONSTRATION. Pour tout faisceau Y sur ), on a une équivalence faible
naturelle X/Y — Y/Y, ce qui implique la premiere assertion. Si ¢ est une
immersion, le foncteur ¢, est pleinement fidele, et comme tout isomorphisme de
X est une équivalence faible, le morphisme d’adjonction 7 est une équivalence
faible naturelle. Les autres assertions en résultent formellement. O]

LEMME 4.2.4. Soit ¢ : X — Y un morphisme asphérique dans €. On con-
sidére une petite catégorie I et un foncteur F': I — Y, et on note p*F : [ — X
le foncteur i — @*F;. Si le morphisme canonique

Kp : Top(F) — lim F
(cf. 3.4.11) est une équivalence faible, alors il en est de méme de
Kyop : Top(¢"F) — lim " F ~ " lim F' .

DEMONSTRATION. On a le diagramme commutatif de topos suivant.

Top(p*F) o~ h_II;F
TOP(@/F)\L J/so/ligF
Top(F) th

En vertu des propositions 4.1.19 et 4.1.8, les morphismes verticaux sont as-
phériques, et la fleche horizontale inférieure est une équivalence faible par hy-
pothese, ce qui prouve 1’assertion. [l

PROPOSITION 4.2.5. Soit X un topos localement asphérique, objet de T. On
considere une petite catégorie I et un foncteur F : I — X . On suppose que ['une
des conditions suivantes est vérifiées :

(a) La catégorie I est filtrante.

(b) La catégorie I est l’ensemble ordonné {1 > 0 < 2}, et le morphisme Fy —
Fy est un monomorphisme.

Alors le morphisme de topos canonique
Kp : Top(F) — lim F
est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Lorsque X est une catégorie de préfaisceaux sur une petite
catégorie, l'assertion résulte dans le cas (a) de [13, corollaire 5.1.16], et dans le
cas (b) de [13, proposition 1.3.5], grace au théoreme 4.1.16. Soit X un topos
localement aspherlque Par la proposition 4.1.25, on peut choisir une immersion
asphérique a : X — C’ C' étant une petite catégorie. Le foncteur a, F : [ — C
vérifie encore les hypotheses de 1’énoncé relativement a C et donc I’assertion
résulte aussitot du lemme 4.2.4 et de la pleine fidélité du foncteur a,. O
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DEFINITION 4.2.6. Un W-modeleur local, ou s’il n'y a pas de confusion a
craindre, un modeleur local, est un topos localement asphérique (objet de ) tel
que W, soit un £-localisateur. Un W-modeleur, ou encore un modeleur, est un
modeleur local asphérique.

EXEMPLE 4.2.7. Il résulte du théoreme 4.1.16 et de [13, corollaire 1.3.10]
qu'une petite catégorie A est test locale (au sens du localisateur fondamental

induit par W) si et seulement si le topos A est un modeleur local.

THEOREME 4.2.8. Soit £ un topos localement asphérique, objet de ¥. Les
assertions sutvantes sont équivalentes.

(i) Le topos & est un modeleur local.

(ii) Tout faisceau sur & admet un W-cylindre (1.2.10).

(il') I existe une donnée homotopique élémentaire T = (I,0°,0', o) sur & telle
que pour tout faisceau X sur &, le morphisme oy : X ® I — X soit une
équivalence faible.

(ii”) L’objet de Lawvere de £ est localement asphérique.

(iii) Il existe une catégorie test locale C' et une immersion asphérique a : &€ —

C.

DEMONSTRATION. Il résulte facilement des propositions 4.1.19 et 4.2.5 que
W, vérifie systématiquement I'axiome L3 de la définition 1.2.11, et il est immédiat
que We est une partie faiblement saturée de FI£. On en déduit que pour que £
soit un modeleur local, il faut et il suffit que les fibrations trivales de £ soient des
équivalences faibles. L’équivalence entre les énoncés (i), (ii), (it’) et (ii”) résulte
donc aussitot du lemme 1.2.12. Si (iii) est vérifiée, comme le foncteur image
inverse a* respecte les cofibrations (i.e. les monomorphismes), le foncteur image
directe a, respecte les fibrations triviales. Mais alors par la proposition 4.2.3,
toute fibration triviale de £ est une équivalence faible. Il reste ainsi a montrer
que (i) implique (iii). Comme & est localement asphérique, il admet par définition
une famille asphérique ¢. On peut en outre imposer qu’aucun faisceau isomorphe
au faisceau vide ne soit dans /. Si on suppose que £ est un modeleur local, I'objet
de Lawvere L de &£ est localement asphérique. On peut donc supposer aussi que
pour tout élément U de U, le faisceau U x L est encore dans U. Soit C' la sous-
catégorie pleine de £ dont les objets sont les éléments de U. La catégorie C' est
une catégorie test locale. En effet, pour le voir, il suffit de vérifier que pour tout
objet U de C, la catégorie C'/U est une catégorie test. Autrement dit, on peut
supposer que l'objet final de £ est dans U. MaisAalors I'objet de Lawvere L est
aussi dans U, et il est un segment séparant de C. Cela permet de conclure en
vertu de [13, lemme 1.1.27 et corollaire 1.3.10]. Pour achever la démonstration,
il reste a constater que &€ est équivalent a la catégorie des faisceaux sur C' pour
la topologie induite par la topologie canonique sur &, ce qui est immédiat. [l

DEFINITION 4.2.9. Un localisateur topologique est accessible (resp. propre)

o~

si pour toute catégorie test locale A, les équivalences faibles de A forment un
A-localisateur accessible (resp. propre).
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REMARQUE 4.2.10. Pour qu’un localisateur topologique soit accessible (resp.
propre), il faut et il suffit qu’il existe une catégorie test locale non vide A telle
que le A-localisateur W; soit accessible (resp. propre) (cela résulte facilement de
[13, théorémes 5.1.10 et 5.3.29]).

LEMME 4.2.11. Soit ¢ : X — Y une immersion. On considére un Y-locali-
sateur W tel que tout morphisme bicouvrant de ) (i.e. dont l'image dans X par
©* est un isomorphisme) soit une W-équivalence. Alors o'W est un X-locali-
sateur. En outre, ce dernier est accessible (resp. propre) dés que VW l’est.

DEMONSTRATION. Posons W' = ¢ 'W. On vérifie facilement que W' est un
X-localisateur (les arguments de la preuve de la proposition 3.1.22 se transposent
ici sans modifications essentielles). On s’apercoit en outre que o, 'W = W.
Supposons a présent que W est accessible. Considérons un petit ensemble S de
fleches de Y qui engendre W, et Wy, le X'-localisateur engendré par ¢*S et par
les projections X x ¢*L — X, X € Ob X, ou L désigne I'objet de Lawvere de
Y. Alors en vertu du corollaire 1.2.19, Wg est accessible. En outre, il est évident
©* " Wg est un Y-localisateur qui contient S. Or Wy C W', ce qui implique
que W = ©*'Ws. On en déduit facilement grace a la pleine fidélité de ¢, que
Ws = W'. Enfin, si W est propre, on remarque qu'un morphisme de X’ est une
fibration (resp. une équivalence faible) si et seulement si son image par ¢, en est
une dans ). Comme le foncteur ¢, commute en particulier aux produits fibrés,
on en déduit bien que W’ est propre. O]

COROLLAIRE 4.2.12. Si le localisateur topologique W est accessible (resp. pro-
pre), alors pour tout modeleur local € le E-localisateur W, est accessible (resp.

propre).
DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot du lemme ci-dessus, du critére (iii)

du théoreme 4.2.8, de la proposition 4.2.3 et de [13, corollaire 5.1.11] (resp. de
[13, théoreme 5.3.29)). O

REMARQUE 4.2.13. Si on note par abus encore W le localisateur fondamen-
tal défini par les W-équivalences (4.1.16), pour tout modeleur &, il existe une
équivalence de catégories

HE — Hot,,, .
En effet, si on choisit une immersion asphérique a : & — C dont le but est le
topos des préfaisceaux sur une catégorie test locale, en vertu de la proposition
4.2.3, le foncteur a, induit une équivalence de catégories

a, : Hyp& — H,,C' |

et comme & et a sont asphériques, la catégorie C' l'est aussi, ce qui implique que
le foncteur i induit un équivalence de catégories

iC . Hwa ;> HOtW .
3. Asphéricité locale

Dans cette section, on considere la catégorie topologique de tous les topos, et
un localisateur fondamental accessible VW C FlCat.
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4.3.1. On rappelle que si X' est un topos, py : X — P désigne le morphisme
canonique vers le topos ponctuel.

Un morphisme de topos ¢ : X — Y est une W-équivalence si le morphisme
de foncteurs induit par ¢,

Rpy,.py — Rpx.pk
est un isomorphisme dans Hot,, (3.4.4). Autrement dit, ¢ est une W-équiva-
lence si pour tout objet K de Hot,,,, il induit un isomorphisme en cohomologie a
coefficients dans K :

RC(Y, pyK) — RO(X, py K) .

EXEMPLE 4.3.2. Soit W, le localisateur fondamental des 0-équivalences (au
sens par exemple de [13, § 5.4.6]). Pour tout topos X, le foncteur canonique de X
vers HotWO (X) est une équivalence de catégories. Par conséquent, un morphisme
de topos est une 0-équivalence (i.e. une Wy-équivalence) si et seulement si pour
tout ensemble £, 'application I'(Y, p}, ) — I'(X, p5 E) est bijective. Un topos
X est donc O-asphérique si et seulement si le foncteur image inverse p% : P — X
est pleinement fidele, autrement dit, si et seulement s’il est connexe au sens usuel.
Les topos localement 0O-asphériques sont ainsi simplement les topos localement
connexes.

PROPOSITION 4.3.3. Un foncteur entre petites catégories u : A — B est une
W-équivalence si et seulement si le morphisme de topos associé u : A — B est
une W-équivalence.

DEMONSTRATION. Pour toute petite catégorie C, si p désigne le foncteur de
C vers la catégorie finale, le foncteur

admet pour adjoint a gauche le foncteur

Par transposition, on voit aussitot que pour que le morphisme w : A — B soit
une W-équivalence, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs canonique

Llim pjy — Llim pjp
soit un isomorphisme dans Hot,,,. L’assertion résulte donc de [13, théoreme 5.1.10]

appliqué a la catégorie test A. n

THEOREME 4.3.4. Les W-équivalences forment un localisateur topologique ac-
cessible. Si en outre VW est propre, le localisateur topologique associé l’est aussi.

DEMONSTRATION. La vérification des axiomes LT0, LT1 et LT2 est évidente.
Un argument facile de 2-fonctorialité montre que pour tout topos X', le foncteur
(1x X pp,)" : Hotyy(X) — Hot,, (X x A;)
est pleinement fidele, ce qui implique aussitot 'axiome LT3 (on peut remplacer

pour cet argument A; par toute petite catégorie admettant un objet final). I.’a-
xiome LT4 résulte quant a lui du théoreme 3.4.25. On a ainsi prouvé que les
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W-équivalences forment un localisateur topologique. L’accessibilité (resp. la pro-
preté) résulte enfin de [13, théoreme 5.1.10] (resp. [13, théoreme 5.2.18]), de la
proposition précédente, et du fait qu’il existe une W-catégorie test. ]

REMARQUE 4.3.5. On peut montrer que si u: A — B est une W-équiva-
lence de Cat, alors le morphisme de topos u : A — B est une W- équivalence
cartésienne.

PROPOSITION 4.3.6. Un morphisme de topos ¢ : X — Y est W-asphérique
st et seulement si pour tout faisceau simplicial Y sur ) et tout ensemble simplicial
K, la fleche canonique

R HomHotW(y) (Y, p}K) — R HomHotW(X) (QO*Y7 p}K)
est un isomorphisme dans Hoty, .

DEMONSTRATION. Supposons que ¢ est W-asphérique. Soit K un objet de
Hot,,,. Pour tout faisceau Y sur ), on a un isomorphisme.

RL(Y, py K) — RL(p"Y, py K) .

On en déduit aussitot que pour tout faisceau Y sur ) et tout entier n > 0, on a
un isomorphisme canonique

R HomHotW(y)<Y X Anapi)K> ;> RHomHotW(X)<90*Y X Anap;(K) :

Soit Y un faisceau simplicial sur ). On choisit une catégorie génératrice C' de ),
et on note ¢ le foncteur

CxA)Y —YxAN | (UA)UxA, —Y)—UxA,

En procédant comme dans la preuve de 3.4.2, on montre que le morphisme ca-
nonique de Lli_n;qﬁg vers Y est un isomorphisme dans Hot,, (). On obtient des
lors les isomorphismes suivants (cf. 3.3.8 et 3.4.21)

RHomper,, () (Y, py ) =~ RHomyey,, () (Y, p) K)
~R HomHotW(y)(Llig%C/,p;;K)
~ Rlim R Hompey,, () (45, py K)
~ Rlim R Homyer,, (1) (9" 0y, p3 K)
~ RHompet,, ( X)(ngw*qb?,p}ff)
~ RHompe, (1) (¢ *Lgl%/,px )
~ R HomHotW(x)(SO*Y, PR K)

ce qui prouve l'assertion. O]

PROPOSITION 4.3.7. Pour tout topos localement VW-asphérique X, le foncteur
image inverse p% : Hot,,, — Hot,,,(X) admet un adjoint a gauche.

DEMONSTRATION. Soit a : X — C une immersion Wh-asphérique, C' étant
une petite catégorie (cf. 4.1.25). En vertu de la proposition 3.1.22, la catégo-
rie Hot,,,(X) est la localisation de la catégorie Hot,, (C') par les équivalences de
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(W, J)-descente, et le foncteur

~

s'identifie au foncteur de localisation canonique. Par conséquent, son adjoint a
droite, le foncteur

-~

est pleinement fidele. D’autre part, comme a est asphérique, pour tout objet K
de Hot,,, et tout préfaisceau simplicial X sur C', on a en vertu de la proposition
4.3.6 un isomorphisme canonique

R HomHotW(@)(X,p*aK) ~ RHomyer,,, (1) (a" X, py K) .
Pour tout faisceau simplicial X sur X', on a donc les identifications naturelles
ci-dessous.
Hompet,, (L lim Ra, X, K) =~ HomHotW(é)(Ra*X, p5K)
~ 1R HomHotW(a)(Ra*X, p5K)
~ moR Homyer,, (x) (" Ra. X, py K)
~ 1R HomHotW(X)(X, Py K)
~ HomHotW(X)(X,p}K) )
Le foncteur Lliﬂ oo Ras est ainsi un adjoint a gauche de pl. [l
4.3.8. Sous les hypotheses de la proposition ci-dessus, on désigne par 7"V(X)
le W-type d’homotopie associé a X, i.e. I'image par 'adjoint a gauche de p%

du faisceau final sur X. Dans le cas ou W est le localisateur fondamental des
n-équivalences, 0 < n < oo, on notera plus simplement 7%(X) = 7V (X).

LEMME 4.3.9. Un morphisme de topos X — ) est asphérique si et seule-
ment si le morphisme induit

X xA— Y x A
est asphérique.

D/E:JMONSTRATION. SiY est un faisceiu sur )V, et n > 0 un entier, le topos
X X AJY x A, est équivalent a X /Y x A/A,. En vertu du corollaire 4.1.17 on
a donc le diagramme commutatif de topos suivant, dont les fleches horizontales
sont des W-équivalences.

XXAY x A, —=YVxAY x A,

| i

XY /Y

Les faisceaux de la forme Y x A,,, Y € Ob ), n > 0, formant une famille généra-
trice de ) x A, on en déduit I’assertion. O
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4.3.10. Une immersion ¢ : X — Y est faiblement VW-asphérique si Wy, =
©* "W, et si le morphisme de foncteurs 1y — ,* est une W-équivalence
naturelle. Par exemple, toute immersion W-asphérique est faiblement YW-asphé-
rique (proposition 4.2.3).

LEMME 4.3.11. Soit ¢ : X — Y une immersion faiblement YW-asphérique.
Alors pour tout faisceau Y sur Y, ¢/Y : XY — YV/Y est une immersion
faiblement W-asphérique.

Il s’agit d’une vérification soritale que nous laissons au lecteur.

LEMME 4.3.12. Soit C' une petite catégorie admettant un objet final w. Pour
tout ensemble simplicial X, et toute W-équivalence de but fibrant (au sens du
C x A-localisateur accessible W@) peX — Y, les morphismes d’ensembles

simpliciauz
X —Y, . ceObC,
sont des VW-équivalences.

DEMONSTRATION. Comme C est asphérique, la projection de C' x A vers A
est asphérique, et donc en vertu de [13, proposition 5.1.18], le foncteur

e A—CxA
est ’adjoint a gauche d’une équivalence de Quillen. Par conséquent, le morphisme
X —lim Y =Y,

est une W-équivalence. On vérifie facilement que comme les morphismes entre
préfaisceaux représentables sur C' sont des W-équivalences dans C' x A, pour
toute fleche ¢ — ¢’ de C, le morphisme induit

Y. = RHom(¢,Y) — RHom(c,Y) =Y,

est un isomorphisme dans Hot,,,. Ceci acheve la démonstration, puisque pour tout
objet ¢ de C| il existe une (unique) fleche de ¢ vers w. O

LEMME 4.3.13. Soient C une petite catégorie admettant un objet final, et a :
X — C une immersion. Si l'immersion induite
X xA—s C/x\A
est faiblement YW-asphérique, alors le topos X est VW-asphérique.

DEMONSTRATION. Soient K un ensemble simplicial. On choisit une résolution
fibrante p% K — Y au sens du & x A-localisateur de YW-descente. Alors a,Y

est fibrant au sens des W-équivalences étagées dans C x A. Par hypothese, le
morphisme composé

pe K — a.ph K — a,Y
est une W-équivalence. Il résulte du lemme précédent et du lemme 3.2.24 que Y
est fibrant au sens de WC/X\A, et que pr K — a.Y est une W-équivalence étagée.
On en déduit aussitot que la fleche canonique

RT(X, pi K) — RT(C, piK)
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est un isomorphisme, i.e. que le morphisme a : X — C est une W-équivalence.
Comme C' est W-asphérique, cela implique que X’ I'est aussi. [l

PROPOSITION 4.3.14. Soient C' une petite catégorie et a : X — C' une im-
mersion. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme a est WW-asphérique.
(ii) L’%mmersion induite par a,
axlE:Xxﬁﬁaxﬁzm,
est faiblement YW-asphérique.

DEMONSTRATION. Si a est W-asphérique, en vertu du lemme 4.3.9, il en est
de méme de a x 13, et donc la proposition 4.2.3 montre que a x 13 est faiblement
Wh-asphérique. Réciproquement, si la condition (ii) est vérifiée, alors il résulte du
lemme 4.3.11 que pour tout objet ¢ de C, le morphisme X /¢ — C'/c vérifie la
méme condition, et comme la catégorie C'/c admet un objet final, le lemme 4.3.13
implique que X' /¢ est un topos W-asphérique. Par conséquent, le morphisme a
est asphérique. [l

COROLLAIRE 4.3.15. Soit W;, i € I, une petite famille de localisateurs fon-
damentauz accessibles. Le localisateur fondamental VW, intersection des VW;, est
accessible (cf. [13, 2.3.13 et 5.1.10] ). On considére une petite catégorie C, et une
immersion a : X — C. Si pour tout © € I, a est W;-asphérique, alors a est
W-asphérique.

DEMONSTRATION. Si a est W;-asphérique pour tout 4, alors la proposition
précédente implique que a X 13 est faiblement W;-asphérique pour tout . En
vertu de la proposition 4.3.3, a x 13 est donc faiblement W-asphérique, et une
nouvelle application de la proposition 4.3.14 montre que a est YW-asphérique. [

COROLLAIRE 4.3.16. Soit X un topos muni d’une petite famille génératrice U
telle que pour tout élément X de U, et tout entier n > 0, X /X soit n-asphérique.
Alors X est localement co-asphérique.

DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot du corollaire précédent et de [13,
corollaire 7.1.19]. O

LEMME 4.3.17. On considére un localisateur fondamental accessible VW. Soit
X un topos localement W-asphérique et W-asphérique. Alors pour tout topos Y,
le foncteur image inverse induit par la projection p, : X x Y — Y

Py : Hotyy(Y) — Hotx (X x )
est pleinement fidéle.

DEMONSTRATION. Il s’agit de vérifier que le morphisme 1pot,, () — Rpy, D%

A~

est un isomorphisme. Soient C' une petite catégorie, et a : X — C' une immersion
Wh-asphérique. Comme X est W-asphérique, il en est de méme de C' (et donc de
(). En vertu de la proposition 4.3.3, la catégorie C' est W-asphérique. On en
déduit que le foncteur image inverse

P Hoty (V) — Hoty(C' x )
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est pleinement fidele. En effet, ’assertion est vérifiée dans le cas du topos ponctuel,
et on en déduit qu’elle I'est aussi dans le cas ou ) est une catégorie de préfais-
ceaux (on le voit en testant le morphisme d’adjonction adéquat sur les fibres grace
a I'isomorphisme de changement de base 3.4.18 appliqué a I'exemple 3.4.10). En
considérant une immersion b : Y — 13, on en déduit le cas général en utilisant
la pleine fidélité de Rb,. De méme, I'immersion a de X dans C induit un couple
de foncteurs adjoints

a* : Hotyy(C' x &) — Hoty (X x €)  Ra, : Hoty(X x &) — Hotyy(C' x &)

pour tout topos £. Le foncteur Ra, étant pleinement fidele. On en déduit que
Rpy, = Ra*Rpé*a* et py ~ a*p*aRa*. Cela nous donne l'isomorphisme attendu.
m

PROPOSITION 4.3.18. Soit W un localisateur fondamental accessible.

(i) Si X est un topos localement W-asphérique et W-asphérique, alors pour
tout topos Y, la projection de X x Y sur ) est une W-équivalence.

(ii) Siu: X — Y est une W-équivalence, alors pour tout topos localement VW-
asphérique Z, le morphisme X x Z — Y X Z est W-asphérique au-dessus
de Z. En particulier, c’est une VV-équivalence.

DEMONSTRATION. L’assertion (i) résulte aussitot du lemme précédent. L’asser-
tion (ii) en résulte dans la cas ot Z est en outre W-asphérique. Dans le cas général,
pour tout faisceau W-asphérique Z de Z, on en déduit que

XXZ|Z~(XXZ)]Z—(YVXx2))Z=2YXZ|Z
est une W-équivalence. [l

THEOREME 4.3.19. Soit W un localisateur fondamental accessible. Les topos
localement W-asphériques forment une catégorie topologique notée Tyy. En outre,
les WW-équivalences forment un localisateur topologique stable par produits finis sur

Tw.

DEMONSTRATION. L’axiome CT2 est évident, et l'axiome CT1 résulte de
la proposition 4.3.18 (ii). Il reste donc a prouver l'axiome CT3. Soient I une
petite catégorie, et X un topos fibré sur I dont les fibres sont localement WW-
asphérique. Pour chaque objet i de I, on choisit une (petite) famille génératrice
Wh-asphérique U; de X;. On note U la réunion des familles 4,¢4; (3.4.12). On sait
que U est une famille génératrice de Top(X). Il suffit donc de montrer qu’elle
est W-asphérique. Or si X est un élément de U;, la fleche de X vers le faisceau
final sur X; induit un morphisme u : 4W X — die. Or d1e ~ 0%(7) (cf. la preuve
de 3.4.17), et donc on obtient un objet Y = (i1.X,u) de Top(X)/i. On vérifie
immédiatement que (Top(X)/i)/Y ~ Top(X)/iyX. D’autre part, on sait que le
morphisme canonique u; : X; — Top(X)/i est pleinement fidele et admet un
adjoint a gauche g; (4.1.18). On en déduit aussitot que g; x 13 est faiblement /-
asphérique. En vertu du lemme 4.3.11, le morphisme (v; x 15)/Y : (Top(X)/i x

3) /Y — X;x A /Y est faiblement W-asphérique. La proposition 4.3.14 implique
donc que v;/Y : (Top(X)/i)/Y — X;/Y est W-asphérique. Or Y = v;, X, et
Y ~ v 0f X ~ X. Comme X;/X est W-asphérique, on en déduit qu’il en est
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de méme de Top(X)/i1X. Le fait que les W-équivalences forment un localisateur

topologique stable par produits finis sur ¥y résulte du théoreme 4.3.4 et de la
proposition 4.3.18. 0
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CHAPITRE 5

Cohomologie

1. Faisceaux d’Eilenberg-MacLane

5.1.1. Soit £ un topos. On rappelle que s€ désigne la catégorie des faisceaux
simpliciaux sur € et que Hot(&) est la localisation de celle-ci par les équivalences
de W,.-descente. On note

X — K(X,0)

le foncteur d’inclusion canonique de £ vers s€. Il est ’adjoint a droite du foncteur
. Pour tout faisceau simplicial X, on a donc un morphisme naturel

X — K(m(X),0) .

Comme le foncteur 7y envoie les équivalences de W,,-descente sur des isomor-
phismes (3.2.37), on a donc un couple de foncteurs adjoints

7 : Hot(€) — & K(.,0):& — Hot(€) .
Si X est un faisceau sur £ on note
H°(E,X) =T(E,X) ~ Hompeye)(x, K(X,0)) .
Pour chaque entier n > 0, on définit un foncteur
Cosk™ : s&€ — s&

par (Cosk™ X), = Hom,-(Sk™ A,, X)o, ¢ > 0. On a un morphisme de foncteurs
canonique

Cosk™ — 1¢¢ .

Un faisceau simplicial X est 0-tronqué, ou encore concentré en degré 0, si le
morphisme canonique de X vers K (m(X),0) est une équivalence de W,,-descente
(ou de maniere équivalente, un isomorphisme dans Hot(£)).

Soit n > 1 un entier. Un faisceau simplicial X est n-tronqué si pour tout
entier ¢ > n, le faisceau d’homotopie 7;(X) est trivial, i.e. si la fleche canonique
de m;(X) vers X est un isomorphisme.

Si n > 0, on note W, le A-localisateur géométrique (et propre) des n-
équivalences. Pour alléger les notations, on note Hot,(€) la localisation de s&
par les équivalences de W,-descente. Un faisceau simplicial X sur £ est dit lo-
calement n-fibrant s’il est localement W, -fibrant.

LEMME 5.1.2. Soit n > 0 un entier. Le foncteur Cosk™! respecte les hyper-
recouvrements et envoie les faisceauxr simpliciaux localement fibrants sur des fais-
ceaux simpliciaux localement n-fibrants.

95
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DEMONSTRATION. En vertu du corollaire 2.2.7, la formation des foncteurs
Cosk™ commute aux points faibles de £. Comme ’assertion est vérifiée dans le
cas du topos ponctuel (cf. [13, 7.1.10 et 7.1.16]), elle I'est aussi dans le cas général
grace a la proposition 2.2.15. n

LEMME 5.1.3. Soit n > 0 un entier. Pour tout faisceau simplicial localement
fibrant X, le morphisme X — Cosk™™ X est une équivalence de W,-descente.

DEMONSTRATION. L’assertion est vérifiée dans le cas du topos ponctuel en
vertu de [13, proposition 7.1.3 et corollaire 7.1.17]. Le cas des catégories de pré-
faisceaux en résulte grace a la proposition 3.1.14. Soit (C, J) un petit site tel que
£ s’identifie a la catégorie des faisceaux sur C. On note comme de coutume a le
foncteur faisceau associé, et ¢ son adjoint a droite. On choisit enfin une équiva-
lence de W..-descente de but fibrant au sens de la W..-descente X — X’. Alors
en vertu de la proposition 3.1.12, i X’ est un préfaisceau en complexes de Kan, et
donc le morphisme

iX' — Cosk™ i X’ ~ i Cosk™ ! X'
est une n-équivalence étagée, ce qui implique que
X'~ aiX' — ai Cosk™ ™ X' ~ Cosk™" ™ X’

est une équivalence de W,-descente. D’autre part, en vertu du lemme 5.1.2, les
objets Cosk™! X et Cosk™™! X’ sont des faisceaux simpliciaux localement n-fib-
rants, ce qui permet de vérifier par une application du théoreme 3.2.39 que le
morphisme

Cosk™™ X — Cosk™ ! X'

est une équivalence de W,-descente. Le carré commutatif

X X'

| |

Cosk™1 X —— Cosk™*! X’

permet de conclure. O

PROPOSITION 5.1.4. On considére un entier n > 0. Soit f : X — Y un
morphisme de faisceaux simpliciaux localement fibrants. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Le morphisme f est une équivalence de W,-descente.
ii) Le morphisme Cos est une équivalence de YW.-descente.
ii) L hi Cosk" 1 t ‘quival de Wyo-d t
(i) Pour tout point faible p de &€, le morphisme pf est une n-équivalence.
)

(iv) Le morphisme f induit un isomorphisme

mo(f) 1 mo(X) — mo(Y)



1. FAISCEAUX D’EILENBERG-MACLANE 97

et pour tout entier i, 1 <1 <n, un carré cartésien

mi(X) 2 ()

( mi(Y
L
— Y0

Xo I

DEMONSTRATION. L’équivalence entre (i) et (ii) résulte aussitot du lemme
ci-dessus, et 1’équivalence entre les énoncés (ii), (iii) et (iv) est une conséquence
immédiate de [13, corollaire 7.1.17] et du théoreme 3.2.39. O

COROLLAIRE 5.1.5. Un faisceau simplicial fibrant au sens de la Waso-descente
est n-tronqué si et seulement s’il est fibrant au sens de la W, -descente.

DEMONSTRATION. Cela résulte de la proposition 5.1.4 et du lemme 3.2.24.
O

COROLLAIRE 5.1.6. Un faisceau simplicial localement fibrant est n-tronqué si
et seulement s’il est localement n-fibrant.

DEMONSTRATION. En vertu du corollaire précédent, Iassertion est vérifiée
dans le cas du topos ponctuel. Le cas particulier implique le cas général en utili-
sant les points faibles de £. O]

COROLLAIRE 5.1.7. Un faisceau simplicial X est n-tronqué si et seulement si
Ex* X est localement n-fibrant.

DEMONSTRATION. Cela résulte du corollaire précédent et du lemme 3.2.35.
O

5.1.8. On note s&, la catégorie des faisceau simpliciaux pointés sur £. Le
foncteur d’oubli de s&, vers s€ admet un adjoint a gauche

s& — s&, X— X, =X1x*,

ot * désigne le faisceau final sur £. La catégorie s€, admet une structure de caté-
gorie de modeles fermée (propre, a engendrement cofibrant) dont les équivalences
faibles (resp. les fibrations) sont les fleches dont I'image dans s€ par le foncteur
d’oubli est une équivalence (resp. une fibration) de W,.-descente. On désigne par
Hot.(€) la catégorie homotopique associée.

Si G est un faisceau en groupes sur £, on note K (G, 1), ou encore BG, le nerf
de G vu comme un faisceau en catégories sur £. Si &, désigne la catégorie des
faisceaux en groupes sur &£, on obtient ainsi un foncteur pleinement fidele

K(.,1):&, — s&, .
On a d’autre part un foncteur de s€ vers &, qui associe a un faisceau simpli-
cial pointé (X, x) sont premier groupe d’homotopie (X, z). On vérifie que cela
définit un adjoint a gauche du foncteur K( . ,1),
T 88 — &y .

Si X est un faisceau simplicial sur &£, alors X|x, est un faisceau sur /Xy
canoniquement pointé, ce qui permet de définir un faisceau K (m1(X), 1) sur £/ X.
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On dit qu’'un faisceau simplicial X est concentré en degré 1 s’il est connexe
(i.e si mp(X) est le faisceau final) et s'il est 1-tronqué.

PROPOSITION 5.1.9. Soit X un faisceau simplicial. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Le faisceau simplicial X est concentré en degré 1.
(ii) Le faisceau simplicial X est connexe, et le morphisme canonique
X|x, — K(m(X),1)
est une équivalence de Wayo-descente dans €/ X.

(iii) Le faisceau simplicial X est connexe et pour tout objet U de £, et toute
section x de X au-dessus de U, le morphisme canonique

X|U — K(’]Tl(X’U,$), 1)
est une équivalence de Wyo-descente dans E/U.

DEMONSTRATION. L’assertion est évidente dans le cas ot & est le topos
ponctuel, et le cas général en résulte grace au corollaire 3.2.41 et au fait que
les points faibles de £ commutent a la formation des faisceaux d’homotopie. [

LEMME 5.1.10. Soit f : (X,z) — (Y, y) un morphisme de faisceaux simpli-
ctauzr pointés et connexes. Pour que f soit une équivalence de Wy -descente, il
faut et il suffit que f induise des isomorphismes

Tu(fs ) s (X, ) — 7, (Y, )
pour tout entier n > 1.

DEMONSTRATION. Montrons que la condition est suffisante. On peut sup-
poser que X et Y sont localement fibrants. En vertu du théoreme 3.2.39, il suf-
fit de montrer que pour tout point faible p de &, pf est une Wy-équivalence.
Or d’apres les hypotheses, les ensembles simpliciaux pX et pY sont connexes.
Autrement dit, il suffit de montrer ’assertion dans le cas du topos ponctuel, ce
qui est bien connu. O

PROPOSITION 5.1.11. Soit (X, z) un faisceau simplicial pointé. Pour que X
soit concentré en degré 1, il faut et il suffit que le morphisme canonique X —
K(m (X, x),1) soit une équivalence de W..-descente.

DEMONSTRATION. La proposition 5.1.9 implique que ¢’est une condition néces-
saire. Pour montrer la réciproque, il suffit de montrer que si G est un faisceau en
groupes, K(G, 1) est concentré en degré 1, ce qui est évident. n

5.1.12. Soit G un faisceau en groupes sur £. On rappelle qu'un torseur sous
G, ou encore un G-torseur (a gauche), est un faisceau X sur £, muni d’une action
de G a gauche, tel que le morphisme

GxX—XxX,

induit par 'action G x X — X et la seconde projection G x X — X, soit
un isomorphisme, et tel que la fleche de X vers le faisceau final soit un épimor-
phisme. Un morphisme de G-torseurs est un morphisme de faisceaux compatible
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a l'action de G. Tout G-torseur est localement isomorphe a G (agissant sur lui
méme par translations), ce qui implique que tout morphisme de G-torseurs est
un isomorphisme. On note Tors(&, () la catégorie des G-torseurs, et on pose

HY(E,G) = mpTors(€,G) .
Autrement dit H'(&, G) est 'ensemble des classes d’isomorphie de G-torseurs. Cet

ensemble est canoniquement pointé par le G-torseur universel, i.e. le faisceau G
agissant sur lui-méme par translations.

PROPOSITION 5.1.13. Soit G un faisceau en groupes sur £. On a alors les
identifications suivantes (RU(E, BG) est vu comme un objet de Hot, ) :

H' (&, G) sin =0,
m,RI(E, BG) ~ < HY(E,G) =T(€,G) sin=1,
0 sin > 2.

DEMONSTRATION. On remarque que le faisceau simplicial BG est localement
fibrant. Pour le voir, on applique la méthode habituelle : I'assertion est vérifiée
dans le cas du topos ponctuel, ce qui implique le cas général en utilisant les points
faibles de £. Le cas n = 0 résulte ensuite du corollaire 3.2.44 et de [26, chapitre
I1I, remarque 3.6.5] (voir aussi [40]). Comme en vertu de ce qui précede BG est
en particulier 1-tronqué, il en est de méme de RI'(£, BG) (cf. 3.4.6 et 5.1.5), ce
qui résout le cas n > 2. Enfin, pour n = 1, on vérifie qu’on a un isomorphisme
canonique Q2BG ~ G dans &,, ce qui implique aussitot 1'assertion. [l

5.1.14. On note &, la catégorie des faisceaux en groupes abéliens sur £. Le
foncteur d’oubli
1 gab — &
admet un adjoint a gauche
Z:E— Ep Xr— Z(X) .

Si X est un faisceau simplicial, Z(X) est un faisceau en groupes abéliens simpli-
ciaux, que 'on peut voir comme un complexe de faisceaux en groupes abéliens
en prenant pour différentielles les sommes alternées de faces. Par conséquent, si
C(&up) désigne la catégorie des complexes de faisceaux en groupes abéliens sur &€
(avec la notation homologique, i.e. un complexe est la donnée d’objets M,,, n € Z,
de Eu, et de différentielles d,, : M,, — M,,_1), on a un foncteur d’abélianisation

7 :s€ — C(&Ew) -
Celui-ci commute aux petites limites inductives et admet donc un adjoint a droite
i:C(Ewp) — sE .

On note D(E) la catégorie dérivée de Eup, i.e. la localisation de C(E,) par les
quasi-isomorphismes (cf. [62, chapitre III, définition 1.2.2]). La catégorie C(Eyp)
admet une structure de catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences faibles les
quasi-isomorphismes (cf. [34, théoreme 2.2] et [53]). Un argument standard (voir
par exemple [25, appendice II, lemme 1.3]) montre que cette structure est propre.
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PROPOSITION 5.1.15. Le foncteur Z : s€ — C(Eu) respecte les monomor-
phismes et envoie les équivalences de Wo,-descente sur des quasi-isomorphismes.

DEMONSTRATION. Il résulte de [25, appendice II] que I'assertion est vérifiée
dans le cas du topos ponctuel, et donc dans celui des catégories de préfaisceaux.
Soit W la classe des fleches de s€ dont 'image par Z est un quasi-isomorphisme. I1
est clair que VW contient les équivalences d’homotopie simpliciales, et donc, comme
7 respecte les monomorphismes et commute aux petites limites inductives, que
W est un s€-localisateur. Pour montrer que W contient les équivalences de W.-
descente, on va montrer que le critere (iii) du théoreme 3.3.9 est vérifié. Soient C

une petite catégorie et p : £ — €' un morphisme de topos. Le foncteur composé
sC —2 s€ 25 C(Ew)

envoie les équivalences de W, .-descente sur des quasi-isomorphismes : ce dernier
est isomorphe au foncteur composé

sC -2 C(Coy) —% C(Ew)

lequel vérifie trivialement la propriété escomptée. Plus généralement, si X est
un faisceau sur &, si un morphisme de s€/X induit un quasi-isomorphisme dans
C((£/X)ap), son image dans s€ par le foncteur d’oubli canonique est dans W. En
effet, si K est un faisceau simplicial sur X, et si M est un complexe faisceaux en
groupes abéliens sur £, alors on a un isomorphisme de groupes naturel

Homp(g/X)(Z(K), M|X) ~ Homp(g)(Z(K), M) .
Cela acheve la démonstration de la proposition. O]
LEMME 5.1.16. Tout faisceau en groupes simpliciaux est localement fibrant.

DEMONSTRATION. Dans le cas du topos ponctuel, I'assertion est un résultat

bien connu dia a Moore. Le cas général en résulte en testant sur les points faibles
de &. O

LEMME 5.1.17. S8i M est un complexe de faisceaux en groupes abéliens, alors
1M est un faisceau simplicial localement fibrant et pour tout entier n > 0, on a
un 1somorphisme canonique de faisceaux

(iM,0) =~ Hy(M) .

En particulier, le foncteur i : C(Ey) — SE envoie les quasi-isomorphismes sur
des équivalences de Wy, -descente.

DEMONSTRATION. Soit 72%M le complexe défini par

Mi sl ¢ Z 1,
(72°M); = { ker(do : My — M_y) sii=0,
0 sii< 0.

Alors pour n < 0, H, (72 M) = 0, et on a un morphisme canonique 7=°M — M
induisant des isomorphismes

H,(r=°M)~H,(M) , n>0.
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On peut donc supposer que 7=°M = M. Mais alors iM est le faisceau en groupes
simpliciaux associé a M par la correspondance de Dold-Kan (cf. [49, théoréeme
22.4]) et est donc un faisceau simplicial localement fibrant en vertu du lemme
précédent. L'isomorphisme Q(iM,0) ~ i(M [—1]) montre qu’il suffit de vérifier
que (M) ~ Hy(M), ce qui est immédiat. O

COROLLAIRE 5.1.18. Le foncteur d’abélianisation et sont adjoint a droite in-
duisent un couple de foncteurs adjoints

Z : Hot(E) — D(E) i:D(E) — Hot(€) .

COROLLAIRE 5.1.19. Soit ¢ : € — F un morphisme de topos. Les carrés
sutvants commutent a isomorphisme de foncteurs canoniques pres.

Hot(F) = Hot(&) D(E) ¥ D(F)
D(F) —— D(€) Hot(€) = Hot(F)

DEMONSTRATION. La commutativité du premier carré est évidente, et celle
du second en résulte par transposition. O]

5.1.20. Soit X un faisceau simplicial. Pour n > 0, on note H,,(X) = H,,(Z(X))
le n-éme faisceau d’homologie de X.

Soit n > 0 un entier. Un faisceau simplicial X sur & est n-conneze si le
morphisme de X vers le faisceau final est une équivalence de W,,-descente. En
vertu de la proposition 5.1.4, cela revient encore a demander que X soit connexe
et que pour tout entier 7, 1 < ¢ < n, le faisceau d’homotopie m;(X) soit trivial.
Par exemple un faisceau simplicial X est concentré en degré n+ 1 si et seulement
s’il est n-connexe et n + 1-tronqué.

PROPOSITION 5.1.21. Soient n > 0 un entier, et X un faisceau simplicial sur
E. Si X est n-connexe, alors pour tout i, 1 < i < n, le i-eme faisceau d’homolo-
gie de X est trivial. Si en outre X admet une section globale z, le morphisme
canonique X — iZ(X) induit un isomorphisme m,1(X,x) ~ Hy,11(X).

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer X par exemple par Ex* X, on peut
supposer que X est localement fibrant. On vérifie aussitot que H;(X) est isomor-
phe & H;(Cosk™™ X)) (cf. [31, lemme 7.2.1]). Or Cosk™™ X est & la fois n-connexe
et n-tronqué, ce qui implique que Cosk™"! X est un hyper-recouvrement de &, et
donc que Z(Cosk™ X) — Z est acyclique (ott Z désigne I'image du faisceau
final par le foncteur d’abélianisation). Considérons a présent une section globale
x % — X. On choisit une équivalence de W,-descente de but fibrant au sens de
la W,-descente u : X — X™. On peut supposer que celle ci est une fibration
de W,.-descente : on factorise v en u = ¢qj ou j : X — X’ est une équivalence
de W.o-descente et ¢ : X' — X est une fibration de Wa-descente. 11 suffit
ensuite de remplacer X par X’. On note gx 'image par ¢ de la section z, et on
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forme le carré cartésien suivant.

. x

Y
l ’
*

— x ()

qx

Comme gz est une équivalence de W..-descente (5.1.4), il en est de méme du
morphisme j. Or Y est un préfaisceau en complexes de Kan n-connexes sur &, ce
qui implique en vertu du théoreme de Hurewicz [49, § 13| que pour tout objet U
de &, le morphisme Y (U) — iZ(Y (U)) induit un isomorphisme 7,1 (Y (U), x) =~
H,+1(Y(U)). En passant au foncteur faiseau associé, on en conclut que le mor-
phisme canonique m,41(Y,2) — H,41(Y) est un isomorphisme. La méme con-
clusion vaut par conséquent pour X. [l

5.1.22. Soit A un faisceau en groupes abéliens sur £. On note encore par abus
A le complexe de valeur A en degré 0 et nul en degrés différents de 0. Pour n > 0,
on pose K(A,n) =i(A[n]). On remarque qu’on a des isomorphismes canoniques
dans Hot,
QK(An),0)~KAn-1) |, n>1.
On rappelle que le n-eme groupe de cohomologie de £ a coefficients dans A

est
H"(&, A) = Hompe)(Z(x), An]) ~ moRI(E, K (A, n)) .

PROPOSITION 5.1.23. Soient n > 0 et A un faisceau en groupes abéliens sur
E. Alors on a les identifications suivantes (RI'(E, K(A,n)) étant vu comme un
objet de Hot, ).

H"(E,A) si0<i<nmn,

0 St1>Mn.

mRO(E, K(A,n)) ~ {

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 5.1.17, K(A,n) est n-tronqué,
et donc il résulte du lemme 3.4.6 et du corollaire 5.1.5 qu’il en est de méme de
RI(E, K(A,n)). Il suffit donc de calculer les groupes d’homotopie de dimension
1, 0 <7 < n. En regard des identifications

QRT'(E,K(A,n)) ~RIN(E,QK(A,n)) ~RIE K(A,n—1)),
il suffit de montrer que
mRT(E, K(A,n)) = H"(E, A) .
Les isomorphismes canoniques
ToRT(E, K(A,n)) ~ Hompge) (*, A [n]) =~ Hompe) (Z(x*), A [n])
achevent donc cette démonstration. O]

REMARQUE 5.1.24. Le groupe H'(£, A) s’identifie canoniquement & ’ensem-
bles des classes d’isomorphie de A-torseurs (cf. [26, chapitre 111, § 2.4.5.1]), ce qui
implique que K(A, 1) et BA représentent tous deux la méme cohomologie. On
peut en fait montrer que K (A, 1) et BA sont isomorphes. Autrement dit, cette
notation est compatible avec celle introduite au numéro 5.1.8.
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5.1.25. Soit X un faisceau simplicial. Le compleze d’homologie réduite de X,
noté Z(X), est le noyau du morphisme canonique Z(X) — Z(x). Pour n > 0,
on note H,(X) = H,(Z(X)) le n-éme groupe d’homologic réduite de X. On a
une inclusion naturelle

Z(X) — Z(X)
laquelle induit des isomorphismes
H(X)~H,(X) , n>0.

Si X admet une section globale x, le morphisme induit Z(z) : Z(%) — Z(X) est
une section de la fleche Z(X) — Z(x), ce qui définit une rétraction de 'inclusion
Z(X) —» Z(X). En composant avec le morphisme canonique X —» iZ(X), on
obtient de la sorte un morphisme naturel (dans s&,)

X — iZ(X) .

PROPOSITION 5.1.26. Soient n > 2 un entier, et (X, x) un faisceau simplicial
pointé sur £. Pour que X soit concentré en degré n, il faut et il suffit qu’il existe
un faisceau en groupes A tel que (X, x) soit isomorphe a K(A,n) dans Hote(&).
En outre, si c’est le cas, alors A est isomorphe a m,(X, ).

DEMONSTRATION. Soit A un faisceau en groupes abéliens. Il est clair que
K(A,n) est connexe, et donc il résulte des lemmes 5.1.10 et 5.1.17 que K (A, n)
est concentré en degré n. Réciproquement, supposons que X est concentré en
degré n. Si M est un complexe de faisceaux en groupes abéliens, on note 7<"M
le complexe défini par

M; si? <,
(1="M); = { coker(M, 1, — M,) sii=n,
0 sii>n.

On a un morphisme canonique M — 75" M qui induit des isomorphismes

H;(M) sii<n,
0 sit > n.

Hi(r="M) ~ {

On obtient ainsi un morphisme
(X, 2) — iZ(X) — it="Z(X) ,

lequel est une équivalence de Wy-descente en vertu des lemmes 5.1.10 et 5.1.17
et de la proposition 5.1.21. Il suffit pour conclure de montrer que 7="Z(X) est
isomorphe a 7, (X, ) [n] dans D(E), ce qui est un résultat d’algebre homologique
standard (voir par exemple [62, chapitre III, proposition 1.2.10]). ]

2. Théorie de Galois et cohomologie non abélienne

DEFINITION 5.2.1. Soit £ un topos localement connexe. Un faisceau X sur &
est galoisien s’il vérifie les conditions suivantes.

(i) L’image U du morphisme de X vers le faisceau final est une composante
connexe de &.
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(ii) Le faisceau X est connexe.

(iii) Le faisceau X|y est un torseur sous le groupe constant de ses automor-

phismes dans £/U.

DEFINITION 5.2.2. Un topos & est localement galoisien s’il est localement
connexe et s’il est engendré par ses faisceaux galoisiens.

EXEMPLE 5.2.3. Soit G un petit groupoide. Alors G est un topos galoisien.
En effet, il est localement connexe (comme toute catégorie de préfaisceaux), et
les préfaisceaux représentables sur G sont galoisiens.

5.2.4. On rappelle quun faisceau X sur un topos & est localement constant
sl existe un recouvrement U de & (i.e. un faisceau U tel que la fleche de U vers
le faisceau final soit un épimorphisme) tel que X |y soit un faisceau constant sur
E/U. Soit € un topos localement connexe. On note SLC £ la sous-catégorie pleine
de & formée des faisceaux qui sont sommes de faisceaux localement constants. La
catégorie SLC & peut étre vue intuitivement comme la catégorie des revétements
de £. On remarque immédiatement que tout faisceau galoisien est localement
constant (tout torseur sous un groupe constant G est localement constant, puisque
localement isomorphe a (). Les faisceaux galoisiens sont de ce point de vue les
revétements galoisiens de &.

On note LCE la sous-catégorie pleine de £ formée des faisceaux localement
constants.

THEOREME 5.2.5 (Leroy [45]). La catégorie SLCE est un topos localement
galoisien. En outre, l'inclusion de SLCE dans &€ est le foncteur image inverse
d’un morphisme de topos

e 1 &€ — SLCE .
DEMONSTRATION. Voir [45, théoreme 2.4]. O

DEFINITION 5.2.6. Soit £ un topos. Un groupoide fondamental de £ est un
couple (m &, q), ou m & est un topos localement galoisien et ou ¢ : &€ — m &
est un morphisme de topos, (2-)universels pour ces propriétés, i.e. tels que pour
tout topos localement galoisien G, le morphisme ¢ induise une équivalence de
catégories

q" : Homtop(m &,G) — Homtop(€,G) .

EXEMPLE 5.2.7. Soit C une petite catégorie. On note mC = (FIC)~'C le
groupoide fondamental de C' dans Cat. On a un foncteur de localisation canonique
q: C — mC, ce qui induit un morphisme de topos

¢:C —mC .

Le couple (7@ ,q) est un groupoide fondamental de C , ce qui justifie partiellement
une terminologie légerement abusive.

THEOREME 5.2.8 (Leroy [45]). Pour tout topos localement connezxe &, le cou-
ple (SLCE, 1¢) est un groupoide fondamental de E.

DEMONSTRATION. Voir [45, 3.3.1 et 3.3.4]. O
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REMARQUE 5.2.9. On peut montrer que 2-foncteur G — @, de la catégorie
des petits groupoides vers celle des topos, est 2-pleinement fidele, et que son ima-
ge essentielle est formée des topos localement connexes dont tous les objets sont
localement constants (voir [45, 3.2.8]). On dit qu’un topos est galoisien si tous
ses objets sont localement constants (c’est-a-dire, de maniere équivalente, s'il est

équivalent a un topos de la forme G pour un petit groupoide G).

5.2.10. Un systeme projectif galoisien est la donné dun petit ensemble or-
donné cofiltrant I, et d’un topos fibré F sur I vérifiant les conditions suivantes.

(a) Pour tout i € I, le topos F; est galoisien.

(b) Pour tous i < j dans I, le foncteur image inverse correspondant F; — F;
est pleinement fidele.

On note @1]—' la 2-limite projective du 2-foncteur correspondant a F.

THEOREME 5.2.11 (Leroy [45]). Un topos & est localement galoisien si et
seulement s’il existe un systeme projectif galoisien F tel que £ soit équivalent

au topos lim F.
DEMONSTRATION. Voir [45, 3.3.1]. O

REMARQUE 5.2.12. Le théoreme ci-dessus montre que les topos localement
galoisiens peuvent étre vus comme des systémes projectifs cofiltrants de grou-
poides, i.e. comme des pro-groupoides. Si £ est un topos localement galoisien
connexe et si p est un point de &, alors il existe un pro-groupe G tel que £ soit
équivalent au topos classifiant de G (cf. [51]). En outre, on peut vérifier que G
est le pro-groupe d’homotopie 71(€,p) défini a partir du pro-type d’homotopie
pointé définit dans [1] (nous n’utiliserons pas ce résultat dans la suite).

PROPOSITION 5.2.13. Soit £ un topos localement connexe. Un faisceau sur €
est localement constant si et seulement si c’est un faisceau localement constant
sur SLCE. Autrement dit, on a une équivalence de catégories canonique

LCm & ~LCE .

DEMONSTRATION. Pour chaque crible couvrant R du faisceau final, on note
LC(&, R) la sous-catégorie pleine de £ formée des faisceaux trivialisés par les
objets connexes de R. En vertu de [45, 3.3.1], alors LC(E, R) est un topos galoisien
(et donc en particulier, tous ses objets sont localement constants) et 'inclusion
de LCE dans & est le foncteur image inverse d’'un morphisme de topos. Or tout
faisceau localement constant X sur &£ est contenu dans I'un des topos galoisiens
LC(€, R) pour un certain crible couvrant le faisceau final R. Par la propriété
universelle, du groupoide fondamental, le morphisme & — LC(E, R) se factorise
par SLCE, et comme le foncteur image inverse LC(E, R) — SLCE respecte les
objets localement constants, X est un faisceau localement constant sur SLCE.
Il est d’autre part immédiat que tout objet localement constant de SLCE est
localement constant en tant qu’objet de £, ce qui prouve la proposition. O]

COROLLAIRE 5.2.14. Soit €& un topos localement connexe. Pour tout faisceau
localement constant X sur £, il existe une petite famille génératricie U de SLCE
de &€ qui trivialise X .
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5.2.15. Un topos est simplement connexe si son groupoide fondamental est
trivial (i.e. un topos équivalent au topos ponctuel). Un topos & est localement
simplement conneze s’il admet une petite famille génératrice formée de faisceaux
U tels que £/U soit simplement connexe.

PROPOSITION 5.2.16. Le groupoide fondamental d’un topos localement sim-
plement connexe est galoisien (i.e. est effectivement un groupoide).

DEMONSTRATION. Pour tout faisceau simplement connexe U sur & (i.e. tel
que £/U soit simplement connexe), le topos m1(€/U) est une somme disjointe
de topos équivalents au topos ponctuel. En particulier, tout faisceau simplement
connexe sur & trivialise tout faisceau localement constant. Si on suppose que £ est
localement simplement connexe, les faisceaux 1-asphériques forment une famille
génératrice de £. Par conséquent, les faisceaux localement constants sont stables
par petites sommes quelconques dans £. Autrement dit, on a les identifications

m(E) =SLCE =LCE =LCm (),
ce qui prouve que (&) est galoisien. [

DEFINITION 5.2.17. Un morphisme de topos ¢ : &€ — F est une 0-équiva-
lence d’Artin-Mazur si pour tout faisceau localement constant X sur F, ¢ induit
une bijection

H(F,X) — H°(&,X) .

Un morphisme de topos ¢ : &€ — F est une 1-équivalence d’Artin-Mazur
si c’est une 0-équivalence d’Artin-Mazur, et si pour tout faisceau en groupes
localement constant G sur F, ¢ induit un isomorphisme

HY(F,G) =5 HY(E,4°G) .

PROPOSITION 5.2.18. Pour tout topos localement connexe £, le morphisme
canonique q : € — mE& est une 1-équivalence d’Artin-Mazur.

DEMONSTRATION. Vu que toute équivalence de topos est une 1-équivalence
d’Artin-Mazur, on peut supposer que m& = SLCE et que ¢ = 7. Le foncteur
image inverse 75 : SLCE — & est pleinement fidele par construction, ce qui
implique immédiatement que pour tout faisceau localement constant X de SLCE,
'application H°(SLCE, X) — H°(E,72X) est bijective. D’autre part, si G est
un faisceau en groupes localement constant sur SLCE, comme tout G-torseur
est localement isomorphe a G, tout G-torseur est localement constant, ce qui
implique que le foncteur canonique induit par 7,

7s : Tors(SLCE, G) — Tors(€,G)

est une équivalence de catégories (5.2.13). On en déduit aussitot I'isomorphisme

canonique H'(SLCE, Q) ~ HY(E,12G). O

5.2.19. Soit £ un topos. Un E-topos est un topos au-dessus de &, i.e. un
topos £ muni d’'un morphisme de topos ¢ : & — &. Un morphisme de &-
topos u = (E',0) — (€",¢’) est un morphisme de topos u de & vers ", et
un isomorphisme ¢ de ¢'u vers . On note Homtop (€', E”) la sous-catégorie de
Homtop(&’, ") dont les objets sont les morphismes de E-topos (cf. [26, chapitre
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VIII, § 0]).

Soient £ un topos et G un faisceau en groupes sur £. On note BG la catégorie
des faisceaux sur £ munis d’'une action de G a droite. Cette catégorie est un
topos, et le foncteur

q.: € — BG

qui associe a tout faisceau X le faisceau X lui-méme muni de 'action triviale
commute aux petites limites inductives et projectives. C’est donc en particulier
le foncteur image inverse d’un morphisme de topos

q4c : BG — &,

ce qui fait de BG un &E-topos. On note Eg le G-torseur universel, c’est-a-dire le
faisceau G muni de ’action de G par translation a droite. L'objet Eg est en outre
muni d’une action de G a gauche (par translations a gauche), ce qui en fait un
G-torseur dans BG. Soit £ un E-topos de morphisme structural ¢ : £ — £. On
note Tors(&’', G) la catégorie des ¢*G-torseurs dans &', et on définit un foncteur

Homtop, (&', BG)° — Tors(&', G)

par la fomule u — u*F¢ ; on vérifie que c’est une équivalence de catégories (cf.
[26, chapitre VIII, théoreme 4.3]). Par conséquent, on a une bijection canonique

HY (&', ¢*G) ~ mo Homtopg (€', BG) .

LEMME 5.2.20. Soitp : £ — F un morphisme de topos localement connezes.
St @ est une 1-équivalence d’Artin-Mazur, alors pour tout petit groupoide G, il
induit une équivalence de catégories

¢* : Homtop(F, G) —— Homtop(&,G) .

DEMONSTRATION. Le cas ol G est vide étant trivial, on peut supposer ce
dernier non vide. Comme les équivalences de catégories sont stables par sommes et
par produits, on peut aussi supposer que &, F et GG sont connexes. En choisissant
un objet de G, on se ramene au cas ou G est un groupe. Il s’agit alors de montrer
que le foncteur

" : Homtop(F, BG) — Homtop(&, BG)
est une équivalence de catégories, ou de maniere équivalente, que
" Tors(F,G) — Tors(E, G)
est une équivalence de catégories. Comme on a les bijections
moTors(F,G) ~ H(F,G) ~ H'(§,G) ~ myTors(€,G) ,

I'essentielle surjectivité est assurée. Si X et Y sont deux G-torseurs, on note
Homg (X, Y) l'ensemble des morphismes de G-torseurs. Les G-torseurs formant
une gerbe sur F, le préfaisceau U — Homg (X |y, Y|v) est un faisceau, et on véri-
fie aussitot qu’il est localement isomorphe au faisceau constant G ~ Homg (G, G).
En particulier, ce dernier est donc localement constant. En outre, le morphisme
canonique

¢"Homq(X,Y) — Homg (9" X, 0*Y)
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est un isomorphisme (cela résulte de [26, chapitre II, proposition 3.2.8]). On en
déduit les bijections suivantes pour tous G-torseurs X et Y sur F :

Home(X,Y) ~ H°(F,Hom,(X,Y))
~ H°(&, p* Homg (X, Y))
~ H'(€, Homg (9" X, ¢'Y))
~ Homg (9" X, ¢*Y) .
Cela établit la pleine fidélité. O
THEOREME 5.2.21. Soit ¢ : & — &' un morphisme de topos localement
connexes. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le morphisme ¢ est une 1-équivalence d’Artin-Mazur.

(ii) Pour tout topos localement galoisien G, ¢ induit une équivalence de caté-
gories

¢* : Homtop(€',G) — Homtop(€,G) .
(iii) Le morphisme de groupoides fondamentaux induit par ¢
T mE — m&'
est une équivalence de topos (localement galoisiens).

(iv) Le morphisme ¢ induit une équivalence de catégories

~

o LCE =5 LCE .

DEMONSTRATION. (i) = (ii). Soit G un topos localement galoisien. En vertu
du théoreme 5.2.11, il existe un systeme projectif galoisien F, indexé par un petit
ensemble ordonné cofiltrant I, tel que G ~ l'gl]: . En vertu du lemme précédent,
pour tout ¢ € I, on a une équivalence de catégories canonique

Homtop(&', ;) ~ Homtop(&, F;) .
En passant a la 2-limite projective, on obtient une équivalence de catégories
lim Homtop(&’, ) =~ lim Homtop(&, F) .
On obtient ainsi les équivalences de catégories ci-dessous.
Homtop(&’, G) ~ Homtop(&', lim F)
~ lim Homtop (€', F)
~ lim Homtop(&, F)
~ Homtop(€&, lim F)
~ Homtop(&,G) .
(ii) = (iii). Il s’agit d'une conséquence immédiate du théoreme 5.2.8.
(iii) = (iv). Si la condition (iii) est vérifiée, on obtient une équivalence de caté-

gories
LCm & ~LCmé& ,
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et donc il résulte de la proposition 5.2.13 que la condition (iv) est vérifiée.
(iv) = (i). On a le carré essentiellement commutatif suivant.

)

E—=¢

1 |«

!
7T1(€ TL;? 7T1(c;

Comme ¢* est un foncteur pleinement fidele sur les faisceaux localement cons-
tants, il est immédiat que ¢* induit des bijections pour le H® & coefficients lo-
calement constants. Soit G un faisceau en groupes localement constant sur &’
En vertu des propositions 5.2.13 et 5.2.18, on obtient des bijections

H' (&' G)~ HY(m&, G) ~ H (m&, me*G) ~ H'(E,0*G)

ce qui acheve la démonstration. O

3. Equivalences d’Artin-Mazur

5.3.1. Soit £ un topos. Un oco-revétement de £ est un faisceau simplicial X
sur £ tel que mo(X) soit un faisceau localement constant et tel que pour tout
entier n > 1, tout objet U de &, et toute section x de X au-dessus de U, le
faisceau 7, (X |y, z) soit localement constant sur £/U. Si n > 0 est un entier, un
n-revétement de £ est un co-revétement n-tronqué de £. Un n-revétement est pur
s'il est n — 1-connexe (pour le cas ou n = 0, on précise qu'un faisceau simplicial
est —1-conneze §'il est non vide).

PROPOSITION 5.3.2. Soit ¢ : & —> £ un morphisme de topos. Pour tout
oo-revétement (resp. m-revétement, resp. n-revétement pur) X de €, ¢*X est un
oo-revétement (resp. n-revétement, resp. n-revétement pur).

DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot du fait que la formation des faisceaux
d’homotopie commute aux foncteurs images inverses. O

COROLLAIRE 5.3.3. Pour tout ensemble simplicial X, pz X est un co-revéte-
ment de €. Si en outre X est n-tronqué (resp. concentré en degré n), alors ptX
est un n-revétement (resp. un n-revétement pur).

DEMONSTRATION. Cela résulte de la proposition précédente appliquée au
morphisme de topos canonique py : &€ — P et du fait que tout ensemble simpli-
cial X est un oo-revétement du topos poncuel. O

REMARQUE 5.3.4. La proposition 5.3.2 implique en fait que tout ensemble
simplicial localement constant est un co-revétement de &.

LEMME 5.3.5. Soient X un oco-revétement de £, et j : X — Y une équiva-
lence de Wa-descente. Alors Y est un oo-revétement.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer X par Ex® X et Y par Ex*Y, on
peut supposer que X et Y sont des faisceaux simpliciaux localement fibrants (en
effet, Xo = (Ex™ X)o, ce qui implique immédiatement que Ex> X est encore
un oo-revétement). Comme 7y (X) =~ m(Y), mo(Y") est bien localement constant.
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Soient n > 1 un entier, U un faisceau sur &, et y une section de Y au-dessus de
U. Quitte a remplacer £ par £/U, on peut supposer que U = x est le faisceau
final. En vertu du corollaire 3.2.44, il existe un hyper-recouvrement q : V. — %
et une fleche x : V' — X tels que le triangle suivant commute a homotopie pres.

7,

Autrement dit, si Y41 désigne Hom_.(A;,Y), il existe un diagramme commutatif
de la forme ci-dessous.

X

Y

S S
V y A Y

l ldl

X —Y
J

On en déduit des isomorphismes de faisceaux sur Vy pour tout n > 1 :
7Tn(‘X|VO’ ZL‘) = ﬂ-n(Y|V0ajx) . 71-TL(YVA1|V07 k‘i) = 71-n(YV|V0a y) .

Comme V' est un hyper-recouvrement, le morphisme Vj — * est un épimor-
phisme. On a ainsi montré que , (Y, ) est localement isomorphe a un groupe de
la forme m, (X, x), ce qui prouve I'assertion. ]

PROPOSITION 5.3.6. Soient X et Y deux faisceaux simpliciauxr sur £, iso-
morphes dans Hot(E). Si X est un oo-revétement (resp. un n-revétement, resp.
un n-revétement pur), alors il en est de méme de Y .

DEMONSTRATION. Il suffit de traiter la notion de oco-revétement, les notions
de n-troncation et de n-connexité étant invariantes par équivalences de Ws,-des-
cente de maniere évidente. Comme X et Y sont isomorphes dans Hot(£), il existe
un faisceau simplicial Z (éventuellement fibrant au sens de la W, -descente), et
deux équivalences de W,.-descente

X —Z+—Y.

En vertu du lemme précédent, Z est un oo-revétement. Comme (YY) ~ my(2),
il est clair que mo(Y") est un faisceau localement constant. De méme, pour tout
n > 1, m,(Z) est localement constant au-dessus de Zy, et comme le carré

T (Y) —— m(Z)

L

Yo Zo

est cartésien, 7, (Y") est localement constant au-dessus de Yj, ce qui prouve I’asser-
tion. O
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LEMME 5.3.7. Soit n > 1 un entier. On considere une fibration locale q :
X — Y. On suppose que X est un n-revétement, Y un n — l-revétement, et que
q est une équivalence de W, _1-descente. Alors pour tout objet U de &, et toute
section y de Y au-dessus de U, si on forme le carré cartésien

F—X

Lk

U T> Y )
le faisceau simplicial F est un n-revétement pur de € /U.

DEMONSTRATION. On peut supposer que U est le faisceau final (quitte &
remplacer £ par £/U). Le foncteur Ex™ respecte les fibrations locales, et donc
quitte a remplacer ¢ par Ex> ¢, on peut supposer que X et Y sont localement
fibrants. En utilisant les points faibles de £, on voit grace a la longue suite exacte
des groupes d’homotopie que F' est concentré en degré n. Cela montre aussi que
pour tout faisceau V sur &, et toute section x de F' au-dessus de V', on a un
isomorphisme m, (F|v, z) ~ m,(X|y, x), ce qui prouve I’assertion. O

DEFINITION 5.3.8. Soit n > 2 un entier. Un morphisme de topos ¢ : £ — F
est une n-équivalence d’Artin-Mazur si ¢’est une 1-équivalence d’Artin-Mazur et
si pour tout faisceau en groupes abéliens localement constant A sur F, il induit
des isomorphismes de groupes

H'(F,A) = H(E,o*A) , 0<i<n.

Un morphisme de topos est une équivalence d’Artin-Mazur si ¢’est une n-équiva-
lence d’Artin-Mazur pour tout entier n > 0.

LEMME 5.3.9. Soient n > 0 un entier et p : € — F une n-équivalence
d’Artin-Mazur. Pour tout k-revétement pur X de F, 0 < k < n, la fléeche cano-
nique

RI(F, X) — RI(E, ¢* X)

est un isomorphisme de Hot.

DEMONSTRATION. On choisit une équivalence de W,.-descente de but fibrant
au sens de la W,-descente X — Y (resp. ¢*Y — Z). Il s’agit de montrer que
le morphisme d’ensembles simpliciaux

DFY) —T(E¢Y)—T(2)
est une équivalence faible. Si k = 0, alors en vertu du lemme 5.3.3, il suffit de

montrer que ce morphisme induit une bijection apres application du foncteur m,
ce qui est immédiat puisqu’il s’agit de I’application canonique

H(F,mo(X)) — H(E, ¢ mo(X)) -

Supposons k > 0. Soit z un 0-simplexe de I'(F,Y"). Par adjonction, = correspond
a une section globale y de Y, et de méme, sont image dans I'(€, Z) correspond
a une section globale z de Z. On conclut facilement en vertu des propositions
5.1.11 et 5.1.13 si k = 1, ou bien des propositions 5.1.23 et 5.1.26 si k > 2. O]
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~

LEMME 5.3.10. On consideére le carré commutatif suivant dans A.

On suppose que p et p’ sont des fibrations de Kan et que j est une oco-équivalence.
Pour que i soit une oo-équivalence, il faut et il suffit que pour tout 0-simplexe y
de Y, le morphisme p~(y) — ¢ 1 (j(y)) soit une co-équivalence.

DEMONSTRATION. Cette condition est clairement nécessaire. Pour montrer
qu’elle est suffisante, comme W, est propre, quitte a remplacer X’ par Y Xy Y,
on peut supposer que Y =Y’ et que j = 1y. Un argument de propreté implique
que la condition invoquée équivaut a demander que pour tout n > 0 et tout
n-simplexe y de Y, la fleche p~!(y) — ¢~ '(y) soit une co-équivalence. Or cette
derniére condition équivaut encore a demander que le foncteur i, (i) soit oo-as-
phérique au-dessus de A/Y, et implique donc que i est une oo-équivalence. [

THEOREME 5.3.11. Soient n > 0 un entier, et ¢ : £ — F un morphisme de
topos. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme ¢ est une n-équivalence d’Artin-Mazur.

(ii) Pour tout entier i, 0 < i < n, et tout i-revétement X de F, la fleche
canonique

RI(F,X) — RI(E, " X)
est un isomorphisme dans Hot.

(i) Pour tout faisceau localement constant L sur F, et tout entieri, 0 < i <mn,
vérifiant i = 0 si L est un faisceau d’ensembles, i =1 si L est un faisceau
en groupes, et © > 2 si L est un faisceau en groupes abéliens, la fleche
canonique

est un isomorphisme dans Hot.

DEMONSTRATION. L’implication de (ii) vers (iii) résulte du fait que les fais-
ceaux de la forme K(L,i) sont des i-revétements (purs). Il est aussi immédiat
que (iii) implique (i) en vertu des propositions 5.1.13 et 5.1.23. Il reste ainsi a
vérifier que (i) implique (ii). On procede par récurrence sur i. Si i = 0, tous les
O-revétements non vides étant purs, I'assertion est vérifiée grace au lemme 5.3.9.
Supposons ¢ > 0, et considérons un i-revétement X de F. Quitte a remplacer
X par Ex™ X on peut supposer que X est localement fibrant. On a alors une
équivalence de Wj-descente X — X’ = Cosk‘*! X dont le but est un i — 1-revéte-
ment (grace a la proposition 5.1.4). En procédant & des factorisations adéquates,
on peut choisir des carrés commutatifs de la forme ci-dessous dans sF et dans s€
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respectivement,

X—X X —=Y

.

'l S X/ SO*X/ =y’ ,
les fleches horizontales étant des équivalences de W,,-descente, et les fleches p et
q des fibrations de W..-descente de buts fibrants. En vertu des propositions 5.3.2

et 5.3.6, X et Y sont des i- revétements, et X’ et Y’ des i — l-revétements. On
obtient donc un carré commutatif dans A de la forme

| |

I(F,X")—=T(E,Y) ;

dont la fleche horizontale inférieure est une oo-équivalence (par hypothese de
récurrence sur i), et les fleches verticales des fibrations de Kan. Pour montrer
que la fleche horizontale supérieure est une oo-équivalence, il suffit de vérifier le
critere du lemme 5.3.10. Or cela résulte facilement des lemmes 5.3.7 et 5.3.9. [

COROLLAIRE 5.3.12. Soit ¢ : £ — F un morphisme de topos. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) Le morphisme ¢ est une équivalence d’Artin-Mazur.
(ii) Pour tout entier n > 0, et tout n-revétement X de F, la fleche canonique
RI(F,X) — RI(&, 9" X)
est un isomorphisme dans Hot.

COROLLAIRE 5.3.13. Soit n > 0 un entier. Toute n-équivalence d’Artin-
Mazur est une n-équivalence.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : &€ — F une n-équivalence d’Artin-Mazur. Si X
est un ensemble simplicial, alors p%X est un oco-revétement (5.3.3). Il s’agit de
montrer que

RI(F, prX) — RI(E, pe X)
est un isomorphisme dans Hoty,, . Quitte a remplacer X par Cosk™ ! Ex® X, on
peut supposer que X est n-tronqué. En vertu du lemme 3.4.6, il suffit alors de
montrer que

RT(F, p%X) — RI(E, pi X)
est un isomorphisme dans Hot. Or d’apres le corollaire 5.3.3, X est a présent un
n-revétement, et donc le théoreme 5.3.11 acheve la démonstration. n

LEMME 5.3.14. Soit 0 < n < co. Les topos localement n-asphériques forment
une catégorie topologique (4.1.2).

DEMONSTRATION. Cela résulte du théoréme 4.3.19 appliqué au localisateur
fondamental des W,-équivalences. O
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5.3.15. On note %, la catégorie topologique des topos localement n-asphériques.
En vertu du corollaire 4.3.16, un topos est localement asphérique au sens
d’Artin-Mazur si et seulement s’il est localement oco-asphérique.

COROLLAIRE 5.3.16. Soit n > 1 un entier. Les n-équivalences d’Artin-Mazur
forment un localisateur topologique sur %y et sur %,,.

DEMONSTRATION. L’axiome LTO0 est évident, 'axiome LT3 résulte du fait
que pour tout topos &, le foncteur image inverse Hot(£) — Hot(€ x A;) est
pleinement fidele (4.3.17). L’axiome LT4 est quant a lui une conséquence directe
de la caractérisation (iii) des n-équivalences d’Artin-Mazur du théoreme 5.3.11,
et du théoreme 3.4.25 appliqué aux faisceaux simpliciaux de la forme K (A,1). 11
reste a démontrer les axiomes LT1 et LT2. Soient ¢ : &€ — F ety : F — G
deux morphismes de topos localement connexes. Le seul aspect non trivial de
LT1 consiste a vérifier que si ¥ et 1 sont des n-équivalences d’Artin-Mazur,
alors il en est de méme de ¢. Or il résulte du théoreme 5.2.21 que v induit une
équivalence de catégories LCG ~ LC F. En particulier, tout faisceau localement
constant X sur F est de la forme ¢*Y, ou Y est un faisceau localement constant
sur G. On en déduit aussitot que ¢ est aussi une n-équivalence d’Artin-Mazur.
De méme, la preuve de LT2 est une conséquence facile du théoreme 5.2.21. [

COROLLAIRE 5.3.17. Les équivalences d’Artin-Mazur forment un localisateur
topologique sur les topos localement connexes (resp. sur les topos localement oco-
asphérique).

COROLLAIRE 5.3.18. Un foncteur entre petites catégories est une oo-équiva-
lence si et seulement si le morphisme de topos correspondant est une équivalence
d’Artin-Mazur.

DEMONSTRATION. Il résulte du théoréeme 4.1.16 que les foncteurs entre pe-
tites catégories induisant une n-équivalence d’Artin-Mazur entre les catégories de
préfaisceaux associées forment un localisateur fondamental. L’assertion est donc
conséquence de 1'égalité W,, = N, W, [13, corollaire 7.1.19], de la proposition
4.3.3, du corollaire 5.3.13, et du fait que Wy, est le localisateur fondamental
minimal [13, corollaire 5.1.12]. O

REMARQUE 5.3.19. L’énoncé ci-dessus reste valable en termes de n-équiva-
lences.

COROLLAIRE 5.3.20. Les équivalences d’Artin-Mazur forment un localisateur
topologique propre pour les topos localement co-asphériques.

DEMONSTRATION. Cela résulte du corollaire précédent, de la remarque 4.2.10,
et du fait que les co-équivalences forment un localisateur fondamental propre. [J

LEMME 5.3.21. On considére un topos £ et W C W' deux E-localisateurs
propres. Sip: X — Y est un morphisme de € dont le but est W'-fibrant, pour
toute section globale y de Y, la fibre homotopique de p au-dessus de y au sens de
W est aussi la fibre homotopique de p au-dessus de y au sens de W'.

DEMONSTRATION. Choisissons une factorisation de y en une cofibration tri-
viale au sens de W’ suivie d'une W -fibration ¢ : E — Y. Le faisceau E est alors
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a la fois W-fibrant et WW’-asphérique (i.e. le morphisme de E vers le faisceau
final est aussi une W'-équivalence). Par conséquent, E est un objet injectif de &.
Comme q est une WW'-fibration, c¢’est aussi une W-fibration. On en déduit aussitot
que E xy X est la fibre homotopique de p aussi bien sens de W que de W', ce
qui prouve le lemme. O]

5.3.22. Soit £ un topos connexe et localement simplement connexe. Alors le
groupoide fondamental de & est galoisien (5.2.16). C’est donc en particulier une
catégorie de préfaisceaux sur un petit groupoide connexe G. On choisit un objet
U de G. 1l est remarquable que U forme une famille génératrice du groupoide
fondamental de & (& savoir G). On dira que £/U est un revétement universel de

£.

PROPOSITION 5.3.23. Si £ est localement n-asphérique pour 1 < n < oo, le
topos E/U est la fibre homotopique du morphisme canonique & — m(E) dans le
sens ou 7"(E/U) est la fibre homotopique de 7"(E) — 7™(m1(€)) dans Hot,, (cf.
4.3.8).

DEMONSTRATION. Comme & est localement n—asphfz’\rique, il existe une petite
catégorie C' et un morphisme n-asphérique de & vers C' (4.1.25). On peut donc
supposer que & = C. Dans ce cas, par construction de 7", il s’agit de prouver
que C'/U est la fibre homotopique du morphisme canonique C' — m1(C') pour
tout objet U de m(C'). Or comme 7 (C') est un petit groupoide, les hypotheses
du théoreme B de Quillen sont automatiquement vérifiées pour le morphisme
C — m(C), ce qui prouve 'assertion dans le cas ou n = co. Comme le nerf de
m1(C') est un ensemble simplicial fibrant au sens de W, pour tout n > 1, le cas
général résulte du cas n = oo grace au lemme 5.3.21 appliqué au topos A des
ensembles simpliciaux avec W =W, et W = W.. O

THEOREME 5.3.24. Soit n > 1 un entier. Un morphisme de topos localement
n-asphériques est une n-équivalence d’Artin-Mazur si et seulement si ¢’est une
n-équivalence.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : &€ — F un tel morphisme. En vertu du corollaire
5.3.13 si c’est une n-équivalence d’Artin-Mazur, alors c’est une n-équivalence.
Réciproquement, supposons que ¢ est une n-équivalence. C’est alors en particulier
une 0-équivalence. Il suffit donc de traiter le cas ou £ et F sont connexes. On a
alors le carré commutatif de topos ci-dessous.

)

£

|

m(E) o (F)
En vertu des propositions 5.2.18 et 5.2.16, et des corollaires 5.3.13 et 5.3.18, le
morphisme 7 () est une 1-équivalence d’Artin-Mazur. Il en est donc de méme
de ¢. En outre, m(F) est un topos galoisien, en particulier, équivalent & une
catégorie de préfaisceaux sur un petit groupoide G. Pour tout objet U de G,
F /U est alors un revétement universel de F (5.3.22). Pour la méme raison, comme

f
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m (F) ~ m(E), £/U est un revétement universel de €. Les morphismes () —
"(F) et 7(m(E)) —> 7"(m1(F)) étant des isomorphismes de Hot,, il résulte
de la proposition 5.3.23 qu'il en est de méme du morphisme induit 7*(€/U) —
7*(F/U). On en déduit que pour tout groupe abélien A, et tout entier ¢, 0 < i <
n, on a des isomorphismes canoniques

HZ(‘F/Uv A) = HomHotn(]:/U)(*7p;-"/UK(Aa Z))

= Hompey, (7" (F/U), K(A,1))

= Homyer, (7"(€/U), K(4,14))

= Homuer, e/v) (*, P/ K (A, 1))

= H'(E/U,A) .
Comme F/U est simplement connexe, tout faisceau localement constant sur
F/U est constant, et on a vérifié de la sorte que £/U — F/U est une n-
équivalence d’AArtin—Mazur. Comme les objets de GG forment une petite famille
génératrice de G, les équivalences d’Artin-Mazur formant un localisateur topolo-

gique (5.3.16), on a ainsi montré que ¢ est asphérique au-dessus de m1(F) au sens
des n-équivalences d’Artin-Mazur (axiome LT4), ce qui prouve le théoreme. [

LEMME 5.3.25. Soit £ un topos localement co-asphérique. Si X est un com-
plexe de Kan, alors pe X est canoniquement isomorphe a la limite homotopique
de sa tour de Postnikov dans Hot(E).

DEMONSTRATION. Dans le cas ot1 £ est une catégorie de préfaisceaux sur une
petite catégorie C', pour toute petite catégorie I, le foncteur image inverse induit
par la projection de C' x [ sur I,

~

Hot(I) — Hot(C x 1),

admet un adjoint a gauche, ce qui implique aussitot qu’il commute aux limites
homotopiques. Cela implique en particulier I’assertion dans ce cas. Le cas général
en résulte grace aux propositions 4.1.25 et 4.3.6. [l

REMARQUE 5.3.26. L’énoncé ci-dessus est moins trivial qu’il n’y parait en
regard du contre exemple de Morel et Voevodsky [55, exemple 1.30, p. 58].

THEOREME 5.3.27. Soit ¢ : € — F un morphisme de topos localement oco-
asphériques. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le morphisme ¢ est une équivalence d’Artin-Mazur.
(ii) Le morphisme ¢ est une n-équivalence pour tout entier n > 0.
(iii) Le morphisme ¢ est une co-équivalence.
DEMONSTRATION. L’équivalence entre (i) et (ii) résulte aussitot du théoreme
5.3.24, et il est trivial que (iii) implique (ii). L’implication de (ii) vers (iii) résulte
du lemme 5.3.25 et du fait que R['(£,?) commute aux limites homotopiques. [



CHAPITRE 6

Géométrie et homotopie

1. Modeles géométriques des types d’homotopie

Dans ce qui suit, sauf mention du contraire, tous les espaces topologiques sont
localement compacts.

6.1.1. Si X est un espace topologique, on désignera encore par X le topos
des faisceaux d’ensembles sur X (cette notation est sans doutes raisonnable pour
les espaces sobres). Un espace toplogique X est asphérique si le topos associé
est asphérique au sens d’Artin-Mazur (ou de maniére équivalente, s’il est oo-
asphérique).

Un site géométrique est une sous-catégorie essentiellement petite C de la ca-
tégorie Top des espaces topologiques vérifiant les axiomes suivants.

SGO Tous les objets de C sont des espaces localement asphériques.

SG1 1l existe un espace asphérique dans C ayant au moins deux points distincts.
Pour tout espace X dans C et tout point x de X, le morphisme induit
x: pt — X est dans C.

SG2 Tout homéomorphisme local entre objets de C est une fleche de C. Tous
les ouverts de chacun de objets de C sont dans C.

SG3 La catégorie C est stable par homéomorphismes et par produits finis.

Si C est un site géométrique, on le considére comme un site avec la topologie
de Grothendieck engendrée par les recouvrements par des ouverts asphériques.
On note C la catégorie des faisceaux sur le site C. On vérifie aussitot que la
topologie ci-dessus est moins fine que la topologie canonique, et donc que le
foncteur C — C est pleinement fidele. On désigne enfin par C, la sous-catégorie
pleine de C formée des espaces asphériques.

EXEMPLE 6.1.2. Un exemple de site géométrique est C° (resp. C*, resp. C*),
la sous-catégorie des variétés topologiques (resp. des variétés différentielles de
classe C', resp. des variétés analytiques réelles) dont les morphismes sont les
applications continues (resp. les applications de classe C*, resp. les applications
analytiques). Le seul aspect a vérifier est ’axiome SGO0. La question étant locale,
cela revient a montrer que 'espace R™ est asphérique pour tout entier n > 0, ce
qui est un exercice facile (en appliquant par exemple le critere d’Artin-Mazur).

PROPOSITION 6.1.3. Pour tout site géométrique C, la catégorie C, est stable
par produits finis, et le topos des faisceauxr sur C est canoniquement équivalent a
celui des faisceaux sur C,.

117
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DEMONSTRATION. Tous les espaces considérés étant localement compacts, le
topos des faisceaux associé au produit de deux espaces X et Y est est canonique-
ment équivalent au produit des topos X et Y. L’assertion (i) de la proposition
4.3.18, appliquée aux localisateurs fondamentaux des n-équivalences pour tout
n > 0, permet donc de conclure. La seconde assertion résulte de ’axiome SGO et
de [31, exposé 111, théoreme 4.1]. ]

6.1.4. Soit C un site géométrique. On considere un espace X dans C. On
note O(X) l'ensemble ordonné des ouverts de X, et O(X), le sous-ensemble
ordonné des ouverts asphériques de X. Il résulte encore une fois de [31, exposé
I1I, théoreme 4.1] que l'inclusion O(X), — O(X) induit une équivalence entre
le topos X et la catégorie des faisceaux sur O(X), pour la topologie canonique.
Il est par ailleurs immédiat que le foncteur d’inclusion

i1 O(X) — C/X

est continu au sens de [31, exposé 111, définition 1.1]. On vérifie aussitot qu’il est
aussi cocontinu au sens de [31, exposé 111, définition 2.1]. On obtient de la sorte

un foncteur image inverse ¢ : C /X — X, lequel admet un adjoint a gauche iy,
et un adjoint a droite iy, . Il est remarquable que iy, (et donc iy ) est pleinement
fidele. En particulier, cela définit un morphisme canonique du petit site associé a
X vers le gros site associé a X.

iy: X —C/X
D’autre part, si v : X’ — X est un morphisme de C, alors le diagramme suivant

commute (out v : C/X’ — C/X désigne le morphisme dont I'image inverse est
le changement de base par U).

X ——X
gk
C /X —— C /X
On vérifie qu’en outre, le morphisme de changement de base
ixn " — uriy,
est un isomorphisme. On en déduit donc un isomorphisme canonique
w2 i utiyy

Cela permet de prouver que le foncteur iy, est exact. En effet, les foncteurs de
la forme %, u* composés avec les points de X’ forment une famille conservative

de points de C /X, ce qui implique I’assertion. En particulier, on a ainsi un mor-
phisme de topos

jy :C/X — X
dont le foncteur image inverse est j% = iy,. Le morphisme jy est un adjoint a
droite de ix.

LEMME 6.1.5. Le morphisme ix : X — @/X est une oo-équivalence.
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DEMONSTRATION. Vu que iy admet un adjoint a droite, cela résulte de la
proposition 4.1.12. O

LEMME 6.1.6. Pour tout site géométrique C, la catégorie C, est une catégorie
test stricte.

DEMONSTRATION. Soit I un objet de C, contenant deux points distincts
(SG1). Alors I définit un segment séparant de la catégorie des préfaisceaux sur
C, au sens de [48] (car il est immédiat que C, ne contient pas l'espace vide).
Comme en vertu de la proposition précédente la catégorie C, est en particulier
stable par produits finis, I'assertion résulte de [48, proposition 7.8]. [l

PROPOSITION 6.1.7. Soit C un site géométrique. Limmersion canonique de
C dans Ca est oo-asphérique. En particulier, C est un topos modeleur pour les
équivalences d’Artin-Mazur.

DEMONSTRATION. Soit X un espace oo-asphérique dans C. Alors en vertu
du lemme 6.1.5, le topos C/X est oo-asphérique, ce qui montre que 'immersion

a est oo-asphérique. L’assertion résulte a présent du lemme 6.1.6 et du théoreme
4.2.8. ]

THEOREME 6.1.8. Soit C un site géométrique. Alors le topos C des faisceauz
sur C admet une structure de catégorie de modeles fermée propre et a engen-
drement cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes et les équiva-
lences faibles, les morphisme induisant des isomorphismes en cohomologie a co-
efficients localement constant, c’est-a-dire les fleches X — 'Y telles que le mor-
phisme de topos C/ X — C/Y soit une équivalence d’Artin-Mazur. En outre, les
équivalences faibles sont stables par produits finis, et la catégorie homotopique as-
sociée a cette structure est canoniquement équivalente a la catégorie homotopique
des CW -complexes.

DEMONSTRATION. En vertu du corollaire 5.3.20, les équivalences d’Artin-
Mazur forment un localisateur topologique propre sur ¥.,. La proposition 6.1.7
permet par conséquent d’invoquer le corollaire 4.2.12, ce qui prouve l'existence
de la structure de catégorie de modeles fermée. Le fait que les équivalences faibles
soient stables par produits finis résulte de la propriété analogue dans la catégorie
des préfaisceaux sur C, (puisque C, est une catégorie test stricte [13, remarque
5.5.4]) et de la proposition 4.2.3. La remarque 4.2.13 achéve ainsi cette démons-
tration. O

REMARQUE 6.1.9. Si X — Y est un morphisme de C, il résulte du lemme
6.1.5 que c’est une équivalence faible dans C si et seulement si le morphisme de
topos X — Y est une équivalence d’Artin-Mazur.

2. Homotopie équivariante

6.2.1. On considere un topos £. Si A est un faisceau en catégories sur &,
on note BA le topos des préfaisceaur (internes) sur A dans £, c’est-a-dire des
faisceaux sur £ munis d’'une action de A a droite, ce qu’on appellera aussi des
A-faisceaux. Explicitement, un objet de BA est un faisceau F' sur & muni d’un
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morphisme g de F' vers le faisceau Ob A des objets de A et d’'un morphisme de
composition
CZFXObAHA—)F

(le produit fibré étant construit a partir du morphisme “but” ¢ : FIA — ObA), le
tout vérifiant les axiomes d’associativité et de compatibilité aux unités (voir [47]
ou [52]). Par exemple si G est un faisceau en groupes, on retrouve en particulier
la notion de faisceau sur & muni d’une action de G a droite (un groupe n’étant
jamais qu’une catégorie ayant un unique objet et dont toutes les fleches sont des
isomorphismes), et si £ est le topos ponctuel, A est une simple catégorie au sens
usuel, et BA est la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur A. Si u: A — A’
est un morphisme de faisceaux en catégories sur £ (ce qu’on appellera simplement
un foncteur), il induit un morphisme de topos

u: BA — BA' .

Le foncteur image inverse correspondant u* : BA’ — BA est induit par le
changement de base le long du morphisme de faisceaux ObA — ObA’. 1l ad-
met en outre un adjoint a gauche wu). Dans le cas du foncteur p de A vers le
faisceau final, le foncteur p* associe a un faisceau X sur & le faisceau X muni
de T'action triviale. Le foncteur image directe p, peut étre vu comme un fonc-
teur “sections globales internes”, ou de maniere équivalente, comme le foncteur
“limite projective interne indexée par A°”, et le foncteur p, peut étre quant a
lui vu comme le foncteur “limite inductive inductive interne indexé par A°”. On
appellera p : BA — &£ le morphisme canonique associé a A.

Si on considere le faisceau d’ensemble Ob A comme un faisceau en catégories
discretes, on a un foncteur canonique 7 : Ob A — A, d’ou un foncteur

iv:E/ObA ~BObA — BA .

Si (X,a: X — ObA) est un objet de £/ Ob A, on note (X,a) = (X,a: X —
A) son image par 4. Il est remarquable que si U/ est une famille génératrice de /A,
alors 7/ est une famille génératrice de BA. Les morphismes (X', /) — (X, «)
dans BA sont représentés par des couples (f,a), ou f: X' — X est une fleche
de &£, et a une section de FI A au-dessus de X’ de source o et de but a.f, ce qu’on
représente par un diagramme de la forme ci-dessous.

d X
A

On fixe pour le moment un objet £ = (X, ) au-dessus de Ob A. On remarque
aussitot que p& = X, et on a un morphisme de topos

pe: BAJE — E/X
dont le foncteur image inverse

pi E/X — BAJS

X/

est défini par
n=(Y,8) — pin = ((Y,ap), (B, 1as)) -
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On remarque qu’on a un morphisme canonique de £ vers p*X = p*p&, ainsi qu'un
carré cartésien

pen —=p*Y
(6.2.1.1) l l

§——p'X
LEMME 6.2.2. Le morphisme p, : BA/§ — £/X admet un adjoint a gauche.

DEMONSTRATION. On définit un morphisme de topos se + E/X — BAJS
dont le foncteur image inverse s¢ est le foncteur d’oubli

(F,F — &) — (F,F — X)

(un objet de BA au-dessus de £ est en particulier un A-faisceau dont le morphisme
structural vers Ob A se factorise par «). Il est d’autre part immédiat que S¢Dg
s’identifie a I'identité de £/X. On a d’autre part un morphisme canonique

n:lase —>sz2

défini grace au carré cartésien (6.2.1.1). Plus explicitement, on peut le définir
comme suit. Si (X', o) est un faisceau au-dessus de Ob A, et si (f,a) : (X', /) —
(X, ) est un morphisme de BA, on a une factorisation canonique dans BA de la
forme ci-dessous.

It f
> aﬂ laf/
a
A

Or psi((X', @), (f,a)) = (X', af), et le morphisme ainsi construit étant naturel,
les objets de la forme ((X’,a/),(f,a)) formant une famille génératrice de BA,
cela prouve 'existence du morphisme 7 (pour étre rigoureux, il faut bien entendu
remarquer que les foncteurs incriminés commutent aux petites limites inductives).
On vérifie aussitot que cela fait du foncteur s¢ un adjoint a gauche de pg, ce qui
prouve 'assertion. 0

X

6.2.3. On considere a présent un morphisme de topos ¢ : & — £, et on note
A" = p*A. Alors ¢*¢ est de la forme (¢*X, p*«), et on remarque que &'/ X' ~
E'/X et que BA'/¢' ~ BA'/¢. On vérifie en outre aussitot que les carrés ci-dessous
sont essentiellement commutatifs.

P/€
Ba—V-pA  BAJe U BAje

(6.2.3.2) pfl lp l i

R X — &)X
£ £ €)X — =€/

®

On peut en fait vérifier que ce sont des carrés cartésiens dans la 2-catégorie des
topos.
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6.2.4. On considere a présent une catégorie topologique ¥ un localisateur
topologique W. On suppose que pour tout topos £ dans T et tout faisceau en
catégories A sur &, le topos BA est dans .

PROPOSITION 6.2.5. Soit £ un topos localement WW-asphérique dans . Pour
tout faisceau en catégories A sur £, le topos BA est localement YW-asphérique.

DEMONSTRATION. Les objets de la forme (X, ) formant une famille généra-
trice de BA, D'assertion résulte aussitot de la proposition 4.1.12 et du lemme
6.2.2. m

REMARQUE 6.2.6. Les lemmes 6.2.2 et les diagrammes 6.2.3.2 impliquent en
fait que si ¢ est W-asphérique, alors il en est de méme de . Autrement dit,
en regard de la caractérisation des foncteurs lisses donnée dans [48, théoreme
12.12], cela montre que les morphismes canoniques p : BA — & sont lisses en
un sens adéquat. En regard de [13, théoreme 5.5.2], I’énoncé suivant n’est donc
pas surprenant (de méme que sa démonstration).

THEOREME 6.2.7. Soit £ un W-modeleur local dans €. Pour tout faisceau en
catégories A sur &, le topos BA est un VW-modeleur local.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition précédente, on sait déja que
BA est localement asphérique. Il suffit donc de montrer que ce topos vérifie par
exemple le critere (ii’) du théoreme 4.2.8. On commence par remarquer que le
foncteur image inverse p* : £ — BA respecte les W-équivalences locales : c¢’est
une conséquence immédiate de la proposition 4.1.12, du lemme 6.2.2, et de la
commutativité de 6.2.3.2. En particulier, si L désigne I'objet de Lawvere de &, le
morphisme de p*L vers le faisceau final sur BA est une W-équivalence locale. Or
il est clair que la structure de segment séparant de L en induit une sur p*L, ce
qui acheve la démonstration. O]

EXEMPLE 6.2.8. Soit G un orbifold (resp. un groupoide de Lie réel, resp. un
groupoide de Lie complexe). Il peut étre vu comme un faisceau en groupoides sur
le site CY (resp. C*, resp. C*) de 'exemple 6.1.2, et par conséquent, en vertu du
théoreme ci-dessus et du théoreme 6.1.8, le (gros) topos des représentations de G
est un modeleur local et admet donc une structure de catégorie de modeles fermée
canonique (propre et a engendrement cofibrant) dont les équivalences faibles sont
les équivalences d’Artin-Mazur, et les cofibrations les monomorphismes.

SCHOLIE 6.2.9. Sous les hypotheses de 6.2.7, si on suppose que W désigne le
localisateur topologique des équivalences d’Artin-Mazur, que £ est strict dans le
sens ou les W-équivalence sont stables par produits finis dans £, et que A = G
est un faisceau en groupes, il résulte facilement de [13, corollaire 5.5.23] que les
W-équivalences de BG sont exactement les morphismes de G-faisceaux qui sont
des W-équivalences dans & apres application du foncteur d’oubli.
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