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ABSTRACT

The principal aim of this article is to prove that the cellular category ® of Joyal is a strict test
category in Grothendieck’s sense. In particular, this implies that cellular sets, presheaves
on ®, modelize homotopy types in a very precise sense, and this in a way compatible with
finite cartesian products. To achieve this, we develop a formalism of “décalages” on a small
category, or on a functor, of independent interest and having other applications.

© 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

ATorigine de cet article est le désir de faire le lien entre la théorie des catégories test, développée par Grothendieck dans
«Pursuing Stacks» [9], et I'étude homotopique des ensembles cellulaires. Une catégorie test est une petite catégorie dont la
propriété la plus importante est que sa catégorie des préfaisceaux modélise les types d’homotopie des CW-complexes, et ceci
de facon canonique : a un préfaisceau on associe le type d’homotopie du classifiant de la catégorie de ses éléments. Ainsi, la
théorie des catégories test peut étre considérée comme une généralisation de celle des ensembles simpliciaux. Les ensembles
cellulaires sont les préfaisceaux sur la catégorie cellulaire ©, introduite par Joyal [11] comme catégorie opposée a celle des
disques combinatoires finis de dimension arbitraire. Peu aprés, Batanin et Street ont conjecturé [3] que la catégorie ® se
plonge de fagon pleinement fidéle dans la catégorie des co-catégories strictes, ce qui a été démontré indépendamment par
Makkai et Zawadowsky [12, théoréme 5.10], et par Clemens Berger [4]. Ces auteurs montrent en outre que le foncteur «<nerf»
de source la catégorie des co-catégories strictes et de but la catégorie des préfaisceaux sur @, induit par ce plongement, est
pleinement fidéle. De plus, I'image essentielle de ce foncteur nerf est formée des ensembles cellulaires satisfaisant a une
certaine propriété d’exactitude a gauche, généralisant la condition (introduite par Grothendieck dans [8] en méme temps
que sa définition du nerf d’'une catégorie) caractérisant les ensembles simpliciaux qui sont le nerf d’'une catégorie. Ainsi, la
théorie des ensembles cellulaires est intimement liée a celle des co-catégories strictes, et méme a celle des co-catégories
faibles, en suivant les idées de Grothendieck [9, sections 1-13], [1,14,15], de Joyal [11], ou de Batanin [2].
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La catégorie ® admet une définition combinatoire en termes d’arbres planaires [2,4]. Celle adoptée ici est une définition
équivalente, due a Clemens Berger [5], et exploitée ultérieurement par Richard Steiner [19], et également par Charles
Rezk [18]. On définit la catégorie ® comme réunion croissante de sous-catégories pleines ®, (liées a la théorie des
n-catégories), qui sont obtenues a partir de la catégorie A des simplexes en itérant une construction purement algébrique,
appelée «produit en couronnes». L'avantage de cette définition est qu’'on peut démontrer des propriétés de la catégorie @
en utilisant une récurrence et un passage a la limite.

L'outil technique le plus important de ce travail est la notion de décalage. Un décalage sur une petite catégorie A est une
«homotopie a deux crans», de la forme d’un «cospan» dans la catégorie des endofoncteurs de A, entre le foncteur identique de
A et un endofoncteur constant. Les résultats principaux de I'article sont, d’'une part, I'établissement de conditions suffisantes
portant sur un décalage pour que la catégorie sous-jacente soit une catégorie test (proposition 3.11 et corollaire 3.12), et
d’autre part, la construction de décalages, satisfaisant a ces conditions, sur un produit en couronnes (proposition 5.4), ou sur
un produit en couronnes infini (proposition 5.10). On applique ces résultats pour montrer que la catégorie cellulaire @ est
une catégorie test (exemple 5.12), ce qui implique en particulier que la catégorie @ des ensembles cellulaires modélise les
types d’homotopie. La théorie générale développée par le premier des auteurs, dans [6], permet alors de retrouver de facon
purement algébrique la structure de catégorie de modéles fermée sur @, construite a 'aide de méthodes topologiques par
Clemens Berger [4, théoréme 3.9].

Si nous développons un formalisme bien plus général que ce qui est strictement nécessaire pour prouver que &
est une catégorie test, C’est que nos résultats s’appliquent a bien d’autres situations (voir exemples 3.16, 3.17 et 5.15).
Ils permettent aussi de prouver (exemple 5.12) que la sous-catégorie ®' de @, ayant les mémes objets que ® et les
monomorphismes comme fléches, est une catégorie test (faible). Cela implique, en particulier, que comme dans le cas
des ensembles simpliciaux (et contrairement au cas des ensembles cubiques), on peut définir les groupes d’homotopie ou
d’homologie d’'un ensemble cellulaire a I'aide des seuls opérateurs de face. D’autre part, on peut définir une catégorie ®
ayant les mémes objets que @, admettant @ comme sous-catégorie, et jouant le méme role vis a vis des co-groupoides que
® vis a vis des co-catégories. Dans sa thése [1], Dimitri Ara prouve que, méme si ® ne s’obtient pas comme un produit en
couronnes infini, le décalage sur @ construit ici se prolonge a ©, et satisfait aux conditions suffisantes établies dans notre
article permettant d’affirmer que @ soit une catégorie test. Il obtient par ailleurs une preuve totalement différente du fait
que O est une catégorie test.

Il y a d’autres applications en vue. Dans [2], Batanin a introduit la notion de w-opérade, ainsi que celle de w-opérade
contractile, lui permettant de définir une notion d'oco-catégorie faible. Clemens Berger associe fonctoriellement a toute
w-opérade A une petite catégorie @, la catégorie cellulaire @ étant, elle-méme, associée a I'w-opérade finale. Il y a donc un
foncteur canonique ®4 —> ©.L'étude de ce foncteur doit permettre de déduire, du fait que ©® est une catégorie test, que si
Aest une w-opérade contractile, alors @, est aussi une catégorie test. Cela montrera que la catégorie des préfaisceaux sur @4
admet une structure de catégorie de modéles, généralisant celle des ensembles cellulaires, répondant ainsi par I'affirmative a
une question posée par Clemens Berger dans [4]. Ainsi, notre article peut étre considéré comme une (modeste) contribution
a I’étude homotopique des oo-catégories, et co-groupoides, a la suite de [4] et des développement ultérieurs du premier
des auteurs dans [7], conformément au programme de Grothendieck visant a modéliser les types d’homotopie par des
oo-groupoides (non stricts).

Notre article se déroule comme suit. La deuxiéme section est consacrée aux rappels sur les catégories test de
Grothendieck. Pour une étude plus approfondie de cette théorie, on peut consulter [9,13,6]. Dans la troisiéme section, on
introduit la notion de décalage sur une catégorie ou sur un foncteur. On en déduit un formalisme trés général permettant de
trouver des conditions suffisantes sur une petite catégorie pour qu’elle soit une catégorie test (faible ou stricte). On présente
de nombreux exemples de catégories admettant de décalages. Dans la section quatre, on rappelle la construction du produit
en couronnes et du produit en couronnes infini, ainsi que la définition en ces termes de la catégorie cellulaire. La section cinq
est consacrée a la construction de décalages sur un produit en couronnes ou un produit en couronnes infini. Cela permet
d’obtenir des conditions suffisantes pour qu'un produit en couronnes, ou un produit en couronnes infini, soit une catégorie
test (faible ou stricte). On applique ces résultats pour montrer que la catégorie cellulaire est une catégorie test stricte, et que
sa sous-catégorie ayant les mémes objets et les monomorphismes comme fléches est une catégorie test faible. On en déduit
une structure de catégorie de modéles sur la catégorie des ensembles cellulaires. Dans la derniére section, on présente une
description combinatoire, en termes d’arbres planaires, du produit en couronnes, du produit en couronnes infini, ainsi que
des décalages construits dans la section précédente.

Pour toute catégorie C, on note Ob(C) la classe des objets de C, FI(C) la classe de ses fléches, et C° la catégorie opposée.
Pour tout objet c de C, 1, : ¢ —» ¢ désigne le morphisme identité de c.

2. Rappels sur les catégories test

2.1. On note Cat la catégorie des petites catégories et ‘W la classe des équivalences faibles usuelles de Cat, classe des
foncteurs entre petites catégories dont I'image par le foncteur nerf est une équivalence faible simpliciale, autrement dit,
un morphisme d’ensembles simpliciaux dont la réalisation topologique est une équivalence d’homotopie. On rappelle que
la catégorie localisée Hot = W~!Cat est canoniquement équivalente 3 la catégorie homotopique des CW-complexes. On
vérifie aussitot que la classe ‘W est fortement saturée, autrement dit, si y : Cat —> Hot désigne le foncteur canonique de
localisation, ‘W est la classe des fléches de Cat dont I'image par y est un isomorphisme. Si u : A — B est un morphisme
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de Cat, u est une équivalence faible si et seulement si le foncteur opposé u° : A° — B° 'est, puisque les réalisations
topologiques du nerf de u et de u°® coincident. On dit qu'une petite catégorie A est asphérique (ou faiblement contractile)
sil'unique foncteur A —» e, o1 e désigne la catégorie ponctuelle, est une équivalence faible, ou de fagon équivalente, si y (A)
est un objet final de Hot. Si une petite catégorie A est contractile, autrement dit s'il existe un zigzag de transformations
naturelles entre le foncteur identique 14 de A et un endofoncteur constant, alors A est asphérique. En particulier, si A admet
un objet final, ou initial, alors elle est asphérique. Pour tout foncteur entre petites catégories u : A — B et tout objet b
de B, on note A/p la «comma» catégorie dont les objets sont les couples (a, s), oll a est un objet de Aets : u(a) — b une
fleche de B, un morphisme de (a, s) vers un autre objet (a’, s') étant une fléche f : a — a’ de A telle que s = s'u(f). On dit
que le foncteur A — B est asphérique si pour tout objet b de B, la catégorie A/p est asphérique. Il résulte du théoréme A de
Quillen [17] que tout foncteur asphérique est une équivalence faible.

2.2. Dans lasuite de cette section, on se fixe une petite catégorie A. On noteAla catégorie des préfaisceaux sur A. On rappelle
qu’on a un couple de foncteurs adjoints

i, : A—> Cat, ii:cat — A
X — A/X, C — (a > Homeq (A/g. ).
On dit qu'un préfaisceau X sur A est asphérique si la catégorie i,(X) = A/x est asphérique. Si le préfaisceau X est

représentable, il est asphérique, puisque alors la catégorie A/x admet un objet final. On dit qu'un morphisme de préfaisceaux
sur A est une équivalence faible si son image par le foncteur i, est une équivalence faible de Cat. On note ‘W7 la classe des
équivalences faibles de A, de sorte que W; = i;1(W). La saturation forte de ‘W implique alors celle de la classe ‘W5. Si A

est la catégorie A des simplexes, de sorte que A soit la catégorie des ensembles simpliciaux, ‘W5 est formée exactement des
équivalences faibles simpliciales [ 10, chapitre 6, section 3].

2.3. On dit que A est une catégorie test faible si W = (i%)~1('W5), et si les foncteurs i, et i% induisent des équivalences de
catégories

it W'A— wleat =Hot, i : Hot= W 'cat — WA,
quasi-inverses I'une de I'autre. En particulier, les préfaisceaux sur A sont alors des modéles pour les types d’homotopie.

Proposition 2.4 (Grothendieck). Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est une catégorie test faible ;
(ii) A satisfait aux conditions suivantes :
(a) Aest asphérique;
(b) i5(W) C W3
(iii) pour toute petite catégorie C ayant un objet final, le préfaisceau i; (C) est asphérique.

Voir [9], section 44, (a), ou [13], proposition 1.3.9.

2.5. On dit que A est une catégorie test locale si pour tout objet a de A, la catégorie A/q est une catégorie test faible. On dit
que A est une catégorie test si elle est a la fois une catégorie test locale et une catégorie test falble On dit que A est une catégorie
test stricte si elle est une catégorie test et si le foncteur canonique de localisation A — W= A ~ Hot commute aux produits
binaires.

2.6. On dit que la catégorie A est totalement asphérique si elle est non vide, et si tout produit binaire dans A dont les facteurs
sont des préfaisceaux représentables est un préfaisceau asphérique. Une catégorie totalement asphérique est asphérique. Si
A est totalement asphérique, alors le pgodu1t de deux équivalences faibles de A est une équivalence faible, et en particulier
le foncteur de localisation A —» W= TA ~ Hot commute aux produits binaires [13, propositions 1.6.1, 2.1.3 et 2.1.8].

2.7. Un segment de A est un triplet (I, d°, d'), ot I est un préfaisceau sur A, et d°, d' : e; — I des morphismes de
préfaisceaux, de l'objet final e; de A vers I. On dit que ce segment est séparant si I'égalisateur de la double fléche (d°, d') est
le préfaisceau vide. On dit qu'il est asphérique si le préfaisceau I est asphérique.

Théoréme 2.8 (Grothendieck). Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) A est une catégorie test stricte;
(b) A est une catégorie test faible totalement asphérique;
(c) A est totalement asphérique et il existe un segment séparant asphérique de A.

Voir [9], section 44, (c), ou [13], proposition 1.6.8.
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Exemples 2.9. L'exemple le plus important de catégorie test stricte est celui de la catégorie A des simplexes [9, section 36],
ou[13, proposition 1.6.13, exemple 1.7.18]. Un autre exemple est celui de la catégorie des cubes avec connexions [16], tandis
que la catégorie «classique» des cubes est une catégorie test [6, corollaire 8.4.13, ou proposition 8.4.27], mais n’est pas une
catégorie test stricte [ 16]. Enfin, la sous-catégorie A’ de la catégorie A des simplexes, ayant mémes objets que A, et comme
fleches les applications croissantes engendrées par les seuls opérateurs de face, est un exemple de catégorie test faible qui
n’est pas une catégorie test [9, section 98], ou [ 13, proposition 1.7.25 et remarque 1.7.26].

Théoréme 2.10 (Grothendieck-Cisinski). Soit A une catégorie test locale. Alors la catégorieﬁ des préfaisceaux sur A admet une
structure de catégorie de modéles fermée, a engendrement cofibrant, propre, dont les cofibrations sont les monomorphismes et
dont les équivalences faibles sont les éléments de W5 = i;‘ (‘W). De plus, si A est une catégorie test stricte le produit cartésien de
deux équivalences faibles est une équivalence faible.

Démonstration. L'existence de la structure de catégorie de modeéles a engendrement cofibrant résulte de [6, corollaire
4.2.18], et la propreté de [6, théoréme 4.3.24] et du résultat analogue pour les ensembles simpliciaux. La derniére assertion
estimmédiate. O

3. Décalages, asphéricité, et catégories test

3.1. Soit A une petite catégorie. Un décalage sur A est la donnée d'un endofoncteur D : A — A, d'un objet ay de A, et de
morphismes de foncteurs

]
1p —— D +—— 0o

(ol ag désigne aussi I'endofoncteur constant de A de valeur ap). On dira parfois que le quintuplet D = (A, ag, D, «, ) est un
décalage, et que le quadruplet (ag, D, @, B), ou plus simplement, quand aucune confusion n’en résulte, le couple (&, 8), est
un décalage sur A. On dit que 'objet ag de A est le centre du décalage D, ou que le décalage D est centré sur aq. Un scindage
du décalage D est la donnée pour tout objet a de A, d’'une rétraction r, : D(a) —> a de «,. (On ne demande pas que le
morphisme r, soit fonctoriel en a). On dit qu'un décalage est scindable s'il admet un scindage, et qu'il est scindé s’il est muni
d’un scindage.

3.2. Soient D = (A, ap, D, o, B) et & = (B, by, E, y, §) deux décalages,

B
1p —— D+— 0, 15 —— E <—— by.
Un morphisme de décalages du premier vers le second est un foncteur u : A —> B satisfaisant aux relations
Eu = uD, bo = u(ayp), yxuU=1Uxo, Sxu=uxp.

Sip et g sont des scindages de D et & respectivement, on dit que u est un morphisme de décalages scindés si u est un morphisme
de décalages, et si pour tout objet a de A, on a I'égalité q,) = u(p,). La catégorie des décalages, ainsi que celle de décalages
scindés, admet des petites limites inductives et projectives qui se «calculent argument par argument». En revanche, la sous-
catégorie pleine de la catégorie des décalages formée des décalages scindables n’est pas stable par limites inductives ou
projectives.

3.3. Soit A une petite catégorie. Un décalage séparant sur A est un décalage
a B
Ipn——D+— Qo

sur A tel que :

(i) pour tout objet a de A, 1a fleche o, : a — D(a) est un monomorphisme ;
(ii) pour toute fléche f : a — d’ de A, le carré

Qq
a—— D(a)
fl JD(f)
a T} D(a’)

est cartésien;
(iii) pour tout objet a de A, il n’existe aucun carré commutatif dans A de la forme

ad—0

]

a—— D(a) ’

autrement dit, le produit fibré (a, aq) Xp(a (do, Ba) dans la catégorie Ades préfaisceaux sur A est le préfaisceau vide.
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En présence de la condition (i), la condition (ii) équivaut a la condition :

(ii") pour toute fléche f : a — a’ de A, si un morphisme a” — D(a) de A ne se factorise pas par «, : a — D(a), alors le
morphisme composé

D
o — D(a) 22 p(a)

ne se factorise pas par ay : @ — D(a').

On dit que le décalage («, B) sur A est cartésien s'il satisfait aux seules deux premiéres conditions (i) et (ii) ci-dessus, ou de
facon équivalente aux conditions (i) et (ii’).

Proposition 3.4. Une limite inductive filtrante de décalages séparants (resp. cartésiens) est un décalage séparant (resp. carté-
sien).

Démonstration. La proposition résulte facilement de la propriété de commutativité des limites inductives filtrantes et des
limites projectives finies dans la catégorie des ensembles, et du «calcul» des limites inductives filtrantes dans la catégorie
des petites catégories. Les détails sont laissés au lecteur. O

3.5. La notion de décalage admet la généralisation suivante, qui sera utile par la suite. Soit I : A — A un foncteur entre
petites catégories. Un décalage sur I est la donnée d’un foncteur D : A — A, d’'un objet ay de A, et de morphismes de
foncteurs

| —“spel q

(ol ap désigne aussi le foncteur constant de A’ vers A de valeur ag). On dit que 'objet ag de A est le centre du décalage, ou que
le décalage est centré sur ag. On dira parfois que le quadruplet (ag, D, &, 8), ou plus simplement, quand aucune confusion
n'en résulte, le couple («, B), est un décalage sur I, et que le quintuplet D = (I, ag, D, ¢, 8) est un décalage généralisé. Un
scindage du décalage généralisé D est la donnée pour tout objet a de A’, d'une rétraction r, : D(a) — I(a) de o,. On dit
qu'un décalage généralisé est scindable s'il admet un scindage, et qu'il est scindé s’il est muni d'un scindage. On dit que le
décalage généralisé D = (I, ap, D, o, B) est séparant si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout objet a de A, 1a fléeche o : I(a) — D(a) est un monomorphisme de A ;
(ii) pour toute fleche f : a — a’ de A', le carré

(@) —=— D(a)

1(/)\[ lD(f)

I(a/) T> D(a/)

est un carré cartésiende A;
(iii) pour tout objet a de A’, il n’existe aucun carré commutatif dans A de la forme

ad——

| L

I(a) — D(a) ’

autrement dit, le produit fibré (I(a), aq) Xp(a) (o, By) dans la catégoriezdes préfaisceaux sur A est le préfaisceau vide.

On dit que le décalage généralisé D = (I, ap, D, «, B) est cartésien s'il satisfait aux seules deux premiéres conditions (i) et
(ii) ci-dessus.
Soient D = (I :A — A,a0,D,a,B)et& = ( : B — B, by, E, v, 8) deux décalages généralisés,

—“spela,  JTaEet b,

Un morphisme de décalages généralisés du premier vers le second est un couple de foncteurs (v’, u),u’ : A — B,u: A — B,
satisfaisant aux relations
Ju'=ul, Eu =uD, by=u(ay), y*u =uxa, §*xu =ux*§p.

Sip et g sont des scindages de D et & respectivement, on dit que (¢, u) est un morphisme de décalages généralisés scindés si
(v, u) est un morphisme de décalages généralisés, et si pour tout objet a de A’, on a I'égalité g, ) = u(p,). La catégorie des
décalages généralisés, ainsi que celle des décalages généralisés scindés, admet des petites limites inductives et projectives
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qui se «calculent argument par argument». La sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages généralisés formée des
décalages généralisés séparants (resp. cartésiens) est stable par limites inductives filtrantes. On remarque qu'un décalage
sur une petite catégorie A n’est rien d’autre qu'un décalage sur 'endofoncteur identique de A. La catégorie des décalages
s'identifie ainsi a une sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages généralisés.

Proposition 3.6. Soit A une petite catégorie. Si A admet un décalage, alors A est asphérique. Si A admet un décalage scindable,
alors A est totalement asphérique.

Démonstration. Si la catégorie A admet un décalage elle est contractile, et en particulier asphérique. Pour montrer la
deuxiéme assertion, il suffit donc de prouver qu'un décalage scindé sur A induit pour tout couple d’objets a;, a, de A, un
décalage sur A/a; x a, - Soit donc

1 —“ Dt a
R~

.
(r non nécessairement fonctoriel) un décalage scindé sur A. On rappelle qu'un objet de A/a; x a, est un triplet
(a,pr:a—ay, p2:a— a), a € ObA, pq,ps €FIA,

un morphisme f : (a, p1, p2) — (@', p, p5) étant une fléche f : a — a’ telle que

a f > a/ a f > a/ ,
\ Y/ \ e
p1 4 p2 /P/z ,
o o p2 =p5f.
On définit

D :A/(ll X dy HA/al X dy

par

D/(a7 plapz) = (D(a)7 ra1D(pl)7 razD(pZ))! D/(f) = D(f)

On définit des morphismes de foncteurs
1 o , 8
Nayxay ——* D' —— (ao, rﬂ]ﬂﬂ]? raz,Baz)

par

/ !/
¥ap1.py) = Yo ﬂ(a»PLPZ) = Ba,

qui sont bien des morphismes de A/q; x a,
a / Ba
(@, p1, p2) —— D'(@, p1, p2) = (D(@), Ta,D(P1), TeyD(P2)) < (@0, Tay Bay+ TayBay) »

car en vertu de la fonctorialité de « et 8, on a

ra,-D(pi)aa = I'q;0lq;Pi = Di et ra,-D(pi)ﬂa = raiﬂa,-; i= 1, 2.

La fonctorialité de o’ et 8 résulte de cellede a et 8. O

Corollaire 3.7. Soit A une petite catégorie admettant un décalage scindable. S'il existe un segment séparant asphérique de:& alors
A est une catégorie test stricte.

Démonstration. Le corollaire résulte aussitot des propositions 2.8 et 3.6. O
Proposition 3.8. Soient A, B deux petites catégories,

1AL>D<Lao, 1 — S E« b,

des décalages sur A et B respectivement, et u : A —» B un morphisme de décalages. Si le décalage (y, 8) est scindable, alors u est
un foncteur asphérique.
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Démonstration. Soit b un objet de B. Il s’agit de montrer que la catégorie A/p est asphérique, et pour cela, en vertu de la
proposition 3.6, il suffit de construire un décalage sur A/p. Choisissons un scindage g (non nécessairement fonctoriel) du
décalage scindable (y, §). On définit un décalage

1 0(, / ﬂ/ 7
A/b — D ay

sur la catégorie A/p comme suit. L'objet a, de A/p est défini par ag = (ao, qpBp).

B
u(ao) = by —=— E(b) —>— b
Le foncteur D’ : A/p — Aspest défini en posant, pour tout objet (a, g : u(a) — b) de A/b,

D'(a.g) = (D@, pEE).  u(D(@) = Eu(@) —=s E(b) —2— b,

et pour toute fleche f : (a, g) — (d', g') de A/p, D'(f) = D(f). Les morphismes de foncteurs &’ et B’ sont définis par

®g g) = Uas Blag = Ba (a,g) € Ob(A/p),

qui sont bien des morphismes de A/p

(a.8) " D'(a.2) = (D(@). BE®@) " (@0, God).

car le fait que u soit un morphisme de décalages, et la fonctorialité de y et § impliquent les égalités
BE@)u(a) = GE(©) Yuw) = 9b¥sg = 8>
GBE@u(Ba) = qvE(€)du@) = qbb-

La fonctorialité de o’ et B’ résulte de celle de « et 8, ce qui achéve la preuve. O

3.9. Soit A une catégorie. On rappelle qu'un crible U de A est une sous-catégorie pleine de A telle que pour toute fleche
a — d de A, sid estdans U, alors il en est de méme de a. La notion de cocrible est définie de facon duale. Pour tout crible
U de A, on note A — U la sous-catégorie pleine de A définie par Ob(A — U) = Ob A — Ob U, et on vérifie aussitot que A — U
est un cocrible de A. Cette convention permet d’énoncer le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate.

Lemme 3.10. Soient A une catégorie, U un crible de A, et u : U — C un foncteur dont le but est une catégorie admettant un
objet final e... Alors il existe un unique foncteur v : A — C tel que v|U = u et tel que v |A — U soit le foncteur constant de
valeur e.

Proposition 3.11. Une petite catégorie admettant un décalage séparant est une catégorie test faible.

Démonstration. Soit A une petite catégorie admettant un décalage séparant

o B
14 — D +— ao.

Envertu de la proposition 2.4, pour montrer que la catégorie A est une catégorie test faible, il suffit de prouver que pour toute
petite catégorie C admettant un objet final e, la catégorie A/,‘;k‘(c) est asphérique, et pour cela il suffit de montrer qu’elle
admet un décalage (3.6). On définit un foncteur D¢ : A/,';f\(c) — A/,‘;k\(c) comme suit. Soit (a, p : A/g — C) un objet de
A/i (C)- Comme &, : a —» D(a) est un monomorphisme, le foncteurA/a :Aja — A/D(a), induit par «q, identifie Ala aun
crible de A/D(a). et ilrésulte du lemme 3.10 que le foncteurp : A(a — C se prolonge en un foncteur uniquep : A/D(a) — C,
induisant p sur le crible A/q, et le foncteur constant de valeur I'objet final e de C sur le cocrible complémentaire. On pose

Dc¢(a, p) = (D(a), p). Soit

(a, p:Ajg — 0) AN (d, p':Ajg — 0)

un morphisme de A/,'Z(C), autrement dit, une fléche f : a — a’ de A telle que le triangle
Aa—" s aj

N\ /-

soit commutatif. Il résulte aussitot de la fonctorialité de « et de la condition (ii"), 3.3, que le triangle
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A/D(a )4>A/D(a)

N,

est commutatif, autrement dit que la fleche D(f) : (D(a), p) — (D(d’), p’) est un morphisme de la catégorie A/,';;(C). On
pose Dc(f) = D(f), définissant ainsi un foncteur D¢ : Ayix(C) — A/i*(C)- Comme par construction, pour tout objet (a, p)
de A/ij; (C), le triangle

Ala L. A/D(a)

N

est commutatif, le morphisme de foncteurs « induit un morphisme de foncteurs o : — Dc. Enfin, la condition

14
iz (C)
(iii), 3.3, implique que pour tout objet (a, p) de A/,A (C), le triangle

Alao — 5 ArD(@)

N

ol e : AJay, — C désigne aussi le foncteur constant de valeur e, est commutatif, ce qui implique que le morphisme de
foncteurs B : ag — D induit un morphisme de foncteurs f¢ : (ao, e.) — D¢, ce qui achéve la démonstration. O

Corollaire 3.12. Une petite catégorie admettant un décalage a la fois séparant et scindable est une catégorie test stricte.
Démonstration. Le corollaire est conséquence immédiate des propositions 2.8, 3.6 et 3.11. O

Corollaire 3.13. Soit A une petite catégorie admettant un décalage a la fois séparant et scindable. Alors la catégorieﬁadmet une
structure de catégorie de modéles fermée, a engendrement cofibrant, propre, dont les cofibrations sont les monomorphismes et
dont les équivalences faibles sont les éléments de W; = i;l (‘W) (cf. 2.2). De plus, le produit cartésien de deux équivalences faibles
est une équivalence faible.

Démonstration. Le corollaire est conséquence directe du théoréme 2.10 et du corollaire précédent. O

Exemple 3.14. On rappelle que la catégorie A des simplexes est la sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles
ordonnés dont les objets sont les ensembles

An=1{0,1,...,m}, meN,

ordonnés par I'ordre naturel, de sorte que les ensembles simpliciaux soient les préfaisceaux sur A. SoitD : A — A le
foncteur défini en posant pour tout m, m € N,

D(Am) = Amya,
et en définissant pour toute application croissante ¢ : A, — Ap, D(¢) par
o), 0<k<m,
D(g) (k) =
+1, k=m+1.
L'inclusion naturelle
Am s Apga, k——k, 1<k<m,
définit un morphisme fonctoriel « : 1, — D, et I'application
Ao — Amia, O—m+41,

un morphisme fonctoriel 8 de I'endofoncteur constant de A, de valeur Ay, vers D. On obtient ainsi un décalage de centre A

1 L)D(iAo.

Ce décalage est scindable. En effet, pour tout entier m > 0, I'application croissante r, : A1 — Ay, définie par
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k, 0<k<m,

m(k) =
m, k=m-+1,

est une rétraction (non fonctorielle) de &, . Comme il est facile de vérifier que ce décalage est également séparant,
le corollaire 3.12 fournit une nouvelle preuve du fait que A est une catégorie test stricte (cf. [9, section 36], ou [13,
proposition 1.6.13, exemple 1.7.18]).

Exemple 3.15. On note A’ la sous-catégorie de la catégorie A des simplexes, ayant mémes objets que A, et comme fléches
les monomorphismes de A, autrement dit, les applications strictement croissantes. Le foncteur D : A —> A de 'exemple
précédent induit par restriction un foncteur D' : A" — A’, et les morphismes de foncteurs «, 8 des morphismes de
foncteurs

’ ﬁ’
1y ——p +— Ag.

On vérifie aussitot que le décalage ainsi défini sur A" est un décalage séparant, et la proposition 3.11 fournit une nouvelle
preuve du fait que A’ est une catégorie test faible (cf. [9, section 98], ou [13, proposition 1.7.25 et remarque 1.7.26]). En
revanche, on remarque que les rétractions r,, ne sont pas des morphismes de A’, et que le décalage induit n’est pas
scindable. L'inclusion A’ C— A est un morphisme de décalages de (A’, Ay, D', &', B') vers (A, Ao, D, o, B). En particulier,
la proposition 3.8 implique que cette inclusion est un foncteur asphérique.

Exemple 3.16. Soit A la sous-catégorie pleine de celle des ensembles ordonnés, et applications croissantes, dont le seul objet
est I'ensemble ordonné N des entiers naturels. En d’autres termes, A est le monoide des applications croissantes N — N,
considéré comme catégorie a un seul objet. On définit un décalage scindé sur A

o B
1lp——D<—
v

-
comme suit. Le foncteur D est défini en posant pour toute application croissante ¢ : N — N,

0, i=0,

D(</>)(i)={ ) .
pi—1+1, i>1.

Le morphisme de foncteurs «, qui est tout simplement une application croissante « : N — N, est défini par «(i) =i + 1,
i > 0.L'objet ag est 'unique objet ap = N de A, et le morphisme f est I'application constante de valeur 0. Enfin, le scindage
r est défini par

0, i=0,
r(i) =
i—1, i>1.

On vérifie aussitot que ce décalage est séparant. Le corollaire 3.12 implique alors que la catégorie A est une catégorie test
stricte. En particulier, la catégorie des ensembles munis d'une action a droite du monoide des applications croissantes
N — N modélise les types d’homotopie!

Exemple 3.17. Pour toute catégorie C, on note C* la catégorie obtenue de C par adjonction formelle d'un objet final. On
remarque que C s’identifie a un crible de C*, et que si C a déja un objet final, ce dernier n’est plus un objet final de C*. Soit A
une petite sous-catégorie pleine de Cat satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) la catégorie ponctuelle e est dans A;
(ii) pour tout objet a de A, la catégorie a* est dans A.

Soit D : A — A le foncteur défini en posant pour tout objet a de A, D(a) = a*, et en définissant pour tout morphisme
f 1 a— d de A, D(f) comme étant le foncteur envoyant I'objet final de D(a) sur I'objet final de D(a’) et induisant f sur le
crible de D(a) défini par I'inclusion a C— D(a). On note «, cette inclusion, et 8, : e —> D(a) le foncteur défini par I'objet
final de D(a). On définit ainsi un décalage sur A, de centre la catégorie ponctuelle e,

o B
Ig——D<+—e,

oul e désigne aussi I'endofoncteur constant de A de valeur e. On vérifie aussitét que ce décalage est cartésien, et qu'il est
séparant si la catégorie vide n’est pas dans A. En particulier, la catégorie A est alors, en vertu de la proposition 3.11, une
catégorie test faible. Si tout objet de A admet un objet final, alors ce décalage est scindable. En effet, en vertu du lemme 3.10,
pour tout objet a de A, le morphisme identique de a se prolonge alors en une rétraction D(a) — a de I'inclusion a C— D(a),
envoyant I'objet final de D(a) sur un objet final de a. Ainsi, le corollaire 3.12 implique que sous ces hypothéses, A est une
catégorie test strict. On remarque que cet exemple généralise I'exemple 3.14.
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Exemple 3.18. Soit A une catégorie ayant un objet initial ag. Alors

1
P
R~

11A
est un décalage scindé cartésien (mais pas séparant) sur A, de centre 'objet initial de A. En particulier, il résulte de la
proposition 3.6 que la catégorie A est totalement asphérique. D’ailleurs, ce dernier résultat est a priori évident, puisque
pour tout couple d’objets a1, a, de A, I'objet initial de A induit un objet initial de A/q, x g, , et par suite cette catégorie est
asphérique. En revanche, une telle catégorie A n'est jamais une catégorie test, ni méme une catégorie test faible. En effet,
soit Ly = i3(A;) l'objet de Lawvere de A (cf. [13, 1.5.5]). Pour tout objet a de A, 'ensemble L, (a) est formé des sous-objets
X du préfaisceau représentable représenté par a, et comme ag est un objet initial de A, un tel sous-objet est non vide si et
seulement si 'ensemble X (ag) est non vide. On en déduit facilement que

a —— {sous-objets non vides du préfaisceau représentable a}
=~ {cribles non vides de la catégorie A/q}

= {cribles de la catégorie A/q contenant I'objet (ag, ap — a)}

définit un sous-préfaisceau de L4, et que le préfaisceau L, est somme disjointe de ce sous-préfaisceau et du sous-préfaisceau
défini par les sous-objets vides, ce qui prouve que L, n’est pas connexe. En particulier, le préfaisceau L, = i;(A1) n’est pas
asphérique, et il résulte de la proposition 2.4 que A n’est pas une catégorie test faible.

3.19. Soit m un entier, m > 0. On note #,, I'ensemble des parties de I’ensemble
I,={1,2,...,m} (Im=2 sim=0)

(y compris la partie pleine et la partie vide). On rappelle que la catégorie de Segal I" est la catégorie dont les objets sont
les ensembles I, m > 0, un morphisme I, — I, étant une application ¢ : I}, — %, telle que pour tout couple i, i/,
1<i<i <m,onaite(@) Ne(@’) = @.Le composé de deux morphismes composables

FmLFnLE

de I' est défini par
Wop)=Jv@®, 1<i<m
jep(i)
On remarque que [} est un objet nul (a la fois initial et final) de I". La catégorie I" est équivalente a la catégorie opposée
a celle des ensembles finis pointés, et plus précisément, isomorphe a la catégorie opposée de celle dont les objets sont les

ensembles {0, 1, ..., m},m > 0, et les morphismes les applications envoyant 0 sur 0. A une telle application
0.1,....n)—(0.1.....m),
on associe le morphisme I, — I, de I'", défini pari — f~!(i), 1 < i < m, et a un morphisme ¢ : I}, — I, de I', on
associe I'application f : {0, ..., n} — {0, ..., m}, définie par
i, sijee),
TO=70, sij¢ | o0
1<i<m

Exemple 3.20. L'objet Iy de la catégorie de Segal I" étant en particulier un objet initial, cette catégorie admet un décalage
scindé «évident» (exemple 3.18). Mais elle admet aussi un décalage scindé non trivial, également centré sur I,

Y
Ir —E«— I,
R

"
défini comme suit. Le foncteur E : I' —> I" est défini en posant pour tout m, m € N,
E(I'm) = Iint1,
et en définissant pour tout morphisme g : I, — I, de I, E(g) par
gk, O0<k<m,

FOO= 1, k=ma
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Pour tout entier m > 0, les morphismes

v m
L =" E(I'n)
N~
m
sont définis par
Yr, () ={k}, 1<k<m,

{k}, 0<k<m,

mk:
rim(k) {@, k=m+1.

On remarque que dans cet exemple la rétraction r est fonctorielle, et on vérifie facilement que le décalage ainsi défini est
cartésien (mais pas séparant).

4. Produits en couronnes et la catégorie cellulaire

4.1. Soient A une catégorie, et F : B— I" un foncteur. Le produit en couronnes F f A, noté parfois B f A, quand il n’y a aucune
ambiguité sur le foncteur F, est la catégorie dont les objets sont les couples [ b; (ay, ..., a;) ], ot b est un objet de B tel que
F(b) = Iy, et (ay, ..., a,) un m-uplet d’objets de A. Un morphisme

[b; (a1, ...,am)] —> [b's (], ..., )]

est un couple [g; f],oltg : b — b’ est un morphisme de B, et
f=(fri:a — @)icicm i eF@))

une famille de morphismes de A. Si

Lg:f] lg'sf'1

[b; (a1, ...,am) ] ——— [ (@), ....a )] ———[b";(d],....d},)]
est un couple de morphismes composables,
f= (fri) 1<i<m, reF())» f = (fli)rei<m, irer@) i)

le composé
(8" f']:=1[g";flolg;f]
est défini par
g'=gg =i iereni
ot f,. = f.f,, 1 étant 'unique entier dans F(g) (i) tel que i” € F(g')(¥).

On remarque que si A est la catégorie ponctuelle e, alors le produit en couronnes B f e est canoniquement isomorphe a la
catégorie B.

4.2. La construction du produit en couronnes est fonctorielle : Soient A, A’ et B des petites catégories, et
A=A, Lot
des foncteurs. On en déduit un foncteur
K=H[G:B[A=FHfA ——— F[A=B[A,
en posant
K[b; (a1, ....am) ] = [H(b); (G(a1),...,G(am) ], [b;(ay,...,an)] € Ob(B' [A),
et
Klg: f= (fi);;]1 = [H(®): G = (G(f);,; 1. [g: f] € FI(B [A).

Si les foncteurs G et H sont fidéles (resp. pleinement fidéles), alors il en est de méme du foncteur HfG.
En particulier, soit a un objet de A, et notons aussi a : e —> A le foncteur de la catégorie ponctuelle vers A, défini par cet
objet. On en déduit un foncteur fidele

I, =13fa:Bfe~B——BJ[A,
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qui est pleinement fidéle si a est un objet rigide de A (n’admettant pas d’autre endomorphisme que I'identité). Explicitement,
pour tout objet b de B tel que f(b) = I3,

Ia(b) - [bv (a’ aa ey a)]v
———
m fois

et pour tout morphisme g : b —» b’ de Btel que F(b) = Iy et F(b') = Iy,

I(g :[b;(a,a,...,0)] —— [b;(a,a,...,0)]
— e ——
m fois m’ fois

est défini par
la(8) = [&; () 1<icm, rer@ @ -
4.3. Soient B une petite catégorie, b un objet de B, et F : B — I" un foncteur. En vertu de ce qui précéde, le foncteur
b : e — B définit un foncteur fidéele
Iy : B— BB,
d’oty, par fonctorialité du produit en couronnes, un foncteur
15f1, : Bf/B — B/ (B/B),
et par suite, un foncteur
1o/ (18/1) B/ (8/8) — B/ (B/ (B/B)).
et ainsi de suite. De facon plus précise, on définit une suite de catégories B,, n > 0, par
By = e = catégorie ponctuelle,
Byni1 = BBy,
et une suite de foncteurs I, : B, — By1q,n > 0, par
Ip=b:e— B, foncteur défini par I'objet b de B,
Ing1 = 15[In.
On obtient ainsi une tour de catégories

Ip=b =], I In_1 I Ins1
By=e———+B =B——3By=BfB—% -+ ——— By, —— Byy1 —

Le produit en couronnes infini, défini par la catégorie pointée (B, b) (et le foncteur F : B — I'), est la catégorie limite
inductive

C(B,b) :=C(B, b, F) := By ::li_m)Bw

La fonctorialité du produit en couronnes implique que cette construction est fonctorielle. Si H : (B, b’) — (B, b) est un
morphisme de catégories pointées (un foncteur H : B — B tel que H(b") = b), on en déduit un foncteur

C(H):C(B,b) =C(B,b', FH) — C(B, b).
Si le foncteur H est fidéle (resp. pleinement fidéele), il en est de méme du foncteur C(H).
Exemple 4.4. On définit un foncteur F : A — I' par

F(Ap) = Iy, m=0,

Fl @ ={leli-1) <j<o®}, ¢:An — Ay €Fi(4), 1<i<m.
On pose

O = C(A, Ay) = C(A, Ay, F).

Il résulte des considérations développées dans [4,5] que cette catégorie coincide avec la catégorie cellulaire introduite par
Joyal dans [11].
L'inclusion A’ C— A induit un foncteur F/ = F|A’ : A’ — I', d’ol1 une catégorie

@' =C(4', Ag) = C(A', Ao, F),
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et un foncteur fidéle ® — ©. En vertu de la définition des produits en couronnes infinis, on a un diagramme commutatif
de foncteurs fidéles

e, o, ) - o, !

n+1
N 6, o, e e, Oni1 .. )

avec @) = Oy = e la catégorie ponctuelle, ©] = A", ©; = A, et
1 =4 [0, On=A[6;, n>0,
O =1mo);, O =1limO,.
— —

Comme A, est un objet rigide, aussi bien de A’ que de A, les fleches horizontales sont des foncteurs pleinement fidéles, et
les catégories ©; (resp. ©,) s'identifient a des sous-catégories pleines de @’ (resp. de ©).

5. Produits en couronnes et décalages

5.1. Soient B une petite catégorie, et F : B— I" un foncteur. On dit qu'un décalage

B B’
1g——L—by

sur la catégorie B est adapté au foncteur F, ou plus simplement, quand il n’y a aucune ambiguité sur le foncteur F, qu'il est
un I"-décalage, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) F(bo) = I

(ii) pour tout objet b de B tel que F(b) = I}, ona FL(b) = I,41, et pour touti, 1 <i < m,F(By) (1) = {i}.

On dit qu'il est strictement adapté au foncteur F, ou qu'il est un I"-décalage strict, si de plus la condition suivante est satisfaite :
(iii) pour tout couple d’objets b, b’ de B tels que F(b) = I, et F(b') = Iy, et toute fleccheg : b — b’ de B,on a

m' 4+ 1€ FL(g)(m+ 1).

Si le foncteur F est un morphisme de décalages, du décalage £ = (B, by, L, 8, 8") sur B vers le décalage sur la catégorie I
défini dans I'exemple 3.20, alors le décalage £ est strictement adapté au foncteur F (mais la réciproque n’est pas vraie en

général ; voir exemple ci-dessous). En particulier, le décalage de I'exemple 3.20 est strictement adapté au foncteur identique
deI.

Exemple 5.2. Les décalages des exemples 3.14 et 3.15 sur A et A’ sont strictement adaptés respectivement aux foncteurs
F:A— I'etF' : A" — I de 'exemple 4.4. En revanche, les foncteurs F et F’ ne sont pas des morphismes de décalages,
de ces décalages vers le décalage sur I" de I'exemple 3.20.

Lemme 5.3. Soient B une petite catégorie, F : B — I" un foncteur, et

1BL>L¢bo ,

un I'-décalage sur la catégorie B. Si g : b — b’ est une fléche de B et si F(b) = I, alors pour touti, 1 < i < m, ona
FL(g)(i) = F(g)(i). De plus, si (qp : L(b) — b)peon(p) est un scindage du décalage (8, 8'), et b un objet de B tel que F (b) = Iy,
alors pour touti, 1 <i <m,onaF(qy)(i) = {i} et F(qgp)(m+ 1) = 2.

Démonstration. Soit g : b — b’ une fléche de B telle que F(b) = I',, F(b') = Iy. En vertu de la fonctorialité de 8, on a
un carré commutatif

Fb) —_ Fi(p)

F (g)J/ lFL(g)

/ / ,
E(') Tb/)”{(b)

et comme (8, B’) est un I"-décalage, on a
F(Bp)(i) ={i}, 1<i<m, et F(By)(i)={i}, 1<i<m.
On en déduit que pour touti, 1 <i < m,ona

(FL(g) o F(By)) () = U FL(g) (/) = FL(g) (i),
I'€F (Bp) (D)
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(FB) oF@)D = ] FBn)=F@0.
i'€F(g)(i)

d'ou FL(g) (i) = F(g) (D).
Soient maintenant (g, : L(b) — b)peon(s) un scindage du décalage (8, B’), et b un objet de B tel que F(b) = I7,. Comme
(B, B) est un I'-décalage, pour tout i, 1 < i < m,onaF(Bp)(i) = {i}, et la relation q, 8, = 1, implique que

i =F@p = |J FanG) =F@n,

JeF(Bp) (D)

ce qui implique en particulier que F(q,)(m + 1) = @ (puisque par définition des morphismes de I", les ensembles F(qp) (j),
1 <j <m+ 1,sont deux a deux disjoints). O

Proposition 5.4. Soient A, A, B des petites catégories, I : A' —» AetF : B— I des foncteurs, C = BfA C' = B[A et

[ ——K+2—ag (resp. IBL)U—ﬁbO)

un décalage sur le foncteur I (resp. un I"-décalage sur la catégorie B). Alors il existe un unique décalage sur le foncteur ] = 1BfI :
C—cC

J =L M be: O]

(ol () désigne I'unique «0-uplet» d’objets de A) tel que pour tout objet [b; (ay, ..., a,)] de C’, on ait

M[b; (ai, ..., am)] = [L(b); (K(a1), ..., K(am), o) ], (54.1)
Vbi@aq,.am)] = [ By; (aai)Kigm], (5.4.2)
Yibtay...am = [Bps O (54.3)
et pour toute fleche
[g:f] ’
[b; (@1, ..., am) ] = [V (d], ..., a)l, g:b—b, f=(iiqi — @) 1cicm iere)®
de C’, on ait
Mg fl=1[g;f], g =L@, = ()icicmt1iere@ > (5.44)

ott pour touti, 1 <i<m++ 1,ettouti,i € FL(g)(i),
K(fri), sii<m,
= o, sii=m+TletiF#Fm+1, (5.4.5)
1'/

1ags sii=m+1leti=m+1.

De plus, si les décalages («, o) et (B8, B') admettent des scindages p et q respectivement, alors le décalage (y, y’) admet un
scindage r défini en posant, pour tout objet [b; (aq, ..., ay)]de C/,

r[b;(a1 ..... am)] — [gp; (pa,-)lgigm]' (5.4.6)

Enfin, si le décalage («, o) est cartésien, et si (8, B’) est un I"-décalage strict et s'il est séparant, alors le décalage (y, y’) est
séparant.

Démonstration. (a) Définition du foncteur M. Pour tout objet [b; (ay, ..., a;)] de C’, on définit M[b; (aq, ..., a,)] par
I'égalité (5.4.1). Soit

[g;f]:[b;(ar,....am)] —> [V (@}, ..., a,)]
un morphisme de C’,oti g : b — b’ est une fléeche de B, F(b) = I, F(b') = Iy, et
f=(fri:qi — ))1cicm, ver@)®

est une famille de fléches de A’. Vérifions que les formules (5.4.4) et (5.4.5) définissent bien un morphisme M[g; f] de C.En
vertu de la premiére partie du lemme précédent, pour touti, 1 < i < m,onaFL(g) (i) = F(g)(i), et par suite, on peut définir
un morphisme

Mlg; f] : M[b; (aq,...,an)] ———— M[b'; (a},....d )]

@,
| | I

[g;f]:[Lb); (K(ar), ..., K(am), ap)] — [L(b); (K(d)), ..., K(a,), ao)],
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en posant g’ = L(g) : L(b) — L(b’) et en définissant

f = (i) 1<iemi1.ver@)i)=rig) i)
comme suit. Pour itel que 1 <i < m,eti’ € FL(g)(i) = F(g)(i), on pose
o= K(fr) - K(a)) — K(a)),
etpouri =m+ 1,i' € FL(g)(m + 1), on pose
fime1 = tao —> K(ay), sii’ #m' +1,
et
frme1 = lap : G0 — do, siif =m' +1,

(chacun de ces deux cas pouvant se présenter ou pas). La compatibilité de M aux unités est évidente, et sa compatibilité a la
composition résulte de celle de K et L, et de la fonctorialité de «’. Cela achéve la définition du foncteur M : ¢’ — C.

(b) Définition du morphisme de foncteurs y. Comme (8, 8') est un I"-décalage, la condition (ii) de la définition d’un tel
décalage implique aussitot que pour tout objet [ b; (ay, ..., ay)] de C’, la formule (5.4.2) définit un morphisme

Yib:(aysam) ] 2JIb; (ar, ..., Gm)] ——— M[b; (aq, ..., an) ]
I |
[bv (I(al)7 ) I(am))] — [L(b)a (K(al)7 ) I<(am)7 ao)]

de C, et la fonctorialité de « et 8 implique immédiatement celle de y.
(c) Définition du morphisme de foncteurs y’. Comme (8, 8’) est un I"-décalage, on a F(bg) = I, et par suite [ bg; ()] est
un objet de C, et la formule (5.4.3) définit un morphisme

Vbiar...am  [bos O1 — MLb; (a1, ..., an) ] = [L(b); (K(a1), ..., K(am), do)]

de C. La fonctorialité de 8" implique aussitot celle de y'.
(d) Le cas scindé. Soient maintenant p et q des scindages des décalages («, ') et (8, 8') respectivement, et [ b; (aq, ..., ay)]
un objet de C’. En vertu de la deuxiéme partie du lemme précédent, la formule (5.4.6) définit un morphisme

Tibs(aq.nam)] M([b; (ay, ..., am)] —— = J[b; (a1, ..., an)]
I I
[L(b); (K(a1), ..., K(am), ao) ] — [b; (I(ay), ..., I(am))]

de C, et il est alors immédiat que ce morphisme est une rétraction de Yib:(a;

(e) Le cas séparant. Il reste a montrer que si le décalage (o, «’) est cartésien, et si (8, B’) est un I"-décalage strict et séparant,
alors le décalage (y, ') est séparant.
(i) Soit [b; (aq, ..., ay)] un objet de C’. Montrons que

Vibi(ay....am - D5 d(@1), ..., 1(@m)) | — [L(b); (K(a1), ..., K(am), do) ]
est un monomorphisme de C. Pour toute fléche
[t;s = GSiigicn,iecroGy 1 1 [V; Ka, oo %) 1 — [b; d(ay), ..., I(am)) ]
de but [b; (I(ay),...,I(ay))] deC,ona
Yib:(ay....am 1L £ ST = [Bots (da;Si)1<jcn, ier ey |-
Comme par hypothese les fleches B et ag;, 1 < i < m, sont des monomorphismes, il en est de méme de Yib:(ay,.nam) 1

(i) Soit [g; f = (firi)1<icm, ver@@ 1 : [b; (@1, ..., am)]1 — [b’; (). ..., ;)] une fleche de C'. Montrons que le carré

Vibi(ay.....am)]

[b; {(a1), ..., 1(@m)] —————— [L(b); (K(a1), ..., K(am), ao)]
Jlg;fl M[g;f]

[ (@) @) ] ey [L); (K@), - K@), 00)]
[LHCASSCNY

est un carré cartésien de C. Soient donc

[k = (ki)rgjcn,ieryy 1 2 [Vs (K, oo, %) ] — [L(b); (K(ay), ..., K(am), ao) ],
[t;s' = (S;/j)lgjgn,i’eF(t’)(j)] Sy X, .. x) ] — [ A, .. 1) ]
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deux fléches de C telles que

Mig: flo (LKl =y oy oltss]. (5.4.7)

/
,,,,, -

Cette égalité implique en particulier que

L(g)l = Byt’, (5.4.8)

d’ot FL(g)F(I) = F(By)F(t’). Comme (B, B’) est un I"-décalage, la condition (ii) de la définition de cette notion implique
donc que pour toutj, 1 <j < n,

U FL@@ =Fa)Ho.
ieF (D)
En particulier, comme (8, 8') est un I"-décalage strict, on en déduit que
m+1¢ | FOG).
1gj<n

L'égalité (5.4.7) implique donc que pour tout j, 1 < j < n, touti € F(I)(j), et tout i’ € FL(g)(i) (= F(g)(i) par le lemme 5.3),
onai € F(t')(j) et

K(friky = aq,s; (5.4.9)

/j.

Comme le décalage (B, B’) est séparant, et en particulier cartésien, I'égalité (5.4.8) implique I'existence d’'un morphisme
unique t : y —> b de Btel que

I=pBpt et t' =gt. (5.4.10)

La premiére de ces deux égalités implique alors que F(Bp)F(t) = F(l), et par suite, comme (B, B’) est un I"-décalage, que
pour toutj, 1 < j < n, F(t)(j) = F(D()). Ainsi, comme le décalage («, «’) est cartésien, pour tout entierj, 1 < j < n,
touti € F(t)(j) = F()(j), et tout i’ € F(g)(i) = FL(g)(i), 'égalité (5.4.9) implique I'existence d’'un morphisme unique
Syij © Xj — I(a;) de A tel que

k,‘j = oSy et Sll"j = I(fi/,‘)s,‘/ij. (5.4.11)

Comme «, est un monomorphisme, la premiére de ces deux égalités implique que le morphisme sy;; est indépendant de
i’ € F(g)(i), et on pose donc s;; = sy;;. On définit ainsi un morphisme

[t;s = Sipigjen, icFoygy | 1 V5 K1, .., X)) ] — [b; U(ay), ..., 1(am)) ]
de C, qui en vertu des égalités (5.4.10) et (5.4.11), satisfait aux relations
[EK] = Vip.ay.amlts ] et [t';s']1=]lg;flo[t;s],

ce qui prouve l'assertion. La vérification de la derniére propriété d’'un décalage séparant étant immeédiate, ceci achéve la
démonstration de la proposition. O

Remarque 5.5. On vérifie aussitot que le décalage (y, y’) défini dans la proposition précédente dépend fonctoriellement
des décalages (a, ) et (8, B’) en un sens facile a préciser.

Corollaire 5.6. Soient A et B deux petites catégories, et F : B— I" un foncteur.

(a) Si A admet un décalage et B un I"-décalage, alors BfA admet un décalage.
(b) Si A admet un décalage, B un I"-décalage, et si ces deux décalages sont scindables, alors B f A admet un décalage scindable.
(c) Si A admet un décalage cartésien et B un I"-décalage strict et séparant, alors BfA admet un décalage séparant.

Démonstration. Le corollaire est conséquence immédiate de la proposition précédente appliquée 3 A" = A, etal = 1,
I'endofoncteur identique de A. O

Corollaire 5.7. Soient A et B deux petites catégories, et F : B—» I" un foncteur.

(a) SiA admet un décalage et B un I"-décalage, alors B f A est une catégorie asphérique.

(b) Si A admet un décalage, B un I"-décalage, et si ces deux décalages sont scindables, alors B f A est une catégorie totalement
asphérique.

(c) Si A admet un décalage cartésien et B un I"-décalage strict et séparant, alors BfA est une catégorie test faible.

(d) Si A admet un décalage cartésien, B un I"-décalage strict et séparant, et si ces deux décalages sont scindables, alors BfA est
une catégorie test stricte.

Démonstration. Ce corollaire résulte aussitot du corollaire précédent, des propositions 3.6, 3.11, et du corollaire 3.12. O
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Exemple 5.8. Le corollaire 5.6 implique aussitot par récurrence que comme A admet un I"-décalage strict séparant et
scindable (exemples 3.14 et 5.2), pour tout entier n > 1, la catégorie ©, de I'exemple 4.4 admet un décalage séparant
et scindable, et est donc en vertu du corollaire 3.12, une catégorie test stricte. De méme, comme A’ admet un I"-décalage
strict séparant (exemples 3.15 et 5.2), pour tout entier n > 1, la catégorie ®, de I'exemple 4.4 admet un décalage séparant,
et est donc en vertu de la proposition 3.11, une catégorie test faible. De plus, en vertu de la proposition 3.8 et de la remarque
5.5, I'inclusion @, — ©, (exemple 4.4) est un foncteur asphérique.

Exemple 5.9. Soit A une catégorie admettant un objet initial. Alors le produit en couronnes A f A est une catégorie test
stricte. En effet, la catégorie A admet un I"-décalage strict séparant et scindable (exemples 3.14 et 5.2), et A un décalage
cartésien (exemple 3.18). L'assertion résulte donc du corollaire 5.7 (d). De méme, comme A’ admet un I"-décalage strict
séparant (exemples 3.15 et 5.2), le corollaire 5.7 (¢) implique que A/fA est une catégorie test faible.

Proposition 5.10. Soient B une petite catégorie, F : B —» I" un foncteur, et by un objet de B.

(a) Si B admet un I"-décalage, centré sur by, alors le produit en couronnes infini C(B, bg) admet un décalage.

(b) Si B admet un I"-décalage scindable, centré sur by, alors le produit en couronnes infini C(B, by) admet un décalage scindable.

(c) Si B admet un I'-décalage strict séparant, centré sur by, alors le produit en couronnes infini C(B, by) admet un décalage
séparant.

Démonstration. Considérons la tour de catégories

Io=b I1=lp I In_1 I Int1
Av=e——3A =B—A =B[B— - ——3 Ay —— Apyg —

(ot Any1 = B[ Ay, Ins1 = 1[I, n > 0) définissant le produit en couronnes infini
A= C(B, bp) = limA,

et soit
B B’
g ——> L+— by

un I"-décalage sur B. On définit par récurrence une suite de décalages sur les foncteurs I,, n > 0,

an ap
Dy= I,——K, +—¢€y

(ot K, : Ay —> Ant1 est un foncteur, e, un objet de A, 1, considéré comme foncteur constant A, — An41, et a, et o, des
morphismes de foncteurs) comme suit :

Bpg Bh
Do = bg——L(bg) <—bg ,

et pour tout n > 0, le décalage Dy 1 sur I = ]Bfln est obtenu du I"-décalage donné sur B, et du décalage D, sur I,
par le procédé de la proposition 5.4. Un calcul direct montre par récurrence que pour tout n > 0, le couple (I, I,11) est un
morphisme de décalages généralisés de D, vers D, 1. On obtient ainsi un systéme inductif de décalages généralisés, et par
passage a lalimite, on déduit un décalage sur le foncteurli_m)ln : H_rn)An — li_m>An+1, quin’est autre que le foncteur identique
deA =li_m)Arl = C(B, bp). On obtient ainsi un décalage sur C(B, by), ce qui prouve déja I'assertion (a) de la proposition.

Si le décalage donné sur B admet un scindage r = (1, : L(b) — b)pes, ce scindage induit un scindage rp,, du décalage
généralisé Dy

By Bro
by — L(bg) <—— by,
R
Thy

et le procédé de la proposition 5.4 permet de définir, par récurrence, des scindages sur les décalages D,. On vérifie alors
facilement que les couples (I, I,+1) sont des morphismes de décalages généralisés scindés, d’oli par passage a la limite, un
scindage du décalage sur C(B, by), ce qui prouve I'assertion (b). Enfin, si le décalage donné sur B est un I"-décalage strict
séparant, il résulte de la proposition 5.4 que les décalages £, sont séparants. La stabilité des décalages séparants par limites
inductives filtrantes implique alors que le décalage sur C(B, by) I'est également, ce qui démontre la derniére assertion de la
proposition. O

Corollaire 5.11. Soient B une petite catégorie, F : B — I" un foncteur, et by un objet de B.

(a) Si B admet un I"-décalage, centré sur by, alors le produit en couronnes infini C(B, by) est une catégorie asphérique.
(b) Si B admet un I"-décalage scindable, centré sur by, alors le produit en couronnes infini C(B, by) est un catégorie totalement
asphérique.
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(c) Si B admet un I"-décalage strict séparant, centré sur by, alors le produit en couronnes infini C(B, by) est une catégorie test
faible.

(d) Si B admet un I"-décalage strict séparant et scindable, centré sur b, alors le produit en couronnes infini C(B, bg) est une
catégorie test stricte.

Démonstration. Ce corollaire résulte de la proposition précédente, des propositions 3.6, 3.11, et du corollaire 3.12. O

Exemple 5.12. Comme la catégorie A admet un I'-décalage strict séparant et scindable, centré sur A, (exemples 3.14
et 5.2), il résulte du corollaire précédent que la catégorie ® (exemple 4.4) est une catégorie test stricte. De méme, comme
la catégorie A’ admet un I"-décalage strict séparant, centré sur Ao (exemples 3.15 et 5.2), il résulte du corollaire précédent
que la catégorie ®’ (exemple 4.4) est une catégorie test faible. D’ailleurs, la proposition 5.10 implique que les catégories @
et ® admettent des décalages séparants, celui sur ® étant méme scindable, et grice a la fonctorialité des constructions
(cf. remarque 5.5) I'inclusion ®' — ® est un morphisme de décalages. Il résulte donc de la proposition 3.8 que cette
inclusion est un foncteur asphérique.

Proposition 5.13. La catégorie O des ensembles cellulaires, préfaisceaux sur @, admet une structure de catégorie de modéles
fermeée, a engendrement cofibrant, propre, dont les cofibrations sont les monomorphismes et dont les équivalences faibles sont les
élémentsde W5 = i(f)l (‘W) (cf. 2.2). De plus, le produit cartésien de deux équivalences faibles est une équivalence faible.

Démonstration. Comme en vertu de I'exemple précédent © est une catégorie test stricte, la proposition est un cas
particulier du théoréme 2.10. 0O

Remarque 5.14. Il est facile de prouver que la catégorie @ est une catégorie squelettique réguliére au sens de [6, définition
8.2.3] (pour une définition équivalente plus directe, voir [16, 6.4]). La proposition précédente permet ainsi de retrouver
de facon purement combinatoire la structure de catégorie de modéles fermée que Clemens Berger construit dans [4,
théoréme 3.9], al'aide de méthodes topologiques (la description explicite d’'un ensemble générateur des cofibrations triviales
pouvant étre obtenu a I'aide de [6, théoréme 8.2.18]). Cela illustre la force des méthodes issues de la théorie des catégories
test, initiée par Grothendieck.

Exemple 5.15. Une catégorie directe finie est une catégorie C dont le nerf est un ensemble simplicial fini, autrement dit,
ayant un nombre fini de simplexes non dégénérés. De facon équivalente, cela signifie que le graphe orienté ayant comme
sommets les objets de C, et comme arétes les fléches non identiques de C, est fini et n'a pas de cycles orientés, ou encore
que la catégorie libre engendrée par ce graphe est finie. On peut alors définir une fonction dimension A¢ : Ob(C) — N
comme suit. Pour tout objet ¢ de C, A¢(c) est le plus grand entier n tel qu’il existe un n-simplexe non dégénéré du nerf de C
(autrement dit une suite composable de n fleches non identiques de C)

Co—>C —> -+ —> (Cp

tel que ¢ = ¢,. On vérifie facilement que pour toute fléche non identique ¢ — ¢’ de C,on a A¢(c) < Ac(c’). Sila catégorie
C est non vide, on désigne par mc 'entier naturel m¢ = max{ic(c) | c € Ob(C)}, et on remarque que I'application A¢ induit
alors une surjection Ob(C) —+ Ap,, et définit un foncteur noté aussi Ac : C — Ay,

Soient A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de catégories directes finies non vides, et A’ la sous-catégorie de
A ayant mémes objets que A, et dont les fleches sont les morphismes f : a — a’ de A satisfaisant a la condition suivante :

(H) Six,y sont deux objets de a tels que Aq(x) = A4(y), alors Ay (f (x)) = Ag (f (¥)).

La condition (H) implique aussitdt que pour toute fléche f : @ — a’ de A, il existe un unique morphisme f : Amg —> Am,
de A tel que le carré suivant de foncteurs

a a
Aal Jxa
A

mg — Am
soit commutatif. On en déduit un foncteur

f
R

!
"

f

A — A, ar— Ap,, [,

et en composant avec le foncteur A —> I" de I'exemple 4.4, on obtient un foncteur A — I". Pour tout objet ap € Ob(A’) =
Ob(A), on peut donc considérer le produit en couronnes infini C(A’, ap).

Supposons maintenant que la catégorie A satisfait aussi aux conditions (i) et (ii) de I'exemple 3.17, et considérons le
décalage sur A,

1AL>DL€,
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défini dans cet exemple, qui est séparant puisque A est formée de catégories non vides. Pour tout objet a de A, «, et B,
satisfont a la condition (H), et si f : a — a est une fléche de A satisfaisant a cette condition, il en est de méme de D(f), et
par suite le décalage («, ) sur A induit un décalage séparant,

/

o B
oy —— D +——e,

sur A'. En particulier, il résulte de la proposition 3.11 que A’ est une catégorie test faible. D’autre part, le foncteur A" — A,
défini ci-dessus, est un morphisme de décalages du décalage («’, 8') sur A’ vers le décalage de I'exemple 3.14 sur A. Comme
ce dernier est un I"-décalage strict (cf. exemple 5.2), on en déduit facilement qu'’il en est de méme de («’, B'), et par suite,
en vertu du corollaire 5.11 (c), le produit en couronnes infini C(A’, e) est une catégorie test faible.

Enfin, supposons de plus que tout objet de A admet un objet final. Alors, conformément a I'exemple 3.17, le décalage
(e, B) est scindable, et on remarque que la rétraction de o, a € Ob(A), définie dans cet exemple satisfait a la condition (H).
On en déduit que le décalage (', B’) sur A’ est également scindable, et par suite A’, et le produit en couronnes infini C(4’, e)
sont des catégories test strictes (corollaires 3.12 et 5.11 (d)).

Un exemple remarquable de catégorie A satisfaisant a toutes les conditions ci-dessus est la catégorie Ay, définie comme
suit. On dit qu'une sous-catégorie pleine A de Cat formée de catégories directes finies est stable par regroupement familial si
pour toute famille finie (a;)1<i<m, m > 0, d’objets de A, telle que m,, = mg,, pour 1 < i, i’ < m,la catégorie (LI1<jcma;)* est
encore dans A. La catégorie A est la plus petite sous-catégorie pleine de la catégorie des catégories directes finies, stable par
regroupement familial. Les objets de Ay sont les ensembles ordonnés correspondant aux arbres finis «bien taillés». Voici un
exemple d’un tel ensemble ordonné

[ ] [ ] [ ]
) \ / .
Les morphismes de A sont les applications croissantes entre ces ensembles ordonnés. La catégorie Aj, a les mémes objets

que Ag, et comme morphismes les applications croissantes envoyant les sommets de «méme hauteur» sur des sommets de
méme hauteur.

N\

7

0oL —— 0 — o

6. Description combinatoire du produit en couronnes infini
Cette section, plus heuristique, esquisse une description combinatoire du produit en couronnes, du produit en couronnes
infini, ainsi que des décalages des propositions 5.4 et 5.10.

6.1. Soient A une catégorie, et F : B— I" un foncteur. On représente un objet [b; (ay, ..., a,) ] du produit en couronnes
B f A par I'arbre planaire de hauteur au plus un avec m «branches»

a a am

b

dont les «feuilles» sont décorées par les objets ay, ..., a,, de A, et la «racine» par I'objet b de B, et qui est réduit a sa simple
racine si m = 0. Plus généralement, si on définit par récurrence les catégories produit en couronnes itéré B, en posant
By = A,etpourn > 0,B, = Ban_l, les objets de B, sont représentés par des arbres planaires de hauteur au plus n, dont les
sommets de hauteur n sont décorés par des objets de A et les sommets de hauteur strictement plus petite par des objets b
de Btels que si F(b) = I, alors il y a exactement m branches (le «tronc» n’étant pas considéré comme une branche) partant
du sommet décoré par b. En particulier, si m = 0, ce sommet est un sommet maximal. On remarque que l'orientation du
plan induit un ordre total sur les ensembles de sommets de méme hauteur. Voici un exemple pourn = 3 :

ai az as ag
by bs bg

by b3
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olig; € Ob(A), 1 <i<4,bj€0b(B),1<j<6,et
F(by) =F(bs) = Iy, F(bs) =11, F(by) =13, F(b3)=F(by) = TI3.

Revenons au cas général. La description des morphismes est plus délicate. Soient X et X’ deux arbres ainsi décorés. Les
morphismes de B, de source I'objet représenté par X et de but I'objet représenté par X’ sont en bijection avec les couples
(E, ), ol E est un ensemble de couples (s, s) formés d’'un sommet s’ de X’ et d’'un sommet s de X de méme hauteur, et
g = (gvs) (s .s)er st une famille indexée par I'ensemble E, avec gy : X, — xg,, ol x; (resp. x;) est la décoration du sommet s
(resp.s’), et ggs un morphisme de A ou de B, selon que la hauteur commune de s et s’ est égale a n ou strictement inférieure,
ces données étant assujetties aux deux conditions suivantes :

(i) le couple formé par la racine de X’ et la racine de X appartient a I'ensemble E ;
(ii) pour tout couple (s, s) € E, si la hauteur commune p de s et s est strictement plus petite que n, et si F(x;) = I, et
F(x,) = Iy, alors pour tous i, i, 1 < i <m, 1 <i <m’, onaléquivalence

i € F(gys) () <= (57,5 €E,

ous; (resp. s; ) désigne le sommet de hauteur p+ 1, extrémité de la i-éme (resp. i'-€me) branche issue du sommet s (resp.
s"), pour I'ordre induit par I'orientation du plan.

6.2. En gardant les notations du paragraphe précédent, supposons que

1y —— K +——ap (resp. 1BL>L<—ﬂbo)

soit un décalage (resp. un I"-décalage) sur la catégorie A (resp. B), et soit

71 12
1py —— My <—— [bo; ()]

le décalage sur B; = BfA obtenu en appliquant la construction de la proposition 5.4 au foncteur identique I = 14 de A. Alors
ona

K(a1) K(az) K(am) ag
“e e o

L(b)

(le tracé en pointillé de la derniére branche étant purement pictural, et n'ayant pas une signification mathématique
particuliére) et

bo

[bo; )] = .
Soit maintenant

15, — My <—"— [y ()]

le décalage sur B, obtenu par itération de cette construction. Si X est I'arbre décoré associé a un objet de B, alors I'arbre
décoré correspondant a I'image de cet objet par le foncteur de décalage M,, noté aussi M, (X), est obtenu comme suit. On
forme d’abord I'arbre décoré X’ obtenu de X en remplacant les décorations des sommets de hauteur n (qui sont des objets
de A) par leurs images par le décalage K, et celles des sommets de hauteur strictement plus petite (qui sont des objets de
B) par leurs images par le décalage L. Alors M, (X) s'obtient de X’ en ajoutant a chaque sommet de hauteur strictement plus
petite que n une nouvelle branche, a droite de toutes les autres issues de ce sommet, dont on décore I'autre extrémité par
ag si elle est de hauteur n, par by sinon. Voici un exemple pourn = 3 :

ap K@) K@)  K(as) ao
ay a as .,: .o
bg bo
by e
b
Ms 5 =
by by .bg

by
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6.3. En gardant toujours les notations du paragraphe 6.1, on suppose désormais que la catégorie A est la catégorie
ponctuelle. Dans ce cas, les sommets de hauteur n d’'un arbre décoré représentant un objet de B, n’ont plus besoin d’étre
décorés, puisqu’il n'y a aucune ambiguité sur I'objet de A qui les décore. De plus, dans ce cas, le choix d'un objet by de B
définit, conformément au paragraphe 4.3, pour tout n, n > 0, un foncteur fidéle (pleinement si by est un objet rigide de B)
I, : By — By41q. Si X est un arbre décoré représentant un objet de B, 'arbre décoré représentant I'image dans B, de cet
objet par le foncteur I, est obtenu de X en décorant tous les sommets (non décorés) de hauteur n par by, et en laissant les
décorations des autres sommets inchangées. Par exemple, pour n = 3,

bo bo bo
by b
bs 4 bs
I3 =
by b3 by b3

Ainsi, par passage a la limite inductive, les objets du produit en couronnes infini C(B, bg) sont en bijection avec les arbres
finis de hauteur arbitraire, dont tous les sommets sont décorés par des objets de B, avec la seule restriction que si un sommet
est décoré par un objet b de B tel que F(b) = I}, alors il y a exactement m branches partant de ce sommet. Soit maintenant
B B’
g ——=L+—Dbo

un I"-décalage sur B, de centre by. Conformément a la preuve de la proposition 5.10, en itérant la construction de la
proposition 5.4 et en passant a la limite inductive, on en déduit un décalage M sur le produit en couronnes infini C(B, by).
Si X est un arbre décoré représentant un objet de C(B, by), 'arbre décoré représentant I'image de cet objet par le foncteur
M est obtenu en remplagant les décorations des sommets de X par leurs images par le décalage L, et en ajoutant a chaque
sommet de X une nouvelle branche, a droite de toutes les autres issues de ce sommet, dont on décore I'autre extrémité par
by. Voici un exemple pourn = 3 :

bo bo bo
. . .
bg by bg : : b
b : : : 0
% Lby) o Lby)
L(bg) -
by
bs _ bo aa bo
M - b L(bs) o
b L(bg)
2 b3 .. .
B by
L(by) L(b3) B o
b]
L(by)
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