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Dans tout ce qui suit, un nombre premier impair p est fixé. On sup-
pose choisie une fois pour toutes une racine p-eme de 'unité J # 1.
Onpose A =1—C.

On rappelle que le polyndme cyclotomique associé a p est :

P, =1+X+X 4+ XL

1) Montrer sans calculs que I’'ensemble

Q7] =A{ao+ml + - +ap10" " | (ao,...,ap-1) € Q"}
est un sous-anneau de C.
2) Montrer qu’il existe un unique isomorphisme d’anneaux

Q[X]/(®p) ~ Q[f]

qui envoie la classe de X sur .
3) Montrer que

Z[7) ={ao+ml+ - +a,1Z’ 1| (ao,...,ap-1) € ZV}

est un sous-anneau de C et qu’il existe un unique isomorphisme
d’anneaux

Z[X]/(®p) ~ Z[g]
qui envoie la classe de X sur (.

4) Déduire de la question 3) que, pour tout entier i tel que ' # 1, il
existe un unique morphisme d’anneaux

7+ Q[Z] — Ql]

qui envoie ¢ sur {'. Déduire de la question 4) que le morphisme 7t;
induit un isomorphisme de Z[Z] sur lui-méme.
4 bis) Montrer que tout morphisme d’anneaux ¢ : Q[¢] — QI(] est
de la forme ¢ = 71; pour un certain entier i tel que {* # 1. Donner une
description explicite du groupe des automorphismes du corps Q|[{]
(i.e. des morphismes d’anneaux bijectifs de Q|[] vers lui méme).
5) Déduire de la factorisation de ®, en produits de facteurs premiers
dans C[X] que

p—1 ,

[[a-2)=p.

i=1
6) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

F, = Z[Z]/ (M)

et que ce dernier est bijectif.
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7) Montrer que, pour 1 < i < p — 1, le quotient &; = 11%% est dans
Z[C]. En déduire que ¢; est inversible dans Z[{]. Montrer que

p= eAP 1

ouonaposée=c¢q-- “€p—1.

On note
N:Q[f] - Q
'application définie comme suit. Pour x € Q[¢], la multiplication
par x définit une application Q-linéaire
my : Q[Z] — Q[f]
yr=xy
et on pose
N(x) = det(my) .
On remarque immédiatement que N(x) = 0 si et seulement si x = 0
et que N(xy) = N(x)N(y) pour tous x,y € Q[Z].
8) Soit x un élément de Z[{]. Montrer que x est inversible dans Z[{]
si et seulement si [N(x)| = 1.



