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Introduction

Cette these présente des solutions algorithmiques a quelques problémes de théorie
des nombres. Les trois sujets abordés sont le calcul de revétements de la sphere moins
trois points, la factorisation d’entiers et le calcul de la cardinalité de courbes elliptiques
sur un corps fini. Dans ces deux derniers cas, il s’agit plutot de raffiner ou de généraliser
une méthode déja connue. Au contraire, le probleme du calcul des revétements n’avait
pas été étudié pour soi auparavant et il donne lieu a de plus amples développements.
Ces trois parties ont en commun de puiser largement dans le corpus de la théorie
algorithmique des nombres tel qu’il apparait dans [11] et [27].

Comme par ailleurs les questions abordées sont on ne peut plus classiques, on peut
penser qu’il n’y a rien de fondamentalement nouveau dans tout ce qui va suivre. Et
c’est un fait que l'algorithmique se limite quelquefois a expliciter des constructions
qui se trouvaient déja implicitement dans des travaux plus anciens. Par exemple, dans
ses Lecons sur les constructions géométriques, [31], Henri Lebesgue s’intéresse a la
paramétrisation des courbes planes de genre 0 et donne des méthodes de calcul sans
jamais toutefois se poser la question de leur complexité. Il finit par la recherche de
points Q-rationnels sur une conique et rappelle une construction due a Lagrange. Cette
méthode est cousine de la réduction de Gauss des formes quadratiques. En 1984, Ong,
Schnorr et Shamir proposérent un protocole cryptographique reposant sur la difficulté
(supposée!) de trouver un point rationnel sur une conique a coefficients dans un anneau
Z/NZ avec N = p.q un grand entier composé. Malheureusement, ce probléeme est
simple. Il suffit de relever la conique en une conique a coefficients dans Q et munie
de points rationnels, puis de lui appliquer I"algorithme de Lagrange. On le “découvrit”
peu apres.

Le premier chapitre étudie de facon exhaustive le probléme suivant : étant donné
un dessin d’enfant de genre 0 sous la forme d’un ensemble fini {1,2,...,n} et de deux
permutations oq et o; de cet ensemble, calculer explicitement un revétement algébrique
de P1(C) ramifié au dessus de 0, 1 et 0o et de monodromie (og, 07). On veut calculer aussi
le corps des modules ainsi qu’un modele pour ce revétement, défini sur une extension
minimale de ce corps. On montre que si le groupe d’automorphismes du dessin n’est pas
cyclique d’ordre pair alors le corps des modules est un corps de définition. A contrario,
un exemple de dessin sans modele sur son corps des modules est calculé explicitement.
Cette étude conduit & une présentation trés concrete de la descente de Weil et des
symboles de Hilbert.

Dans le second chapitre nous cherchons une méthode plus générale pour le calcul
de dessins en tout genre. Cela conduit & une utilisation tres pratique de la notion de
point base tangentiel introduite par Deligne. On trouve une caractérisation linéaire
des espaces associés a des diviseurs sur un dessin, comme noyaux d’opérateurs dont



la structure par blocs reflete I'action du groupoide fondamental. L’étude locale de la
descente de C & R permet de simplifier la fabrication des obstructions a la descente.
Dans ce cadre restreint, il est possible de les constater a la main, par un simple calcul
sur des permutations.

La substance théorique du troisieme chapitre se réduit a I'observation que si K est
une extension finie de Q, de degré impair, alors la norme de K sur QQ est une fonction
multiplicative impaire. On en tire profit dans la situation suivante. Soit €' un entier
algébrique donné sous la forme d’un produit de plusieurs millions de petits facteurs

C = H(ai + b;a),

3

ol «a est un générateur du corps. On sait aussi que tous les a; + b;a sont lisses, i.e. les
idéaux correspondants sont produits d’idéaux au dessus de petits nombres premiers.
On s’est assuré, par 'observation des valuations et de quelques caracteres, que C' est
un carré dans K et on cherche une racine. Pour éviter de manipuler de trop grands
nombres, on souhaite éviter le calcul explicite du produit des a; + b;a. On songe alors
a une méthode modulaire, mais la donnée d’une racine carrée RJZ» = (' mod ¢; pour de
nombreux ¢; ne suffit pas. Le relevement des R; pose des problemes de signes que I'on
résout par ’examen des normes. Ce calcul de racine carrée est utile dans la derniere
phase du crible algébrique, méthode de factorisation inventée par Lenstra et Pollard
[10], [3]

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons a la construction d’isogénies entre
courbes elliptiques dans le but de calculer le cardinal de ces courbes sur un corps fini,
selon une idée de Schoof, Atkin et Elkies [39], [3], [19], [4]. Si on note £ le degré de 'iso-
génie, la factorisation brutale du polynéme de {-torsion permet de construire I'isogénie
en O(£%) opérations dans le corps. Elkies propose une méthode en O(£?) opérations.
C’est 1a une amélioration essentielle — que I’on songe au cas ou £ est de ’ordre de 1000.
Elkies utilise des relations entre fonctions modulaires qui ne sont pas sans rappeler les
relations de Newton entre fonctions symétriques élémentaires et sommes de puissances.
Lorsque la caractéristique p du corps est inférieure a £, ces relations se trivialisent
et la méthode d’Elkies échoue. Nous montrons comment y remédier. Notre méthode
construit I'isogénie entre deux courbes réputées isogenes, sous la forme d’un morphisme
de groupes formels. Nous montrons aussi que le calcul des isogénies conduit & une des-
cription précise de la partie rationnelle du module de Tate. Cette derniere, lorsqu’elle
n’est pas triviale, consiste le plus souvent en deux sous-espaces propres du Frobenius.
Son étude conduit a une amélioration de la méthode de Schoof-Atkin-Elkies. Tout ceci
est motivé par les développements récents de la cryptographie a base de courbes ellip-
tiques. L’utilisation des courbes elliptiques a coefficients dans de grands corps finis de
caractéristique 2 est désormais possible.



Chapitre 1

Calcul et rationalité de fonctions
de Belyi en genre 0

Ce chapitre a été publié dans les Annales de I'Institut Fourier [16].

Les pages qui suivent comportent une méthode de calcul de fonctions de Belyi
“optimales”, associées a des dessins plans. Cette étude conduit a s’interroger sur la
possibilité de définir une fonction de Belyi sur le corps des modules du dessin. Pour
les arbres par exemple, nous montrons que c’est toujours le cas. La preuve donne une
méthode pour spécifier une telle fonction. Nous donnons ensuite un exemple de dessin
qui n’admet pas de fonction de Belyi sur son corps des modules. Enfin, nous étudions
la question plus générale du calcul de fonctions de Belyi pour des dessins avec ou sans
automorphismes et de genre 0, et en particulier, comment calculer une fonction de
Belyi définie sur le corps des modules du dessin, chaque fois que c’est possible, ou sur
une extension minimale dans le cas contraire. Ceci nous conduit & présenter quelques
algorithmes pour la recherche de points rationnels dans des corps de genre 0.

1.1 Introduction

A Theure de l'affut, soit lorsque la lumiére
Précipite ses traits dans I’humide séjour,
Soit lorsque le soleil rentre dans sa carriére,
Et que, n’étant plus nuit, il n’est pas encor jour,
Au bord de quelque bois sur un arbre je grimpe,
Et, nouveau Jupiter, du haut de cet Olympe,

Je foudroie, a discrétion,

Un lapin qui n’y pensait guére.
Je vois fuir aussitét toute la nation

Des lapins, qui, sur la bruyeére,

L’ ceil éveillé, I'oreille au guet,
S’égayaient, et de thym parfumaient leur banquet.

Le bruit du coup fait que la bande

S’en va chercher sa stureté

Dans la souterraine cité:
Mais le danger s’oublie, et cette peur si grande
S’évanouit bientot; je revois les lapins,
Plus gais qu’auparavant, revenir sous mes mains.

Ne reconnait-on pas en cela les humains?

La Fontaine, Les Lapins.

Ce qui suit comporte 10 sections. Immédiatement apres celle-ci, la deuxieéme est
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un rappel et une mise en forme assez générale des équations conduisant au calcul
d’une fonction de Belyi dans le cas des arbres. On notera cependant que des formules
analogues existent pour un dessin quelconque. Dans la troisiéme section, une méthode
de calcul est proposée. L’existence de fonctions de Belyi agréables pour les arbres est
démontrée dans la quatrieme section. La cinquiéme section présente un dessin dont le
corps des modules est () mais sans fonction de Belyi définie sur QQ sur la sphere. Cet
exemple est renforcé dans la sixieme section pour conduire a un dessin sans modele
défini sur Q sur la sphére ni sur aucune courbe de genre 0. Dans la septieme section
nous montrons comment calculer une fonction de Belyi pour un dessin de genre zéro
sans automorphismes, définie sur son corps des modules. Dans la huitieme section, nous
examinons le cas des dessins dont le groupe d’automorphismes est non trivial. Nous
concluons dans la neuviéme section en reprenant les résultats des sections précédentes.
Pour finir, la dixiéme section décrit les calculs effectués sous Maple V et leurs résultats.

Une description du cadre théorique de ces calculs se trouve dans I'article de Leila
Schneps donné en référence (voir aussi [9] et [6] bien sir).

Je la remercie d’avoir attiré mon attention sur I’esquisse d’un programme de Gro-
thendieck ([22]) ou j’ai puisé les motivations de cet article, et dont bien siir, les pages
qui suivent n’abordent qu’une infime partie.

Je remercie Henri Cohen, Hendrik W. Lenstra, Jacques Martinet, et Michel Mati-
gnon pour leurs explications, et leurs conseils. Je remercie tout particulierement Joseph
Oesterlé pour ses recommandations et ses observations. Les calculs numériques et la
réduction des réseaux, si utiles dans la recherche de certaines fonctions de Belyi ont étés
menés grace aux conseils et aux programmes de mes collegues du G.R.E.C.C., Antoine
Joux et Louis Granboulan que je remercie chaleureusement. Je remercie de méme tous
les membres de 1’équipe de théorie des nombres de Bordeaux, Henri Cohen et Francine
Delmer en particulier, qui ont pris goit eux aussi a ces “calculs de lapins” et dont les
nombreux exemples m’ont beaucoup aidé.

1.2 Fonctions de Belyi des arbres.

Une fonction de Belyi est une application rationnelle II d’une courbe C, a valeurs
dans Pj/c et ramifiée seulement au dessus de 0, 1 et oo. On demande que II et C
soient définies sur @, ce qui est toujours possible, de par la rationalité des trois valeurs
singulieres 0, 1 et oo. Un dessin d’enfant est un tel couple (C, IT) défini & Q-isomorphisme
pres.

Lorsque C = Py;¢, I'application II est donc définie & une homographie pres (et en
général a un automorphisme de C pres).

Si on demande, de plus, que I'indice de ramification en chacun des points au dessus
de 1 soit exactement 2, la fonction de Belyi et le dessin sont dits propres (clean en
anglais).

Alors, on peut considérer I'image réciproque du segment réel [0, 1] dans P;;c. On
obtient un graphe connexe dont les sommets correspondent aux zéros de Il avec pour
multiplicités le nombre de segments arrivant au sommet. Sur chaque segment reliant
deux sommets, la fonction II prend une et une seule fois la valeur 1. Le graphe délimite
des faces (cellules) au milieu desquelles se trouve un poéle dont la multiplicité est le
nombre de segments qui bordent la face.



1.2 Fonctions de Belyi des arbres.

Comme on I’a vu, nous adoptons la convention suivante: les faces sont des pdles,
les sommets des zéros et les cotés des uns. Noter que ce n’est pas la convention choisie
dans [21].

Voyons comment rechercher une fonction de Belyi associée a un arbre propre. On
place d’abord I'unique face a I’infini, de facon & obtenir un polynoéme.

On appelle a; les sommets et v; leurs multiplicités pour 1 < ¢ < N ou N est le
nombre de sommets et d = Y v; le degré de la fonction de Belyi.

On obtient alors une identité du type

TI(X — a0 + A = Q%(x) (1.1)

i€l
ou I est ’ensemble des indices correspondant aux sommets et A est un parametre lié a

la normalisation du polynéme. Les racines de () correspondent aux arétes de ’arbre.
On notera que le polynéme

I=J[(X - a;)”

el
se factorise en

H+:Q—\/A: H(X_ai)V’ et H_:Q-}-\/,\:H(X_ai)m

ielt+ iel—

ol I’on définit I+ comme I’ensemble des indices correspondant aux sommets a; tels que
Q(a;) = /A (et que, par exemple, on colorie en rouge) et I~ I'ensemble des indices
correspondant aux sommets a; tels que Q(a;) = —/A (et que, par exemple, on colorie
en bleu). Nous pouvons ainsi considérer la fonction de Belyi comme la composée de
deux morphismes : celui défini par @ /v/—\ et celui défini par le polynome X2 + 1. On
comprend ainsi que les sommets rouges et bleus alternent le long de ’arbre, si bien
qu’une fois choisie la couleur de I’'un d’eux, on a déterminé celle de tous les autres.

Alors
= 011 = (Q — VA)@ + V)
Si on dérive l'identité (1.1) on obtient,

(St +57) = 2QQ (1.2)

avec

v; — v;
E+:ZX—CEZ'7 E:ZX—QZ

iel+ iel—

Comme () est premier avec II, on en déduit que

dQ = (3t +%7)0

ou O = [T(X — a;), et si 'on pose o7 = ¥+0 et 0~ = X0, alors
iel

dQ = (ot +07) (1.3)
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On veut prouver maintenant I’identité

dy/A= (ot —0a7) (1.4)

Pour cela, il suffit d’observer que le membre de droite est un polyndéme de degré
inférieur ou égal a N —1 et qu’il prend la valeur dy/A pour les N nombres ;. Par exemple
si a; est un sommet rouge alors 07 (;) = 0 et donc (o7 — 07 )(a;) = (ot + 07 ) (o) =
dQ(o;) = dv/A.

Maintenant la somme et la différence de (1.3) et (1.4) donnent

207 = dIl” et 20~ = dIT* (1.5)

Ces équations ont "avantage d’un degré plus faible et elles découplent en partie les
sommets rouges et les sommets bleus. Ce sont elles que I'on peut utiliser si l’on entre-
prend de calculer la fonction de Belyi avec un systeme de calcul formel. En particulier,
il est toujours possible d’éliminer quelques inconnues qui apparaissent linéairement, et
deux équations sont entierement linéaires.

On peut ainsi songer a résoudre le systéme obtenu en développant en X le systeme
(1.5) (ou méme I’équation (1.1) en général) et en égalant les coefficients. Les inconnues
choisies sont alors les a; ou, plus habilement, leurs fonctions de Newton. On utilise 1’al-
gorithme de réduction de bases de Grobner. Pour un dessin un tant soit peu complexe,
ces techniques ne sont plus raisonnables.

Nous proposons de diviser plutét ’équation (1.4) par ©. En posant U = 1/X on
trouve

Zl;[[(l—(]al) ie]_‘_l—DTCYZ' iel- 1—U&Z

et les N — 1 premiers termes du développement donnent les équations

Zz?iaf =0 pour O0<Ek<N-2 (1.7)
i€l
ol v; = y; pour les rouges et v; = —y; pour les bleus.

La premieére de ces N — 1 équations est triviale :

> =0
iel
En effet, puisque les sommets rouges et bleus alternent, la somme des multiplicités
rouges égale la somme des multiplicités bleus.
Il reste N —2 équations non triviales. L’ensemble des solutions T = (a;), ., de ce
systéme est invariant par les transformations affines de C' agissant diagonalement sur

CN

(Yi)i = (AY; + B);
ou A,BeC.



1.2 Fonctions de Belyi des arbres.

Remarques

— Les équations (1.7) se généralisent au cas d’un dessin de genre 0 quelconque dont
toutes les valences sont paires. On peut alors colorier aussi bien les faces que les
sommets et affecter les multiplicités d’un signe. Si on appelle «; les sommets et
B; les faces, si 7; est la multiplicité algébrique de a; et fi; celle de 3;, alors a tout
sommet «; on associe une fonction (,, définie par

Alors la fonction (,, admet un zéro d’ordre [7;]/2 — 1 en o; et la fonction (g,
admet un zéro d’ordre |fi;|/2 — 1 en §;.

En d’autres termes on a les deux séries d’équations suivantes:

pour tout i, et pour 0 < k < |55 /2

et pour tout j, et pour 0 < k < |p;|/2

Zi: (e; — By)

La condition de parité sur les multiplicités n’est pas restrictive. En effet, si ¢ est
une fonction de Belyi associée a un dessin quelconque, alors la fonction v définie
par

=14 <M)2

p— 2

est une fonction de Belyi associée a un dessin dont toutes les multiplicités sont
paires au dessus de 0 et oo et exactement égales a deux au dessus de 1.

— Dans le cas le plus simple ou ’arbre est une chaine de longueur N, alors Il est le
polynéme de Tchebitchev de degré 2N et (1.7) donne de classiques mais toujours
amusantes relations sur les cosinus correspondants.

— Les équations (1.7) forment un systéme de Vandermonde & ’envers puisque ce
sont les a; que ’on cherche ici, les v; étant connus.
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On appelle T la fonction de CV dans CV~? définie par les membres de gauche de

(1.7).

_ =k
T(ag,...,ayn) = ( E U0 )1<h<N—2
iel
On note que I' et sa différentielle I sont tres faciles a calculer. Le rang de I'}, est
le minimum de N — 2 et du nombre de «; distincts.
Ces observations conduisent a la méthode numérique suivante.

1.3 Méthode de Newton.

Remarquons que les vecteurs de CV \ {(z1, 23, ..., 25)|21 = 22 = ... = zx} définis &
affinité prés sont en fait des points de Py_s.
A toute suite (Y;); de vecteurs de CV \ {(21, 22, ..., 2n5)|21 = 22 = ... = 2y} définis

a affinité pres, on associe une suite de Py_5. Si cette seconde suite est convergente
on dira abusivement que (Y;); converge. Dans ce contexte, la méthode de Newton est
définie par la formule de récurrence

Yipgr =T = T% 7'T(T,) (1.8)

On note que Ty, n’est pas inversible. Ainsi F’Yl_lf(Ti) est défini a un élément du
noyau pres. On choisi pour F’Tl_lf('ri) le vecteur orthogonal au noyau; autrement dit,
on se déplace selon la ligne de plus grande pente.

Ici la forme quadratique a utiliser peut étre définie & partir de

— la dérivée seconde de I en T;.
— une métrique a définir sur Py_s.

Pour le calcul numérique, il faut choisir un représentant convenable de Y; dans C'V,
afin d’éviter une divergence artificielle due a un glissement le long des lignes de niveaux
de T'. Il reste maintenant a décrire une heuristique pour le calcul d’une approximation
T, propre a faire converger la méthode.

On remarque d’une part que dans les dessins calculés explicitement jusqu’a présent,
les segments sont presque rectilignes. Par ailleurs, les angles formés par les arétes au-
tour des sommets doivent étre égaux. Il ne manque plus a cette description schématique
qu’une évaluation de la longueur des segments. Celle-ci peut étre obtenue par I'obser-
vation de dessins voisins mais plus simples. Ainsi le systeme (1.7) varie peu lorsqu’on
“éclate” un point, c’est-a-dire lorsqu’ on remplace un point de multiplicité v par deux
points de couleurs opposées et de multiplicités v; et vy telles que vy + vy = v. Cela
revient a greffer un nouveau segment sur le dessin qui pousse alors d’étape en étape
comme un arbre. Si I’on appelle T la solution du premier arbre & N sommets, on peut
par exemple obtenir un vecteur Y3 de dimension N + 1 en dupliquant la valeur cor-
respondant au sommet éclaté. Ce vecteur peut étre pris comme valeur de départ dans
la méthode itérative pour le calcul de ’arbre greffé & N + 1 sommets. En effet, sur les
N — 1 équations (1.7) correspondantes, les N — 2 premiéres sont déja satisfaites parce
que ce sont les équations (1.7) de I'arbre précédent. On peut ainsi utiliser les longueurs
de l'arbre précédent comme des approximations a celles de I'arbre greffé.
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Une fois obtenue une bonne approximation de la limite T,, on a donc un élément
de Py_5 que I'on cherche & relever dans CV en un point défini sur un corps raisonnable.
Pour cela il convient de définir une normalisation habile qui assure & priori que ce point
est défini sur un domaine de rationalité aussi petit que possible. Si les approximations
calculées sont assez fines, on pourra alors retrouver les diverses dépendances algébriques
a l’aide de ’algorithme LLL de Lenstra, Lenstra et Lovasz ([32] et [25]). On obtiendra
alors une solution formelle au probleme (1.1).

Exemple

L’arbre en T a 15 points a 21 conjugués possibles.

G o o ) o T TP o O o o o)
< ~ ~ ~ <Y < ~ < ~ ~

Le calcul montre qu’il est en effet de degré 21. Les 21 sous-corps de Q correspondants
sont engendrés par les racines du polynéme

2123552221 4+ 1158312960 22° + 25502867712 2° + 341618429376 2'®
+3209936201344 2'7 + 20392715344064 "¢ + 99638796203968 z'°
+370504764844224 2™ + 1062741483903680 2'* 4 2370640833511888 22
+4128644196255936 ' + 5614827771514976 2'° 4 5942714032340512 z°
+4860315116093808 2® 4 3036961695710128 27 4 1425822458726372 z°
+491072052205560 z° 4+ 119836481716252 2* + 19663328827436 2
+1993132055040 2% + 106550236828 z 4+ 2000024111

Le discriminant de ces corps, calculé avec Pari par Henri Cohen est
_2588338253867611120

Pour la méthode de Newton, les calculs numériques ont été menés sous Pari. Pour
la recherche de dépendances algébriques avec LLL, j’ai eu recours aux conseils et aux
programmes d’Antoine Joux.

1.4 Probléemes de rationalité

Dans cette section, nous définissons le corps des modules d’un dessin et montrons
que dans le cas ou le dessin est un arbre propre, il admet toujours une fonction de Belyi
(un polynéme méme) définie sur son corps des modules. On rappelle qu’une fonction de
Belyi de genre 0, Il : P, — P, est définie a composition a droite par une homographie
pres. Puisque une telle fonction peut étre choisie définie sur @), on peut faire agir le
groupe o € Gal(Q/Q) sur les coefficients de la fonction de Belyi (qui n’est autre qu’une
fraction rationnelle). On obtient alors une fonction de Belyi associée & un dessin non-
nécessairement égal au précédent. Cela définit une action de Gal(Q/Q) sur les dessins
(on vérifie aisément que la définition donnée ne dépend pas de la fonction de Belyi
choisie).
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On appelle groupe des modules du dessin, le groupe des 0 € Gal(Q/Q) tels qu’il
existe une homographie H, satisfaisant

‘MM=1lo H,

C’est le stabilisateur du dessin dans Gal(Q/Q) selon ’action décrite plus haut.

On appelle corps des modules K d’un dessin, le corps fixé par le groupe G des
modules du dessin. Pour une définition plus intrinseque voir [18].

Nous cherchons maintenant une fonction de Belyi définie sur une extension aussi
petite que possible du corps K (Par définition, le corps de définition d’une fonction de
Belyi est le corps engendré par les fonctions symétriques des racines de son numérateur
et de son dénominateur.) Pour cela on veut ajouter deux conditions appropriées au
systeme (1.1). On va voir que dans le cas des arbres, il existe toujours une fonction de
Belyi définie sur K et qu’elle peut étre caractérisée par les deux conditions

o,=0 et Yu.=1 (1.9)

ou o; et X, sont, a peu de choses pres, deux fonctions symétriques bien choisies.

La premiére spécification est que I'unique pole soit a I’infini. On a alors un polynoéme.
Deux fonctions de Belyi satisfaisant a cette condition se correspondent, on I’a vu, par
une application affine (homographie fixant I'infini).

On demande ensuite que la somme o, des racines de ce polynéme soit nulle, ce
qui peut toujours étre obtenu en composant par une translation. Deux fonctions de
Belyi satisfaisant aussi a cette deuxieme condition se correspondent par une application
linéaire (homographie fixant 'infini et zéro):

z— Az

Considérons II( X') = Tp X P+ 7mp o XP 24+ 7p_3 X34 ...+ 7 'une d’entre elles et
appelons e le pged de I’ensemble des entiers [ strictement positifs tels que 7; soit non
nulle.

Il existe donc une combinaison multiplicative

A
L. =]
k

des coefficients de II, qui soit homogene en A de degré e (Identité de Bezout).

On pose comme troisieme condition que 3, = 1. Comme ¥, est une fonction homo-
géne de degré e de A, il existe une et une seule fonction de Belyi satisfaisant aux trois
conditions. En effet, pour qu'une application linéaire z — Az laisse Y, invariant on
doit avoir A* = 1, mais justement tous les coefficients non nuls de II sont de degré un
multiple de e et donc notre fonction de Belyi est elle aussi invariante si on la compose
par ’application linéaire z — Az.

La fonction Il ainsi construite est définie sur K, cela découle de son unicité.

Notons en particulier qu’il est possible de construire Iy & partir de n’importe quelle
fonction de Belyi Il de la facon suivante:

— Si la fonction a un dénominateur, alors ce dénominateur n’a qu’une racine corres-
pondant & 'unique pole p. On s’en débarrasse en composant par une homographie
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_pX
T X 4+1

— Maintenant on peut annuler la somme des racines en composant par la translation

Hi(X)

Hy(X) :X—%

ou o est la valeur initiale de cette somme.

— Pour finir on rameéne a un la combinaison de fonctions symétriques X,,. Le degré
de ¥, est e. Soit ¥ la valeur initiale de ¥, et ¥'/¢ une de ses racines e-ieme. On
compose alors par

X
Hg(X) - W
On peut remarquer que e est le plus grand entier positif tel que II,(X) = ﬁO(Xe)
ol II est un polynéme. C’est aussi 'ordre de la symétrie de centre 0 qui laisse stable le
dessin, ou mieux, 'ordre du groupe de symétrie du dessin.
En pratique, on peut utiliser d’autres fonctions symétriques que les 7. Par exemple,

on définit les polynémes @, pour k € Z ol

0= J] (X-a) et M*=]J[0; et I~ =]J06;" (1.10)
icl et v;=k k>0 k<0

Donc O a pour racines les sommets d’une couleur et multiplicité données. Les poly-
némes @k = 0,0_; sont définis sur le méme corps que II. Leurs coefficients constituent
une famille de fonctions symétriques plus riche, que I’on prend comme nouvelles incon-
nues du probleme. On choisit alors deux telles fonctions, de degré un, et on demande
que I'une soit nulle et I'autre égale & un. Il y a au plus une fonction de Belyi satisfaisant
ces conditions. Elle est alors définie sur le corps des modules du dessin. Ces deux condi-
tions ajoutées peuvent simplifier grandement les calculs car elles permettent d’éliminer
deux inconnues. On remarque aussi que seules les multiplicités des points singuliers
apparaissent dans les equations (1.1) ce qui ne suffit pas a caractériser le dessin, loin
de la. Cependant, il n’y a qu’un nombre fini de dessins avec des multiplicités données.
Ainsi le systeme (1.1) n’a qu’un nombre fini de solutions.

Remarques

— L’existence d’une fonction de Belyi sur le corps K est assurée dés qu’il existe un
célibataire dans le dessin, c’est-a-dire un sommet ou un poéle qui soit unique par
sa valence. Pour construire la fonction Iy, il suffit alors d’envoyer ce célibataire a
Iinfini et de finir comme ci-dessus. Cette observation reste valable si la fonction
de Belyi n’est pas propre. A vrai dire, elle ’est encore pour tout revétement de
genre 0 de la sphére moins un ensemble rationnel, et muni d’un célibataire.

— La question qui se pose alors est de savoir s’il existe toujours une fonction de
Belyi sur le corps K des modules du dessin, méme en ’absence de célibataire. La
réponse est non comme on le verra ci-dessous. Cependant, I’extension nécessaire
est au plus quadratique.
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1.5 Contre-exemple

Nous donnons maintenant un exemple de dessin dont le corps des modules est ) et
pour lequel il n’existe pas de fonction de Belyi de P, dans P;, définie sur Q).

Le dessin proposé ne doit comporter aucun célibataire, on choisit donc un dessin a
deux faces. Pour simplifier, les deux faces n’ont que deux cotés en commun. On trace
donc un cercle et deux points sur ce cercle. A partir de chacun de ces deux points on
dessine deux arbres “conjugués” c’est-a-dire ayant la méme liste de valences. Et voila
une famille de candidats contre-exemples.

Apres quelques essais infructueux (certains dessins étaient trop complexes pour
étre explicitement calculés, d’autres, trop simples pour conduire a une obstruction) j’ai
mené a leur terme les calculs correspondant au dessin suivant.

4 N

N /

On remarque que ce dessin admet une bicoloration. Il comporte 6 sommets de
valence 3, 6 sommets de valence 1 et deux faces de valence 12.

Pour les calculs, les deux poles sont envoyés en zéro et I'infini. On exige en outre
que la somme de tous les sommets de multiplicité 3 soit égale a 1.

On appelle @1 et @3 les polynémes de degré 6 définis par @1 = 0,0_, et @3 =
030 _; avec les notations de (1.10). L’équation (1.1) est alors

0,02 + AX'2 = Q*(X) (1.11)

Les calculs sont menés formellement comme décrits au paragraphe 1.10. On obtient
comme attendu, deux fonctions de Belyi distinctes et conjuguées par I'action de Galois.
Ces fonctions sont décrites dans la section 10. Il se trouve qu’elles sont définies sur (%)
et conjuguées. Appelons les 1T = —A‘lX_12@1@g et II ot 'on note en surlignant la
conjugaison dans @(7). On trouve que

ﬁ:HoHoﬁH(X):éetA:_—l
X 4100

Cela prouve que le corps des modules du dessin est (). Une homographie H peut
étre définie (a multiplication par une constante pres) par une matrice 2 X 2 que nous
notons H. Nous choisissons ici de poser

we[24]

Notons aussi que le groupe des automorphismes de I, i.e. I’ensemble des homogra-
phies H telles que
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MoHd =11

est trivial. En effet une telle homographie devrait soit fixer les poles soit les inverser. Si
elle les fixe alors c’est une application linéaire et donc triviale a cause de la normalisation
adoptée. Si elle permute les poles elle est de la forme X — C'/X et c’est une inversion de
centre 0. Mais une telle inversion ne respecte pas le dessin. Graphiquement on voit que
les petites fourchettes ont bougé. Celle qui s’élevait est abaissée et celle qui s’abaissait
est relevée (selon les paroles de I'Evangile...)

O
E

Supposons maintenant qu’il existe une fonction de Belyi Il définie sur le corps ).
Soit Hg I’homographie telle que

On va montrer que Hg peut étre représentée par une matrice définie sur Q(7).

On représente d’abord Hg par une matrice quelconque de Q. Ainsi on peut faire
agir Gal(Q/Q) sur Hg par action sur les coefficients.

Soit donc o € Gal(Q/Q(7)). L’action de o sur (1.12) donne

HQ =1Ilo H5
puisque Il et 1I sont définies sur (7). On en déduit que
_ o -1
M=MoHjoHg
et donc H§ o Hél est I'identité. Toute matrice associée est constante, en particulier

2 = Hob(o).

On voit, en faisant & nouveau agir Gal(Q/Q(7)) sur cette derniere équation que &
satisfait a la condition de cocycle.

d(ro)=6(1)6(0)

Le théoreme 90 de Hilbert assure alors que I'on peut définir Hg sur Q(¢) en divisant
par une constante A appropriée (celle telle que §(¢) = A717A ).
Il reste maintenant & faire agir sur (1.12) la conjugaison ordinaire de Q(7)/Q.

HQII:[OEQIHOHOEQ

Parce que le groupe d’automorphismes de II est trivial, on en déduit ’existence
d’une constante 5 € Q(i) telle que
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HQ:ﬁHOHQ

En conjuguant cette égalité on obtient

HQ = BH o HQ
puis
HQ = Bﬁﬂ oHo HQ
et donc
- 1

Or toutes les normes sont positives dans (). Contradiction.
On a donc prouvé le

Fait 1.1 Le dessin défini par la fonction 1l n’admet pas de fonction de Belyi définie
sur Q sur Pyq.

On peut méme reprendre le raisonnement précédent avec un corps quelconque K.
Une fonction de Belyi pour le dessin considéré ici peut étre définie sur un tel corps si et
seulement s’il existe deux éléments z et y dans K tels que 2*+y* = (z+iy)(z—iy) = 5.
Dans le cas ou de tels z et y existent, ou bien 7 € K et on peut prendre la fonction de
Belyi donnée plus haut, ou bien ¢ ¢ K, et on peut prendre pour matrice de passage

a b
Ho = [ﬂa ﬁb]
ol B =z 41y, a=a; +ayietb=>by +byisont dans Ko(7) et @ = ay — asi, b = by — byi

avec a,as, by, by € Ko. En remarquant que 4100 = 50% + 40? est une norme dans Q(z)
on trouve

Fait 1.2 Le dessin défini par la fonction 11 admet une fonction de Belyi sur la sphére
de Riemann, définie sur un corps K, si et seulement s’il existe deux éléments z et y
dans K, tels que z° + y* = (z + 1y)(z — iy) = —1

Cependant, puisque le dessin n’a pas d’automorphisme, le critere de descente de
WEeil, que I'on examinera plus en détail au paragraphe 1.7.2, implique I’existence d’un
modele défini sur ) pour ce dessin, c’est a dire, une courbe de genre 0 définie sur ) et
une fonction de Belyi de cette courbe dans le plan projectif, définie sur @ elle aussi. Or,
toute courbe sur @), de genre zéro est isomorphe sur ¢) a une conique plane. On cherche
donc une fonction de Belyi définie sur QQ , sur une conique définie sur Q et satisfaisant
aux conditions de ramifications du dessin proposé.

Dans la suite de cette section, on utilisera des coordonnées projectives. Soit donc
une conique C de P, d’équation en [U,V, W]

E((Ja V7W) = abr2 + QbU‘/’r + C‘/2 + d(]W + eVW + fw2 -0
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ou a,b,c,d,e, f € Q.
Tout isomorphisme de C sur P, peut se mettre sous la forme suivante ou [X, Y] sont
les coordonnées projectives sur P;

[X,Y] = [N(U,V,W), D(U,V,W)] = [mU + naV + nsW,d\U + dsV + dsW]

ol n17n27n37d17d27d3 € Q
Supposons que N et D sont définis sur Q(7) et que I’équation de C est

E(U,V,W)= NN — ADD (1.13)

R |
ou A = 755

On appelle TI(X,Y), la version homogene de la fonction de Belyi IT déja calculée.
Alors,

M[X,Y] = T[[AY, X]

Si on compose Il et I'isomorphisme défini plus haut on obtient une fonction de Belyi
1l sur la conique

(U, V,W)=1[N(U,V,W), D(U,V,W)]

On voit alors que Il est définie sur Q . En effet

(U, V,W) = N[N(U,V,W),D(U,V,W)|=1[AD,N] =1[ADD, ND]
= II[NN,ND]=1I[N,D]

et on a utilisé I’équation de la courbe pour substituer NN 3 ADD.

Il est donc possible d’obtenir des fonctions de Belyi définie sur Q sur toutes les
coniques de la forme donnée en (1.13). Ces coniques sont deux a deux Q)-isomorphes et
le procédé de construction adopté n’est autre que celui décrit dans [45].

1.6 Contre-exemple, suite...

Comme on vient de le voir, le dessin précédent admet une fonction de Belyi définie
sur Q sur une conique. On remarque que A intervient dans I’équation de cette conique.
Or A est dans @), ce qui est lié a la trivialité du groupe d’automorphismes du dessin.

En effet, considérons la fonction de Belyi ¥(X) = II( X?) obtenue en composant TT
avec un morphismes de degré 2 au dessus de la sphere, ramifié au dessus des deux faces
0 et I’infini

X — X?
Le dessin correspondant admet un automorphisme non trivial

X—-X

Voici ce dessin
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4 N

o %

On remarque tout de suite que ¥ est définie sur Q(7) et que

T(X) = W(%) — VoK

ol on a posé

o0 V)
1 0

Donc le dessin est rationnel, son corps des modules est (). Cependant on notera
que /A n’est pas rationnel, si bien que le procédé de descente présenté au paragraphe
précédent ne fonctionne plus. On devine alors que ce dessin n’admet aucun modele
défini sur Q .

En voici une preuve.

Supposons qu’il existe une courbe (5 de genre 0 et une fonction de Belyi ¥, sur (s,
toutes deux définies sur ). Soit C'; le quotient de C'5 par le groupe d’automorphismes de
Psig et x application quotient. On appelle Il 'unique application qui fasse commuter

le diagramme suivant.
X

T, C,

s

Py
Alors C1, x et 1l peuvent étre définies sur Q. Ainsi la paire (C4, Il) est un modele

Cy

défini sur () pour le dessin sans automorphismes étudié dans la section précédente.
Donc C est isomorphe sur ) a la conique d’équation z? + y? + 1 = 0. On en déduit
I’existence d’un revétement galoisien de degré deux, de cette derniére conique par la
courbe 'y, défini sur () et ramifié au dessus de deux points. La contradiction vient alors
du théoréme suivant, que ’on démontrera au paragraphe 1.7.1.

Théoréme 1.1 Soient C et Cy deux courbes de genre 0 et x un revétement de C,
moins deuz points par Cs, topologiquement isomorphe a Uapplication de P, dans P,
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définie par le polynome X — X° ou e est un entier naturel. On suppose que C, C5 et
x sont définis sur un corps de nombres K. Alors:

- Sie est pair, Cy est isomorphe sur K a Py.
- Si e est impair, Cy est isomorphe sur K a Cs.

Dans notre cas, C; ne peut étre ¢)-isomorphe a P;, comme on ’a vu au précédent
paragraphe.
On a donc montré le

Fait 1.3 Le dessin représenté plus haut n’admet pas de modéle défini sur Q .
On peut finir en énoncant le

Fait 1.4 Pour tout corps de nombre K, les deux conditions suivantes sont équivalentes
— 1l existe, définie sur K, une fonction de Belyi pour le dessin correspondant a V.

- L’équation

admet une solution sur K, .

1.7 Descente de Weil et courbes de genre 0

Dans cette section on s’intéresse aux dessins de genre 0 et sans automorphismes.
Nous verrons le résultat suivant

Fait 1.5 Un dessin de genre 0 et sans automorphismes admet une fonction de Be-
lyi sur la sphére de Riemann, définie sur une extension au plus quadratique de son
corps des modules. Une telle fonction peut étre calculée par de simples manipulations
polynomiales.

nsuite, pour savoir s’il existe une fonction de Belyi a coe cients dans le corps
des modules, il su t de calculer un symbole de ilbert global. ans le cas ou une telle
fonction existe, son calcul se réduit a la résolution d’une équation aur normes de degré
2 sur le corps des modules du dessin.

On a vu que la trivialité du groupe d’automorphismes implique I’existence d’une
fonction de Belyi sur une conique. Puisque toute conique est isomorphe a la P, sur une
extension au plus quadratique de son corps de définition, on en déduit qu’il existe pour
ce dessin une fraction rationnelle définie sur une telle extension.

Nous donnons ici une construction explicite de cette fonction de Belyi. D’autre part,
cette approche ne nous laisse pas tout a fait sans recours lorsque le dessin admet des
automorphismes, comme on le verra dans la section suivante.

On s’intéresse ici exclusivement au probleme de descente et donc on suppose connue
une fonction de Belyi associée au dessin, ainsi que le corps des modules de ce dessin.
On verra comment obtenir tout cela en 1.8.
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La suite de cette section consiste en trois parties. Dans la premiere, nous rappelons
quelques faits élémentaires classiques sur les courbes de genre 0. Dans la seconde par-
tie, nous nous intéressons au calcul explicite de bons modeles pour un dessin donné,
sans automorphismes. Dans la troisieme, nous décrivons quelques techniques utiles a
la recherche de points rationnels dans les corps de genre 0.

Soit K un corps de nombres, C' une courbe de genre 0 définie sur K et {a, 3} une
paire de points, définie sur K. On appelle K (/D) ’extension au plus quadratique de
K sur laquelle a et 3 sont des points rationnels. Soit I; un isomorphisme de C' sur
P, qui envoie a sur 0 et § sur co. Deux tels isomorphismes sont égaux a composition
prés par une application de la forme X — X ou € Q. On en déduit, a ’aide du
théoréme 90 de Hilbert, que I; peut étre définie sur K (/D).

Supposons que D n’est pas un carré parfait et faisons agir sur I; I'unique automor-
phisme non trivial de K(v/D)/K. 1l existe A € K tel que

(71 == A/Il

Soit maintenant C la conique plane d’équation homogéne

2 — Dy* — A2* =0

et 5 ’application de P, dans C définie par

J([U,V]) = [/D(U? + AV?), AV? = U?*,2UV /D]

Alors, si I'on pose ,”' = I, on a L([z,y,2]) = [ — y/D, 2] = [Az, 2 + y/D] et
7, = A/I, si bien que = 5o I; est définie sur K.

De plus, envoie la paire {a, 5} sur la paire de points a l'infini de C.

On en déduit le

Théoréme 1.2 oute conique privée de deuxr points est isomorphe sur son corps de
définition K a une courbe a ne d’équation v — Dy* — A = 0.

e plus, si D, A;, Ay € K la courbe pro ective d’équation z? — Dy? — 22 = 0 est
isomorphe a Py sur K, et si le quotient A;/A, est une norme dans K(\/D), alors les
courbes a nes d’équations ©° — Dy? — Ay = 0 et 22 — Dy* — A, = 0 sont isomorphes
sur K.

Une premiere conséquence de ceci est que tout dessin de genre 0, sans automor-
phisme, admet sur son corps des modules K, une fonction de Belyi définie sur une
conique d’équation z? — Dy? — Az? = 0 ou bien encore une fonction de Belyi ¢ de P,
dans P, définie sur K (/D) et satisfaisant % = A/p, avec A, D € K.

Nous donnons maintenant une preuve du théoreme 1.1.

On peut supposer que les deux courbes C; et C; ont pour équations respectives
22 — Dyy? — A12?2 = 0 et 22 — Dyy? — Ay2? = 0 que les points singuliers de x sont les
points a l'infini de Cs; et qu’ils sont envoyés par x sur les points a l'infini de C}.
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Appelons I, I'application de C; dans P, définie par I1([z,y,2]) = [z — y/D1, 2] =
[Ai1z,2 + yy/D1] et de méme I,. Notons que " application I, (respectivement I5) est
définie sur K ou sur une extension quadratique de K. Dans ce dernier cas, elle a
pour conjuguée A, /I; (respectivement A,/I;). Soit alors ¢ ['unique application qui fait
commuter le diagramme suivant

I

C, P
|,
C,——P
On voit que ¢ est ramifiée au dessus de 0 et oo elle est donc de la forme {(X) = X°

ou((X)= /X®avece#0et #0.Notons quesiC; et Cy sont K-isomorphes a P,
alors le théoreme est démontré. On peut donc supposer que I'une au moins des deux
applications I; et I, n’est pas définie sur K. Ainsi, quitte a remplacer I; ou I, par sa
conjuguée, on peut toujours supposer que ( est de la forme {(X) = X°.

On en déduit que /D, et /D, engendrent le méme corps. En effet, dans le cas
contraire, considérons o I’automorphisme tel que °/D; = /D, et /Dy = —/D,. On
trouve alors, en faisant agir o sur le diagramme commutatif ci-dessus que °((X) =
7 X®= A5/X°*, ce qui n’est pas possible.

Ainsi, /D, et /D, engendrent le méme corps. Soit donc o I"automorphisme non
trivial de K(y/D;)/K. En faisant agir ¢ sur le diagramme commutatif on obtient la
relation

_ A
-4

g

Si e est pair, on obtient que A; est une norme sur K(y/D;) et donc que C} est
K-isomorphe a P;.

Si e est impair, on obtient que A;/A, est une norme sur K(y/D;) et donc que C4
est K-isomorphe a 5. CQFD.

Venons en a la deuxiéme partie de notre exposition. Nous voulons, pour tout dessin

sans automorphismes, trouver une fonction de Belyi sur la sphére de Riemann a
coefficients sur le corps des modules X' de , ou bien une fonction de Belyi sur la
sphere de Riemann a coefficients sur une extension quadratique de K.

Supposons connus le corps des modules K du dessin et une famille de fonctions de
Belyi conjuguées ; pour 1 < ¢ < e définies sur des extensions ; de degré e de K.

Nous verrons en 1.8 comment les obtenir.

Pour 7 et j compris entre 1 et e, ¢; et ¢; définissent le méme dessin et il existe donc
une homographie ;; telle que

$i = ¥j0 ji

Comme le dessin n’admet pas d’automorphismes, les ;; sont uniques et doivent
donc vérifier les deux familles de conditions:
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ki ji = ki
{i = +j oi pour tout o dans Gal( /K)
On utilise alors le critere de Weil et la construction donnée dans [45] pour construire

un modele rationnel associé a ce dessin.

Théoréme 1.3 Soit K un corps de nombres et une extension
algébrique de K. Soit K une cléture algébrique de K, et © I’ensemble des in ections de
dans K qui fizent K.

Soit V une variété pro ective resp. a ne définie sur . Pour tout o € ©® on note
V la variété obtenue par action de o sur V. On suppose qu’il existe, pour tout o, 7 € ©
un isomorphisme ., de°V dans™V et que ces divers isomorphismes satisfont les deuz
familles de conditions suivantes

vT TGO - vao

v
T O

= ,ru, pour tout o,7,v dans Gal( |K)

Alors, il existe une variété pro ective resp. a ne Vy définie sur K et un isomor-
phisme  de Vy dans V tels que ,,=7" ° ~1L.

On reprend ici la construction de Weil dans le cas particulier d’une courbe de genre

Soit By = (ay 1) une base de ; sur K. Les conjuguées de B; sont appelées B; et
sont des bases des ; pour 1 < ¢ < e. On note B; = (a; j);. Soient maintenant (é;)1<i<e
les fonctions coordonnées de I’espace affine A, de dimension e.

Si ’homographie ;; est donnée par la matrice

o aj; bjz’
a i dj;

on considere dans A, la variété définie par le systeme d’équations (£; ;)1<icj<e
CjiE aikéki ajkék‘}‘djig Oéjkék_ajig a;ybr —bj; =0
k k k k

L’ensemble des équations E;; forme un systeme qui définit une courbe C, définie
sur K et K-isomorphe a P, par I'application ( telle que

X = 6(517 ---75e) = EOH Ok
k

L’application réciproque se construit en inversant la matrice B formée de tous les
B;. En effet B est inversible par indépendance des automorphismes.

Il est clair alors que la fonction de Belyi ¢ = @1 o ( est définie sur K.

On voit en outre que Cy se présente comme une intersection de quadriques définies
sur K (penser a décomposer les équations £; ; comme sommes d’équations définies sur
K). 1l reste a construire un K-isomorphisme entre Cy et une conique plane définie sur
K. Une telle conique est alors isomorphe & P, sur une extension au plus quadratique
de K.
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Le modéle rationnel construit au paragraphe précédent présente 'inconvénient d’étre
plongé dans un espace affine de dimension élevée. On sait bien que toute courbe de genre
0 est isomorphe & une conique sur son corps de définition, mais la construction d’un tel
isomorphisme n’est pas des plus aisées. De plus, dans le cas particulier ou le dessin ad-
met une famille de ramification de cardinalité impaire (par exemple, un nombre impair
de points au dessus de 0 avec un ordre de ramification donné), on sait que le dessin
admet un modele sur P; car toute conique admettant un diviseur de degré impair est
isomorphe & P; sur son corps de définition. On aimerait alors construire ce modele
rationnel sur la droite.

Soit donc ¢ : Py — P; une fonction de Belyi définie sur une extension du corps
des modules K. Soit G le groupe de Galois de /K. Pour tout o € (4 il existe H, une
homographie unique telle que %p = @H,, et les H, forment un cocycle.

On suppose que ¢(c0) ¢ {0,1,00}. On appelle P;(X) pour i 1 le polynéme
unitaire dont les racines sont les points au dessus de 0 ou la ramification est 7. On
définit de méme @Q;(X) et R;(X) avec les points au dessus de 1 et oo de ramification i.

Tous ces polynémes sont définis sur . On cherche une fraction rationnelle définie
comme combinaison multiplicative de ces polynémes et de degré négatif aussi grand
que possible. D’apres le théoréeme de Riemann-Hurwitz, il existe une telle fonction de
degré —2. Dans le cas ou il existe une famille (un polynéme parmi les P;, Q;, R;) de
cardinalité impaire, alors il existe une telle fonction de degré —1.

Appelons ¥ une telle fonction, et  le diviseur associé. Le diviseur  vérifie

7= HI()

On peut donc identifier les espaces linéaires correspondant aux différents conjugués
en composant par les H,.

()— ()

fifOHo

Le cocycle H, se releve alors en un cocycle H, a valeurs dans G ( ( )) défini de
la facon suivante.
Soit = (¢, X, X%)) (respectivement = (t, X¢)) une base de ( ). Pour
=( 1, 2, 3) (respectivement = ( 1, )) un vecteur & coordonnées dans @, on note
f la fonction définie par f = ( 14+ X+ 3X?)¢ (respectivement f = ( 14+ X)7).
Pour o € G on pose
F =(71+7 X +73X?)%, ce qui définit une autre application

()— ()
f—"7

On s’intéresse a la composée ~'U,. Il existe un élément unique H, de G ( ( ))
tel que



24 Calcul et rationalité de fonctions de Belyi en genre 0

f OHOI7

soit encore

f—7

Les H, forment un cocycle a valeurs dans G ( ( )).
Par exemple, si le degré de ¥ est —2 et si H, est représentée par la matrice

a b
alors H, est donné par
a’ 2ab  b? 0 1
H'= ac ad+bc bd (=)=
c? 2¢cd  d? ©“

Puisque le HY(Gal(Q/K),G ( ( )))est trivial, il existe € ( ) tel que H, =
7 =1 Ce se calcule explicitement comme série de Poincaré ([41] page 159, par
exemple). On a alors pour tout & coefficients rationnels

o)=1 H,

Soit maintenant un vecteur & coefficients dans Q@ et =( 1, 2, 3)= . On
demande que 2 —4 | 3# 0, ce qui est vérifié pour presque tout

Appelons a et 3 les racines de | + X + 3X? Alors, 'ensemble {«a, 3} formé
de ces deux racines vérifie

Ha, B} = H {a, B}
En particulier, il existe une extension de K au plus quadratique telle que pour tout

o € Gal(Q/K(y/D))

a=H'aet B=H'j

Soit alors  une homographie telle que (o0) = a et (0) = (. Si nous posons
Y1 =¢ ,ona% =¢ ,avec ,= “'H,” .Et ,vérifie ,(0)=0et ,(cx)= 0.
Ainsi ,(X) = ,X ou , est un l-cocycle scalaire et donc par le théoreme 90 de
Hilbert , = A’A~1. On pose alors @5(X ) = ¢ (AX) et on obtient une fonction de Belyi
définie sur K (/D) telle que "oy = A/, avec A une constante dans K et 7 ['unique
automorphisme non trivial de K(,/D)/K. Nous avons de aussi calculé une extension
quadratique sur laquelle le cocycle H, se trivialise :

pour ¢ € Gal(Q/K(\/D)).
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On se trouve alors dans la situation de la section 1.5 et ’on sait construire un
modele rationnel sur la conique d’équation 22 — Dy? — A2? = 0. On peut chercher &
savoir si cette conique est isomorphe sur K a P,. L’existence sur un corps K d’une
solution a I’équation z? — Dy? — Az% = 0 s’exprime avec le symbole de Hilbert global
sur K noté (D, A) . Ce symbole est la conjonction des symboles locaux en les places
finies qui divisent 2AD et en les places a I'infini. Il est donc tres facile & calculer. 11 est
plus difficile de trouver une solution explicite & I’équation z? — Dy* — Az* = 0 (voir
31).

Remarquons que dans le cas ol le degré de ¥ est —1, le calcul décrit plus haut
conduit non pas a des paires rationnelles de points mais a des points rationnels, parce
que la dimension de ( ) est 2. Le cocycle se trivialise alors directement sur le corps
K lui méme.

Remarque

Il n’est pas nécessaire de calculer la cléture de Galois du corps  pour mener tous
ces calculs. Le plus simple est de travailler en notation flottante. En effet, on connait
les conjuguées de toutes les grandeurs qui apparaissent, puisqu’elles proviennent de la
famille initiale de fonctions de Belyi conjuguées, c’est a dire des H,.

1. Dessins dont le groupe d automorphismes est uel-
con ue

Si @ :C — P, est une fonction de Belyi de genre quelconque associée au dessin , on
appelle “drapeaux” les composantes connexes de I'image réciproque par ¢ du segment
ouvert (0,1). On définit trois permutations de ces drapeaux og, 0y, 0, de la facon
suivante: oy fait tourner les drapeaux autour des sommets, dans le sens positif. De
méme o, fait tourner les drapeaux autour des cotés, et o, autour des faces. On a alors
0u010¢ = 1 et le groupe engendré par ces trois permutations est isomorphe au groupe
de Galois de la cloéture galoisienne de ’extension associée au morphisme . Appelons
H le stabilisateur d’un drapeau f arbitraire dans , alors le groupe d’automorphismes
du revétement est le quotient par H de son normalisateur dans

= (HW/H

et ce dernier groupe est isomorphe au centralisateur de  dans le groupe complet de
permutations n ou N est le degré du dessin :

= ()

En effet, & chaque élément « de  (H)/H on associe I'unique élément a de ()
tel que a(f) = a(f).

Cela donne une description combinatoire de ce groupe d’automorphismes ainsi qu’un
moyen de le calculer. En particulier, si a € (), alors @ commute aux o; et donc il
induit une permutation de leurs cycles qui décrit ’action de "automorphisme corres-
pondant sur les points de ramification.
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Par ailleurs si (C, ¢) est définie sur un corps de nombres , alors il existe une courbe
Cq, une application rationnele ¢q : Cg — P; et un revétement géométriquement galoisien
de groupe , x :C — Co — 5 '({0,1,00}) tous définis sur et tels que ¢ = g o .

Remarque nous disons qu’un revétement de courbe algébrique est géométrique-
ment Galoisien si I’extension de corps de fonctions associée est Galoisienne moyennant
une extension algébrique du corps des scalaires.

Le dessin associé a ¢, est appelé dessin réduit du dessin initial. On voit que tout
corps de définition du dessin initial est aussi corps de définition du dessin réduit.

En fait, le corps des modules du dessin réduit est inclus dans le corps des modules
du dessin initial. En effet, si K est le corps des modules du dessin initial, soit o €
Gal(Q/K). Alors, il existe un isomorphisme H, : °C — C défini sur Q tel que %p =
wH,. Il existe donc un unique morphisme , : °Cqy — Cq tel que le diagramme suivant
commute:

c—
| ]
Cy——C,

Ceci prouve que le corps des modules du dessin réduit est un sous-corps du corps
des modules du dessin initial. En fait on a mieux.

Puisque chaque , est unique et ne depend que de H,, la famille des , vérifie la
condition de cocycle sur Gal(Q/K). Ainsi, le dessin réduit , admet un modele sur
K. La classe de K-isomorphisme de ce modele est uniquement déterminée par le dessin

. On la note , et on ’appelle modele réduit de . Noter que le dessin , peut
avoir lui méme des automorphismes, si bien qu’il peut admettre plusieurs K-modeles
non K-isomorphes. Néanmoins, vu comme dessin réduit de , le dessin ; admet un
modele canonique sur K.

Pour toute extension de K, on dit que le modéle réduit |, a un point non
singulier rationnel sur si et seulement s’il existe une valeur non singuliere de ¥,
a € Cy telle que ,(°a) = a pour tout ¢ € Gal(Q/ ).

Soit alors un point 3 sur C tel que x(f) = a et “ajustons” les H, de telle sorte que

H,(°6) =B
pour o € Gal(Q/ ).

Cela est toujours possible de maniére unique parce que le morphisme y est géomé-
triquement galoisien. Les H, ainsi obtenus forment un cocycle, qui admet lui aussi un
point rationnel. Donc, le dessin ~ admet un modele sur le corps , muni lui aussi d’un
point rationnel 3.

Théoréme 1.4 Le corps des modules K d’un dessin  est un corps de définition de

son dessin réduit . Si le modéle réduit correspondant | = (Cy, ,) a un point non

singulier rationnel sur une extension de K, alors est un corps de définition de
et il existe un modéle  -rationnel pour  avec un point réqulier  -rationnel.

Corollaire 1.1 — out corps de définition d’un dessin est corps de définition de
son dessin réduit.
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— Le corps des modules du dessin réduit est inclus dans le corps des modules du
dessin lui méme.

Examinons maintenant le cas d’un dessin de genre 0. Soit K (/D) une extension
au plus quadratique de K sur laquelle le cocycle , se trivialise.
o a alors une infinité de points K(y/D)-rationnels, la plupart non singuliers. Ap-
pliquant la troisieme partie du théoreme 1.4 on en déduit le

Théoréme 1.5 out dessin de genre 0 admet un modéle : Py — P, défini sur une
extension au plus quadratique de son corps des modules.

On a mieux encore. Soit  I’ensemble des valeurs singulieres de y. Cet ensemble
vérifie la condition

A7) =
et donc si sa cardinalité est impaire, le cocycle formé par les , est dans la classe
triviale (sur K') et admet donc une infinité de points K-rationnels. Or, on va voir que
tout revétement fini géométriquement galoisien de genre 0 de la sphére, non cyclique,
a 3 valeurs singulieres (i.e. est ramifié au dessus de 3 points exactement). On en déduit

le

Théoréme 1.6 out dessin de genre 0 et de groupe d’automorphismes non cyclique et
non trivial, admet un modéle : P, — P, défini sur son corps des modules.

Il nous reste seulement & énoncer le résultat classique suivant (voir [2] page 106)

Théoréme 1.7 out revétement géométriquement galoisien de genre 0 de la sphére a
pour groupe de alois géométrique un groupe cyclique, diedral ou bien ['un des trois
groupes suivants:

— Ay le groupe de symétrie du tetraédre.

- 4 le groupe de syméirie de [’octaédre.

— Ay le groupe de symétrie de ['icosaédre.

Le nombre de valeurs singuliéres est 2 si le groupe de alois est cyclique, et 3 sinon.

Par exemple les applications X — X et X — X 4 X~ ont pour groupes de
Galois C' et D respectivement.

Dans la section suivante nous allons examiner comment obtenir les modeéles ration-
nels ci-dessus.

Nous généralisons le procédé de normalisation déja utilisé pour les arbres.
Soit

NX) X +iX "+,X 24+..4f
D(X) oX 4+ X T4+ X 244
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une fraction rationnelle. On suppose que G 1 et  # 0. Si 'on remplace X par AX
pour A € C et que I'on met la fraction obtenue sous la forme ci-dessus, alors f; est
multipliée par A='. On dit que f; est homogeéne de degré —1. De méme f; est de degré
—iet ;est degré G — —1.

Soit e ’ordre du groupe des automorphismes de ¢ qui fixent 0 et co. Alors — G
est un multiple de e car c’est la ramification en l'infini. En fait, e est le pged de tous
les entiers k tels qu’il existe une fonction de degré k£ non nulle parmi les f; et les ;.

En particulier, il existe une combinaison non nulle et de degré e de la forme

I
- K3 (3
i 0

ou les (p;); et les (v;); sont a valeurs dans Z et a supports finis.
Si une fonction de Belyi ¢ satisfait les trois conditions suivantes:

- S‘Q(OO) € {071700}
- ., =0
— =1pourun donné comme ci-dessus.

alors on dira qu’elle est normalisée.

Il est clair que si o est dans le groupe des modules du dessin, alors % est encore
une fonction de Belyi normalisée pour ce dessin. La normalisation est conservée.

On a mieux:

Dé nition 1.1 Soit ¢ une fonction de Belyi et a un point de ramification de ¢. Le
type de o est le triplet  (a) = (p(a), ,e) ot est le degré de ramification de ¢ en o
et e est ordre du sous groupe des automorphismes du dessin qui firent a.

Si ¢ est une fonction de Belyi normalisée, on définit son type comme celui de son
point a l'infini.

Il est clair que le type est invariant par action de Galois.

Soient maintenant ¢; et ¢, deux fonctions de Belyi normalisées par les mémes
conditions et associées & un dessin donné. Il existe donc une homographie H telle
que @9 = 1 H. Supposons de plus que les points & l'infini de ces deux fonctions se
correspondent par un automorphisme du dessin. Alors H peut étre choisie telle que
H(co) = 0o. On voit alors que les conditions ; = 0 et = 1 implique que H est
I'identité.

Ainsi, le nombre de fonctions de Belyi d’un type donné et normalisées par un en-
semble donné de conditions, est borné par le nombre de points du type considéré, dans
le dessin, a automorphisme prés. En particulier, une telle fonction de Belyi est définie
sur une extension du corps des modules, de degré inférieur a ce nombre.

Exemple

L’octaedre
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Ce dessin admet 3 fonctions de Belyi normalisées correspondant aux points A, B,
C'. Elles sont toutes définies sur son corps des modules car le groupe d’automorphismes
agit transitivement sur les sommets, sur les arétes et sur les faces.

pplication calcul du corps des modules d’un dessin
La donnée d’une famille de fonctions de Belyi normalisées permet de calculer le
corps des modules du dessin. En effet, si les (¢;)1<;<r sont "ensemble des fonctions de
Belyi conjuguées par action de Galois & ¢4, alors le corps K des modules du dessin est
I'intersection des corps de définition K; de ces fonctions.
Soit (¢1j)i1<j< un vecteur formé de ’ensemble des coefficients de ¢;, et de méme,
soient (¢; j)i<j< pour 1 < i < [ les vecteurs formés des coefficients des

(Sﬁi)lsisl
Ces vecteurs sont conjugués au dessus de K.
Appelons o, ; la i-eme fonction symétrique de la famille (¢; ,¢54,...,¢r;). Les o ;
sont dans K. Soit maintenant un polynéme en  variables tel que appliqué a

(¢1j)1<j< donne un générateur | du corps de définition ; de ;. Définissons alors
les ; comme les valeurs de appliqué aux (¢; j)i<j< pour 1 < ¢ < I. Alors les
fonctions symétriques des ; engendrent K.

Soit maintenant le groupe d’automorphismes du dessin. C’est I’'un des groupes
énumérés au théoreme 1.7. Soit X 1’ensemble des points fixés par un élément non trivial
de et faisons agir sur X. Il est bien connu (voir [2] page 106) que le nombre d’orbites
est 3 si  mn’est pas cyclique. Soient |, 4, 3 ces orbites. Si z; est un élément de

; alors l'ordre du stabilisateur de z; dans ne dépend que de 7. On obtient ainsi
trois entiers caractéristiques du groupe et dont les valeurs sont données dans la table
suivante:

- 22mpour n 2 sile groupe est D .
— 2,3,3 si le groupe est A,.
— 2,3,4 s le groupe est 4.

— 2,3,5 51 le groupe est As.



30 Calcul et rationalité de fonctions de Belyi en genre 0

On voit que dans tous les cas, sauf pour D, il existe une orbite d’ordre différent
des autres. Alors, une fonction de Belyi normalisée obtenue en envoyant a I’'infini un
point de cette orbite, sera définie sur le corps des modules du dessin.

Reste alors le cas ou le groupe d’automorphismes est le groupe de lein. On obtient
trois fonctions de Belyi normalisées correspondant aux trois orbites, et définies sur des
extensions du corps des modules de degré au plus trois. En fait, ou bien 'une d’elles au
moins est définie sur le corps des modules, ou bien elles sont toutes les trois conjuguées.
Dans ce dernier cas, appelons ¢, @, et @3 ces fonctions. Le groupe d’automorphismes
de ¢, est engendré par les deux automorphismes X — —X et X — o?/X ol a € C.
Ainsi, ¢; se décompose comme

a? + X 2)
On procéde alors comme au paragraphe 1.8.1 en calculant un cocycle , pour les
; puis en le relevant en un cocycle pour les ;. Ces cocycles se trivialisent alors sur le
corps de définition par la méthode exposée en 1.7.3. Ici, le diviseur fixé par le cocycle
est 'ensemble {—2,2, 0o} des valeurs singulieres du revétement défini par X — — 4 <.
Cela résout la question de la recherche des fonctions de Belyi dans le cas ou le
groupe d’automorphismes est non cyclique.

On note que dans le cas cyclique d’ordre €, il n’y a que deux points fixes d’auto-
morphismes et la normalisation décrite plus haut conduit a envoyer I'un en 0 et "autre
a l’infini. Si les types de ces orbites sont distincts, alors les deux fonctions de Belyi
normalisées correspondantes sont définies sur le corps des modules du dessin. Si les
deux types sont égaux, alors au pire, les deux fonctions de Belyi sont définies sur la
méme extension quadratique du corps des modules du dessin et elles sont conjuguées.

Regardons plus en détail comment se pose alors le probleme de la descente.

On vient de calculer deux fonctions de Belyi ¥ et U définies sur une extension
K(/D) du corps des modules du dessin. On voit sans peine qu’il existe deux nombres
Aet B tels que B = A€ K et

U(X)=¥(B/X)

De plus, ¥(X) = II(X*) ou II est une fraction rationnelle définie sur K (/D).

Si e = 2f + 1 est impair, alors posons ¥y(X) = ¥(B ' X). On voit alors que
Uo(X) = Ws(A~1/X). Ainsi, le dessin admet un modele rationnel sur la courbe d’équa-
tion 2 — Dy? — A=122 = 0. On le construit comme au paragraphe 1.7.1.

Théoréme 1.8 Un dessin de genre éro dont le groupe d’automorphismes est cyclique
d’ordre impair admet un modéle sur son corps des modules.

Sie=2f, il peut y avoir une obstruction a l’existence d’un modele rationnel pour
le dessin. Dans le cas particulier du paragraphe 1.6, le dessin “réduit” défini par Il n’a
pas d’automorphisme. Alors, ’obstruction est mesurée par un symbole de Hilbert : le
dessin a un modele rationnel si et seulement si la classe d’isomorphisme de coniques
associée & son dessin réduit est triviale.
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1. Conclusion

Nous venons de voir que tout dessin de genre 0 admet un modele sur son corps des
modules pourvu que son groupe d’automorphismes ne soit pas cyclique d’ordre pair.
En fait, si le groupe d’automorphismes n’est pas cyclique, le modeéle peut &tre choisi sur
P;. Si le groupe d’automorphismes est cyclique d’ordre impair, et en particulier s’ est
trivial, le dessin admet un modele sur une conique. Nous en avons donné des exemples.

Tous ces résultats demeurent valables pour un revétement connexe, fini, de genre 0
de la sphere, ramifié au dessus d’un ensemble rationnel. Les preuves et les procédés de
construction sont les mémes.

1.1  Calculs et résultats
Nous décrivons maintenant la conduite des calculs sous Maple pour la fonction de

Belyi de la formule (1.11).
On note

QIX)= X2 g XM+ 4+ X +q

0,

2?4+ 19287+ 1+ 10et O =2 + b1 02" + bz + by

O3 =24 322"+ 312+ 30et O_3=2+b_3.2" +b_3,2+b_5,

On obtient un premier ensemble d’équations en divisant (1.11) par X'? et en déri-
vant. Les considérations ordinaires de divisibilité donnent alors

0F = XQ' - 6Q

Cette relation permet d’éliminer tous les coefficients de @) sauf gs. En compensation
elle donne une équation sur les coefficients de ©3 que 'on appelle Fj.
Une conséquence de la bicoloration est que si I'on note A = 2 alors

@1@3:Q— X6et ®_1®i3:Q+ X6

On en déduit que le résidu de @ modulo ©3 est proportionnel a X°. Ceci donne 8
équations en les coefficients de @5 que ’on appelle R, Ri, Ro, R3, R4, Rs5, R7, Rg. Méme
chose pour ©_3 et on obtient By, B, B2, B3, B4, Bs, B7, Bg .

On prend comme derniere condition de normalisation que

32+b_z,=1

Ceci permet d’éliminer b_3 ».

Il reste donc 5 inconnues (les coefficients de O3 et ©_5 sauf b_35.)

On prend donc les 5 équations les moins grosses parmi celles dont on dispose a
savoir Fg,Ro,Rg,Bg,Bs.

Malheureusement toutes les tentatives de résolution de ce systeme par la méthode
de Grobner ont échoué.

Mais en factorisant la différence Rg — Bg j’ai isolé le facteur
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1

b_ = —
31t 31 50

On choisit donc d’adjoindre cette relation au systeme ce qui permet d’éliminer ;.
Maintenant il ne reste plus que 4 inconnues et Maple ne fait plus de difficultés.

On remarquera que 0, ©_;, O3, ©_3 ne sont pas définis sur Q(7) mais sur une
extension quadratique Q(7,4/11). Ceci parce que les rouges et les bleus sont exacte-
ment symétriques (méme répartition des valences). Si on appelle 7 I"automorphisme de

Q(i,+/11) tel que 7(i) =i et 7(y/11) = —/11 alors
0., =07 et O_3=0]

Si ’on note par une étoile la transformation d’une fraction rationnelle a coefficients
sur Q(7), telle que

- A
X)= (=
(X)= (%)
alors
@1 @1 63 63
() =% o (3) =
ou
‘= 54280 — 4247112
B 68921
Comme prévu, la norme de ( est 1. Et donc ( = /~
ou
1214 351
275684 275684
Donc 2730, = 2730, et 2730; = 230,.
De plus, on remarque que
36111
4 _
’\C T 9165124112

Et encore

A (40 — 92’)”
AU 4
Voici les valeurs obtenues pour 04, O, @1, @3, A.
On a posé = /11.

3 (33 { 36 9 ) 9 (5247 { 6831 45273 4356 z)
0, = =z -4+ — ]z - + - x
410 205 10 168100 84050 ~ 168100 42025
76231 4 6669 22113 4 22991
137842000 = 137842000 137842000 = 137842000
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0; = m3+<£—1“ +1/2)gc2+<112 +L+ﬂ>x

205 410 33620 ' 100 ' 84050
351 1053 1214 363 i
137842000 137842000 137842000 137842000
10, — ( 121 351 ) x3+_< 10897 3159 ) .
275684 275684 1378420 1378420
4719 19593
(13784200 _'13784200)'
1773 47194 19593 )
5513680 (56515220000'+ 56515220000)‘
1089 ¢ 3159 ,
+'("23171240200000 - 23171240200000) ’
351 1214 s
+'(19000416964000000+ 19000416964000000) v

_ana < 1214 351 ) 3 < 1214 351 ) 5
703 - z° + - z*
275684 275684 275684 275684

_|_< 8471 177 ) 993
13784200 551368 137842000

_|_

177 84T ) »
2260608800 | 56515220000

_|_

_I_

351 1214 _2
( 4634248040000 4634248040000) !

121 351 s
<19000416964000000+ 19000416964000000) !

3° 11 13 23 594+ 3% 7% 11'' 31 241 3121
96 RIl 4112 + 910 51z 412

On entreprend maintenant de dessiner sur la conique d’équation affine

1
P —— =0

4100
Le morphisme est donc x = + ¢ , on obtient alors
- 4356 387079
_22413 3 — ( 2 )
12636 2 1607679 1823643
92 3
2808 "+ 5 + 2050 + 20500
. 2
—2741% 27%0; = <968 74484 +-—Z§§>

363903 + 44223
2050 20500

+2808 341404 %+



34

Calcul et rationalité de fonctions de Belyi en genre 0
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