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I. Volumes

Le but de cet exercice est de calculer le volume de la boule euclidienne dans Rn.

a. (Intégrales de Wallis) Soit

In =

∫ π/2

−π/2
(cos θ)ndθ.

Calculer I0 et I1. Pour n > 2 trouver une relation de récurrence entre In et In−2. En déduire la
valeur de In.

C'�e�s�t �p�a�r�t�i� : I0 =

∫ π/2

−π/2
1 = π �e�t I1 =

∫ π/2

−π/2
cos θ dθ =

[
sin θ

]π/2
−π/2

= 2. E�n�s�u�i�t�e, �p�o�u�r�
n > 2 :

In =

∫ π/2

−π/2
(cos θ)n−1 cos θ dθ

=
IPP

[
cos(θ)n−2 sin(θ)

]π/2
θ=−π/2

−
∫ π/2

−π/2
−(n− 1) sin θ (cos θ)n−2 sin θ dθ

= 0 + (n− 1)

∫ π/2

−π/2
(cos θ)n−2 sin(θ)2 dθ

= (n− 1)

∫ π/2

−π/2
(cos θ)n−2(1− cos(θ)2) dθ

= (n− 1)

∫ π/2

−π/2
(cos θ)n−2dθ − (n− 1)

∫ π/2

−π/2
(cos θ)ndθ

In = (n− 1)(In−2 − In)

nIn = (n− 1)In−2.

C'�e�s�t �à� �d�i�r�e In = n−1
n In−2. D'�o�ù� :
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�d�o�n�c
I2p =

1.3. · · · .(2p− 1)

2.4. · · · .2p
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A�p�r�è�� �o�n� �e�x�p�r�i�m�e�r� �l�e�� �n�u�m�é�r�a�t�e�u�r�� �e�t �d�é�n�o�m�i�n�a�t�e�u�r�� �a�v�e�c �d�e�� �q�u�o�t�i�e�n�t�� �d�e �f�a�c�t�o-
�r�i�e�l�l�e�� �s�i� �o�n� �a� �e�n�v�i�e.



Soit la norme euclidienne |x| =
√
x21 + · · ·+ x2n. On note Bn la boule unité et Vn son volume, de

sorte que

Vn =

∫
x∈Bn

λ

où λ désigne la mesure de Lebesgue sur Rn.

b. Démontrer que la boule de centre 0 et de rayon r a pour volume Vnr
n.

N�o�t�o�n�� Vol(n, r) �c�e �v�o�l�u�m�e. O�n� �e�f�f�e�c�t�u�e �u�n� �c�h�a�n�g�e�m�e�n�t �d�e �v�a�r�i�a�b�l�e�� x = ry : �l�a� �m�a�t�r�i�c�e
J�a�c�o�b�i�e�n�n�e �e�s�t r �f�o�i�� �l��i�d�e�n�t�i�t�é �e�t �e�s�t �d�e �d�é�t�e�r�m�i�n�a�n�t rn

Vol(n, r) =

∫
|x|<r

dx1 . . . dxn =

∫
|y|<1

rndy1 . . . dyn = rnVn.

c. Calculer V1.

T�r�o�p� �f�a�c�i�l�e : V1 =
∫ 1

−1 dx = 2.

d. Démontrer

Vn =

∫ 1

xn=−1
Vn−1

(
1− x2n

)n−1
2 dxn.

P�a�r� F�u�b�i�n�i� (�o�n� �i�n�t�è�g�r�e �u�n�e �f�o�n�c�t�i�o�n� �m�e�s�u�r�a�b�l�e �p�o�s�i�t�i�v�e) �p�o�u�r� n > 2 :

Vn =

∫
xn∈R

(∫
x2
1+...+x

2
n−1<1−x2

n

dx1 . . . dxn−1

)
dxn

L'�i�n�t�é�g�r�a�n�d�e �i�n�t�e�r�n�e �e�s�t �n�u�l�l�e �q�u�a�n�d� |xn| > 1 �d�o�n�c

Vn =

∫ 1

xn=−1
Vol

(
n− 1,

√
1− x2n

)
dxn =

∫ 1

−1
(1− x2n)(n−1)/2Vn−1dxn

e. En déduire que n > 2 =⇒
Vn = Vn−1In.

O�n� �e�f�f�e�c�t�u�e �l�e �c�h�a�n�g�e�m�e�n�t �d�e �v�a�r�i�a�b�l�e xn = sin θ �d�a�n�� �l��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �t�r�o�u�v�é�e : Vn =

Vn−1
∫ 1

−1(1−x2n)(n−1)/2dxn = Vn−1
∫ π/2
−π/2(1−sin2 θ)

n−1
2 cos θ dθ = Vn−1

∫ π/2
−π/2(cos2 θ)

n−1
2 cos θ dθ =

Vn−1
∫ π/2
−π/2(cos θ)ndθ = Vn−1In.

f. Terminer le calcul de Vn.

O�n� �n�o�t�e�r�a� �q�u�e InIn−1 �v�a�u�t 2π/n �e�t �c�e�c�i� �q�u�e n �s�o�i�t �p�a�i�r� �o�u� �i�m�p�a�i�r�, �d�'�o�ù� V2p = V2
(2π)p−1

4.6.··· .2p

�e�t V2p+1 = V1
(2π)p

3.5.··· .(2p+1) , �e�t �c�o�m�m�e V2 = V1I2 = 2π/2 = π (�o�n� �r�e�t�r�o�u�v�e �b�i�e�n� �l��a�i�r�e �d�u�
�d�i�s�q�u�e) �o�n� �e�n� �d�é�d�u�i�t :

V2p =
(2π)p

2.4. · · · .2p
=
πp

p!

V2p+1 = 2
(2π)p

1.3.5. · · · .(2p+ 1)

Q�u�'�o�n� �p�e�u�t �a�u�s�s�i� �e�x�p�r�i�m�e�r� �v�i�a� �d�e�� �f�a�c�t�o�r�i�e�l�l�e��. O�n� �r�e�t�r�o�u�v�e �b�i�e�n� �l�e �v�o�l�u�m�e �d�e �l�a�
�b�o�u�l�e �d�e R3 : V3 = 4π/3.



II. Densité dans Lp(Rn) des fonctions continues à support compact

On dira (par abus de langage) qu’une fonction (quelconque) est à support compact si elle est nulle
en dehors d’un ensemble borné de Rn.
Soient p ∈ [1,+∞[ et d ∈ N∗. On va travailler dans Rd muni de la mesure de Lebesgue. On notera
fréquemment x un élément de Rd et |x| sa norme (euclidienne). On abrégera Lp(Rn) en Lp et
on notera ‖f‖p la norme Lp de f . Le but de cet exercice est de démontrer que l’ensemble C des
fonctions continues à support compact de Rn dans R est dense dans Lp (pour la métrique induite
par la norme Lp).

a. Démontrer que les fonctions Lp à support compact sont denses dans Lp.

I�l �s�u�f�f�i�t �d�'�a�n�n�u�l�e�r� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �l�à� �o�ù� �s�a� �v�a�r�i�a�b�l�e �e�s�t �g�r�a�n�d�e : S�o�i�t fk(x) = f(x) �s�i�
|x| 6 k �e�t fk(x) = 0 �s�i� |x| > k. A�l�o�r�� ∫ |fk|p 6

∫
|f |p < +∞ �d�o�n�c fk ∈ Lp. D'�a�u�t�r�e �p�a�r�t∫

|fk − f |p =
∫
|x|>k |f |

p �c�e �q�u�i� �t�e�n�d� �v�e�r�� 0 �q�u�a�n�d� k �t�e�n�d� �v�e�r�� �l��i�n�f�i�n�i� �p�u�i�s�q�u�e |f |p �e�s�t
�s�u�p�p�o�s�é�e �d�'�i�n�t�é�g�r�a�l�e �f�i�n�i�e (�o�n� �p�e�u�t, �s�i� �o�n� �v�e�u�t, �i�n�v�o�q�u�e�r� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e �d�o�m�i�n�é�e).

b. Démontrer que l’ensemble E des fonctions mesurables bornées et à support compact forment
un sous-ensemble dense de Lp.

(O�n� �a� �p�r�é�c�é�d�e�m�m�e�n�t �é�c�r�ê�t�é f �e�n� �s�e�� �v�a�r�i�a�b�l�e�� �t�r�o�p� �é�l�e�v�é�e��, �o�n� �v�a� �f�a�i�r�e �d�e �m�ê�m�e
�p�o�u�r� �s�e�� �v�a�l�e�u�r	s.) L'�é�n�o�n�c�é �d�i�t �i�m�p�l�i�c�i�t�e�m�e�n�t �q�u�e �l�e�� �f�o�n�c�t�i�o�n�� �m�e�s�u�r�a�b�l�e�� �b�o�r�n�é�e�� �à�
�s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �s�o�n�t Lp. J�u�s�t�i�f�i�o�n��-�l�e : �s�i� |f | < M �e�t �s�i� |x| > k =⇒ f(x) = 0 �a�l�o�r��∫
|f |p <

∫
|x|6kM

p < Mpkn < +∞ �d�o�n�c f ∈ Lp. D�é�m�o�n�t�r�o�n�� �m�a�i�n�t�e�n�a�n�t �l�e�u�r� �d�e�n�s�i�t�é. V�u�
�l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� �p�r�é�c�é�d�e�n�t�e, �i�l �s�u�f�f�i�t �m�a�i�n�t�e�n�a�n�t �d�e �m�o�n�t�r�e�r� �q�u�e �t�o�u�t�e �f�o�n�c�t�i�o�n� �m�e�s�u�r�a�b�l�e
�à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t f �e�s�t �l�i�m�i�t�e �d�a�n�� Lp �d�e �f�o�n�c�t�i�o�n�� �m�e�s�u�r�a�b�l�e�� �b�o�r�n�é�e�� �à� �s�u�p�p�o�r�t
�c�o�m�p�a�c�t. O�n� �d�é�f�i�n�i�t fk(x) = f(x) �s�i� |f(x)| 6 k �e�t fk(x) = 0 �s�i� |f(x)| > k. A�l�o�r�� fk �e�s�t
�e�f�f�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t �b�o�r�n�é�e, �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �v�u� �q�u�e f(x) = 0 =⇒ fk(x) = 0 �e�t �q�u�e f �e�s�t
�à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t, �e�t ∫ |fk − f |p −→ 0 �p�a�r� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e �d�o�m�i�n�é�e : �l�a� �s�u�i�t�e |fk − f |p
�t�e�n�d� �s�i�m�p�l�e�m�e�n�t �v�e�r�� 0 (fk(x) − f(x) �e�s�t �n�u�l �d�è�� �q�u�e k > |f(x)|) �e�t �e�s�t �d�o�m�i�n�é�e �p�a�r�
|f |p �q�u�i� �e�s�t �d�'�i�n�t�é�g�r�a�l�e �c�o�n�v�e�r�g�e�n�t�e.

c. Démontrer que toute fonction f ∈ E est limite uniforme de fonctions mesurables étagées à
support compact. Indication : on considérera la suite fn = E(nf)/n où E : R→ Z est la fonction
partie entière.

O�n� �f�a�i�t �c�o�m�m�e �d�i�t �l��é�n�o�n�c�é, �s�a�u�f �q�u�e �l��o�n� �v�a� �n�o�t�e�r� fk �a�u� �l�i�e�u� �d�e fn, �p�o�u�r� �n�e �p�a��
�c�o�n�f�o�n�d�r�e �a�v�e�c �l�e n �d�e Rn. L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� fk �e�s�t �b�i�e�n�

(1) �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �p�u�i�s�q�u�e E(0) = 0 �d�o�n�c f(x) = 0 =⇒ E(kf(x))/k = 0,
(2) �m�e�s�u�r�a�b�l�e : �p�a�r� �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n�, f �e�s�t �é�g�a�l�e �s�u�r� �l�e �c�o�m�p�l�é�m�e�n�t�a�i�r�e �d�'�u�n� �n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e

X ⊂ Rn �à� �u�n�e �f�o�n�c�t�i�o�n� �b�o�r�é�l�i�e�n�n�e g. D�o�n�c kg �e�s�t �b�o�r�é�l�i�e�n�n�e. C�o�m�m�e E �e�s�t
�b�o�r�é�l�i�e�n�n�e, �l�a� �c�o�m�p�o�s�é�e E(kg) �l��e�s�t �a�u�s�s�i� (�c�e �n�'�e�s�t �p�a�� �v�r�a�i� �p�o�u�r� �d�e�� �f�o�n�c�t�i�o�n��
�m�e�s�u�r�a�b�l�e�� �e�n� �t�o�u�t�e �g�é�n�é�r�a�l�i�t�é). E�n�f�i�n�, E(kg)/k �e�s�t �b�o�r�é�l�i�e�n�n�e. E�n�f�i�n� E(kg)/k

�e�t E(kf)/k �s�o�n�t �é�g�a�l�e�� �e�n� �d�e�h�o�r�� �d�e X.



(3) �é�t�a�g�é�e : �c�o�m�m�e f �e�s�t �b�o�r�n�é�e (�c'�e�s�t �d�a�n�� �l�a� �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n� �d�e E), �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� E(kf)/k

�n�e �p�r�e�n�d� �q�u�'�u�n� �n�o�m�b�r�e �f�i�n�i� �d�e �v�a�l�e�u�r��.
C�o�m�m�e ∀t ∈ R, 0 6 t−E(t) < 1, �o�n� �e�n� �d�é�d�u�i�t �q�u�e |E(t)− t| < 1 �d�o�n�c |E(kf(x))−kf(x)| < 1

�d�o�n�c |fk(x)− f(x)| < 1/k.
Nous allons démontrer que pour tout borélien borné A ∈ Rn, il existe une suite fn ∈ C telle que
‖1A − fn‖p −→ 0, où 1A désigne la fonction caractéristique de A.

d. Pourquoi cela implique-t-il que C forme un sous-ensemble dense de Lp ?

D'�a�b�o�r�d� �n�o�u�� �a�l�l�o�n�� �p�r�é�c�i�s�e�r� �l�a� �r�é�p�o�n�s�e �à� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� c) �e�n� �d�é�m�o�n�t�r�a�n�t �q�u�e ‖fk −
f‖p −→ 0. E�n� �e�f�f�e�t f �e�s�t �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t (�d�i�s�o�n�� �q�u�e |x| > M =⇒ f(x) = 0) �e�t
f(x) = 0 =⇒ fk(x) = 0 �d�o�n�c ∫ |f − fk|p 6 ∫|x|<M ‖f − fk‖p∞ 6Mn‖f − fk‖p∞ −→ 0.
L�e�� �f�o�n�c�t�i�o�n�� �d�e C (�c�o�n�t�i�n�u�e�� �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t) �s�o�n�t �d�a�n�� E (�m�e�s�u�r�a�b�l�e�� �b�o�r�n�é�e��
�à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t) �d�o�n�c �d�a�n�� Lp. (�b�o�r�n�é�e�� : �p�a�r� �l�e �t�h�é�o�r�è�m�e �d�e�� �b�o�r�n�e�� �a�t�t�e�i�n�t�e��)
U�n�e �f�o�n�c�t�i�o�n� �é�t�a�g�é�e f �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �e�s�t �c�o�m�b�i�n�a�i�s�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e �d�e �f�o�n�c�t�i�o�n��
�c�a�r�a�c�t�é�r�i�s�t�i�q�u�e�� �d�e �b�o�r�é�l�i�e�n�� �b�o�r�n�é��. C�o�m�m�e C �e�s�t �u�n� �e�s�p�a�c�e �v�e�c�t�o�r�i�e�l, �o�n� �e�n� �d�é�d�u�i�t
�f�a�c�i�l�e�m�e�n�t �q�u�e �l�e�� �f�o�n�c�t�i�o�n�� �é�t�a�g�é�e�� �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �s�o�n�t �a�p�p�r�o�c�h�é�e�� �e�n� �n�o�r�m�e
Lp �p�a�r� �l�e�� �f�o�n�c�t�i�o�n�� �d�e C. P�u�i�� �p�a�r� �l�e�� �q�u�e�s�t�i�o�n�� c) �a�m�é�l�i�o�r�é�e �e�t b) �o�n� �e�n� �d�é�d�u�i�t
�s�u�c�c�e�s�s�i�v�e�m�e�n�t �q�u�e C �a�p�p�r�o�x�i�m�e �p�o�u�r� �l�a� �n�o�r�m�e Lp �l�e�� �f�o�n�c�t�i�o�n�� �d�e E �p�u�i�� �l�e��
�f�o�n�c�t�i�o�n�� Lp.

Pour démonter l’affirmation, nous allons utiliser la propriété suivante : pour tout borélien borné
A, pour tout ε > 0, il existe un ouvert borné O et un fermé F tel que F ⊂ A ⊂ O et λ(O \F ) < ε
où λ désigne la mesure de Lebesgue sur Rn.

e. Démonter qu’il existe δ > 0 tel que ∀x ∈ F et ∀y ∈ Rn \O, |y − x| > δ.

P�r�e�u�v�e 1 : P�a�r� �l��a�b�s�u�r�d�e, �s�i� �t�e�l �n�'�é�t�a�i�t �p�a�� �l�e �c�a�� �i�l �e�x�i�s�t�e�r�a�i�t �u�n�e �s�u�i�t�e xk ∈ F �e�t
yk ∈ Rn \ O �t�e�l �q�u�e |xk − yk| −→ 0. C�o�m�m�e F �e�s�t �b�o�r�n�é, �o�n� �p�e�u�t �e�x�t�r�a�i�r�e �d�e xk �u�n�e
�s�o�u��-�s�u�i�t�e �c�o�n�v�e�r�g�e�n�t�e. O�n� �p�e�u�t �d�o�n�c �s�u�p�p�o�s�e�r� xk �c�o�n�v�e�r�g�e�n�t�e. L�e �f�e�r�m�é Rn \ O

�n�'�e�s�t �m�a�l�h�e�u�r�e�u�s�e�m�e�n�t �p�a�� �b�o�r�n�é �m�a�i�� �e�n� �f�a�i�t �l�a� �s�u�i�t�e yk �e�s�t �b�o�r�n�é�e : �s�a� �d�i�s�t�a�n�c�e �à�
xk �t�e�n�d� �v�e�r�� 0 �d�o�n�c �e�s�t �b�o�r�n�é�e �e�t �q�u�e xk �a�p�p�a�r�t�i�e�n�t �à� F �q�u�i� �e�s�t �b�o�r�n�é, �d�o�n�c �p�a�r�
�l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �t�r�i�a�n�g�u�l�a�i�r�e, yk �e�s�t �b�o�r�n�é�e. D�o�n�c �o�n� �p�e�u�t �r�é-�e�x�t�r�a�i�r�e �u�n�e �s�o�u��-�s�u�i�t�e �d�e �s�o�r�t�e
�q�u�e yk �c�o�n�v�e�r�g�e �é�g�a�l�e�m�e�n�t. C�o�m�m�e F �e�s�t �f�e�r�m�é, limxk ∈ F . C�o�m�m�e Rn \O �e�s�t �f�e�r�m�é,
lim yk ∈ Rn \ O. O�r� limxk = lim yk. I�l �y �a� �d�o�n�c �a�u� �m�o�i�n�� �u�n� �p�o�i�n�t �c�o�m�m�u�n� �à� F �e�t
Rn \O �c�e �q�u�i� �r�e�n�t�r�e �e�n� �c�o�n�t�r�a�d�i�c�t�i�o�n� �a�v�e�c F ⊂ O.
P�r�e�u�v�e 2 : J�u�s�t�i�f�i�e�r� �q�u�e �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� (x, y) ∈ F ×Rn \O 7→ |x− y| ∈ [ 0,+∞[ �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�e
�e�t �a�t�t�e�i�n�t �s�e�� �b�o�r�n�e��. E�t�c. . . (�c'�e�s�t �t�r�è�� �p�r�o�c�h�e)



Soit g(x) = min

(
1,

distance(x,Rn \O)

δ

)
.

f. Démontrer que g est continue.

L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�i�s�t�a�n�c�e �à� �u�n� �e�n�s�e�m�b�l�e E (�n�o�n� �v�i�d�e), �n�o�t�o�n��-�l�a� h, �e�s�t 1�L�i�p�s�c�h�i�t�z�i�e�n�n�e.
E�n� �e�f�f�e�t, ∀e ∈ E, ∣∣|x− e| − |y− e|∣∣ < |x− y| (�d�e�u�x�i�è�m�e �i�n�é�g�a�l�i�t�é �t�r�i�a�n�g�u�l�a�i�r�e, �c�o�n�s�é�q�u�e�n�c�e
�d�e �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �t�r�i�a�n�g�u�l�a�i�r�e). S�i� e �e�s�t �c�h�o�i�s�i� �p�o�u�r� �q�u�e |y− e| 6 ε+ distance(y,Rn \O) �c'�e�s�t
�à� �d�i�r�e |y − e| 6 ε + h(y) �a�l�o�r�� h(x) 6 |x − e| 6 |x − y| + |y − e| 6 |x − y| + h(y) + ε. C�e�c�i�
�é�t�a�n�t �v�r�a�i� �p�o�u�r� �t�o�u�t ε, �o�n� �a� h(x) 6 |x− y|+ h(y). P�a�r� �s�y�m�é�t�r�i�e, h(y) 6 |y − x|+ h(x).
C�o�n�c�l�u�s�i�o�n� : |h(x)− h(y)| 6 |x− y|.
E�n�s�u�i�t�e �l�e �m�i�n� �d�e �d�e�u�x �f�o�n�c�t�i�o�n�� �c�o�n�t�i�n�u�e�� �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�. D�o�n�c g �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�e. (�e�n� �f�a�i�t
�l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� g �e�s�t 1/δ−L�i�p�s�c�h�i�t�i�z�e�n�n�e)

g. Démontrer que ‖f − g‖p 6 ε.

L'�é�n�o�n�c�é �p�a�r�l�a�i�t �d�e f = 1A, �b�i�e�n� �s�û�r�. N�o�t�o�n�� �q�u�e �s�i� x ∈ F �a�l�o�r�� �d�'�u�n�e �p�a�r�t �l�a�
�d�i�s�t�a�n�c�e �d�e x �a�u� �c�o�m�p�l�é�m�e�n�t�a�i�r�e �d�e O �e�s�t > δ �d�'�a�p�r�è�� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� e) �c�e �q�u�i� �f�a�i�t �q�u�e
g(x) = 1 ; �d�'�a�u�t�r�e �p�a�r�t x ∈ A �p�u�i�s�q�u�e F ⊂ A �d�o�n�c f(x) = 1. S�i� x ∈ Rn \ O �a�l�o�r�� �l�a�
�d�i�s�t�a�n�c�e �e�s�t �n�u�l�l�e �e�t �d�o�n�c g(x) = 0 �e�t �c�o�m�m�e A ⊂ O, f(x) = 0. A�i�n�s�i� f(x) = g(x) �d�è��
�q�u�e x ∈ F �o�u� x /∈ O. S�u�r� �l�e �c�o�m�p�l�é�m�e�n�t�a�i�r�e O \ F , g �e�t f �s�o�n�t �c�o�m�p�r�i�s�e�� �e�n�t�r�e 0 �e�t
1 �e�t �d�o�n�c |f(x)− g(x)| 6 1. A�i�n�s�i� ∫R |f − g|p 6 ∫O\F 1p = λ(O \ F ) 6 ε. D'�o�ù�

‖f − g‖p 6 ε1/p

(�l��a�u�t�e�u�r� �a� �o�u�b�l�i�é �l�a� �p�u�i�s�s�a�n�c�e 1/p, �o�n� �s�e �d�e�m�a�n�d�e �o�ù� �i�l �a�v�a�i�t �l�a� �t�ê�t�e).

h. Conclure.

L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� g �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�e �d�'�a�p�r�è�� f). E�l�l�e �e�s�t �a�u�s�s�i� �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �c�a�r� �e�l�l�e
��'�a�n�n�u�l�e �s�u�r� �l�e �c�o�m�p�l�é�m�e�n�t�a�i�r�e �d�u� �b�o�r�n�é O. C�o�m�m�e ε �p�e�u�t �ê�t�r�e �c�h�o�i�s�i� �a�r�b�i�t�r�a�i�r�e�m�e�n�t
�p�e�t�i�t, �o�n� �a� �b�i�e�n� �p�a�r� g) �p�o�u�r� �t�o�u�t �b�o�r�é�l�i�e�n� �b�o�r�n�é A �l��e�x�i�s�t�e�n�c�e �d�e �f�o�n�c�t�i�o�n�� g ∈ C

�a�r�b�i�t�r�a�i�r�e�m�e�n�t �p�r�o�c�h�e�� �e�n� �n�o�r�m�e Lp �d�e f = 1A. D'�a�p�r�è�� d) �o�n� �p�e�u�t �c�o�n�c�l�u�r�e �q�u�e C
�e�s�t �u�n� �s�o�u��-�e�n�s�e�m�b�l�e �d�e�n�s�e �d�e Lp.

III. Convolution

a. Soient f ∈ Lp(Rd) et g une fonction continue à support compact de Rd vers R. Démontrer que
la fonction convolée f ∗ g : x 7→

∫
Rd f(y)g(x − y)dy est bien définie en tout point x ∈ Rd et est

continue. (Utiliser le théorème de Heine).

R�e�m�a�r�q�u�e : �l��é�n�o�n�c�é �a� �u�t�i�l�i�s�é �l�a� �n�o�t�a�t�i�o�n� dy �p�o�u�r� �l�a� �m�e�s�u�r�e �d�e L�e�b�e�s�g�u�e λ �s�u�r� Rd.
U�s�u�e�l�l�e�m�e�n�t �o�n� �n�o�t�e �p�l�u�t�ô�t dλ(y) �o�u� dy1 . . . dyn. C�e�p�e�n�d�a�n�t �i�c�i� �o�n� �g�a�r�d�e�r�a� �l�a� �n�o�t�a�t�i�o�n�
dy, �p�l�u�� �l�é�g�è�r�e.



L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� g �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�e �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �d�o�n�c �b�o�r�n�é�e. S�o�i�t M �u�n� �m�a�j�o�r�a�n�t �d�e |g|.
L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� y 7→ f(y)g(x− y) �e�s�t �d�e �v�a�l�e�u�r� �a�b�s�o�l�u�e �m�a�j�o�r�é�e �p�a�r� M |f(y)|. E�l�l�e �e�s�t �d�o�n�c
Lp �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t. E�l�l�e �e�s�t �d�o�n�c �i�n�t�é�g�r�a�b�l�e (�r�a�p�p�e�l�o�n�� �q�u�e Lp([a, b]) ⊂ L1([a, b])).
A�i�n�s�i� f ∗ g �e�s�t �b�i�e�n� �d�é�f�i�n�i�e �p�o�u�r� �t�o�u�t x.
L�e �t�h�é�o�r�è�m�e �d�e H�e�i�n�e �d�i�t �q�u�'�u�n�e �f�o�n�c�t�i�o�n� �c�o�n�t�i�n�u�e �d�'�u�n� �e�s�p�a�c�e �m�é�t�r�i�q�u�e �c�o�m�p�a�c�t �v�e�r��
�u�n� �e�s�p�a�c�e �m�é�t�r�i�q�u�e �e�s�t �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e. M�a�l�h�e�u�r�e�u�s�e�m�e�n�t �i�c�i�, Rd �n�'�e�s�t �p�a��
�c�o�m�p�a�c�t. S�o�i�t B = B(0, R) �u�n�e �b�o�u�l�e �f�e�r�m�é�e �h�o�r�� �d�e �l�a�q�u�e�l�l�e g �e�s�t �n�u�l�l�e �e�t B′ = B(0, R+1).
C�o�m�m�e B′ �e�s�t �c�o�m�p�a�c�t�e �e�t g �c�o�n�t�i�n�u�e, g �e�s�t �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e �s�u�r� B′ : �p�o�u�r�
�t�o�u�t x, x′ ∈ B′ |g(x)− g(x′)| 6 h(|x− x′|).

f ∗ g(x)− f ∗ g(x′) =

∫
Rd

f(y)g(x− y)dy−
∫
Rd

f(y)g(x′− y)dy =

∫
Rd

f(y)
(
g(x− y)− g(x′− y)

)
dy.

N�o�t�o�n�� �q�u�e |(x− y)− (x′ − y)| = |x− x′|.
N�o�t�e : O�n� �n�e �c�h�e�r�c�h�e �p�a�� �à� �d�é�m�o�n�t�r�e�r� �l��u�n�i�f�o�r�m�e �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �d�e f ∗ g �m�a�i�� �j�u�s�t�e
�l�a� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é (�b�i�e�n� �q�u�'�e�l�l�e �s�o�i�t �e�f�f�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e). O�n� �s�u�p�p�o�s�e
�d�o�r�é�n�a�v�a�n�t x �f�i�x�é �e�t |x− x′| < 1.
A�l�o�r�� �d�'�u�n�e �p�a�r�t �l��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� g(x − y) − g(x′ − y) �e�s�t �n�u�l�l�e �d�è�� �q�u�e |y| �e�s�t �t�r�o�p�
�g�r�a�n�d�, �p�a�r� �e�x�e�m�p�l�e �d�è�� �q�u�e |y| > R + |x| + 1, �c�a�r� �a�l�o�r�� |y − x| > |y| − |x| > R �e�t
|y − x′| > |y| − |x′| > |y| − |x| − 1 > R. N�o�t�e�z �q�u�e �j'�a�i� �c�h�o�i�s�i� �u�n� �r�a�y�o�n� �d�'�e�x�c�l�u�s�i�o�n� �p�o�u�r�
y �q�u�i� �n�e �d�é�p�e�n�d� �q�u�e �d�e x. D'�a�u�t�r�e �p�a�r�t �q�u�a�n�d� �l��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� g(x− y)− g(x′− y) �e�s�t �n�o�n�
�n�u�l�l�e �c'�e�s�t �q�u�e x− y �o�u� x′ − y �e�s�t �d�a�n�� B ; �o�r� |(x− y)− (x′ − y)| = |x− x′| < 1 �d�o�n�c x− y
�e�t x′ − y �s�o�n�t �t�o�u�� �l�e�� �d�e�u�x �d�a�n�� B′ ; �a�i�n�s�i� |g(x− y)− g(x′ − y)| 6 h(|x− x′|).

∣∣f ∗ g(x)− f ∗ g(x′)
∣∣ 6 h(|x− x′|)

∫
|y|6R+|x|+1

|f(y)|dy.

L�e �f�a�c�t�e�u�r� ∫|y|6... |f(y)|dy �e�s�t �b�i�e�n� �i�n�d�é�p�e�n�d�a�n�t �d�e x′ �e�t h(|x− x′|) �t�e�n�d� �v�e�r�� 0 �q�u�a�n�d�
x′ �t�e�n�d� �v�e�r�� x. O�n� �a� �d�é�m�o�n�t�r�é �l�a� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �e�n� x �d�e f ∗ g.

V�a�r�i�a�n�t�e�� : O�n� �p�e�u�t �s�i�m�p�l�i�f�i�e�r� �l�é�g�è�r�e�m�e�n�t �l�a� �p�r�e�u�v�e �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t �l�e �f�a�i�t �q�u�e g �e�s�t
�u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e �s�u�r� Rd �m�a�i�� �i�l �f�a�u�t �q�u�a�n�d� �m�ê�m�e �r�e�s�t�r�e�i�n�d�r�e �l�e �d�o�m�a�i�n�e �d�'�i�n�-
�t�é�g�r�a�t�i�o�n�. U�t�i�l�i�s�e�r� �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �d�e H�ö�l�d�e�r� �s�i�m�p�l�i�f�i�e �é�g�a�l�e�m�e�n�t �l�a� �r�é�d�a�c�t�i�o�n�. S�i�n�o�n� �o�n�
�p�e�u�t �u�t�i�l�i�s�e�r� �p�o�u�r� �l�a� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �u�n� �t�h�é�o�r�è�m�e �d�'�i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n� �d�e�� �f�o�n�c�t�i�o�n�� �c�o�n�t�i�n�u�e��,
�m�a�i�� �i�l �f�a�u�t �c�o�m�m�e �d�a�n�� �l�a� �p�r�e�u�v�e �c�i�-�d�e�s�s�u�� �f�a�i�r�e �a�t�t�e�n�t�i�o�n� �à� �r�e�s�t�r�e�i�n�d�r�e �l�e�� �v�a�l�e�u�r��
�d�e x.

b. Démontrer sous les mêmes hypothèses que(∫
Rd

|f(y)g(x− y)|dy
)p

6

(∫
Rd

|f(y)|p|g(x− y)|dy
)(∫

Rd

|g(x− y)|dy
)p−1

.



O�n� �p�e�u�t �u�t�i�l�i�s�e�r� �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �d�e H�ö�l�d�e�r� �e�n� �é�c�r�i�v�a�n�t |f(y)g(x−y)| = |a(y)b(y)| �a�v�e�c a(y) =

|f(y)||g(x− y)|1/p �e�t b(y) = |g(x− y)|1−1/p. S�o�i�t q �t�e�l �q�u�e 1/p+ 1/q = 1 : 1/q = 1− 1/p.
∫
Rd

|f(y)g(x− y)|dy =

∫
|ab| 6

(∫
|a|p
)1/p(∫

|b|q
)1/q

∫
Rd

|f(y)g(x− y)|dy 6

(∫
Rd

|f(y)|p|g(x− y)|dy
)1/p(∫

Rd

|g(x− y)|dy
)1−1/p

D'�o�ù� �l�e �r�é�s�u�l�t�a�t �e�n� �p�a�s�s�a�n�t �à� �l�a� �p�u�i�s�s�a�n�c�e p.

V�a�r�i�a�n�t�e : �a�v�e�c �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �d�e J�e�n�s�e�n�. D�a�n�� �l�e �c�a�� �o�ù� g �e�s�t �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �n�u�l�l�e �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é
�e�s�t �t�r�i�v�i�a�l�e �c�a�r� �t�o�u�t�e�� �l�e�� �i�n�t�é�g�r�a�l�e�� �s�o�n�t �n�u�l�l�e��. S�i�n�o�n� �l�a� �m�e�s�u�r�e µ �d�é�f�i�n�i�e �p�a�r�
dµ(x) = |g(x− y)|dλ(x) �e�s�t �u�n�e �m�e�s�u�r�e �f�i�n�i�e (�r�a�p�p�e�l : λ �e�s�t �l�a� �m�e�s�u�r�e �d�e L�e�b�e�s�g�u�e) �e�t
�l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� t 7→ tp �d�e R+ → R �e�s�t �c�o�n�v�e�x�e (�c�a�r� p > 1), �d�o�n�c

(∫
|f |dµ∫

dµ

)p
6

∫
|f |pdµ∫

dµ
.

C'�e�s�t �à� �d�i�r�e (∫
|f |dµ

)p
6

(∫
|f |pdµ

)(∫
dµ

)p−1
.

�e�t �q�u�a�n�d� �o�n� �r�e�m�p�l�a�c�e dµ �p�a�r� �s�a� �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n� |g(x − y)|dλ(x), �o�n� �o�b�t�i�e�n�t �e�x�a�c�t�e�m�e�n�t
�l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �d�e�m�a�n�d�é�e.

c. En déduire que f ∗ g ∈ Lp et que ‖f ∗ g‖Lp 6 ‖f‖Lp‖g‖L1 .

I�l �f�a�u�t �m�o�n�t�r�e�r� �q�u�e �l�a� �q�u�a�n�t�i�t�é �s�u�i�v�a�n�t�e �e�s�t �f�i�n�i�e :
∫
|f ∗ g(x)|pdx =

∫ ∣∣∣∣∫ f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣p dx.

E�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� �p�r�é�c�é�d�e�n�t�e �i�l �v�i�e�n�t (�d�e�u�x�i�è�m�e �i�n�é�g�a�l�i�t�é) :
∫ ∣∣∣∣∫ f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣p dx 6
∫ (∫

|f(y)g(x− y)|dy
)p

dx

6
∫ (∫

|f(y)|p|g(x− y)|dy
)(∫

|g(x− y)|dy
)p−1

dx

C�o�m�m�e g �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�e �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t, �l�a� �q�u�a�n�t�i�t�é ∫Rd |g(x − y)|dy �c�o�n�v�e�r�g�e. D�e
�p�l�u�� �e�l�l�e �n�e �d�é�p�e�n�d� �p�a�� �d�e x �e�t �v�a�u�t ‖g‖L1∫ ∣∣∣∣∫ f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣p dx 6 ‖g‖p−1L1

∫ (∫
|f(y)|p|g(x− y)|dy

)
dx



E�n�s�u�i�t�e �p�a�r� F�u�b�i�n�i� :∫ (∫
|f(y)|p|g(x− y)|dy

)
dx =

∫ (∫
|f(y)|p|g(x− y)|dx

)
dy

(comme |f(y)|p est indépendant de x) =

∫ (
|f(y)|p

∫
|g(x− y)|dx

)
dy

=

∫
(|f(y)|p‖g‖L1) dy

= ‖g‖L1

∫
|f(y)|pdy

= ‖g‖L1‖f‖pLp

R�é�s�u�m�o�n�� :

‖f ∗ g‖pLp =

∫ ∣∣∣∣∫ f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣p dx 6 ‖g‖p−1L1 ‖g‖L1‖f‖pLp = ‖g‖pL1‖f‖pLp

‖f ∗ g‖Lp 6 ‖g‖L1‖f‖Lp

Considérons une suite un de fonctions continues Rd → R qui vérifie pour une certaine suite εn > 0 :

(1) un > 0

(2)
∫
Rd un = 1

(3) εn −→ 0

(4) |x| > εn =⇒ un(x) = 0.

d. Démontrer qu’il existe une telle suite.

S�o�i�t a(x) = max(1− |x|, 0). S�o�i�t an(x) = a(nx). S�o�i�t un(x) = an/
∫
Rd an. A�l�o�r�� un �c�o�n�v�i�e�n�t

�a�v�e�c εn = 1/n.

e. Démontrer que si h est continue à support compact, alors h ∗ un tend uniformément vers h.

D�é�m�o�n�t�r�o�n�� �q�u�e h �e�s�t �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e �s�u�r� Rn.
M�é�t�h�o�d�e 1 : C�o�m�m�e �t�o�u�t �à� �l��h�e�u�r�e, h �e�s�t �n�u�l�l�e �e�n� �d�e�h�o�r�� �d�'�u�n�e �b�o�u�l�e �f�e�r�m�é�e B = B(0, R)

�e�t �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e �s�u�r� �l�a� �b�o�u�l�e �f�e�r�m�é�e B′ = B(0, R + 1). S�o�i�t m �u�n� �m�o�d�u�l�e �d�e
�c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �u�n�i�f�o�r�m�e. D�é�m�o�n�t�r�o�n�� �q�u�e h �e�s�t �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e �s�u�r� Rn, �d�e �m�o�d�u�l�e
�d�e �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� ν �d�é�f�i�n�i�e �p�a�r� ν(t) = m(t) �s�i� t 6 1 �e�t ν(t) = 2 sup |h| �s�i� t > 1.
S�o�i�e�n�t x, y ∈ Rn. S�i� �n�i� x �n�i� y �n�'�e�s�t �d�a�n�� B �a�l�o�r�� h(x) − h(y) = 0 − 0 = 0 �e�t �d�o�n�c
|h(x)− h(y)| 6 ν(|x− y|). S�i�n�o�n� �a�u� �m�o�i�n�� �l��u�n� �d�e�� �d�e�u�x �e�s�t �d�a�n�� B.

(1) S�i� |x − y| 6 1 : �a�l�o�r�� �t�o�u�� x �e�t y �s�o�n�t �d�a�n�� B′. O�n� �a� �a�l�o�r�� |h(x) − h(y)| 6

m(|x− y|) = ν(|x− y|).

(2) S�i� |x− y| > 1 : �a�l�o�r�� |h(x)− h(y)| 6 |h(x)|+ |h(y)| 6 2 sup |h| = ν(|x− y|).

M�é�t�h�o�d�e 2 : �p�a�r� �l��a�b�s�u�r�d�e �e�n� �c�o�n�s�i�d�é�r�a�n�t �d�e�� �s�u�i�t�e�� xn �e�t yn �t�e�l�l�e�� �q�u�e xn − yn −→ 0

�m�a�i�� |h(xn)− h(yn)| > ε. E�t�c. . .



F�i�x�o�n�� �m�a�i�n�t�e�n�a�n�t x ∈ Rd.

h ∗ un(x)− h(x) =

(∫
h(y)un(y − x)dy

)
− h(x) =

∫
h(y)un(y − x)dy −

∫
h(x)un(y − x)dy

=

∫
Rn

(h(y)− h(x))un(y − x)dy =

∫
|y−x|<εn

idem

|h ∗ un(x)− h(x)| 6
∫
|y−x|<εn

|h(y)− h(x)|un(y − x)

6
∫
|y−x|<εn

ν(εn)un(y − x) = ν(εn) −→
n→+∞

0

f. En déduire que ∀f ∈ Lp, f ∗ un −→ f dans Lp.

O�n� �a� �v�u� �à� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� c) �q�u�e f ∗ un �e�s�t �b�i�e�n� �d�a�n�� Lp.
S�o�i�t ε > 0. S�o�i�t g �c�o�n�t�i�n�u�e �à� �s�u�p�p�o�r�t �c�o�m�p�a�c�t �t�e�l�l�e �q�u�e ‖f − g‖p < ε (�e�x�i�s�t�e �d�'�a�p�r�è��
�l�a� �d�e�n�s�i�t�é �d�é�m�o�n�t�r�é�e �a�u� II). A�l�o�r��

‖f ∗un−f‖Lp = ‖(f−g)∗un−(f−g)+g∗un−g‖Lp 6 ‖(f−g)∗un‖Lp +‖(f−g)‖Lp +‖g∗un−g‖Lp

�e�t �d�'�a�p�r�è�� �c) : ‖(f − g) ∗ un‖Lp 6 ‖(f − g)‖Lp‖un‖L1 . D'�a�p�r�è�� �l�e�� �p�r�o�p�r�i�é�t�é�� �d�e un,
‖un‖L1 = 1. E�n� �r�é�s�u�m�é :

‖f ∗ un − f‖Lp 6 ε+ ε+ ‖g ∗ un − g‖Lp

D�é�m�o�n�t�r�o�n�� �m�a�i�n�t�e�n�a�n�t �q�u�e ‖g ∗ un − g‖Lp −→ 0. E�n� e) �o�n� �a� �d�é�m�o�n�t�r�é �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e
�u�n�i�f�o�r�m�e �m�a�i�� �c�e �n�'�e�s�t �p�a�� �e�n�c�o�r�e �s�u�f�f�i�s�a�n�t. R�e�m�a�r�q�u�o�n�� �c�e�p�e�n�d�a�n�t �q�u�e �s�i� g �e�s�t �à�
�s�u�p�p�o�r�t �d�a�n�� B(0, R) �a�l�o�r�� g ∗ un �e�s�t �à� �s�u�p�p�o�r�t �d�a�n�� B(0, R+ εn). E�n� �p�a�r�t�i�c�u�l�i�e�r� g
�e�t �l�e�� g ∗ un �s�o�n�t �t�o�u�t�e�� �à� �s�u�p�p�o�r�t �d�a�n�� B(0, R′) �a�v�e�c R′ = R+ supn∈N εn. C�e�l�a� �s�u�f�f�i�t
�m�a�i�n�t�e�n�a�n�t. C�o�m�m�e ‖g ∗ un − g‖Lp −→ 0, �i�l �e�x�i�s�t�e �u�n� �r�a�n�g �à� �p�a�r�t�i�r� �d�u�q�u�e�l

‖f ∗ un − f‖Lp 6 3ε.

E�n� �r�é�s�u�m�é, �p�o�u�r� �t�o�u�t ε, �o�n� �a� �t�r�o�u�v�é �u�n� �r�a�n�g �à� �p�a�r�t�i�r� �d�u�q�u�e�l ‖f ∗ un − f‖Lp 6 3ε.


