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Corrigé

du devoir n̊ 2 de fonctions holomorphes

Les coordonnées de Fatou

1. Préliminaires

On s’intéresse à l’étude du système dynamique holomorphe suivant :

zn+1 = Q(zn)

pour le polynôme particulier Q(z) = z2 + 1/4. Si on pose un = zn − 1/2 on trouve

un+1 = P (un)

avec P (u) = u+ u2.

a. Démontrer que si |z0| > 2 alors |zn| −→ +∞. Indication : on comparera |zn+1| à |zn|.

P�a�r� �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �t�r�i�a�n�g�u�l�a�i�r�e, |zn+1| = |z2n − 1/4| > |zn|2 − 1/4. E�s�t-�c�e �q�u�e �c�e�t�t�e �q�u�a�n�t�i�t�é
�e�s�t > |zn|? N�o�t�o�n�� r = |zn|. Q�u�a�n�d� �a�-�t-�o�n� r2−1/4 > r? C�e�l�a� �é�q�u�i�v�a�u�t �à� r2−r−1/4 > 0.
C�e �t�r�i�n�ô�m�e �a� �u�n� �d�i�s�c�r�i�m�i�n�a�n�t �é�g�a�l �à� 2, �e�t �s�e�� �r�a�c�i�n�e�� �s�o�n�t (1 ±

√
2)/2. L'�u�n�e �e�s�t

< 0, �l��a�u�t�r�e < 2 �d�o�n�c �s�i� r > 2, �a�l�o�r�� �n�o�n� �s�e�u�l�e�m�e�n�t r2 − r − 1/4 �e�s�t > 0, �m�a�i�� �i�l �e�s�t
(�d�'�a�p�r�è�� �l�e �t�a�b�l�e�a�u� �d�e �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �d�u� �t�r�i�n�ô�m�e) �é�g�a�l�e�m�e�n�t > �à� �s�a� �v�a�l�e�u�r� �e�n� r = 2, �c'�e�s�t
�à� �d�i�r�e 1, 75. D�o�n�c |zn| > 2 =⇒ |zn+1| > |zn|+ 1, 75. O�n� �o�b�t�i�e�n�t �d�o�n�c �p�a�r� �r�é�c�u�r�r�e�n�c�e �q�u�e
|zn| > 2 + 1, 75n −→ +∞.
On appelle bassin d’attraction de l’infini l’ensemble des z0 ∈ C tels que |zn| −→ +∞

Il est facile de voir que P a un unique point fixe, u = 0. Ainsi, z = 1/2 est l’unique point fixe
de Q. On le qualifie de parabolique car Q′(1/2) = 1. Si cette dérivée avait été < 1 en module, on
l’aurait qualifiée d’attractif, et de répulsif si > 1. On va s’intéresser à l’ensemble des z0 ∈ C tels
que zn −→

6=
1/2. On l’appelle bassin parabolique de Q.

b. Soit vn = −1/un, exprimer vn+1 en fonction de vn, càd trouver une fonction F (v) telle que

vn+1 = F (vn).

O�n� �c�a�l�c�u�l�e (�e�n� �s�u�p�p�o�s�a�n�t �q�u�e �n�i� un �n�i� un+1 �n�'�e�s�t �n�u�l) vn+1 = −1/un+1 =
−1

un + u2n
=

−1
−1
vn

+
(−1
vn

)2 ==
v2n

vn − 1
�d�'�o�ù� F (v) =

v2

v − 1
.

c. Démontrer que F (v) = v + 1 + o(1) quand |v| −→ +∞.
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O�n� �c�a�l�c�u�l�e F (v)−(v+1) =
v2

v − 1
−(v+1) =

v2 − (v + 1)(v − 1))

v − 1
=

1

v − 1
. O�r� |1/(v−1)| −→ 0

�q�u�a�n�d� |v| −→ +∞.

d. Démontrer que si Re(v) > 1 alors Re(F (v)) > Re(v) + 1.

O�n� �u�t�i�l�i�s�e �l��i�d�e�n�t�i�t�é �t�r�o�u�v�é�e �à� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� �p�r�é�c�é�d�e�n�t�e :

F (v) = v + 1 +
1

v − 1
.

O�n� �e�n� �d�é�d�u�i�t �q�u�e Re(F (v)) = Re(v) + 1 + Re
(

1
v−1
). S�i� Re(v) > 1 �a�l�o�r�� Re(v − 1) > 0 �e�t

�d�o�n�c Re
(

1
v−1
)
> 0 �e�t �d�o�n�c Re(F (v)) > Re(v) + 1.

e. En déduire d’une part que F envoie le demi-plan H d’équation “v ∈ H ⇐⇒ Re(v) > 1” dans
lui-même, puis que Q envoie la boule ouverte B de diamètre ]− 1/2, 1/2[ dans elle-même.

S�i� v ∈ H �a�l�o�r�� Re(v) > 1 �d�o�n�c Re(F (v)) > Re(v) + 1 > 2 > 1 �d�o�n�c F (v) ∈ H. D�o�n�c
P �e�n�v�o�i�e �d�a�n�� �l�u�i�-�m�ê�m�e �l��e�n�s�e�m�b�l�e �d�'�é�q�u�a�t�i�o�n� −1/u ∈ H. S�i� u = x + iy �a�l�o�r�� −1/u =

(−x + iy)/(x2 + y2) �d�o�n�c −1/u ∈ H ⇐⇒ −x/(x2 + y2) > 1 ⇐⇒ x2 + y2 + x < 0 ⇐⇒

(x+1/2)2+y2 < 1/4 �c�e �q�u�i� �e�s�t �l��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�u� �d�i�s�q�u�e �d�e �c�e�n�t�r�e −1/2 �e�t �d�e �r�a�y�o�n� 1/2. D�o�n�c
Q �e�n�v�o�i�e �d�a�n�� �l�u�i�-�m�ê�m�e �l��i�m�a�g�e �d�e �c�e �d�i�s�q�u�e �p�a�r� �l�a� �t�r�a�n�s�f�o�r�m�a�t�i�o�n� u 7→ z = u+ 1/2,
�c'�e�s�t �à� �d�i�r�e �l�e �d�i�s�q�u�e �d�e �c�e�n�t�r�e 0 �e�t �d�e �r�a�y�o�n� 1/2.

f. D’autre part que pour tout z0 ∈ B, alors zn −→
6=

1/2.

S�i� z0 ∈ B �a�l�o�r�� v0 ∈ H (�o�n� �a� �r�a�i�s�o�n�n�é �p�a�r� �é�q�u�i�v�a�l�e�n�c�e�� �d�a�n�� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� �p�r�é-
�c�é�d�e�n�t�e). D'�a�p�r�è�� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� �p�r�é�c�é�d�e�n�t�e, ∀n, vn ∈ H. D�o�n�c ∀n, Re(vn+1) > Re(vn) + 1.
D�o�n�c �p�a�r� �r�é�c�u�r�r�e�n�c�e, Re(vn) > n + 1. D�o�n�c |vn| −→ +∞. D�o�n�c un = −1/vn −→ 0. D�o�n�c
zn = un + 1/2 −→ 1/2. D�e �p�l�u�� zn �n�e �v�a�u�t �j�a�m�a�i�� 1/2 �c�a�r� un �n�e �v�a�u�t �j�a�m�a�i�� 0 �e�n� �t�a�n�t
�q�u�'�i�n�v�e�r�s�e �d�'�u�n� �n�o�m�b�r�e �c�o�m�p�l�e�x�e.

g. Démontrer que si |v| > 3 alors
∣∣F (v)− (v + 1)

∣∣ < 1

2
.

C�e�t�t�e �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e �v�a�u�t 1/|v−1|. O�r� �s�i� |v| > 3 �a�l�o�r�� |v−1| > |v|−1 > 2 �d�'�o�ù� �l�e �r�é�s�u�l�t�a�t.

h. En déduire que pour tout z0 ∈ C, si zn −→ 1/2, alors soit zn vaut 1/2 à partir d’un certain
rang, soit zn ∈ B à partir d’un certain rang.

S�u�p�p�o�s�o�n�� �q�u�e zn −→ 1/2 �e�t �q�u�'�i�l �n�e �v�a�i�l�l�e �j�a�m�a�i�� 1/2 �e�t �m�o�n�t�r�o�n�� �q�u�'�i�l �e�n�t�r�e
�d�a�n�� B (�i�l �y �r�e�s�t�e �d�'�a�p�r�è�� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� e). L�e �n�o�m�b�r�e un �n�'�é�t�a�n�t �j�a�m�a�i�� �n�u�l, vn �e�s�t
�b�i�e�n� �d�é�f�i�n�i� �e�t zn −→ 1/2 �é�q�u�i�v�a�u�t �à� �c�e �q�u�e |vn| �t�e�n�d�e �v�e�r�� �l��i�n�f�i�n�i�. E�n� �p�a�r�t�i�c�u�l�i�e�r�, �à�
�p�a�r�t�i�r� �d�'�u�n� �c�e�r�t�a�i�n� �r�a�n�g N , �o�n� �a� |vn| > 3. À �p�a�r�t�i�r� �d�e �l�à�, �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� g �n�o�u�� �d�i�t
�q�u�e |vn+1 − (vn + 1)| > 1/2. E�n� �p�a�r�t�i�c�u�l�i�e�r� Re(vn+1) > Re(vn) + 1/2. D�o�n�c Re(vn) −→ ∞.
I�l �e�n�t�r�e �d�o�n�c �d�a�n�� H �à� �p�a�r�t�i�r� �d�'�u�n� �c�e�r�t�a�i�n� �a�u�t�r�e �r�a�n�g, �c'�e�s�t �à� �d�i�r�e zn ∈ B.
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On sait démontrer que le bassin d’attraction de l’infini et le bassin parabolique sont ouverts,
connexes et ont pour frontière commune une courbe de Jordan*, fractale, surnommée le chou-fleur
en raison de son allure.

(*) une courbe de Jordan est une coube fermée simple, c’est à dire l’image d’une application continue et

injective du cercle dans le plan.

2. Une équation fonctionnelle

Dans la coordonnée v, le terme vn+1 de la suite est approximativement égal à vn+1. On aimerait
trouver un changement de variable holomorphe φ(z) défini sur un ouvert touchant 1/2 telle que
la suite ξn = φ(zn) vérifie exactement ξn+1 = ξn + 1. Autrement dit que φ vérifie l’équation
fonctionnelle

φ(Q(z)) = φ(z) + 1.

On aimerait également que l’ouvert de définition de φ ne soit pas trop petit. On appelle une telle
fonction φ une coordonnée de Fatou.

Soit a0 = 4, et an+1 = F (an). Supposons Re(v0) > 3 et considérons la suite wn = vn − an. Alors
wn = Gn(v0) avec Gn(v) = Fn(v)− an = F ◦ · · · ◦ F (v)− an.

a. Démontrer que

Re(v0) > 3 =⇒ Re(vn) > 3 +
n

2
.

O�n� �p�r�o�c�è�d�e �p�a�r� �r�é�c�u�r�r�e�n�c�e. L'�i�n�i�t�i�a�l�i�s�a�t�i�o�n� �e�s�t �u�n�e �t�a�u�t�o�l�o�g�i�e. P�u�i�� �s�i� Re(vn) > 3+ n
2

�a�l�o�r�� �e�n� �p�a�r�t�i�c�u�l�i�e�r� Re(vn) > 3 �d�o�n�c �a� �f�o�r�t�i�o�r�i� |vn| > 3. D'�a�p�r�è�� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� 1.g, �c�e�c�i�
�i�m�p�l�i�q�u�e �q�u�e |vn+1 − (vn + 1)| < 1/2. E�n� �p�a�r�t�i�c�u�l�i�e�r� |Re(vn+1 − (vn + 1))| < 1/2 �d�o�n�c
Re(vn+1) > Re(vn) + 1− 1/2 > 3 + (n+ 1)/2.
b. Démontrer que G′n+1(v0) = G′n(v0)F ′(vn).

N�o�t�o�n�� �q�u�e Gn = Fn − an �e�t �q�u�e Gn+1 = F ◦ Fn − an. D�o�n�c G′n = (Fn)′ �e�t G′n+1 =

(F ′ ◦ Fn) × (Fn)′. I�l �s�u�f�f�i�t �a�l�o�r�� �d�'�a�p�p�l�i�q�u�e�r� �e�n� v0 : G′n(v0) = (Fn)′(v0) �e�t G′n+1(v0) =

F ′(Fn(v0))× (Fn)′(v0) = F ′(vn)G′n(v0) �c�a�r� Fn(v0) = vn.

c. Démontrer que
∣∣F ′(v)− 1

∣∣ =
1

|v − 1|2
.

O�n� �a� �d�é�j�à� �c�a�l�c�u�l�é �q�u�e F (v) = v + 1 + 1/(v − 1) �d�'�o�ù� F ′(v) = 1 − 1/(v − 1)2 �d�'�o�ù� �l�e
�r�é�s�u�l�t�a�t.

d. Démontrer que le produit

+∞∏
n=0

F ′(Fn(v)) converge uniformément sur le domaine Re(v) > 3.

R�a�p�p�e�l�o�n�� �l�e �c�r�i�t�è�r�e �d�e �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e (�d�i�t�e �n�o�r�m�a�l�e) �d�e�� �p�r�o�d�u�i�t�� �s�u�i�v�a�n�t : �s�i� fn �e�s�t
�u�n�e �s�u�i�t�e �d�e �f�o�n�c�t�i�o�n�� �v�é�r�i�f�i�a�n�t ∑

n

sup
∣∣fn − 1

∣∣ < +∞ �a�l�o�r�� �l�e �p�r�o�d�u�i�t ∏ fn �c�o�n�v�e�r�g�e
�u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t. I�c�i�, |F ′(Fn(v)) − 1| = 1

|(Fn(v))2|−1 . S�i� �o�n� �s�u�p�p�o�s�e Re(v) > 3 �a�l�o�r�� �o�n� �a�
�v�u� �q�u�e Re(Fn(v)) > 3 + n/2 �d�'�o�ù� |Fn(v) − 1| > 2 + n/2 �d�'�o�ù� |F ′(Fn(v)) − 1| < 1

(2 + n
2 )2

.
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C�o�m�m�e �l�a� �s�é�r�i�e ∑
n

1

(2 + n
2 )2

�c�o�n�v�e�r�g�e, �l�e �p�r�o�d�u�i�t �e�s�t �n�o�r�m�a�l�e�m�e�n�t �c�o�n�v�e�r�g�e�n�t, �d�o�n�c
�u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �c�o�n�v�e�r�g�e�n�t.
e. En déduire que G′n converge vers une fonction holomorphe.

E�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� 2.b �e�t �l�e �f�a�i�t �q�u�e G′0 = 1, �o�n� �v�o�i�t �q�u�e �l�e �p�r�o�d�u�i�t �p�a�r�-

�t�i�e�l
N∏

n=0

F ′(Fn(v)) �v�a�u�t �p�r�é�c�i�s�é�m�e�n�t G′N+1. L�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� �p�r�é�c�é�d�e�n�t�e �i�m�p�l�i�q�u�e �q�u�e G′n

�c�o�n�v�e�r�g�e �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �s�u�r� �l�e �d�o�m�a�i�n�e Re(v) > 3. P�u�i�� �r�a�p�p�e�l�o�n�� �q�u�'�u�n�e �l�i�m�i�t�e �u�n�i�-
�f�o�r�m�e �d�e �f�o�n�c�t�i�o�n�� �h�o�l�o�m�o�r�p�h�e�� �e�s�t �h�o�l�o�m�o�r�p�h�e.
f. En déduire que Gn converge vers une fonction holomorphe (déterminer d’abord Gn(a0)).

O�n� �c�a�l�c�u�l�e Gn(a0) = Fn(a0) − an = an − an = 0. C�o�m�m�e �d�e �p�l�u�� �l�a� �d�é�r�i�v�é �c�o�n�v�e�r�g�e
�u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t�n�o�u�� �n�o�t�e�r�o�n�� L(z) �s�a� �l�i�m�i�t�e�e�t �q�u�e �l�e �d�o�m�a�i�n�e Re(v) > 3 �e�s�t �c�o�n�v�e�x�e,
�o�n� �e�n� �d�é�d�u�i�t �q�u�e Gn �c�o�n�v�e�r�g�e �u�n�i�f�o�r�m�é�m�e�n�t �s�u�r� �t�o�u�t �c�o�m�p�a�c�t �d�u� �d�o�m�a�i�n�e �v�e�r�� �l�a�
�p�r�i�m�i�t�i�v�e �c�o�m�p�l�e�x�e G �d�e L �q�u�i� ��'�a�n�n�u�l�e �e�n� a0 (�p�r�e�u�v�e : ∣∣Gn(z) − G(z)

∣∣ =
∣∣ ∫ z

a0
(G′n −

L)(z)dz
∣∣ 6 ‖G′n − L‖.|z − a0|, �l�e �s�e�g�m�e�n�t [a0, z] �é�t�a�n�t �i�n�c�l�u�� �d�a�n�� �l�e �d�o�m�a�i�n�e).

On note Φ sa limite.

g. Démontrer que Re(v) > 3 =⇒ Re(F (v)) > 3 puis que Φ(F (v)) = Φ(v) + 1.

L'�i�m�p�l�i�c�a�t�i�o�n� Re(v) > 3 =⇒ Re(F (v)) > 3 �a� �d�é�j�à� �é�t�é �d�é�m�o�n�t�r�é�e �a�u� 1.a (�o�n� �a�
�m�o�n�t�r�é �p�l�u�� �f�o�r�t). L'�é�n�o�n�c�é �n�o�u�� �l�a� �d�e�m�a�n�d�a�i�t �d�e �f�a�ç�o�n� �à� �s�o�u�l�i�g�n�e�r� �q�u�e �l�e�� �t�e�r�m�e��
�d�e �l��é�q�u�a�t�i�o�n� �à� �d�é�m�o�n�t�r�e�r� Φ(F (v)) = Φ(v) + 1 �s�o�n�t �b�i�e�n� �d�é�f�i�n�i��.

M�a�i�n�t�e�n�a�n�t, �n�o�t�o�n�� v0 = v. A�l�o�r�� Φ(F (v0)) = Φ(v1) = lim
(
Fn(v1) − an

)
= lim

(
vn+1 −

an
)

= lim
(
vn + 1 + 1

vn−1 − an
)

= lim(vn − an) + 1 = Φ(v0) + 1.
h. Démontrer que la fonction φ(z) = Φ(−1/(z − 1/2)) est holomorphe et solution de l’équation
fonctionnelle

φ(Q(z)) = φ(z) + 1

sur un disque que l’on précisera.

L�e �d�o�m�a�i�n�e �d�e �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n� �d�e Φ �e�s�t Re(v) > 3. C�e�l�u�i� �d�e φ �e�s�t �d�o�n�n�é �p�a�r� �l��é�q�u�a�-
�t�i�o�n� Re(−1/(z − 1/2)) > 3 �d�'�o�ù� �e�n� �n�o�t�a�n�t z = x + iy : Re

−1

(x− 1/2) + iy
> 3 (�s�s�i�)

−Re
(x− 1/2)− iy
(x− 1/2)2 + y2

> 3 (�s�s�i�) −(x− 1/2)

(x− 1/2)2 + y2
> 3 (�s�s�i�) 1/2 − x > 3((x − 1/2)2 + y2) (�s�s�i�)

(x− 1/2)2 + y2 + (x− 1/2)/3 < 0 (�s�s�i�) ((x− 1/2) + 1/6)2 + y2 < (1/6)2. C'�e�s�t �l��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�u�
�d�i�s�q�u�e �d�e �c�e�n�t�r�e 1/2 − 1/6 = 1/3 �e�t �d�e �r�a�y�o�n� 1/6. I�l �i�n�t�e�r�s�e�c�t�e R �s�e�l�o�n� �l�e �s�e�g�m�e�n�t
]1/6, 1/2[.
On peut démontrer que φ ainsi définie est injective. On peut définir φ sur de plus grands do-
maines : elle possède en fait un prolongement analytique maximal (et non injectif) à tout le bassin
parabolique, qui joue un rôle important dans l’étude des systèmes dynamiques holomorphes.
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