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Corrigé

du devoir n̊ 1 de calcul différentiel

Dans ce corrigé, nous donnons plusieurs réponses possibles à certaines questions. Ce n’est bien
sûr pas exhaustif.

C�o�n�v�e�n�t�i�o�n� : �s�i� x > y, �l�a� �n�o�t�a�t�i�o�n� [x, y] �d�é�s�i�g�n�e�r�a� �l�e �s�e�g�m�e�n�t [y, x].

I. Exercice 8 du Cartan

Soit I un intervalle ouvert non vide de R et E un espace de Banach. Soit f : I → E une fonction
de classe C1. On pose  g(x, y) = f(x)−f(y)

x−y , si x 6= y

g(x, x) = f ′(x).

a. Montrer que g est continue dans I × I, et de classe C1 dans I × I −
⋃
x∈I
{(x, x)}.

C�o�m�m�e f �e�s�t �d�e �c�l�a�s�s�e C1, �l�e �n�u�m�é�r�a�t�e�u�r� f(x)− f(y) �e�t �l�e �d�é�n�o�m�i�n�a�t�e�u�r� x− y �s�o�n�t
C1 �e�t �d�o�n�c g �e�s�t C1 �l�à� �o�ù� �l�e �d�é�n�o�m�i�n�a�t�e�u�r� �n�e ��'�a�n�n�u�l�e �p�a�� �c'�e�s�t �à� �d�i�r�e �e�n� �d�e�h�o�r�� �d�e
�l�a� �d�i�a�g�o�n�a�l�e. E�n� �p�a�r�t�i�c�u�l�i�e�r� �e�l�l�e �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�e �s�u�r� �c�e�t �e�n�s�e�m�b�l�e. R�e�s�t�e �à� �d�é�m�o�n�t�r�e�r�
�l�a� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �d�e g �e�n� �t�o�u�t �p�o�i�n�t (a, a) �d�e �l�a� �d�i�a�g�o�n�a�l�e. I�l �y �a� �d�e�u�x �c�a�� �s�e�l�o�n� �q�u�e y = x

�o�u� �p�a�� :
(y 6= x) g(x, y)− g(a, a) =

f(x)− f(y)

x− y
− f ′(a)

g(x, x)− g(a, a) = f ′(x)− f ′(a)

I�l �y �a� �e�n�s�u�i�t�e �p�l�u�s�i�e�u�r�� �f�a�ç�o�n�� �d�'�a�r�g�u�m�e�n�t�e�r�. P�a�r� �e�x�e�m�p�l�e �o�n� �p�e�u�t �u�t�i�l�i�s�e�r� �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é
�d�e�� �a�c�c�r�o�i�s�s�e�m�e�n�t�� �f�i�n�i�� (�a�t�t�e�n�t�i�o�n�, �o�n� �n�e �p�e�u�t �u�t�i�l�i�s�e�r� �l�e �t�h�é�o�r�è�m�e �d�e�� �a�c�c�r�o�i�s�s�e�m�e�n�t��
�f�i�n�i�� �q�u�e �s�i� E �e�s�t �d�e �d�i�m�e�n�s�i�o�n� 1) �a�p�p�l�i�q�u�é�e �à� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� R(x) = f(x)− (x− a)f ′(a)

(�l��i�d�é�e �é�t�a�n�t �d�e �m�a�j�o�r�e�r� �l��e�r�r�e�u�r� �f�a�i�t�e �q�u�a�n�d� �o�n� �a�p�p�r�o�x�i�m�e f �p�a�r� �s�o�n� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t
�à� �l��o�r�d�r�e 1) :

|R(x)−R(y)| 6 |x− y| sup
t∈[x,y]

‖R′(t)‖

O�r� R′(t) = f ′(t) − f ′(a). U�t�i�l�i�s�o�n�� �l�a� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �d�e f ′ �a�u� �p�o�i�n�t a : ∃η > 0 �t�e�l �q�u�e
|t−a| < η =⇒ |f ′(t)−f ′(a)| < ε. D�o�n�c �s�i� x �e�t y �s�o�n�t �d�a�n�� �l��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e ]a−η, a+η[ �a�l�o�r��
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supt∈[x,y] ‖R′(t)‖ 6 ε. D'�o�ù�
‖R(x)−R(y)‖ 6 ε|x− y|.

M�a�i�n�t�e�n�a�n�t,

(y 6= x) g(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
=
f(a) + (x− a)f ′(a) +R(x)− f(a)− (y − a)f ′(a)−R(y)

x− y

= f ′(a) +
R(x)−R(y)

x− y

D'�o�ù�
∀(x, y) ∈]a− η, a+ η[, x 6= y =⇒ ‖g(x, y)− g(a, a)‖ 6 ε.

R�e�s�t�e �l�e �c�a�� x = y : �o�r� �p�o�u�r� x ∈]a−η, a+η[, �o�n� �a� ‖g(a, a)−g(x, x)‖ = ‖f ′(a)−f ′(x)‖ < ε.

D�a�n�� �l�e �c�a�� �o�ù� E �e�s�t �d�e �d�i�m�e�n�s�i�o�n� 1 �o�n� �a�v�a�i�t �l�a� �p�r�e�u�v�e �p�l�u�� �s�i�m�p�l�e �s�u�i�v�a�n�t�e �a�v�e�c �l�e
�t�h�é�o�r�è�m�e �d�e�� �a�c�c�r�o�i�s�s�e�m�e�n�t�� �f�i�n�i�� :

f(y)− f(x)

y − x = f ′(t)

�a�v�e�c t = tx,y �c�o�m�p�r�i�� �e�n�t�r�e x �e�t y �e�t �d�é�p�e�n�d�a�n�t �d�e x �e�t y. D'�o�ù�

f ′(a)− f(y)− f(x)

y − x = f ′(a)− f ′(tx,y)

O�n� �u�t�i�l�i�s�e �e�n�s�u�i�t�e �l�a� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é �d�e f ′ �a�u� �p�o�i�n�t a : ∃η > 0 �t�e�l �q�u�e |x−a| < η =⇒ |f ′(x)−f ′(a)| < ε.
O�r� t ∈]x, y[ �d�o�n�c t ∈]a− η, a+ η[, �d�o�n�c |f ′(a)− f ′(tx,y)| < ε. A�i�n�s�i� �p�o�u�r� x 6= y �d�a�n�� ]a− η, a+ η

�o�n� �a� |g(a, a)− g(x, y)| < ε. E�t �p�o�u�r� x ∈]a− η, a+ η[, �o�n� �a� |g(a, a)− g(x, x)| = |f ′(a)− f ′(x)| < ε.

V�a�r�i�a�n�t�e �é�l�é�g�a�n�t�e (�v�a�l�a�b�l�e �q�u�e�l�l�e �q�u�e �s�o�i�t �l�a� �d�i�m�e�n�s�i�o�n� �d�e E) : �r�é�a�l�i�s�e�r� �q�u�e, �p�o�u�r� �t�o�u�t
(x, y) ∈ I , �m�ê�m�e �s�i� x = y,

g(x, y) =

∫ 1

0

f ′(tx+ (1− t)y)dt.

b. Si f ′′(x0) existe en x0 ∈ I, montrer que g est différentiable en (x0, x0). (Appliquer Taylor Young.)
Erratum : L’indication dans le livre de Cartan est : Appliquer le théorème des accroissements finis

à la fonction f(x)− xf ′(x0)− (x−x0)
2

2 f ′′(x0).

L'�e�r�r�a�t�u�m� �e�s�t �l�u�i�-�m�ê�m�e �e�r�r�o�n�n�é. . . I�l �f�a�l�l�a�i�t �e�n� �f�a�i�t �l�i�r�e : `̀A�p�p�l�i�q�u�e�r��l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �d�e��
�a�c�c�r�o�i�s�s�e�m�e�n�t�� �f�i�n�i�� [. . . ]''. S�i�n�o�n� �c�e �n�'�e�s�t �v�a�l�a�b�l�e �q�u�e �p�o�u�r� E �d�e �d�i�m�e�n�s�i�o�n� 1.

V�o�i�c�i� �l�a� �r�é�p�o�n�s�e �e�n� �t�e�n�a�n�t �c�o�m�p�t�e �d�e �l��e�r�r�a�t�u�m� (�n�o�u�� �d�i�r�o�n�� �p�l�u�� �l�o�i�n� �c�o�m�m�e�n�t
��'�e�n� �s�o�r�t�i�r� �a�v�e�c T�a�y�l�o�r�-Y�o�u�n�g). S�o�i�t h(x) = f(x) − xf ′(x0) − (x−x0)

2

2 f ′′(x0). U�n� �c�a�l�c�u�l
�d�o�n�n�e ∀x 6= y

h(x)− h(y)

x− y
= g(x, y)− f ′(x0)− x+ y − 2x0

2
f ′′(x0).

L'�i�n�é�g�a�l�i�t�é �d�e�� �a�c�c�r�o�i�s�s�e�m�e�n�t�� �f�i�n�i�� �d�o�n�n�e
‖h(x)− h(y)‖

x− y
6 sup
t∈[x,y]

‖h′(t)‖.
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U�n� �c�a�l�c�u�l �d�o�n�n�e
h′(x) = f ′(x)− f ′(x0)− (x− x0)f ′′(x0).

O�r� �c�e�t�t�e �q�u�a�n�t�i�t�é �e�s�t �p�r�é�c�i�s�é�m�e�n�t �l��e�r�r�e�u�r� �d�u� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t �à� �l��o�r�d�r�e 1 �d�e f ′ �e�n�
x0 (f ′ �e�s�t �d�é�r�i�v�a�b�l�e �e�n� x0, �d�e �d�é�r�i�v�é�e f ′′(x0)). I�l ��'�e�n� �s�u�i�t �q�u�e h′(x) = o(x− x0) �q�u�a�n�d�
x −→ x0, �c'�e�s�t �à� �d�i�r�e ∀ε > 0, ∃η > 0 �t�e�l �q�u�e |x− x0| < η =⇒ ‖h′(x)‖ 6 ε|x− x0|. D�o�n�c �s�i�
x �e�t y �a�p�p�a�r�t�i�e�n�n�e�n�t �à� ]x0 − η, x0 + η[ �a�l�o�r�� �t�o�u�t t ∈]x, y[ �y �a�p�p�a�r�t�i�e�n�t �a�u�s�s�i� �e�t �d�o�n�c
‖h′(t)‖ 6 ε|t− x0| �e�t �d�o�n�c sup

t∈[x,y]
‖h′(t)‖ 6 εmax(|x− x0|, |y − x0|). A�i�n�s�i�, �e�n� �m�e�t�t�a�n�t �t�o�u�t

�b�o�u�t �à� �b�o�u�t

g(x, y) = f ′(x0) +
x+ y − 2x0

2
f ′′(x0) + o

(
max(|x− x0|, |y − x0|)

)
.

D'�a�u�t�r�e �p�a�r�t �s�i� x = y :

g(x, x) = f ′(x) = f ′(x0) + (x− x0)f ′′(x0) + o
(
|x− x0|

)
.

O�r� x = y =⇒ x+ y − 2x0
2

f ′′(x0) = (x−x0)f ′′(x0). D�o�n�c g(x, x)−
(
f ′(x0)+

x+ y − 2x0
2

f ′′(x0)
)

�e�s�t �u�n� o(max(|x − x0|, |y − x0|)
) �d�a�n�� �l�e�� �d�e�u�x �c�a�� (x 6= y �e�t x = y). A�i�n�s�i� g �e�s�t

�d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�a�b�l�e �e�n� x0 �e�t �s�a� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�e�l�l�e �e�s�t

(t, u) 7→ t+ u

2
f ′′(x0).

V�o�i�c�i� �c�o�m�m�e�n�t �o�n� �p�o�u�v�a�i�t ��'�e�n� �s�o�r�t�i�r� �a�v�e�c T�a�y�l�o�r�-Y�o�u�n�g. D'�a�p�r�è�� T�a�y�l�o�r� Y�o�u�n�g �à� �l��o�r�d�r�e
2 �a�p�p�l�i�q�u�é �à� f �e�n� x0 :

f(x0 + t) = f(x0) + f ′(x0)t+ f ′′(x0)
t2

2
+ h(t)

�o�ù� h(t) = o(t2) �q�u�a�n�d� t −→ 0. D'�o�ù� �p�o�u�r� x 6= y :

g(x0 + t, x0 + u)− g(x0, x0) =
f(x0) + f ′(x0)t+ f ′′(x0)t2/2 + h(t)

t− u

− f(x0) + f ′(x0)u+ f ′′(x0)u2/2 + h(u)

t− u − f ′(x0)

=
f ′(x0)(t− u) + f ′′(x0)(t− u)(t+ u)/2− f ′(x0)(t− u)

t− u

+
h(t)− h(u)

t− u

= f ′′(x0)
t+ u

2
+
h(t)− h(u)

t− u

N�o�u�� �a�i�m�e�r�i�o�n�� �e�n� �d�é�d�u�i�r�e �q�u�e (t, u) 7→ f ′′(x0)
t+ u

2
�e�s�t �l�a� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�e�l�l�e �d�e g �e�n� (x0, x0). I�l �n�o�u��

�f�a�u�t �p�o�u�r� �c�e�l�a� �m�a�j�o�r�e�r� �l�e �r�e�s�t�e h(t)− h(u)

t− u (�e�t �n�e �p�a�� �o�u�b�l�i�e�r� �d�e �t�r�a�i�t�e�r� �é�g�a�l�e�m�e�n�t �l�e �c�a��
t = u). C�e�t�t�e �m�a�j�o�r�a�t�i�o�n� �n�'�e�s�t �p�a�� �s�i� �t�r�i�v�i�a�l�e. U�t�i�l�i�s�o�n�� �l��i�n�é�g�a�l�i�t�é �d�e�� �a�c�c�r�o�i�s�s�e�m�e�n�t�� �f�i�n�i�� :
‖h(t)− h(u)

t− u C�o�m�m�e h(t) = f(x0 + t)− (�u�n� �p�o�l�y�n�ô�m�e �d�e t), �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� h �e�s�t C1 �e�t �p�o�s�s�è�d�e �u�n�e
�d�é�r�i�v�é�e �s�e�c�o�n�d�e �e�n� 0. D�o�n�c h′ �e�s�t �u�n�e �f�o�n�c�t�i�o�n� C0 �q�u�i� �p�o�s�s�è�d�e �u�n�e �d�é�r�i�v�é�e �e�n� 0. D�e �p�l�u��
h′(0) = 0 �e�t h′′(0) = 0. D�o�n�c h′(t) = o(t). D�o�n�c

h(t)− h(u)

t− u = o
(

max(|t|, |u|)
)
.
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R�e�s�t�e �à� �t�r�a�i�t�e�r� �l�e �c�a�� �o�ù� x = y, �o�ù� �n�o�u�� �p�r�o�c�é�d�o�n�� �c�o�m�m�e �d�a�n�� �l��a�u�t�r�e �v�e�r�s�i�o�n� : �d�'�a�p�r�è��
T�a�y�l�o�r� Y�o�u�n�g �à� �l��o�r�d�r�e 1 �e�n� x0 �p�o�u�r� f ′ :

g(x, x)− g(x0, x0) = f ′(x)− f ′(x0) = f ′′(x0)(x− x0) + o(x− x0)

R�e�m�a�r�q�u�e : �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� h �d�e �l�a� �d�e�u�x�i�è�m�e �m�é�t�h�o�d�e �e�t �c�e�l�l�e �d�e C�a�r�t�a�n� �s�o�n�t �q�u�a�s�i�m�e�n�t �l�e��
�m�ê�m�e��.

R�e�m�a�r�q�u�e : �i�l �é�t�a�i�t �n�a�t�u�r�e�l �d�e �v�o�u�l�o�i�r� �é�c�r�i�r�e h(t) = t2ε(t) �p�u�i�� �d�'�e�s�s�a�y�e�r� �d�e �s�i�m�p�l�i�f�i�e�r�

�o�u� �m�a�j�o�r�e�r� h(t)− h(u)

t− u =
t2ε(t)− u2ε(u)

t− u �m�a�i�� �ç�a� �n�e �m�a�r�c�h�e �p�a�� �c�a�r� t �e�t u �p�e�u�v�e�n�t �ê�t�r�e
�e�x�t�r�ê�m�e�m�e�n�t �p�r�o�c�h�e��.

T�r�o�i�s�i�è�m�e �m�é�t�h�o�d�e : �a�v�e�c �l��a�s�t�u�c�e �m�e�n�t�i�o�n�n�é�e �d�a�n�� �l�a� �r�é�p�o�n�s�e �à� �l�a� �q�u�e�s�t�i�o�n� 1.a, �o�n� �o�b�t�i�e�n�t

g(x, y)− g(x0, x0) =

∫ 1

0

(
f ′(tx+ (1− t)y)− f ′(x0)

)
dt =

∫ 1

0

(tx+ (1− t)y − x0)f ′′(x0)dt+

∫ 1

0

reste dt

O�r� �d�'�u�n�e �p�a�r�t
∫ 1

0

(tx+ (1− t)y − x0)f ′′(x0)dt =
x+ y − 2x0

2
f ′′(x0), �d�'�a�u�t�r�e �p�a�r�t �l�e �r�e�s�t�e �e�s�t �u�n�e

�f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e u = tx+ (1− t)y �q�u�i� �e�s�t �u�n� o(u− x0), �d�o�n�c �p�o�u�r� �t�o�u�t ε > 0, �i�l �e�x�i�s�t�e η > 0 �t�e�l �q�u�e

|reste| < |u−x0|ε �p�o�u�r� �t�o�u�t x, y ∈]x0−η, x0 +η[ �p�u�i�s�q�u�'�a�l�o�r�� u ∈]x0−η, x0 +η[. E�n�f�i�n�
∫ 1

0

|u−x0|dt

=
∫ 1

0

∣∣tx + (1 − t)y − x0
∣∣dt =

∫ 1

0

∣∣t(x − x0) + (1 − t)(y − x0)
∣∣dt 6

∫ 1

0

∣∣t(x − x0)
∣∣ +
∫ 1

0

∣∣(1 − t)(y − x0)
∣∣dt

= (|x− x0|+ |y − y0|)/2.

II. Extrait de l’exercice 14 de la feuille de TD

L’espace E = C0([0, 1],R) est muni de la norme ||.||∞ de la convergence uniforme. Soit l’appli-
cation suivante définie sur E

δ : f 7→
∫ 1

0

Φ(f(t))dt , où Φ ∈ C1(R,R).

Nous allons montrer qu’elle est de classe C1 sur (E, ||.||∞) et déterminer sa différentielle.

Note : Autre coquille dans l’énoncé, nous démontrerons le caractère dérivable en
tout point (D1), mais pas la continuité de la dérivée (C1).

a. Vérifier que l’application T : E → R définie par T (h) =
∫ 1

0
Φ′(f(t))h(t)dt est linéaire continue

sur (E, ||.||∞).

L�a� �l�i�n�é�a�r�i�t�é �e�s�t �t�r�è�� �f�a�c�i�l�e : �l��i�n�t�é�g�r�a�l�e �e�s�t �l�i�n�é�a�i�r�e, �e�t �l�a� �m�u�l�t�i�p�l�i�c�a�t�i�o�n� �p�a�r� �u�n�e
�f�o�n�c�t�i�o�n� �f�i�x�é�e �é�g�a�l�e�m�e�n�t.

C�o�n�t�i�n�u�i�t�é : �s�o�i�t M = sup
t∈[0,1]

|φ′(f(t))|.

[M < +∞ �c�a�r� Φ′ �e�t f �s�o�n�t �c�o�n�t�i�n�u�e�� �e�t �d�o�n�c t 7→ Φ′(f(t)) �e�s�t �c�o�n�t�i�n�u�e, �e�t �a�t�t�e�i�n�t �d�o�n�c �s�o�n�
�s�u�p� �s�u�r� �l�e �c�o�m�p�a�c�t [0, 1] �i�n�c�l�u�� �d�a�n�� �s�o�n� �d�o�m�a�i�n�e �d�e �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n�.]

A�l�o�r�� ∣∣∣ ∫ 1

0

Φ′(f(t))h(t)dt
∣∣∣ 6 ∫ 1

0

M‖h‖∞ = M‖h‖∞
4



b. Pour majorer l’erreur δ(f+h)−δ(f)−T (h), commencer par transformer son expression à l’aide
du théorème des accroissements finis appliqué à x 7→ Φ(x) entre x = f(t) et x = f(t) + h(t).

O�n� �a�

δ(f + h)− δ(f)− T (h) =

∫ 1

0

(
Φ(f(t) + h(t))− Φ(f(t))− Φ′(f(t))

)
h(t) dt

D'�a�p�r�è�� �l�e TAF

∀t, �s�i� h(t) 6= 0, �a�l�o�r�� Φ(f(t) + h(t))− Φ(f(t))

h(t)
= Φ′(ut) �p�o�u�r� �u�n� �c�e�r�t�a�i�n� ut �d�a�n��

�l��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e �o�u�v�e�r�t �d�é�l�i�m�i�t�é �p�a�r� f(t) �e�t f(t) + h(t).

D�o�n�c Φ(f(t) + h(t)) = h(t)Φ′(ut). O�n� �p�e�u�t �é�t�e�n�d�r�e �c�e�t�t�e �i�d�e�n�t�i�t�é �a�u�x �v�a�l�e�u�r�� �d�e t �t�e�l�l�e��
�q�u�e h(t) = 0 �e�n� �p�o�s�a�n�t ut = f(t) �d�a�n�� �c�e�� �c�a�� �l�à�. A�l�o�r�� :

δ(f + h)− δ(f)− T (h) =

∫ 1

0

(
Φ′(ut)− Φ′(f(t))

)
h(t)dt.

c. Puis on majorera cette expression en utilisant le théorème de Heine (uniforme continuité sur les
compacts des fonctions continues), appliqué à Φ′ sur un segment soigneusement choisi.

L�e �s�e�g�m�e�n�t �e�n� �q�u�e�s�t�i�o�n� �d�o�i�t �c�o�n�t�e�n�i�r� �l�e�� �v�a�l�e�u�r�� �d�e ut �e�t f(t) �p�o�u�r� �t�o�u�t t ∈ [0, 1].
L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� f �a�t�t�e�i�n�t �s�o�n� �m�i�n� m �e�t �s�o�n� �m�a�x M , �e�t ut �d�i�f�f�è�r�e �d�'�a�u� �p�l�u�� h(t). D�o�n�c
�s�i� ‖h‖∞ < 1 �a�l�o�r�� m− 1 < ut < M + 1. S�o�i�t

S = [m− 1,M + 1].

D'�a�p�r�è�� �l�e �t�h�é�o�r�è�m�e �d�e H�e�i�n�e,

∀ε > 0, ∃η > 0 �t�e�l �q�u�e ∀x, y ∈ S, |x− y| < η =⇒ |Φ′(x)− Φ′(y)| < ε.

D�o�n�c, �s�i� ‖h‖∞ < max(1, η) �a�l�o�r�� f(t) ∈ S, ut ∈ S �e�t |Φ′(f(t))− Φ′(ut)| < ε. D'�o�ù�∣∣∣ ∫ 1

0

(
Φ′(ut)− Φ′(f(t))

)
h(t)dt

∣∣∣ 6 ∫ 1

0

∣∣∣Φ′(ut)− Φ′(f(t))
∣∣∣h(t)dt 6 ε‖h‖∞.
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Partie facultative

Nous allons montrer que la plupart du temps l’application δ n’est pas différentiable sur (E, ||.||1),

où ||.||1 est la norme de la convergence en moyenne. (i.e. ||f ||1 =
∫ 1

0
|f(t)|dt.) Plus précisément,

supposons δ différentiable pour la convergence en moyenne. Nous allons démontrer que l’application
Φ est affine (Φ(x) = ax+ b).

d. Soit g(t) = 1− t : [0, 1]→ R. Soit fε(t) la fonction valant g(t/ε) sur [0, ε] et 0 sur [ε, 1]. Dessiner
son graphe. Soit x ∈ R. Trouver une relation entre δ(xfε) et δ(xg). (Ne pas se faire piéger par les
notations : xg désigne l’application de [0, 1]→ R qui t 7→ xg(t).)

0 1ε

1

f

δ(xfε) =
∫ 1

0
Φ(xfε(t))dt =

∫ ε
0

Φ(xg(t/ε))dt+
∫ 1

ε
Φ(0)dt =

∫ 1

0
Φ(xg(u))εdu+ (1− ε)Φ(0) �d�'�o�ù�

δ(xfε) = εδ(xg) + (1− ε)Φ(0).

e. À l’aide de cette relation et en faisant tendre ε vers 0, démontrer que si l’on suppose δ
différentiable en 0 pour la convergence en moyenne, alors x 7→ δ(xg) est affine.

S�u�p�p�o�s�o�n�� �d�o�n�c δ �d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�a�b�l�e �e�n� 0 �p�o�u�r� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e �e�n� �m�o�y�e�n�n�e. C'�e�s�t �à� �d�i�r�e
�q�u�'�i�l �e�x�i�s�t�e �u�n� �o�p�é�r�a�t�e�u�r� �l�i�n�é�a�i�r�e �c�o�n�t�i�n�u� L : (C0([0, 1],R), ‖.‖1) → R �e�t �u�n�e �f�o�n�c�t�i�o�n�
ε(η) �t�e�l�� �q�u�e ∣∣δ(f)− δ(0)− L(f)

∣∣ 6 ε(‖f‖1) �e�t ε(η) −→
η→0

0.

A�l�o�r�� �c�o�m�m�e ‖xfε‖1 = xε/2 −→ 0 �q�u�a�n�d� ε −→ 0, �o�n� �a�

δ(xfε)− δ(0)− xL(fε) =
ε→0

o(ε)

E�n� �s�u�b�s�t�i�t�u�a�n�t �l��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �t�r�o�u�v�é�e �e�n� d. �a�i�n�s�i� �q�u�e �l��i�d�e�n�t�i�t�é δ(0) = Φ(0) �o�n� �o�b�t�i�e�n�t
�a�p�r�è�� �s�i�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n�

(δ(xg)− Φ(0))ε− xL(fε) = o(ε).

D�o�n�c

(1) δ(xg)− Φ(0)− xL(fε)

ε
−→
ε→0

0

6



D�a�n�� �l�e �c�a�� �p�a�r�t�i�c�u�l�i�e�r� x = 1 �o�n� �e�n� �d�é�d�u�i�t �q�u�e L(fε)

ε
�p�o�s�s�è�d�e �u�n�e �l�i�m�i�t�e �p�o�u�r� ε −→ 0

(�q�u�i� �e�s�t �é�g�a�l�e �p�a�r� �à� δ(g) − Φ(0)). N�o�t�o�n��-�l�à� a ∈ R. A�l�o�r�� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t �à� �n�o�u�v�e�a�u� �l�e
�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t (1) :

δ(xg) = Φ(0) + ax.

f. En déduire que l’application Φ est affine.

A�i�n�s�i� �i�l �e�x�i�s�t�e a, b ∈ R �t�e�l�� �q�u�e ∀x ∈ R, ∫ 1

0
Φ(xg(t))dt = ax + b. O�r�, �r�a�p�p�e�l�o�n��-�n�o�u��

�q�u�e g(t) = 1− t :
∀x ∈ R,

∫ 1

0

Φ((1− t)x)dt = ax+ b.

E�t �a�v�e�c �u�n� �c�h�a�n�g�e�m�e�n�t �d�e �v�a�r�i�a�b�l�e u = (1− t)x :

∀x ∈ R, ax+ b =

∫ 0

x

Φ(u)
−1

x
du =

1

x

∫ x

0

Φ(u)du,

∀x ∈ R,
∫ x

0

Φ(u)du = ax2 + bx.

S�i� �d�e�u�x �f�o�n�c�t�i�o�n�� �c�o�n�t�i�n�u�e�� �s�u�r� R �o�n�t �l�a� �m�ê�m�e �p�r�i�m�i�t�i�v�e �a�l�o�r�� �e�l�l�e�� �s�o�n�t �é�g�a�l�e��.
D�o�n�c

∀x ∈ R, Φ(x) = 2ax+ b.
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