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Préface

Dans ce mémoire, nous allons traiter de ’approximation d’une fonction f dont
on ne connait les valeurs et celles de ses dérivées successives qu’en certains points.
Plus précisément, étant donnés k couples (z;, f(z;)), Vi = 1, ..., k, le probléme
consiste a trouver une fonction P telle que

POD(x)) = fD(z) Vi=1,.,k Vj=0,..,n—1

oil les f(x;) sont des valeurs données et les n; € N tels que f"~Y(z;) existent.
Nous considérerons deux approches différentes : I'approximation par des poly-
nomes d’interpolation et I’approximation par des fonctions splines d’interpolation,
les fonctions splines n’étant pas des fonctions polynémiales mais des fonctions po-
lynémiales par morceaux.

L’interpolation a pour but de remplacer une fonction f donnée par une fonction
plus simple en vue d’un calcul numérique, par exemple, un calcul d’intégrale, de
dérivée ou simplement pour obtenir une représentation graphique approchée de
la fonction f.

Pour illustrer I'interpolation polynémiale, nous étudierons 'interpolation de La-
grange -Hermite, et en particulier, le cas de Fejer-Hermite (ou seules les dérivées
premiéres rentrent en jeu), puis pour l'interpolation polynomiale par morceaux,
le cas des fonctions splines cubiques.

Les mathématiques utilisés font appel a ’algébre linéaire élémentaire, la théorie
algébrique élémentaire des polynomes, le calcul différentiel d’une fonction a une
variable.



Chapitre 1

Interpolation de Lagrange-Hermite

1.1 Rappels sur les polynéomes

Une fonction polyndémiale est une combinaison linéaire de monomes. Si f est
une fonction polynomiale non nulle, il existe un unique n € N et un unique (n+1)-
uplet (ag, ai,...,a,) € R* x R* tel que Vt € R, on ait f(t) = ag+ait+...+a,t".
Dans ce cas-1a, n est appelé le degré de f. Dans le cas o f = 0, on dit que deg
f=—oc.

On a les propriétés suivantes :
Si P, () sont des polynémes on a :

— deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

— deg(P + Q) < sup {deg(P),deg(Q)}

— Si deg(P) # deg(Q) alors deg(P + Q) = sup{deg(P), deg(Q)}

En particulier, ’ensemble des polynomes de degré < n est un espace-vectoriel
de dimension n + 1. On le note Ry[X]. *

1.2 Polynome de Lagrange-Hermite

Définition : Soient X = {z1,...,z;} un ensemble de k réels distincts et
pour chaque 1 < i < k, un entier n; > 1. Etant donnée une fonction f pour laquelle
la dérivée f("i~V(z;) existe (en particulier, les dérivées précédentes existent et
sont définies dans un voisinage de z;), on cherche un polynéme P vérifiant les

'R, [X] est un espace vectoriel : démontrons que AP € Ry[X] et P+ Q € Ry[X]

B deg AP =deg P siA#0
deg AP = —o0 siA=0
et comme on a toujours —oo < deg P alors si deg P <non adeg AP <n VAeR

— deg (P+Q) < max{deg P, deg Q} doncsideg P <netdeg @ <nalorsdeg (P+Q) <n
Sa base canonique est {1,¢,t2,...,t"}.
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conditions suivantes :

PO(z) = fDz;) VO<j<n—1,  VI1<i<k (1.1)

On impose nq+mns+. . .+ny conditions, donc si on veut I'unicité en général, on
doit chercher un polynome de degré d = n;+no+...+np—1. On a effectivement :

Théoréme 1. Il existe un et un seul polynome P de degré d vérifiant les condi-

tions (L)

Ce polynodme est appelé polyndme d’interpolation de Lagrange-Hermite.

Exemples :
1) Sin; =1 Vi, on retrouve le polynéme d’interpolation de Lagrange.
2) Si k =1, ny = n, les conditions sont :

P(x1) = f(x1),
P'(x1) = f'(x1),

P (1) = f7 D (ay).

On retrouve le polynéme de Taylor a I'ordre n — 1 :

Les polynémes de Taylor et de Lagrange sont donc deux cas particuliers de
Lagrange-Hermite.

Illustration géométrique des conditions lorsque n; =2 Vi :

C’est le cas particulier considéré en détail plus loin sous le nom d’interpolation
de Fejer-Hermite.

Se donner P(z;) et P’(z;) revient a se donner la tangente du graphe de P au
point z;. (Rappelons I’équation de la tangente y = P'(x;) X (x — ;) + P(z;))
Dans ce cas, le probléme posé revient a chercher un polynéme dont on a imposé
les tangentes.



1.2. POLYNOME DE LAGRANGE-HERMITE 7

3

2.5+

15

0.5+

0 05 1 15 2 25 3
Démonstration. Considérons I’application

¢ : Rq[X] — R
P (P(x1), P'(z1), ..., P™™V(x)), .., P(xy,), ..., PV ()

Remarquons d’abord que ¢ est linéaire (0(AP + uQ) = Ap(P) + up(Q)). Cela
provient de la linéarité de la dérivation :

(F+9)% = /9 +g® ex (Af)®) = Af®

Pour montrer I'existence et 'unicité du polynome P du théoréme, il suffit de
montrer que ¢ est bijective. Ici pour montrer ¢ bijective, il suffit de démontrer
que Ker ¢ = {0}. (Attention : En général, si Ker ¢ = {0}, on peut seulement
dire que ¢ est injective, mais comme ici la dimension de l’espace de départ est
égale a la dimension de I'espace d’arrivée, on a ¢ bijective <= ¢ injective <= ¢
surjective).

Déterminons donc Ker ¢ : Soit P € Ker ¢ alors ¢(P) = (0) donc en particulier
P(z1) =0, P'(z;) =0, ..., P™~Y(z;) = 0 donc 7, est une racine multiple d’ordre
> ny. On peut donc factoriser le polynéme P par (z — z1)™, on a alors P(z) =
(x —x1)"Q(z) avec deg Q < d — ny.

En utilisant le fait que P(x5) = 0, P'(25) = 0, ..., P~ (z,) = 0, on peut déduire
P(z) = (x — x2)"R(z). Or les polynémes (z — 21)™ et (x — x2)™ sont premiers
entre eux car le seul polynome irréductible qui divise (z — z1)™ est (x — x7)
et, de la méme maniére, le seul polynéme irréductible qui divise (x — x2)"2 est
(x — z3). Or 1 et x5 sont distincts donc (x — 1) # (x — z2). On peut alors écrire
P(x) = (& —a1)™ (x — 22)" T ()

En continuant on arrive a :

P(x)=(z —x1)" (x — x2)"™...(x — x)"* S ()

Déterminons le degré de S : on a deg P < d.
=d>ny+ns+ ... +n,+deg S
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=d>(d+1)+deg S

= deg S = —00

=5=0

=P=0 O

Pour calculer les polynémes d’interpolation de Lagrange-Hermite, il existe
une méthode générale, celle des différences divisées, que nous n’étudierons pas
car elle nous entrainerait trop loin. Néanmoins, nous chercherons des polynémes
d’interpolation par la méthode de Fejer-Hermite, moins globale puisqu’elle se
restreint au cas ou n; = 2.

1.3 Interpolation de Fejer-Hermite

Définition : Soient k réels x;, pour ¢ = 1,..., k. Posons, pour x € R,
k k ( — ;)
=1z —a)et li(zx)=] | —2.
o) = It —m) et 1) = [ 7=
= 7j=1
J#i
l; est 'unique polyndme de degré k tel que [;(z;) = L sii=)
7 unlq p y g q 1 J - 0 Sinon
Théoréme 2. On a [’égalité suivante :
B 1
() = TT =) “‘f(‘”) ,VzeR
PRk w'(x;) x — x;
J#i
Démonstration. Pour x € R,
k
(x — ;)
[ = J
i(r) H i — 1z,
7j=1
J#i
k k 1
ZIRI—xﬂIIx_x
j=1 j=1"" J
J#i J#i
k
 w(x) H 1
r — T i €X; Z;
J#i
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De plus,

()= (r—xo)(r—x3) ... (x—xp) + (x —x1)(w —23) ... (T — )
+.o ot (z—z)(r—22) .. (T — Tp_1)

i

J=1

LL’—SL’I

:?r

~e
SR
(Ryan

donc Vi=1,... k, W(z;) = [I5=1(z: — ;).
J#
OnabienVi=1,... k, lLi(z) = w(z) 1 O

w'(z;) x—x5 "

Définition : Soient X = {z1, ..., x;}, un ensemble de k réels distincts et une
fonction f définie et dérivable en ces points. On cherche un unique polynéme
P € Rok-1[X] tel que

\v/z_l,...,k’ 7{ P/(xl):f,(l’l)

Ce polynoéme est appelé le polynéme d’interpolation de Fejer-Hermite.

Théoréme 3. Le polynome P € Roy_1[X] vérifiant les conditions
- P(x;) = f(xi)
VZ = 1, .. .,k’ 5 { P’(SL’Z') — f/(x2>
k k

P(z) =Y fla)Ai(z) + > f'(x:) Bix)

i=1 i=1

avec Ai(z) = [1 — (( ))(SL’ — 2;)|l?(2) et Bi(z) = (z — x;)I3(x), des polynomes.

est donné par :

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, il nous suffit de vérifier les trois
conditions qui sont :

1. P € Rox 1[X] (i.e deg P < 2k —1).
3.V1<i<k, Plx;)=f'(x;).

1- Si P(z) = 328, f(z)Ai(z) + 25, f'(2:)Bi(x) alors d’aprés les propriétés
sur les polynomes, on a deg P < max;<;<x{deg A;, deg B;}.
Calculons donc le degré de A; et le degré de B; :

deg (I;) = k— 1 donc deg (I1?) = 2(k — 1) = 2k — 2 et deg (1 — %(x —x;) = 1.
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Comme deg (PQ) = deg P+ deg @, on a deg(A4;) =1+ 2k —2=2k— 1.
De méme, deg(B;(z)) = deg (z — ;) + deg (I(x)) =1+ 2k —2 =2k — 1.
On a bien deg P < 2k — 1.

2- Vérifions maintenant que V 1 <i < k, P(x;) = f(z;).
Soit ig € {1,...,k} quelconque. Montrons que P(z;,) = f(z;,)-

Distinguons 2 cas :
—1=1 :

u)//(% )
W’(IL}';) (ziy — xio)]lfo (15,) = lizo(xio) ~ 1 et

Bl(xlo) = Bio(xio) = (xio - xlo)lz%)(xlo) =0

Ai(i) = Ay (25) = [1 =

— 1 # g : Dans ce cas, [;(x;,) = 0 donc A;(z;,) = 0 et B;(x;,) = 0.

Ainsi, nous obtenons P(x;,) = f(x;,), V1<ig<k.
3- 1l nous reste a vérifier que P'(z;,) = f'(x;,). Pour cela, dérivons P(z;,).

k k

P'ig) = Y flaa) i) + Y f(x:) Bilwio)

i=1 =1

Or, Bi(wiy) = I (i) +2(ig —24)li (3,1
et sii # 19, Bi(xi,) =0 car [;(z) = 0.
Ceci montre que (ZZ f (@) Bl ) = ().

Si nous montrons que (Zi:l f(z)A i(x))‘w_z, = 0, nous aurons démontré que
—zi,

P/(Iio) = f/(xio)'

i(w;,) done sii = iy, B (;,) = ?(z;) =1

Pour ce faire, montrons que A} (SL’ZO) = 0.

Al(xyy) = —w,(f’ () +2[1 — ((x)) (3o — i) li(io ) U (24,

Si i # i alors [;(z;,) = 0 donc A’(x,o) = 0. Par contre si i = i, on a
Allwig) = Ay (i) = =S92 (i) + 2[1 = S22 (w3, — ig) i (i ) ().
Or liy(wi,) = 1, d'ott A (i) = — 5290 + 20 ().

Nous cherchons & montrer que A; (z;,) =0 :
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w”(:ci )
A;o(xio) =0 — w (l’iz) + 21;0(1’@) =0
"
I ) = w (xio)
— Z()(x ()) 2W/(xi0)
Calculons [} (z) :
(@) = o done (1) = b ¥ @e-)-ute)

)(x T w (:(:ZO) (z— xlo)
Pour que [} (%0) smt bien défini, il faut que z;, soit racine double du numérateur

W' (g

N(z) = /(@) - 2,) - w(a) (e Nay,) = 0 et N'(a,,) = 0).
w(zi,) = 0 donc N(z4,) = 0 et comme N'(z) = " (z)(x — x;)) + W' (x) — ' (z) =
(@)@ — 1), N (z3) = 0.
Nous venons de montrer que x;, est bien racine double de N. De ce fait, on
sait qu’il existe un polynéme Q € Ry_»[X] tel que N(z) = (x — x4,)?Q(z) (deg
Q =deg N —2et deg N < k)
En dérivant N, on obtient

N'(z) = 2(z — %)) Q(x) + (v — 7;)*Q'(x)
= (v — 24)2Q(x) + (z — 24)Q'(2)].

On obtient alors 1’égalité suivante :

W'(2) (2 — 24) = (T — 24) [2Q(7) + (7 — 7)) Q' ()]
= ' (z) =2Q(2) + (x — 2;,) Q' ().

En particulier, pour = = z;,, on a w”(x;,) = 2Q(x;,) i.e Q(x;,) = w”(;io)
Comme
1 N
fyw) = s
w (xi0> (LL’ - xlo)
QW)
w,(xio> 7
nous avons I (z;,) = ;:,((Z"_‘))) :
0
Ce qui prouve que Aj (z;,) = 0, ainsi que le théoréme. O

1.4 Exemples :

1. fi(z) = e* pour = € [—3; 3]
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Interpolation avec 1 point Interpolation avec 2 points
20+ 20+
109
159
-3 —2 -1
104
54
—20+
_301 = 2 1 0 1 2 3
X
fl fl
P1 P1
oooooo Point d'interpolation « + + + + + Points d'interpolation
Interpolation avec 3 points Interpolation avec 4 points
20+ 20
15 15
10+ 104
5 5
T 0
- -2 -1 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3
X x
fl fl
P1 P1
""" Points d'interpolation « + + + + + Points d'interpolation

2. folx) = @ pour z €] — 3; 3]

Interpolatioré’vec 1 point

Interpolationzg ec 2 points

-3 2 ) 1 2

—0.5

14

f2

Point d'interpolation

14

f2

Points d'interpolation
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Interpolationz'g ec 3 points Interpolationzq ec 4 points
-3 2 -1 1 2 \3 -3 2 -1 1 2 3
X X
-0.57 -0.57
-1- -1-
f2 f2
—_ P2 —_ P2
""" Points d'interpolation « + + + + + Points d'interpolation
3. f3(x) = |x|cos(x) pour x € [—3; 3]
Interpolatioris wec 1 point Interpolationza ec 2 points
-3 -2 -1 1 2 3
h h A 5 n n i y 1
—1
-3 2 a0 1 2 3
X
y
-2 -1q
-3- -2
3 3
— P3 — P3
""" Point d'interpolation + + + + + + Points d'interpolation
Interpolationfg ec 3 points Interpolationfg ec 4 points
=2 2 i 1 2 3 ¥ 2 i 1 2 i
0
-14 -14
y y
-2 -2
-3- -3-
3 3
e X e X
""" Points d'interpolation « + + + + + Points d'interpolation

1.5 Commentaires sur les résultats

Interprétons les graphes :
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— Lorsqu’il n'y a qu’un point d’interpolation, le degré du polynéme interpo-

lateur est égal & 1, c’est pourquoi son graphe est la tangente de la fonction
en ce point.

Pour la fonction exponentielle, on remarque que ’approximation est trés
satisfaisante avec quatre points, néanmoins elle est correcte avec trois. On
a I'impression que c’est surtout la position des points qui importe et non le
nombre.

Pour la fonction rationnelle, 'approximation est acceptable pour quatre
points excepté sur I'intervalle [2,3].

Enfin, pour la fonction f(z) = |z| x cos(z), il nous a fallu étudier le domaine
de définition de la dérivée f’(x) pour choisir les points d’interpolation. On
ne peut pas prendre zéro car f’ n’est pas définie en ce point. Avec le choix
de nos points, I’approximation obtenue n’est pas assez précise.

Ainsi, on constate que I'interpolation polynémiale n’est pas bien adaptée a 1’ap-
proximation de certaines fonctions.

Pour approcher une fonction par des polynémes, il existe d’autres méthodes,
notamment celles des splines (qui sont des polynomes par morceaux) que nous

allons étudier dans le chapitre suivant.



Chapitre 2

Etude des fonctions splines

2.1 Rappels sur les fonctions de classe C*

Soit f : [a,b] — R. On dit que f est dérivable sur [a,b] si :
1. f est dérivable sur |a,b| au sens usuel,

2. f est dérivable a droite en a i.e

i (@)~ £(@)

existe
z—a™t r—a
et on note cette limite f'(a),
3. f est dérivable & gauche en b i.e
— f(b
lim M existe
z—b~ r—>b

et on note cette limite f'(b).

De la méme maniére, on définit les dérivées d’ordre supérieur d’une fonction dé-
finie sur [a,b].

Définition : On dit qu'une fonction f : £ — F est de classe C" sur I
(n € N,I C E) si f est n fois dérivable sur I et si sa n'®™° dérivée f(™ est
continue.
C° désigne I'ensemble des fonctions continues et C l'ensemble des fonctions
dont toutes les dérivées successives sont continues.
On a alors les inclusions suivantes :

C*c...coc™™tcorc...cctccl.

15
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On a les propriétés suivantes :

Si f,ge C"surlalorson a:

~ f+geCrsurletona (f+4g)™ = f 4 g0,
~VacK, afecCmsurlet (af)™ =af™,
~SiVtel, f(t)#0alors ; € C"sur L.

2.2 Définition des fonctions mondémiales tronquées
Définition : On définit pour m > 1, la fonction

M/ :R—R

™ sixz >0
T +— .
0 sinon.

Graphe des fonctions My, Mg, Mj :

34

2.5

2

y 151

1

0.57

-1
-0.5-

M1+
M2+
M3+

Théoréme 4. Vm > 2, M} est dérivable et on a
(M) =m(M,,_,).

Démonstration. M, j0.+o0 st une fonction polynome donc elle appartient & C°.
M} 1—c0,0 est la fonction nulle donc elle appartient a C.

On peut alors calculer les dérivées :

Sur 0, +oo[, (M,}) = m(M,_,) et sur | — 00, 0[, (M,") = 0=m(M,_,).

Il suffit donc d’établir la formule en 0. Autrement dit, (M,})"(0) = m(M,_;)(0)
ie (M) (0)=0.

On démontre cette formule par récurrence sur m > 2 :
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Initialisation : m = 2.
2 .
OnaM;(z):{x siz >0

0 sinon.
+ oA+ 2
i M (@D =My (0)
z—0t x—0 z—0t T
+ g+
i M2 @) =M (0) 0
z—0~ rx—0 z—0- T

donc M est dérivable sur R et on a bien (M, )'(0) = 0.

Hérédité : on suppose ’hypothése vraie jusqu’au rang m > 2 et on la montre
pour m + 1.

On a M, = M}, x M;" donc M, est dérivable sur R comme produit de
fonctions dérivables sur R.

(M, 11)'(0) = (M) (0) x M;"(0) + M5 (0) x (M7)'(0) = 0. O

Théoréme 5. M e C"'(R) , Vm>1.

Démonstration. Démontrons ce théoréme par récurrence sur m > 1.

C’est vrai pour m = 1 car la fonction M;" est continue (voir graphe).
Supposons maintenant que M, € C™!, alors il faut montrer que M, ., € C™.
Or M}, , eCm" << (M},)eC™

D’aprés le théoréme précédent, on a (M,},,) = (m + 1)M,}, et comme M, €
C™ ', on en déduit que (M, ;) € C"™ O

2.3 Définition des fonctions splines

Le terme anglais "spline” désigne une latte de bois flexible utilisée par les des-
sinateurs pour tracer une courbe passant par des points donnés.

Définition : Soient [ = [a,b] et a« = 9 < 17 < ... < z < Ty = b, une
subdivision o de [a, b].
On définit

Sm(xla s >Xk) = {S € Cm_l([a, b])/SHxi, ] € Rm[X],i =0,... ,k}.

Xi+1

Les éléments de S,,(z1,...,x;) s’appellent les fonctions splines d’ordre m asso-
ciées a la subdivision o.

Proposition 1. 1. S, (x1,...,7x) contient R,,[X].



18 CHAPITRE 2. ETUDE DES FONCTIONS SPLINES

2. (v M (x — ;) € Sp(w1, ..., 7p)

Démonstration. 1. évidente.

2. Pour montrer que la fonction (M,/(.—x;) : t — M} (t—x;)) € Sp(21, ..., Tx)
on doit démontrer que :

(a) MF(. —xz;)eC™

(b) M1t (.—x;) coincide avec un polynéme de degré < m sur chaque inter-
valle.

(x —x;)™ six>uwx;

Flyp — ) —
(a) M, (x — ;) { 0 sinon
R — R
+(p_ ) = + :
Mm(x SL’Z) (Mmof)(l’) aveCf. { T — T —I;
feC>®et M € Cm* donc M} o feCm?
by M+ . ( — l’i>m sl x; > x;
(b) My (. — xi)\[l‘m‘m] 10 stz < @;
donc dans tous les cas, on trouve un polynéme de degré < m.

U

Exemple : Graphe de la fonction Mj (. — x;) avec x; = —1 obtenu par
translation de vecteur (z,0) a partir du graphe de M;"
Proposition 2. S,,(z1,...,7;) est un sous-espace vectoriel de C™([a,b]).
Démonstration. Par définition, on a S,,(z1,...,zx) C C™ ([a, b]).
Soient s1, s3 € Sp(x1,...,7x) alors il faut montrer que sy + so € Sy, (21, ..., Tk)
et VA € R, AS; € Sm(l’l, c ,LL’k).
Comme 51,85 € Sp(x1,...,7%), S1,852 € C™ ([a,b]) et CTTRIR - T

Ru[X] Vi=0,... k.
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D’aprés les propriétés sur les classes, s; +s2 € C™ ([a, b]) et As; € C™([a, b]).
De plus, on a vu que R,,[X] est un espace vectoriel donc s; + s2 € Ry[X]
et A\s; € Ry[X]. En particulier, (s; + s2)) 1 € Ru[X] et (As1)a,,
Ru[X], Vi=0,....k

On a montré que sy + $3 € Sp(21, ..., Tk) €t Asy € Sy, ..., Tk)- O

Ty Tt Tiy1]

2.4 Base de S,,(z1,...,x;)

Théoréme 6. L’ensemble des fonctions
{(t—thV0o<1<m, (t— M (t—x;))V1<i<k}

forme une base de S,,(x1,...,xyL).
En particulier, la dimension de S,,(z1,...,xy) est égale & 14+ m + k.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente on a que {(t — t!) V0 <[ <
m, (t — M (t—x;)) V1<i<k} est un sous-ensemble de S,,(z1, ..., zx).
Il reste & montrer que tout s € S,,(x1,...,x) s’écrit de maniére unique :

(%) s(t) = Z a;it’ + Z biM*(t — ;) t € [a,b].

Soit une fonction s € S,,(xy, ..., x;) donnée. On pose
pi(t) = s(t), t €z, i=0,...k

alors on a py, ..., pr € R,[X].
En particulier, py € R,,[X] donc py s’écrit de maniére unique :

po(t) = Zaiti, t € [z, x1].
i=0

De plus, po(71) = p1(z1) = s(z1) et comme s € C™ 1[a, b], on a
P (@) =pP () Vi=0,... m—1.

Comme p; € R,,[X], p1 — po € Ry,[X], ce qui implique que p; — po s’écrit de
maniére unique :

pi(t) = po(t) = bi(t — z1)™
(car x1 racine m® ™ de p; —py et deg (p1—po) < m =p1(t)—po(t) = (t—x1)™Q(t)
avec deg @ = deg (p1 —po) —m =10).

po(t) sizg <t<umx

Pour ¢ € [zo, 23], s(t) = { pi(t) siz <t <y
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, Y att sizg <t<m
Par conséquent, on a s(t) —{ ST it 4 bt — )" siar <t < 7

on a alors .
S(t) :Z&iti—l—blM;(t—I‘l) si Zo St Sﬁg.
i=0
De méme, on a
) (we) = pi'(w2)  Wi=0,...,m—1.
Comme p; € R,,[X], po — p1 € Ry,,[X], ce qui implique que py — p; s’écrit de
maniére unique :
p2(t) = pi(t) = ba(t — z2)™

(car z racine m™ ™ de p,—p; et deg (pa—p1) < m ==pa(t)—p1(t) = (t—2)™ R()
avec deg R =deg (po —p1) —m =0).

po(t) sixg <t<m
Pour t € [zg, 23], s(t) = { pi(t) six; <t <y
pa(t) sizg <t < a3
>oimgait! sizg <t<mx
Par conséquent, on a s(t) :{ Sl pait’ + bi(t —aq)™ sixy <t <
Yo aitt + by (t — )+ bo(t — xo)™ slxe <t <y

on a alors

m 2
s(t) = Zaiti + Z biM ! (t — ;) sixg <t <.
i=0 i=1

En continuant cette méthode, on obtient finalement (x).

Montrons 'unicité de s :

Supposons que
S At S b M (=) = S d S WM (1) siag <t < ap

=0 "1
et montrons que a; = a; et b; = b Vi.
D’aprés I'hypothése, on a :

m k m k
h(t) = Z a;t’ + Z bi M (t — ;) — Z ajt’ + Z VM (t — ;) sizg <t < xppq
i=0 i=1 i=0 i=1
=0

= h(t) = " (ai—d)t+ 38 (=) ME(t—2) =0 sizg <t < xpy.

Maintenant, étudions ’égalité sur chaque intervalle [z;, z;1] pour i =0,... &k :
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- Sur [zo, 2], h(t) = ST (@i — @)t + 30 (b — V)M (t — ;) = 0.
Or Mi(t—a) =0, VI=1,....kdoa h(t) =Y " ,(a; — a))t", ce qui
implique a; — a; = 0 donc on a montré que a; = a; V i.

Maintenant, montrons que b; = b, V i :

— Sur [zy, 2], h(t) = S5, (b — b)) M (t — x;) = 0.
Or Mt —x) =0, VI = 2,....k et M}(t—z) # 0 dou h(t) =
(by — b)) M (t — 1), ce qui implique by — b} = 0.

— Sur [z, x3], h(t) = Zfzz(bi — V)M (t — ;) = 0.
Or M;(t—xl) = 0, VI = 3,...,]{3 et M;Til_(t—lé) # 0 d’ou h(t) _
(by — by) M= (t — x;), ce qui implique by — b, = 0.

En continuant cette méthode sur chaque intervalle, on a :

— Sur [xg, Tpr1], A(t) = (bp — b}) M} (t — x5) = 0.
Or M (t —x) # 0 dot h(t) = (bp — b},)M,;(t — ), ce qui implique
by — b, = 0.

On a montré que pour tout i, a; = a, et b; = b}.
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Chapitre 3

Splines cubiques d’interpolation

3.1 Définition du probléme

Dans ce chapitre, on considére ’espace Ss(z1,...,xx) des fonctions splines
d’ordre 3 associé a la subdivision 0 : a = 29 < 1 < ... < xp < 21 = b. Ce
sont donc des fonctions de classe C*([a, b]) dont la restriction & chaque intervalle
[z, x;11] est un polynéme de degré < 3. D’aprés le théoréme 6, nous savons que
S5 est un espace de dimension 4+ k. On veut résoudre le probléme d’interpolation
suivant :

Probléme : Etant données des valeurs fo, f1, .. ., fx, fr+1, trouver s € S3(xq, ..., xy)
telle que
s(x;) = fi pouri=0,...,k+ 1.

Remarquons qu’on impose k + 2 conditions donc si on veut, en général, une
solution unique, il faudra rajouter 2 conditions.

3.2 Etude des conditions

Notons s; la restriction de la fonction cherchée s a l'intervalle [z;, x;,1] pour
1 =20,...,k. Nous savons que s; est un polynéme de degré < 3.

Le probléme impose les conditions de raccordement suivantes :

si—1(z;) = si(x;) (continuité de s),
s._1(x;) = s(x;) (existence et continuité de la dérivée premiére),
sl (x;) = s¥(x;) (existence et continuité de la dérivée seconde).

23
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Notations : On pose, pour e =0,...,k + 1,

s(z;) = f;  imposée par le probléme a résoudre
{ §'(x;) = m; pure notation
s"(x;) = M; pure notation

etpourt=1,....k+1, h;=x;, —x;_1.

Lemme 1. Soient o < 3, deux réels. Si P € R3[X], alors on a

(8 — ) (z —a)
f—a f—a
Démonstration. Les 2 membres de 1'égalité sont des polynomes de degré < 1.

Pour montrer qu’ils sont égaux, il suffit de montrer qu’ils sont égaux en 2 points.
Or pour x = [ et z = «, on a ’égalité. O

P"(x) = P"(a) + P"(B) (3.1)

Remarque : La formule (3.1) correspond a celle de I'interpolation de La-
grange appliquée a 2 points distincts.
En effet, la formule générale pour k& points z; est :

k

P(z)=>_ f(z)li(x), Vz €R

i=1

et si f est une fonction polynomiale de degré < k — 1 alors f est égale a son
polynoéme d’interpolation de Lagrange.

Pour k£ = 2,
P(z) = f(z1)h(z) + f(22)l2(7)
= fla) = 4 flan)
xr1 — I9 To — T1

Nous savons que s;_; est un polynéme de degré < 3 donc en appliquant le lemme
a s;_1 sur l'intervalle [z;_1, x;], on trouve :

(LU — xi_l) .

) = () T @)

h;

Or, s/ i (z;—1) = §"(x4_1) et de la méme maniére, s ,(x;) = s"(z;) (parce que les
fonctions se raccordent bien a chaque bout d’intervalle).
Finalement, on a la relation :

(z; — ) T M, (z — @i1)

(@) = Myt 4 ag =t

pour x € [x;_q,x;].
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Pour trouver s;_1, on intégre deux fois cette formule :
' _ My (@i—2)3 | M, () . . g

sia(r) = St O —zi) + Gy

Nous devons donc déterminer les constantes C;_; et C;_;. Pour les déterminer

nous allons utiliser les deux conditions suivantes :

fic1 = s(xim1) = si1(wiz1) et fi = s(x;) = s;-1(;).

Les premiéres égalités sont diies au probléme qu’on doit résoudre et les secondes
au fait que sur l'intervalle [z;_1, z;] la fonction s;_; coincide avec la fonction s;.
Déterminons les constantes : en faisant x = x;_; puis © = x;, on obtient :

M,;_4 (xz - xi—l)g ~

fic1 = sic1(w21) = I, 6 +Ciy
M;_ ~
= ——h+Ci
6
Mi T — Ti— 3 ~
fi=si1(x;) = 7% + Cia (i — i) + Ciy
M;_ ~
=~ Lh2 4+ Cy_y x hi + Ci_y
Ceci donne,
~ h? i — Ji- hi
Cioi=fici—M-1— et Cimy = fizf —(M; — M;_4). (3.2)
6 h; 6
En dérivant s;_;, on obtient :
M;_, M;
s; () = 36 I (x; — x) +36 I (x —xi-1)" + Ciq
donc
M;
51—1(%) = 7(5(7@ — Sl?i_l) + Ci—l
M; i — Ji- hi
= 7(1’@ Tio1) + le — E(Mz — M;_4)
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Tit1—T 3 T—T; 3
On a si(z) = M =0 4 M, Gt 4 Gy — ) + G

En dérivant s; on obtient :

6hi+1 6h2+1
donc
— M,
Si(x;) = 5 Nt +C;

—M; fixi = fi hipa

= ", — (Mg — M,
5 Nt + Tt 6 (Mia )
—M; My fiv1 — fz

= —Hhjy1 — —h;
3 +1 6 T Tt

Imposons a présent la continuité de la dérivée premiére en x;, c’est a dire

si_1(x;) = si(x;). On obtient alors un systéme linéaire : pour i = 1,... k,
h; h; fi—ficn  —hip hita fir1 — [i
—M; 1+ M; = M; — ——M,;
g Lt g it T 3 R
h; (hi + i) fimn—fi  fi—Jfima

hi—i—l
DV AR S AL A 2T Y AR A LY, A
g it 3 g Min Riin h;

Multiplions (3.3) par

(3.3)

hithit1 +h1+1 :
hy it1 - 6 fivi—fi _ fi—fi1
= M+ 2M M = S (s fio1).
o hq o hipa o 6 firi—=fi _ fi—fi—1
On pose : p; = hithiy1’ Ai = hithiy1’ di = hi+hi+1( hit1 hi )

— (*) ,uiMi—l + 2M; + )\iMi-‘rl = d,’, Vi = 1,... , k.
Le systéme (%) a k+2 inconnues et k équations, 2 conditions restent donc a fixer.
En général, ces conditions sont de la forme

2My + AoMy = dy et pg1 My, + 2Mj 1 = djrr
o 0 < Ao, ppr1 <1 et dy, dyyq sont des valeurs données. (Pour fixer ces condi-

tions, deux possibilités simples s’offrent a nous : soit on pose tous les coefficients
égaux a 0, soit on pose \g = g1 = 1, dg = dy et dpy1 = dy.)
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Nous avons donc le systéme suivant :

[ 2\
pro 2
0 po
0

0o ... ... 0
A
0
He 2 A
0 flgs1 2 ]

2M0 —|— )\QMl = d()
/J,lM(] + 2M1 + )\1M2 = d1

e Mi—1 4+ 2My, + N My = dy,
Pr1 My + 2My 11 = diya

My 7 [ dy
M, dy
M, di
| Myt | | dis

27

Nous obtenons un systéme linéaire de la forme AM = d (d’inconnue M) ol

2

H1
0

0

Ao O
2 N\
K2

0

0 7
He 2 Mg
0 pgt1 2

T

M,

et d =
M,

| My |

C
d

dy,
| ditr

Nous remarquons que A est une matrice tridiagonale, c’est a dire que tous ses
coefficients sont nuls excepté sur la diagonale et juste au-dessus et juste au-dessous
de la diagonale. Nous avons alors un systéme tridiagonal.
Nous venons de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 7. La détermination d’une fonction spline cubique d’interpolation est
égale a la résolution d’un systéme linéaire tridiagonal.

Dans le paragraphe suivant nous verrons comment on résoud un systéme tri-

diagonal.
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3.3 Reésolution des systémes tridiagonaux

Par la méthode de Thomas :

Qo )\0 0 c. c. 0
pioar A :
Soit A, une matrice tridiagonale de la forme A = 0 H2
' 0
He  ar Mg
0 e e 0 He+1  Qk+1 |

Considérons les matrices L et U, des matrices bidiagonales définies de la maniére
suivante :

1 0 ... ... ... O ag Ao O ... ... 0
B 1 - : 0 a; M\ :
L 0 5, ) o .
: G 1 0 : Lo M\
0 0 By 1 0 0 g |

ou les coefficients «; et (3; sont définis par les relations suivantes :

i, ai:ai_ﬁi)\i—lg \V/Z:L,k’—{—]_

(078

ap = ag, Bi =

Ces formules sont connues sous le nom d’algorithme de Thomas. On peut étendre
cet algorithme & la résolution du systéme tridiagonal Az = d (d’inconnue z).
Cependant, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3. On a A= LU.

Cette proposition montre que le probléme posé revient & résoudre deux sys-
témes bidiagonaux : Ly = d (d’inconnue y) et Uz = y (d’inconnue ).
En effet on a :

Ar =d<+= (LU)x =d
<~ L.(Uzx)=d
— Ly=detUzx =y

Nous allons commencer par résoudre le systéme Ly = d :
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1 0 () F e
g 1 Y1
Ly =d < 0 A
: O 1 0 Yk
0 .. 0 0 By 1] | Yk+1
(Yo = do
Biyo + 11 = dy
Bryk—1 + yr = dy
{ Br+1Yk + Yk = diy1
L) Vo= do
{ﬂiyi—l‘i‘yi:di, Vizl,...,l{i—i—l
) Vo= do
{yi:di—ﬁiyi—l, Vi=1,...,k+1
Maintenant on résoud le systéme Ux =y :
[ Q )\0 0 0 1 - - -
0 aq )\1 : T
Ur =y
0
: ok Ak Tk
'_’ -
QoTo + AoT1 = Yo
a7 + MT2 =
< :
T + ApTrpa1 = Yk
(. Xk+1Tk+1 = Yk+1
Ok 1Tk41 = Yk+1
{ ;T + >\ixi+1 = Yi, Vi = 0, cee k.
o= 22

R Y .
x; = Lo Vi=0,..

a; ’

k.

Yo
U1

Yk
L Yk+1




30 CHAPITRE 3. SPLINES CUBIQUES D’INTERPOLATION

Maintenant, revenons & notre probléme et explicitons les M; afin de déterminer

la fonction d’interpolation spline cubique.
Ici, a; =2 et x = M. D’apreés ce qui précéde, on trouve :

_ Yk+1
My = .

i—AiM; .
M, = u=22Min g

a; ’

Comme s;(z) = MZ% + M4 (”é;iil)g +C’i(x—x,-)+C~'i, pour x € [x;, Tiy1],

on a résolu le probléme, grace aux formules (3.2).

3.4 Exemples :

1. fi(z) = e” pour = € [—2;2]

Imerpolatiorba, ec 2 points Interpolation4a ec 3 point:
7]
3
6]
57 24
——/l
-3 -2 170 1 2 3
X
-1
-3 1 2 3
X
P1
P1 —
fl fl
****** Points d'interpolation + + + + + + Points d'interpolation
Interpolation4a ec 4 points Interpolatiorsq ec 5 points
34 4]
2q 3]
/ ]
-3 2 a7 7o 1 2 3
X
-1 -3 2 a0 1 2 3
X
P1 — m
1
"""" Points d'interpolation
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Imerpolalionsa ec 6 points Interpolanon‘.)a ec 7 points
49 4
39 3]
2 2]
= _ 0
-3 2 Y 1 2 E t . N 2 8
X
P1
P1
fl f1
+ + + + + + Points dinterpolation + + + + + + Points d'interpolation
— 1 .
2. fg({l}') = W pour x [—2,2]
Interpolation4q ec 2 points Interpolati0n4a ec 3 points
34 37
2-| 2]
| ‘ \ . 3 - o T 3 1
3 2 Y 1 2 3 «
X
-1
—-1-
P2
P2
f2 ) f2
+ + + + « +  Points dinterpolation + + + + + + Points d'interpolation
Interpolation4a ec 4 points Interpolation‘@ ec 5 points
34 3]
29 2]
1 4
_ _ 0
-3 2 10 1 2 38 1 o2 3
X
]
1

P2

f2
+ + + + + + Points d'interpolation

P2

2
+ + + + +« +  Points d'interpolation
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In\erpolalionﬁ

ec 6 points

3

2

|
[N
of

P2

f2
Points d'interpolation

3. f3(x) = |x|cos(z) pour x € [—2;2]

CHAPITRE 3. SPLINES CUBIQUES D’INTERPOLATION

Interpolanon4a ec 7 points
2 a7 o 1 2 3
X
e
P2
— f2
"""" Points d'interpolation

Interpolationz‘g ec 2 points Imerpolationzg ec 3 points
1 iy
X X
I A tN\ .2 32 2 /LA g3
—14 =1
2] -2+
-3-
-3-
P3
P3
3 ) 13
~~~~~~ Points d'interpolation + + + + + + Points d'interpolation
Interpolationza ec 4 points Interpolationavec 5 points
g 14
X X
-3 -2 -1 1 2 3 3 -2 -1 1 2 3
h h h n n ;
14 -1
2 -2
34 -3-
P3 P3

3
Points d'interpolation

3
Points d'interpolation
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Imerpolalionza ec 6 points Interpolanonza ec 7 points

L

P3

P3

3 3
...... Points d'interpolation + + + + + +  Points d'interpolation

3.5 Commentaires sur les résultats
Interprétons les graphes :

— Quand il n’y a que deux points d’interpolation, la spline est un polynéme
de degré 1 (sa représentation graphique est la droite passant par ces deux
points). Ceci s’explique par le fait qu’aucune condition de raccordement

n’est imposée.

— Pour la fonction exponentielle, nous constatons que les meilleures approxi-
mations sont celles avec quatre et cing points. On a l'impression qu’elles
sont meilleures que celles avec six et sept points car sur le graphe de ces
derniéres, nous remarquons un léger “décrochage”.

— Pour la fonction rationnelle et pour la derniére fonction, nous observons
que plus il y a de points, meilleure est I’approximation.

— Pour la derniére fonction, zéro est un point stratégique : on note une nette
différence lorsqu’il est point d’interpolation ou non.



Exemple de programme MAPLE pour obtenir les graphes de la fonction et de
la fonction spline associée :

Points d’interpolation: x0:=-2: x1:=-1: x2:=1: x3:=2:
Fonction: f1(x):=1/(3+x)"~2:

Posons:
hl1:=x1-x0: h2:=x2-x1: h3:=x3-x2:

mul:= hi1/(h1+h2): mu2:= h2/(h2+h3):
mu3:=0: #mu3 est une valeur choisie.

lambdaO:
lambdail:

0: #lambda0 est une valeur choisie.
h2/(h1+h2): lambda2:= h3/(h2+h3):

d0:=0: #d0 est une valeur choisie.

d1:=6/(h1+h2)*(((subs (x=x2,f1(x))-subs (x=x1,f1(x)))/h2)
- (subs(x=x1,f1(x))-subs(x=x0,f1(x))/hl1)):

d2:=6/(h2+h3) * (((subs (x=x3,f1(x)) -subs (x=x2,f1(x))) /h3)
- (subs(x=x2,f1(x))-subs(x=x1,f1(x))/h2)):

d3:=0: #d3 est une valeur choisie.

Maintenant, appliquons la méthode de Thomas afin de trouver les Mi:
alpha0:=2:

betal:=mul/alpha0:
beta2:=mu2/alphal:
beta3:=mu3/alpha2:

alphal:=2-betal*lambdaO:
alpha2:=2-beta2*lambdal:
alpha3:=2-beta3*lambda2:

y0:=4d0:

yl:=d1-betalxy0:
y2:=d2-beta2*yl:
y3:=d3-beta3*y2:

M3:=y3/alpha3:

M2:=(y2-lambda2*M3) /alpha2:
M1:=(yl-lambdal*M2)/alphal:
MO :=(y0-lambda0*M1) /alphaO:
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Calculons les constantes C_i et Ctilde_i:

CO:=((subs(x=x1,f1(x)) - subs(x=x0,f1(x)))/hl) - 1/6xh1x(M1-MO):
Cl:=((subs(x=x2,f1(x)) - subs(x=x1,f1(x)))/h2) - 1/6%xh2x(M2-M1):
C2:=((subs(x=x3,f1(x)) - subs(x=x2,f1(x)))/h3) - 1/6%h3*(M3-M2):

Ctilde0:=subs (x=x0,f1(x)) - MO*xh1~2/6:
Ctildel:=subs(x=x1,f1(x)) - M1xh2~2/6:
Ctilde2:=subs(x=x2,f1(x)) - M2*xh3"2/6:

Enfin, nous pouvons obtenir les restrictions s_i de la fonction
spline cherchée:
s0(x) :=MO*(x1-x)~3/(6%h1) + M1x(x-x0)"3/(6%h1l) + CO*(x-x0)
+ CtildeO;
3
s0(x) := -0.741093750 + 0.1205468750 (x + 2) - 0.8705468750 x

s1(x) :=M1x*(x2-x)"~3/(6%h2) + M2*x(x-x1)~3/(6*h2) + Cil*(x-x1)
+ Ctildel;
3 3
s1(x) := 0.06027343750 (1 - x) - 0.01675781250 (x + 1)

+ 0.2143750000 x - 0.0178125000

82(x) :=M2*(x3-x)~3/(6%h3) + M3*(x-x2)~3/(6*h3) + C2*(x-x2)
+ Ctilde2;
3
82(x) := -0.03351562500 (2 - x) + 0.1520312500 - 0.05601562500 x

Commandes pour obtenir les graphes:
with(plots):
p:=plot(f1(x),x=-3..3,y=-1..4,colour=yellow):
pO:=plot(s0(x),x=-2..-1):
pl:=plot(si(x),x=-1..1):
p2:=plot(s2(x),x=1..2):

X:=[-2,-1,1,2]: #liste des abscisses des points d’interpolations
Yf1:=[subs(x=-2,f1(x)),subs(x=-1,f1(x)) ,subs(x=1,f1(x)),
subs(x=2,f1(x))]:
pointsfl:=plot([seq([X[i],Yf1[i]],i=1..4)],style=point,
colour=black, title="Interpolation avec 4 points"):

display(p0,pl,p2,p,pointsfl);



Conclusion

Dans un premier temps, nous avons étudié I’interpolation de Fejer-Hermite :
étant donnés k couples distincts {(z1, f(z1)), ..., (zk, f(zx))}, il existe un unique
polynoéme P vérifiant les conditions :

- P(x;) = f(xi)
Vi=1,...,k, { Pa) = f(x)

Graphiquement, cela correspond & se donner k points dans le plan, une fonction
f et a trouver un unique polyndéme qui passe par ces points.

Ensuite, nous nous sommes intéressées a I’approximation par les fonctions splines
cubiques : étant donnés k couples distincts {(z1, f(z1)), ..., (xk, f(xx))}, il existe
une fonction polyndmiale par morceaux s telle que

Vi=1,...,k, s(z;) = flxy).

Graphiquement, cela revient & découper l'intervalle de départ en &+ 1 intervalles
et dans chacun d’eux a trouver un unique polyndéme passant par les bornes.

Dans ce mémoire, nous nous sommes limitées a des études graphiques. D’aprés
celles-ci, on constate que les polynomes convergent trés rapidement dans le cas
d’une fonction trés réguliére (par exemple 1’exponentielle), par contre les fonc-
tions splines collent plus rapidement aux fonctions moins réguliéres, c’est a dire
qui peuvent avoir des problémes de continuité,de dérivabilité... (par exemple
|z| X cos(x) en 0). D’aprés nos exemples, dans le cas de I'interpolation de Fejer-
Hermite, nous pouvons observer que la qualité de l'interpolation dépend de la
fonction et des points choisis. On pourrait penser que plus il y a de points d’in-
terpolation, meilleure sera l’approximation; or ce n’est pas le cas. Quand on
augmente le nombre de points (qui influe sur le degré du polynéme interpola-
teur), il arrive que le polynéme se mette & osciller fortement entre ces points.
Dans le cas des splines cubiques, nous constatons que seuls le nombre et la po-
sition des points influent sur la précision de I'interpolation. Plus le nombre de
points d’interpolation sera élevé, plus I'interpolation sera précise.

Ces phénoménes pourraient s’expliquer : on peut démontrer que les polynémes
d’interpolation sont trés sensibles au choix des points et les points équidistribués
(c’est & dire qu'il y a le méme intervalle entre chaque point) donnent souvent de



trés mauvais résultats. En revanche, pour améliorer ’approximation par les
fonctions splines, on augmente le nombre de points, ce qui correspond a aug-
menter le nombre d’intervalles (et non le degré du polynéme). Ceci permet aux
fonctions splines d’approcher toutes les fonctions suffisamment dérivables. Ce-
pendant, la vitesse d’approximation est limitée, c’est a dire qu’elle ne décroit pas
comme une suite géométrique (il y a convergence rapide lorsque I'erreur est de
I'ordre ¢? ou d est le degré du polynéme interpolant et ¢ € R tel que ¢ < 1).

Pour conclure, il faut choisir la méthode d’interpolation & utiliser en fonction
de l'allure du graphe de la fonction.
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