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Introduction et historique

[1] Pafnuty Tchebychev est né en Russie le 16 mai 1821 au sein d’une famille
aisée.

Sa meére lui apprend les principes de base de lecture et d’écriture et son cou-
sin I'initie au francais et a 'arithmétique.

En 1832, il est pris en charge par le meilleur professeur de mathématiques
de Moscou, ce qui lui permet cinq ans plus tard d’entrer a I’Université de
Moscou.

En 1840, Tchebychev participe a un coucours de mathématiques en soumet-
tant un travail (qui sera publié seulement vers 1950) sur le calcul des racines
des équations dans lequel il résout I’équation y = f(x) en utilisant le déve-
loppement en série de I'inverse de la fonction f.

En 1842, il écrit, en francais, son premier travail significatif sur les intégrales
multiples.

En 1844, il publie un second article cette fois sur la convergence des séries
de Taylor.

Deux ans plus tard, Tchebychev est encore étudiant et choisit comme sujet
de thése "la théorie des probabilités" en se penchant plus particuliérement
sur la loi faible des grands nombres de Poisson. Aprés son entrée a 1’Uni-
versité de Saint Petersbourg en 1847, il rédige un second sujet de thése sur
"'intégration au moyen des logarithmes".

En 1853, Tchebychev écrit un livre important sur la théorie des congruences
qui recoit le prix de I’Académie des Sciences.

Tout au long de sa carriére, et notamment dans les années 1850, il voyage
beaucoup, ce qui lui permet de rencontrer de nombreux mathématiciens,
essentiellement européens, comme Bienaymé, Lebesgue, Cayley, Sylvester,



Dirichlet...

En 1854, il introduit, dans une de ses publications, les polynémes unitaires
de degré inférieur ou égal & n qui ont la norme la plus petite sur [—1,1],
polynémes aujourd’hui connus sous le nom de polynémes de Tchebychev (cf.
le théoréme (3.1)). A lorigine, il a donné ces polynomes sous l'expression
%((x + V22 —1)" 4 (v — Va? — 1)”), et ce n’est qu’en 1873 qu’il reconnait
la "forme trigonométrique" qui est aujourd’hui la définition courante (cf.
(1.1.1)). Plus tard, il développe une théorie générale sur les polynomes or-
thogonaux, concept dont il est probablement le précurseur.

En 1867, il généralise la loi des grands nombres a I'aide de 'inégalité de Bie-
naymé, puis en 1887, il publie deux théorémes sur les probabilités : I'un sur
la théorie des données statistiques et I’autre généralisant le théoréme central
limite de De Moivre et Laplace.

Tchebychev a ainsi contribué a I’évolution des mathématiques grace a ses

nombreux travaux dont certains n’ont été publiés qu’aprés sa mort le 8 dé-
cembre 1894.

Dans ce mémoire, nous nous limiterons a étudier des applications des
polynomes de Tchebychev a I'interpolation polyndmiale et a 'approximation
des fonctions continues.



Chapitre 1

Définition et premiers résultats

1.1 Définition des polyndtmes de Tchebychev

Notons P,, 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.
Théoréme 1.1.1 (Définition). Pour tout n > 0, il existe un unique poly-
nome T, € P, tel que

T, (x) = cos(narccos(z)), V axe[-1,1]. (1.1)
Le polynome T,, s’appelle le n-ieme polyndme de Tchebychev.

Démonstration. [3] Montrer 'existence d’un polynéme vérifiant la formule
précédente revient a chercher T, tel que T,,(cos §) = cos(n#), pour tout 6 € R.

Soit 0 € R.
On remarque que cos(nf) = %(cos(n@) +1 sin(n@)).

La formule de Moivre donne cos(nf) + isin(nf) = (cos @ + isin ).
D’ou,

cosnf = %((COSHJrisinQ)")

= §R( Zn: CF(cos §)" % (isin 9)’“)

Si k est impair, le terme est un imaginaire pur. On ne considére donc que les
k pairs.



On obtient, en posant k = 2p et en notant [n/2] la partie entiére de n/2

[n/2]
cosnb = Z(—l)p C% (cos )" % (1 — (cos6)*)?.

p=0

Donc, en posant x = cosf, on peut prendre

[n/2]
To(x) =) (1P CP 2" (1-2" Vael-11].
p=0

Montrons maintenant 'unicité de 7,,.

Supposons que ), soit un autre polynome tel que @, (cosf) = cosnf, pour
tout 6.

Alors, pour tout 0, (T,, — Q,)(cosd) = 0. Or, cosf décrit I'intervalle [—1, 1],
ce dernier contenant une infinité de valeurs. Ceci implique que le polynéme
T, — @, admet une infinité de racines et par conséquent, 7T,, — @),, est le po-
lynome nul.

Finalement, T,, = @),, d’ou 'unicité de T,,. ]

1.2 Propriétés élémentaires de ces polyndomes

1.2.1 Relation de récurrence

Théoréme 1.2.1. Les polynomes de Tchebychev vérifient la relation de ré-
currence suivante

Thii(z) = 22T, (x) — Thoa(x), Ve eR, Vne{l2. .} (1.2)

Démonstration. [3] Il suffit de vérifier I'égalité pour z € [—1, 1] avec le méme
argument que dans la démonstration de 'unicité de 7, du théoréme pré-
cédent. En effet, si deux polynomes P et () de degré quelconque sont tels
que : P(x) = Q(z) Vx € [—1,1], alors le polynéme P — () admet une in-
finité de racines sur [—1,1]. C’est donc le polyndome nul et par conséquent,
P(x) =Q(z) VYx € R.

Pour tout x € [—1,1], il existe § € R tel que = = cosf. Donc, montrer que
Toi1(x) = 22T, (z) — T,,—1(x) revient & montrer que

Ti1(cosB) = 2cosOT,(cosO) — T,,_1(cosB).

Or, comme T, (cos @) = cosnb, cela revient a prouver :
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cos(n 4+ 1)8 = 2cosf cosnf — cos(n — 1)0.

Sachant que cos(n + 1) = cosnf cosf —sinnf sind
et que cos(n — 1)0 = cosnf cosf + sinnf sinf, on obtient en additionnant

membre & membre ces égalités :

cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2cosnf cosf. D’ou la formule de récurrence

recherchée.

O

Quelques exemples de courbes de représentation des premiers polynomes

de Tchebychev :

Fra. 1.1: Ty(z) =1

02 o0& 06/ 08 1

Fic. 1.3: To(z) = 222 — 1

68 6 i 02 02 @06 o8 1

Fic. 1.5: Ty(r) = 8z* — 822 + 1

A68 66 04 02

05

@06 08 1

Fic. 1.2: T1(z) = =

A ]68 66 64 02

05

@06 08 1

Fig. 1.4: T3(z) = 423 — 3z

02 o4

5 o8 1

Fic. 1.6: T5(x) = 162° — 2023 + 5z



Corollaire 1.2.2. Si n est pair, alors T,, est une fonction paire.
Sin est impair, alors T, est une fonction impaire.

Démonstration. Définissons la propriété (R,) : T,,(—x) = (—=1)"T,(z).
Le corollaire découle immédiatement de cette propriété. En effet,
si n est pair, on a T,,(—z) = (—=1)"T,(z) = T,,(z) et donc T,, est paire,

si m est impair, on a T,,(—z) = (—=1)"T,(x) = —T,(x) et donc T,, est
impaire.
Montrons cette propriété par récurrence sur n.

xInitialisation :

D’aprés la figure (1.1), To(—z) = 1 = (=1)°Ty(z) d’ott (Rg) est vraie.
De méme, d’aprés la figure (1.2), Ty(—x) = —z = (—=1)'Ty(z) d’ou (R;) est
vraie.

x Hérédité :
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang k et montrons que (Ryi ;) est
vraie.
D’apreés (1.2), pour tout = € [—1, 1],

Tii1(—x) = =22T)(—x) —Tp_1(—2x)
—2a(=1)* Ti(2) = (1) T (2)
= (1) (22T (x) — T-1(2))
= (1) ().
x Conclusion :

La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 et est héréditaire : elle est donc vraie
pour tout n € N. O

Corollaire 1.2.3 (Valeur du coefficient dominant'). Pour tout x € R,

T (x) = 2" 2" +t,_1(2) Vn >1

ot t,_1(z) est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.

Démonstration. [3] Raisonnons par récurrence sur n.

* Initialisation :
Pour n = 1, on a par définition T} (x) = cos(arccos(z)) = x car x € [—1, 1].
Ty vérifie bien la relation de récurrence.

* Hérédité :

!Nous appelons coefficient dominant le coefficient du monoéme de plus haut degré, i.e. si
P(z) =ap+a1z+...+a,a™ avec a,, # 0 le coefficient a,, de 2™ est le coefficient dominant
de P.
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Supposons que I’égalité du corollaire soit vraie jusqu’au rang k£ et montrons
qu’elle est vraie au rang k + 1.

D’aprés (1.2), on a Ty (z) = 22T (x) — T ().

D’autre part, d’aprés I’hypothése de récurrence, on a

Tresi(z) = 222812k 1t (2)) — (2" 2251 + 14 _5(2))
= 2R (2t () — 22T — 4y (2))
2825 1 [ poly. de degré < k |.

x Conclusion :
La propriété est vraie au rang 1 et est héréditaire : elle est donc vraie pour

tout n € {1,2,...}. O
Remarque 1 (Coefficient dominant). D’aprés le théoréme-définition (1.1.1)
n/2
(cf. preuve) on a T),(x) = g:](—l)p C2% g% (1—2°)P, pour tout x € [—1,1].
" n/2)
Le coefficient de 2™ est donc Z(—l)p C# (1) = Z 2.
p=0 p=0

Or, d’aprés le corollaire précédent, le coefficient de plus haut degré est 271
En particulier, on retrouve I'égalité suivante :

[n/2]

C% = on 1,
2

1.2.2 Racines et extrema de 7),

Théoréme 1.2.4. T,, admet n racines simples définies par :

2k +1
2n

T} = COS m k=0,1,...,n—1.

Démonstration. [3] Chercher les racines de T, revient a résoudre 1'équation
T.(z) =0.

« Recherche des racines dans [—1,1] .
Soit r une racine de T, appartenant a [—1,1]. Il existe § € [0, 7] tel que
r = cosf.
Par définition, T,,(r) = 0, c’est a dire T,,(cosf) = 0.
Dot cos(nf) = 0, ce qui revient & : nf = 5 +kn, k€ Z.
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Finalement, 0 = - + %’T = %‘;177, k € Z. On en déduit que les z; définis
par
2k+1

T = COS m, k=0,1,....n—1

2n
sont bien racines de T,,.
x [l n’y a pas d’autres racines.

En effet, la fonction cos étant injective sur [0, 7] et comme les T sont

des valeurs distinctes dans [0, 7], on a trouvé n racines distinctes 7Aélans l'in-
tervalle [—1, 1]. Or, le polynome T,, est de degré n. Comme tout polynoéme
réel de degré n admet au plus n racines, les z; trouvés précédemment sont
les seuls zéros distincts de T}, et sont donc simples.

O

Théoréme 1.2.5. Sur lintervalle [—1,1], T, admet n+1 extrema® atteints

en les points :

k
r,=cos—m, k=0,1,... n.
n

Démonstration. [3] Pour tout z € [—1,1], il existe § € R tel que x = cos 6.
On a alors T),(x) = T,,(cos ) = cosnf donc les extrema sur [—1, 1] sont -1 et
+1. Si on trouve des points y tels que T, (y) = £1, on est str que ce sont des
extrema.

Chercher leur expression revient a résoudre 7,,(y) = +1 avec y = cos 6, c’est
a dire cosnf = £1.

cosnl =+1 <= nl=kn, kel

k
— O0=-—7n, keZ
n
k
— y=cos—m, keZ.
n

On obtient ainsi n + 1 extrema sur [—1, 1] définis par 3

k
x=cos—m, k=0,1,...,n.
n

*Dans ce qui suit, on notera toujours zy, les racines du polynome de Tchebychev et ),
ses extrema.

3Prenons un entier k dans {n, ...,2n}, il existe un entier p € {0,...,n} tel que k = n+p,
alors, cos(EE27) = cos(Zm+7) = — cos(Zm) = cos(m— Zm) = cos("=L7). On peut montrer
par récurrence que ceci est vrai pour tout entier k dans 'ensemble {in, ..., (i+ 1)n}, donc
on peut toujours se ramener & choisir k dans I'ensemble {0, ..., n}.

12



Montrons pour finir que ce sont les seuls.

Iy a au plus n — 1 extrema dans | — 1, 1] car si = est extremum dans cet
intervalle, alors 77 (x) s’annule et 7] a au plus n — 1 racines car son degré est

n—1.
Donc, on a n + 1 extrema sur [-1,1] et ce sont les seuls.

Corollaire 1.2.6. On a T, (x}) = (—1)* Vk=0,...,n.

Démonstration. Pour tout k =0,...,n, on a effectivement

T (x),) = cos(narccos(£m)) = cos(nn)) = cos(km) = (—1)k.

13
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Chapitre 2

Interpolation de fonctions

2.1 Interpolation de Lagrange-Hermite

Théoréme 2.1.1. Soient ag,...,ax, k + 1 points deur a deur distincts,
no, ..., ng des entiers ety des réels avec 0 < i <k et 0 < j <mn;.
k
Alors, il existe un unique polynome P de degré n = Z(nl +1) —1 tel que
i=0

P(j)(ai):ylj Vi=0,...,n; et Vi=0,..., k.
Démonstration. Considérons 'application

0:P, — R
P +— (P(a),...,P™(ap), P(ar),...,P"(ay),..., P(ag),..., P (ay)).

@ est bien définie carily a (ng+1)+ (ni+1)+...+(np +1) =n+1
coordonnées.

Démontrer le théoréme revient & montrer que ¢ est bijective. Or,  étant une
application linéaire et les espaces de départ et d’arrivée étant de dimension
finie égale, il suffit de montrer qu’elle est injective. Montrons pour cela que

ker(¢) = {0}.

Soit P € P, tel que p(P) = (0,...,0).

On a en particulier P%(ag) = 0 pour tout i = 0,...,ng. ao est donc ra-
cine d’ordre ng + 1 de P et par conséquent, il existe Qg € P,,_n,—1 tel que
P(r) = (z — a0)""*1Qu(x).

De méme, il existe Q; € Pp_,, 1 tel que P(z) = (z — ay)™ Q1 (x), ce qui
donne (z — ag)™ ™ Qy(r) = (x — a1)™TQ: ().

Ceci implique que (z — a;)™ ™! divise (z — ag)™ Qo ().

15



Mais (z — a1)™™*! est premier avec (z — ag)™ "' car ag # a;. En effet, s’ils
n’étaient pas premiers entre eux, ils auraient un diviseur commun irréduc-
tible. Or, le seul polyndéme unitaire irréductible qui divise (z — a;)™ ™! est
(r — ay) et le seul polynome irréductible qui divise (x — ag)™ ™! est (z — ag).
Comme a; est distinct de ag, on ne peut trouver aucun polynéme irréductible
divisant a la fois (x — ay)™ ! et (z — ag)™ L.

Donc (z — ay)™ ! divise Qo(z).

On obtient alors P(x) = (z—ag)™ ™ (z—a;)" M Qs(z) 0t Q2 € Prng—1-ny-1-
En continuant selon le méme principe, on arrive a :

P(z) = (z—a))™™" ... (z— ap)" ™ R(z)

= H(SL’ —a;)" R(x).

=0
k k
Or, P étant au plus de degré n et l_I(x—aj)"f+1 de degré Z(nj+1) =n+1,
=0 =0
on a R = 0. Par conséquent, P = 0, donc ker(yp) = {0} et ¢ est injective.
On a ainsi montré que @ est bijective, d’ou le théoréme. O

On va s’intéresser a deux cas particuliers de ce théoréme : I'interpolation de
Lagrange, obtenue en prenant n; = 0 et celle de Fejer-Hermite, dans laquelle
n; = 1, y} = 0 et ot les a; sont les points de Tchebychev.
Etudions maintenant ces deux méthodes d’interpolation.

2.2 Interpolation de Lagrange

Etant donnés n + 1 points distincts (ag, bo), (a1,b1), - - ., (an, by,) ot les b;
sont les valeurs d’une fonction f aux points a;, on sait, d’aprés le théoréme
(2.1.1), qu’il existe un unique polynéme p € P, vérifiant p(a;) = b; = f(a;),
pourz =0,1,...,n.

On P'appelle le polynome d’interpolation de Lagrange aux points a; et on le
note Ly, (f) avec A, = {ag,aq,...,a,}.

Théoréme 2.2.1. La formule d’interpolation de Lagrange est donnée par
l'expression suivante pour tout réel x :

n n

La,(f)(z) = Z fla)l(x) avec li(x) = H

=0 =0
7

ZL‘—(lj

. 2.1
)

o
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Démonstration. Vérifions que pour tout k = 0,...,n, L, (f)(ar) = f(ag)
et que deg L, (f) < n.

Ona La,(f)(ar) = Y flal(a). Or, La) = [ 2 =%, don
=0

li(ak):{ 1 sik=1

0 sinon

donc, La, ()(ax) = flax).
De plus, par définition des [;, deg l; = n et L,, étant une somme de polynomes

de degré n, deg L4, (f) < n.
La, (f) est donc bien le polynéme d’interpolation de Lagrange de f. O

Théoréme 2.2.2. Soit w(z) = (x —ap)(xr —a1) ... (x —a,) € Pui1, on a

li(z) = wiz) 1 Vi=0,...,n.

r — a; w'(a;)

Démonstration. On a par hypothése,

w(z) = (r—a)(x—a)...(x —a,) = H(SL’ —a;),

- | w(r) 44 1
d _ _ _
onc [;(z) H(az aJ)Hai—a- sl U Dy
j=0 j=0 J =0 J
i i#i i
De plus,
w(z) = (r—a)...(x—apy)+...+(@x—ag)...(x —a;_1)(x —a;1) ...
+ ...+ (@x—ag)...(r—a,1)
= 2 ]l@—av,
i
donc, pour tout : =0,...,n,
w'(ai) = (ai — (lo) e ((li — ai_l)(ai — ai—l—l) e (ai — (ln)
= H(ai a;)
§=0
i
1
D’ot, pour tout i =0,...,n, [j(x)= w(z) O



2.2.1 Etude de ’erreur

Lorsque la fonction interpolée f est suffisamment de fois dérivable, on
peut donner une estimation de la différence entre f(x) et La, (f)(x). Lorsque
x est un point d’interpolation, la différence est nulle.

Théoréme 2.2.3 (Formule de erreur). Soient f € C""!([a,b]) et

A, ={ag,ai,...,a,} Cla,b]. On suppose que ag < a3 < ... < a,. Pour tout
x € [a,b], il existe £ €]a,b] tel que
Fe(g)

flz) = La, (f)(x) = (x —ap)(z—ar)...(z — a,). (2.2)

(n+1)!
Démonstration. [2] Soit = € [a, b].
Si z € A, n’importe quel £ convient puisqu’on obtient 0 = 0.
Supposons donc que = ¢ A,,.
On a alors trois possibilités :
* x € |a, g
* il existe un indice iy € 0,...,n — 1 tel que = €]a;,, a;11]
% x € [ay, b].

On peut alors représenter les points comme suit :
apg ay as ... Aj Ajg+1 - -+ Qp
XXX X X X

—

[
[

a ;: b
e Penchons-nous tout d’abord sur le deuxiéme cas.

Posons w(t) = (t —ag)...(t —a,) et prenons K(x) tel que

f(@) = La, (f)(2) = K(x)w(z).

On remarque que K (x) est bien défini car = ¢ A,, = w(x) # 0.
Considérons maintenant la fonction

u(t) = f(t) = La,(f)(t) = K(z)w(t)
définie pour tout ¢ € [a, b].
En tant que somme de fonctions de C"**([a, b]), u € C"™([a, b]).
De plus, pour 0 <1 < n,
u(a;) = fla;) — La, (f)(a;) — K(z) x0 = f(a;) — f(a;) = 0. Et, par définition
de K,



La fonction u s’annule donc en n+ 2 points : x et a; pour tout i € {0,...,n}.

x Etape 1 :
Appliquons le théoréme de Rolle a la fonction u sur I'intervalle [ag, a;].

u(ag) =0

1 1o 1y
U(a,l) =0 } = E|Cl E]OJOa al[ tel que u (Cl) =0.

Par un raisonnement analogue, on trouvera un zéro de u’ dans les intervalles
lay,as , lag,as[, ..., laiy, z], Jz,a¢i,41[, -+ 5 Jan—1,a,]. On a ainsi n + 1
intervalles qui donnent n + 1 zéros de u'.
Il existe ainsi n + 1 réels ¢f < ¢} < ... <cl,, dans a,b] tels que v/(c}) = 0
pour tout 2 =1,...,n+ 1.

x Etape 2 :
De la méme facon que pour I’étape 1, utilisons le théoréme de Rolle sur les
intervalles ]}, cjy .

u:() 0

o
W (cd) =0

} = 3c] €cq, o] tel que u”’(c3) = 0,

(k) =0

w(chyr) =0
Il existe alors n réels ¢f < ¢3 < ... < ci,, dans Ja, b[ tels que u”(c}) = 0 pour
toutt=1,...,n.

} = 3¢ €lch, ch iy | tel que u”’(c2) = 0.

En itérant ce raisonnement pendant n — 1 étapes (pour u”, v, ..., u™),
on obtient :
il existe ¢! dans ]a, b[ tel que

(n+1)/,n+1\ _
u (i) =0.
Revenons maintenant & I'expression de la fonction w :

u(t) = f(t) = La, (/)(t) = K(z)w(t).

Puisque Ly, (f)(t) est un polynome de degré n, quand on le dérive n+ 1 fois,
on obtient 0.
Quant a w(t), on a :

w(t) = (t—a)(t—ay)...(t—ay,)
"1 + [poly. de degré <n |.
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En dérivant ce polynome n + 1 fois, on obtient (n + 1)! donc

WD) = F ) (1 ().
En prenant t = ¢!, il vient 0 = f™+) (") — (n + 1)!K (x) et donc

R
Ko ="m5or

Revenant a la définition de K'(x), on obtient finalement

f(x) = La,(/)(z) = K(z)w(z)
g
e W(l‘-ao)(l‘—an)

On obtient ainsi la formule annoncée en prenant & = ¢+,

e Penchons-nous maintenant sur le cas ot = € [a, ag](celui ou = € [a,, D]
est analogue).
Comme précédemment, on considére I'application
u(t) = f(t) — La,(f)(t) — K(x)w(t) définie pour tout t € [a,b] telle que
u(z) =0 et u(a;) = 0 pour tout i € {0,...,n}.
Appliquons le théoréme de Rolle a cette fonction :

ZEZ?)):_OO } = e} €]z, ag| tel que u/(c}) =0,

u(ag) =0 . o

u(ay) =0 = Je; €lag, a1 tel que u'(cy) =0,
u(an—l) =0

1 1
u(ay) = 0 } = 3cp i1 €lan—1, an| tel que v'(c,, ;) =0.
I existe alors n + 1 réels ¢} < ¢} < ... < ¢}, dans a,b] tels que v/(c}) =0
pour tout e =1,...,n+ 1.
En itérant ce raisonnement (comme dans le cas précédent) pendant n étapes

(pour ', u”, ..., u™), on obtient qu'il existe ¢! dans ]a, b[ tel que

u(n+1) <C111+1> — 0.

En procédant maintenant comme dans le cas précédent, on obient la formule
de l'erreur cherchée. O
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2.2.2 Majoration de ’erreur

Corollaire 2.2.4.

£ oo

I {loo

ot w(x) = (xr —ag)...(xr—ay) et | h|e= Sl[lp] | h(zx) |.
z€a,b

2.3 Constante de Lebesgue

2.3.1 Rappel sur la continuité des applications linéaires
sur un espace vectoriel normé

Soit u : E — F linéaire,
u continue sur £ < w continue en 0

< wu lipschitzienne, i.e. M tel que Vo € E| || u(x) || < M || = ||

< || u(x) || est bornée sur la boule unité.

La plus petite constante M vérifiant la condition de Lipschitz est
[ u(z) |
M = sup,epf{ll u(z) ||| = |[= 1} = :

; M est notée |||ul|| et
PENYOR KA
définit une norme sur L(E, E).

2.3.2 Définition de la constante
On se place dans l'espace vectoriel C(|—1,1]) des fonctions continues sur

I'intervalle [—1,1], muni de la norme || f ||= n[lax] | f(z) |- Rappelons la
ze[—1,1

définition de 'application suivante :
fo— La,(f)=>_ fla)l

avec [;(x) :H x_aj,pour tout i =0,...,n.
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Théoréme 2.3.1. L4, est une application linéaire continue dont la norme
est égale a :

= max Li( 2.3
z€[—1,1] Z | ( )
Cette quantité A 4, s’appelle la constante de Lebesgue de A,, o A,, = {ag,a1,...,a,}.
Démonstration. [4]
x Linéarité
Ly, est linéaire puisque, grace aux propriétés de la somme, si f et g appar-
tiennent a C([—1,1]) et X\ & R, on obtient facilement :

La,(Af +9) = ALa,(f)+ La,(9).

x Continuité
Utilisons pour cela le critére de Lipschitz.

ILa, ()N = max | La,(f)(2) |

ze[-1,1]

= max
xe[—1,1]

IN
B
Qo
"
1M
=
£
&

< maXZHfHIl

1,1] 4
On a obtenu la derniére inégalité en utilisant la majoration

| f(a;) |<]| f ||, 1a norme infinie étant bien définie puisque f est bornée en
tant que fonction continue sur un compact, d’ou

I La, () < max | f lei(ﬂf)

z€[—1,1]

<
< I maIXl]ZU

De cette inégalité, on déduit que L4, est une application linéaire continue.

* Recherche de la norme

L
On doit montrer que Ay, =  sup w =||| La, ||| -
e el £
0
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Comme f # 0, en utilisant les calculs effectués pour la continuité, on

obtient : W < Aa, Vfecl(-1,1]),f #0.
D’ou,
Sup I La, () Il <Ay, (2.4)
reeq-1y
f#0
| La (5 1

Il nous reste a démontrer que Ay, < sup

recq-ry N f
f#0

| La, (fp)
Al

Pour cela, construisons une fonction f, telle que Ay, <

Prenons x € [—1, 1] tel que Z | li(x) |= A,

=0
n

Un tel xg existe car la fonction Z | I; | étant continue sur 'espace compact
i=0

[—1,1], elle est bornée et y atteint ses bornes.

Définissons f,, comme une fonction affine par morceaux telle que :

Tlai) = { ~1 si li(xg) <0

et qui prend toutes ses valeurs dans [—1, 1], de sorte que || f, ||= 1.
Par exemple, la fonction f, peut étre de la forme suivante :

+1

Calculons La, (fy)(xo) :

La,(fp)(wo) = > folas)li(xo)
=0
= Zn: | 1i(zo) |, par définition de f,.
=0
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D’o,
| La, (fp) | = | La,(fp)(x0) |
> 37 | liw) | = Aa,.
i=0

L
Comme || f, [[=1, on a I £, Up) ] > Ay, et donc
I fp ]
L
reeq1 IS
7#0
Ainsi, (2.4) et (2.5) nous donnent
L
N PRET ]
recq-y Il
7#0
U

2.3.3 Inégalité remarquable

Théoréme 2.3.2. Soit A, = {aop,...,a,}.
Pour tout P polynome de degré n et pour tout f dans C([—1,1]), on a

= La, () IO +AL) 1 f= P
Démonstration. [4] La, étant linéaire, on remarque que

De plus, on sait que le polynome d’interpolation de Lagrange d’un polyndéme
de degré n est ce polynome lui-méme ' donc Ly, (f — P) = La, (f) — P.

f=La,(f) = f—P—(La,(f)—P)
=P —La,(f—P).

D’ou,

I/ = La,(f) |l | f=P—=La(f=P)|
I f =P+ La,(f = P) |
If=Pl+If=PlAa,

If =PI (1+Aa,).

INIAIA

1Si deg(P) < n, alors L, (P) = P.
En effet, par définition de La,, La, (P) — P s’annule aux points ag, ay,...,a, et admet
donc n + 1 racines.

Or, son degré est inférieur ou égal & n donc Ls, (P)— P=0et La, (P)=P.

n
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O

Remarque 2. Cette inégalité mesure la perte de précision induite par I'em-
ploi de l'interpolant de Lagrange plutdt que par le polynome de meilleure
approximation.

Par exemple, si Ay, <9,|| f— La,(f)||I<10] f—P| .

En utilisant le polynéme d’interpolation de Lagrange, on perd la précision
d’une décimale par rapport a l'approximation obtenue en utilisant le po-
lynome de meilleure approximation. Donc, on a intérét a choisir les points
agp, - .., a, de telle sorte que A4, soit le plus petit possible.

En pratique, le meilleur choix possible est donné par les racines du polynéme
de Tchebychev.

2.4 Interpolation de Fejer-Hermite

Etant donnés n triplets distincts (1, y1,¥1), - - -, (Tn, Yn, ¥, ), ON va trouver
un unique polynéme P € Py, tel que P(xy) = yi et P'(z) = y;. Ce
polyndme est appelé le polyndme d’interpolation de Fejer-Hermite.

Théoréme 2.4.1. L’unique polynome P € P, 1 vérifiant les conditions

P(zr) = yk
Vk e {l,....,n}
P'(%) = ?/2

est donné par :

Pe) =Y peila) + 3 sk Bila)

wee? )= 1= S 0 n)@) @ Bu@) = @ - nR )
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Démonstration. Vérifions les conditions imposées sur P.
x Calcul du degré.
deg(ly) =n—1, donc deg(l?) =2(n —1).
!
De plus, on a deg(l — w,((xk)) (x — xk)> = 1. D’ou, deg(Ax(z)) = 2n — 1.
W (T
D’autre part, deg(By,) = deg(x — i) + deg(lZ(z)) = 2n — 1. Donc, on a bien

deg(P) < max {{deg(Ak), deg(By)}, k=0,... ,n} <2n-—1.

* Soit ko € {1,...,n} quelconque. Vérifions que P(xy,) = Yg,-

Ona P(xx,) = Y ysAr(zr,) + Y vhBi(wn,)-
k=1 k=1

Si k= ko, on a Ay(xy,) = Ay (Th,) = 1, (2k,) = 1,

et si k # ko, alors Ag(zg,) = 0 car [i(xy,) = 0.

De plus, quel que soit k, Bi(zx,) = 0 donc, on a bien P(xy,) = yg,
Vko S {1, . .,’I’I,}.

* Vérifions que P'(zy,) = -
Par dérivation, on obtient B} (zg,) = (3 () + 2(xry — 1) k(@0 ) . (T )-
Si k= k’o, Bl{co(xko) = lzo(l‘ko) = 1,
et si k # ko, By (zx,) = 0 car xy, est racine de [j.

n /
Ceci montre que (Z y;Bk(x)) P
k=1
n /
Il nous reste alors & montrer que <ZykAk(x)> |r=:vk0: 0. Montrons pour
k=1
cela que A (zx,) = 0.
Si k # ko, x, est racine de [;, donc racine double de I3 donc, A} (z,) = 0.
Si k = ko,

w" () w” (g, )
/ - / _ 0 _ 0 _ /
A(rse) = A ov0) = = T () 42 1= =) B v )
Or. Iy () = 1 done Ay () = —2Bh0) 4oy ()

s b\ Lky) = onc ko Lkoy) = ’w’(fL‘kO) ko Lk )-
Calculons [, ()

w(x) 1 w(x)(z—zk) —w(z)
L () = donc I, (z) =
0 = @ =) ) = G T @ ap
B 1w (xy,)

Pour que Aj(zx,) = A} (zk,) = 0, il faut que I (zy,)

T 2wz,
Pour que [} (zy,) soit bien défini, il faut que x, soit racine double du numé-
rateur N(x) = w'(z)(z — xy,) — w(z).
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Il est clair que N(zg,) = 0, et de plus, comme N'(z) = w"(z)(x — zg,),
N'(z,) = 0. Donc, z = xy, est racine double de N.

Par conséquent, il existe un polynéome 7' € P,,_, tel que

N(z) = (x — 2k, )°T ().

En dérivant N, on obtient

N'(z) = w'(x)(z — k)
= 2(x — ap,)T(2) + (v — 21y )*T" ().

D’ou, w”(x) = 2T (x) + (v — )T ().
En particulier, pour z = xy,, on a w”(zy,) = 27 (xy, ), c’est-a-dire

"
T(xy,) = % Et donc,
l = o) = T
k(xIm) U)/(l’ko) (.T - xk())g U)/(l’ko) (‘rk‘o)
_ 1w(zg)
2wy,

e

On a bien A} (zy,) =

Au final, on a montré que

n

Pla) = (X ubilon) + (X nduon)

k=1
—= yl;O
Donc, le polynome vérifie toutes les conditions demandées. O
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Chapitre 3

Application a 'interpolation de
Lagrange

3.1 Minimisation de ’erreur par les polynémes
de Tchebychev

Afin de minimiser I'erreur d’interpolation de Lagrange (dont I’expression
a été vue au (2.2)), on cherche pour quels points a; la norme || w ||o est
la plus petite possible. On va montrer que ces valeurs correspondent aux
racines des polynémes de Tchebychev. Dans un premier temps, on restreint
notre étude a l'intervalle [—1,1]. Nous verrons par la suite que ce n’est pas
une perte de généralité.
Définition 1. Pour tout n € N, on pose
~ 1
T, =

- on—1 ne
Notons que le polynome T, est unitaire; c’est une sorte de "normalisa-
tion" de T,,.
Théoréme 3.1.1. Notons ﬁn l’ensemble des polynomes unitaires de degré
inférieur ou égal a n.
Pour tout p € P, on a B
[T Moo <[P [loos (3.1)

ot || f floo= max | f(z) |

—1<z<1

Démonstration. [3] On va raisonner par I’absurde.
Supposons qu’il existe p € P,, tel que

I lloe <ll T oo
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ie.,
1
19l < 5o 1 Tl -

Or, | T,(z) |[< 1. Donc, || p|le<

Posons Q(x) = T, (z) — p(x).
@ € P, puisque les deux polynomes T, et p sont unitaires (les mondomes
x™ s’éliminent dans la soustraction). Etudions ce polyndéme aux points z..

2n—1'

/ T / (_l)k /
Q(z}) = To(z),) — p(xy) = on—1 p(y), k=0,1,...,n

x Lorsque k est pair :
1
Q(z),) = o1 p(ay,).

1
Or, | p(z},) |< o1 implique p(z},) <

2n—1'

D’ot —p(x},) > gy e donc Q(z},) > 0.

x Lorsque k est impair :

Q) =~y — ek

Or, | p(x},) |<

implique p(z},) > T

et donc Q(z}) < 0.

2n—1
D’ou —p([L‘;) < F

Ainsi, Q(z},) prend n + 1 valeurs successivement positives et négatives et
admet donc n zéros distincts (d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires).
Or, Q(z) € P,_1 donc il admet au plus n — 1 zéros. Donc @ = 0, ce qui
implique que p =T, et

1P [l =l T llo -

On obtient alors une contradiction, ce qui montre que notre hypothése de
départ est fausse.
Finalement,

T oo <l [loc -
O

On vient de montrer que pour tout p dans P,, on a || T, Jlee <|| P |lses
cela montre que 7T, est un polyndéme unitaire dont la norme sup est minimale
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sur [—1, 1] parmi les polynomes de degré au plus n. En modifiant un peu la

démonstration, on va établir que T, est 'unique polynome ayant cette pro-
priété dans P,.

Théoréme 3.1.2. On a
(1P le< 1Tl ) = (p=T0).

Démonstration. 2] Supposons qu'il existe p € P, tel que || p lao<|| Th [loc -
Notons z}, les points ou || T}, ||eo=| Tn(2}) |, VE=0,...,n.
On a alors | p(e}) | < | p e < | Tala}) | et puisque 2017 (x) = (1),

(=D —Tu)(ah) = (—DFp(af) — (—1)*To(at)
= (~1)*p(a}) — 27"

Or, p(a}) < | play) | < | Tolay) |= 2771, done,

(=1)*(p = To)(@}) < (1)F =127 < 0. (3.2)

Ceci implique que

(—1)* /Ikﬂ(P ~T)(s)ds = (=1)"(p = To)(w)r) = (=1)*(p — T) (1)

’
k

- [(_1>k+1<p — T)(Thyr) + (1) (0 — T)(},)

Z 07

carVk=0,....,n, (=1)*(p—T,)(z},) <0 daprés (3.2).

On a alors deux cas :

«Si(p—T,) =0,
il existe une constante ¢ € R telle que p — T, = c. D’aprés (3.2), ¢ =0 car
(—1)kc¢ < 0 pour tout k =0,...,n.

#Si (p—T,) #0,

Tht ~

(—1)’“/ (p—T,) (s)ds > 0, donc il existe &, €]}, z}.[, pourk =0,...,n,
x, _

tels que (—1)%(p —T,,)' (&) > 0. Montrons-le par contraposée.

Supposons que V&, €]x), 2y ], (=DF(p — T,) (&) < 0. On aurait alors
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/j:m(_l)k(ﬁ —T,)'(&)ds < 0.
Or, (-1)" /xkﬂ(p — T,)'(s)ds > 0, donc /IkH(_l)k(p ~TY(€)ds > 0,

! !
k , k
L

ce qui impliquerait que (—1)’“/ ’ (p — T,)(&)ds = 0. Sachant que I'in-

@y
tégrale d'une fonction continue de signe constant est nulle si et seulement
si cette fonction est nulle L(=Dkp—T.) (&) =0 V & €)a, z),,[. Do,
(p—T,) =0, ce qui est contraire a I’hypothése de départ.
Ainsi, pour tout k =0,...,n,(=1)*(p — T,,) (&) > 0, c’est a dire :

si k est pair, (p—Tp,) (&) > 0,

si k est impair, (p — T,,) (&) < 0.
Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux intervalles
1€k, &y, on obtient qu'il existe cq, ..., c,—1 € R tels que (p — T,,) (¢x) = 0.
Or, comme p — T}, est de degré n — 1 (car ce sont des polynomes unitaires),
(p — T,,)" est de degré m — 2. Ayant trouvé m racines pour ce polyndme,
(p—T,) =0, ce qui nous rameéne au premier cas. Dot p — T, = 0.
Finalement, p = T,,. O

Corollaire 3.1.3. Quels que soient les réels aq, . .., a, avec ag # 0, on a

max | apx" +a1x" ' 4. ta, | > | a |M
aZob | ! s U b= TR0 Toon—1

Démonstration. [3] Pour passer de Uintervalle [a,b] a [—1,1], effectuons la
transformation suivante :

b+a+b—at
T = )
2 2

Soit p € P,, on a p(z) = a, + ap_1x + ... + apz”,

1Si f est continue de signe constant sur [a, b], alors (f; f(z)dz =0= f=0).
En effet, par contraposée supposons que f # 0, c’est a dire que 3z € [a, b] tel que
f(z) > 0 (la démonstration serait analogue pour f(z) négatif). En appliquant la définition

de la continuité de f en x avec e = @, dntel quesi |y—x|<n,| fly)|> @ et donc
i f@ydt > [T f(t)dt car £ >0 et [w—n,2+n] C [a,b]. Donc [} f(t)dt >n | f(z)|> 0.
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p(z) | = b+a b—at
max [ ()| = max o (5 )
b+ a b—a n
= max a0< t) +...4+a,
—1<t<1 2
b n
= max a0< ) t" + [poly. de degren—l]‘
= |a |u max | s(¢) |, ou s(t) =t"+ [poly. de degré n — 1]
0 on <<t ) poly. g .

D’aprés (3.1), on sait que pour s € P,

~ 1
s lloo 2l T Moo= Sz
| (lo | n
D’ou, max|p()\_ (b_>2n1
Donc, on a montré que :
(b—a)"
Juax, | ple) | 2l a0 | e

3.2 Estimation de la constante de Lebesgue

Dans cette partie, nous allons étudier l'interpolation de Lagrange aux
points de Tchebychev. En particulier, pour ¢ = 0,...,n, les [; désignent les
polynomes de base de Lagrange aux points xy, les racines de Tchebychev.
Considérons alors I'ensemble de ces racines A,, = {x¢, ...,z }.

Théoréme 3.2.1. L’expression de l; pour i = 0,...,n en fonction des poly-
nomes de Tchebychev est donnée par :

Tn+1<$) 1
v—x; T (z;)

Démonstration. On a vu dans le chapitre général sur I'interpolation que :
w(z) 1
li(z) = ;
r — x;w(x;)
w étant le polynome unitaire, appelé précédemment 7,,, admettant les mémes

L avee w(z) = (x — x0) ... (T — ) € Po1.
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racines que T, on a w(x) = 27" T, (x) et w'(z) = 27" 1), (x), ot Ty
est le polyndme de Tchebychev. Donc,

Tn+1 (l’) 1

v—x; T 4 (z)

O

Théoréme 3.2.2. Une majoration de la constante de Lebesque est donnée
par

Ay, < Cln(n), ou C est une constante positive indépendante de n.

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin des résultats suivants.

Lemme 1. Pourt € [0,5], on a

) 2
sint > —t. (3.3)
m

Mlustrons tout d’abord ce résultat par le graphique suivant.

F1a. 3.1: Graphes de sint et 2¢.

2
Démonstration. Etudions la fonction f(¢) = sint — —¢ et montrons qu’elle
T
est positive pour tout t € [0, 5].
On a f(t) = cost — —. Cette dérivée s'annule au point ¢, € [0, 5] tel que
m

2
costy = —, c’est a dire ty = arccos —.
T T

D’aprés le tableau de variations effectué sur [0, 7], f(t) > 0 Vt € [0, Z].

2
Par conséquent, sint > —t sur cet intervalle. O
s
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flx) 10 /7 N0

Fia. 3.2: Tableau de variation de f.

Lemme 2. Soient a dans [0, %] et b dans [a,a + 5], alors

T
sinb > min(sina, sin(a + 5)) (3.4)
Démonstration. La démonstration de ce lemme est simple si on s’appuie sur

le schéma et le tableau de variation suivant :

t a /2 a+m/2
cos(t) + —
sin(t) | sin(a) . sin(a+ 7/2)

F1G. 3.3: Tableau de variation de sin.

O

Démonstration. (du théoréme) [5] Rappelons tout d’abord I’expression (cf.
théoréme (2.3)) :

n

T 1
Aa, = max Y [l(z) | avec li(z) = nt1(2)
=0

r—x; )y (n)

z€[—1,1]

n

Majorons Z | li(x) ] .
=0
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Puisque x € [—1,1], il existe 6 € [0, 7| tel que x = cosb.

21— 1 )
™ 0<i<n.
2n + 2

De méme, x; = cosf;, ou 2 §; =
La relation 7}, 41(cos#) = cos(n + 1)0 entraine par dérivation

sing T, ,,(cos0) = (n+ 1)sin(n + 1)6.

Comme sin(n + 1)6; = sin(2i — 1)% = (—1)™*, il vient
/ 7 0,) = (_1)”1
Ty (wi) = Ty 44 (cos 0;) = (n + 1>siT9i’
1o (=1)"sino,
D’o, li(cos ) = cos(n+ 1)6_(=1)"" sin :
(cosf —cosh;)) (n+1)
1)6sin 6
et donc | [;(cos@) |= | cos(n + 1)fsinb | :
(n+1)|cos® — cosb; |
Minorons la quantité
0—06, . 0+0;
cos ) — cos; = —2sin ) sin J; : (3.5)

0; :
Puisque 0 et 0; appartiennent a [0, 7], on a 3 et 3 appartiennent a [O, —

60— 0; T T . 0-0; 210—0;|
— —,—|. Dou, daprés (3. >zl2 7
et 5 [ 5 2] D’on, d’aprés (3.3), ‘sm 5 z
0+ 0; 0; 0; 0; 0;
Par ailleurs, + 0 [—Z, it ﬂ] avec 2 <L op Z a > z,
2 2 2 2 2

donc, d’aprés le lemme (3.4)( avec a = %),

2
HJ;(% = )sine—;ei) Zmin(sin%,sineigﬂ) :min<sin%,cos%>.

2Nous avons défini I’ensemble des points de Tchebychev comme suit :
A, = {cos(Z£tlm); 0 <k < n— 1} mais nous pouvons aussi l'écrire
Al = {cos(Z=Lm); 0<k<n-—1}.
En effet, remarquons tout d’abord que l'on a Card(4,,) = Card(A},) = n.
Il nous suffit alors de montrer que A/, C A,, c’est a dire que les éléments de A/, sont des
points de Tchebychev.
Soit z), € A, on a Tj,(zy) = Ty (cos(Z=2m)) = cos(n
x) est racine du polynéme de Tchebychev T), et appartient & A,,.
Par conséqent, A, = A,.
On peut donc noter les points de Tchebychev de maniére équivalente comme éléments de
A, oude A

sin

2217y = cos(km — Z) = 0, donc,
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On obtient ainsi, d’apreés (3.5)

. . 7
| cos@ — cosb; | > 2min (sma,cos—

9. 9. . ,
‘t . 02 — 2 . _Z _Z < 2 . ( . _Z’ _Z) ’
et comme Sin S1n 5 COS 5 = min ( Ssin B COS B

| cos(n +1)8 |

| li(cos ) |[< (3.6)

Utilisons maintenant le théoréme des accroissements finis pour affiner la ma-
joration.

Cosinus étant une fonction différentiable sur l'intervalle d’extrémités dis-
tinctes 6 et 6;, il existe £ €]0, 6;] tel que

cos(n+1)0 = cos(n+ 1)0; + (0 — 0;)(n + 1)(—sin&).

0; étant racine du polynéme de Tchebychev, cos(n + 1)0; = 0, et on a

|cos(n+1)0 < (n+1)]0—0;].

On obtient finalement | ;(cosf) [<m, V60 € [0,7]\{0;}, et ceci est encore
vrai par continuité si 6 = 60;.
Fixons 6 € [0, 7] et soit §; < 6 le point le plus proche de 6.

T

Sionnoteh:QiH—Qi:n—H,ona
10—06,] < h,
[0—=0:] = |6, —0;|—[0—0;[>(j—i]-1)h
D llicost) | = > [licos8) |+ | lii(cosO) | + | Li(cosB) |+ | lja(cosb) |
=0 AT
s “ 1
— — d’apres (3.6
(nt Dh ZZ; |j_2,|_1+37r apreés (3.6),

i#{j—1.5,0+1}

en majorant le cosinus par 1.
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n

1
Majorons le terme Z _

—~  [j-i]-1
i#{i—1,,5+1}
n -2 n
1 j 1 1
,Z; | j—u]-1 ;U—M—l ,Z];QIJ—ZI—l
i#{i—1,5,+1}
j—2 1 n 1
= : + ) -
i—J ' i:j—i—ZZ_j_l
J 1 n—j 1
= Zm+ 1 en posant k=35 —ietl=1—7
k=2 1=2
j—1 n—j—1
1 1
=2t 7
k=1 =1
1 & 1 1 1
C - >0 —_— < — -
ommek ,ona Z |j—i|—1_zk+zl’
i=0 k=1 =1
i#{i—1,5,j+1}
: |j—di| -1~ k
=0 k=1
i#{i—1,5,+1}
Donc, en passant a la borne supérieure et sachant que ( % = 1, on
obtient
1
Ap<2) -+
k=1
n n—1 k+1
d d
De plus, on sait que In(n) = / @ Z/ iy
L Tk t
Soit k <z <k+1,al ! < <1
oi x alors r < —.
- ’ "k+17 7 Tk
1 Mg 1 — 1 "d
Dou, —— < / ax < —, et finalement, — < _:c.
E+1 i x k k+1 .

k=1

1
Par conséquent, Z Z <1+ 1In(n) et donc Ay, <2+ 21In(n) + 3.
k=1
2In(n) +2+ 37

In(n)
2. On peut donc la majorer par une constante C' indépendante de n.

Remarquons d’autre part que est une suite convergeant vers
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On a donc montré que

Ay, < Cln(n).
U
Remarque 3. On pourrait montrer que Ay, > C"In(n) pour tout ensemble
A,, contenant n + 1 points distincts.

Cela montre que le choix des points de Tchebychev est quasi-optimal puisque
il donne une constante de Lebesgue qui "croit" comme In .

Bernstein a démontré plus précisément que — In(n) ~ Ay, lorsque n — oo.
T
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Chapitre 4

Application a l'interpolation de
Fejer-Hermite

4.1 Expression du polynéme de Fejer-Hermite
en fonction de ceux de Tchebychev

D’aprés le théoréme (2.4.1) vu dans le chapitre général sur I'interpolation,
on sait que 'unique polynéme P € P,,,_; vérifiant les conditions :

P(ak) = yx
Vk e {l,....,n}
Plzy) =y
est donné par :
P(a) = 3 peAe(a) + 3 v Bi(a)
k=1 k=1
wl/(xk;)

avec Ap(r) = |1 — (z — xk)] B(r) et Bp(r) = (z—x)3(2).

w'(zy,)

Théoréme 4.1.1. Lorsque les xp sont les racines du n-iéme polyndome de
Tchebychev, et que l'on choisit yx = f(zg) et y,, = 0, ot f est une fonction
continue sur [—1,1], on trouve le polynome

n

Hyp o (fr2) = ZykAk(SU) € Pap—1

k=1

avec Ag(x) = (1 — x:pk)(Lx)))z

n(xr — xy
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Démonstration. [3] On a déja vu dans le théoréme (2.4.1) que la forme gé-
nérale est donnée par :

Hona(f, ) ZykAk +Zyk3k

Or, yp, =0 pour k =1,...,n donc Hy, 4 ZykAk

w (ﬂfk)
w' ()

(z — xk)] (z).

cos(narccosz), x €]—1,1[.

Nous allons maintenant évaluer Ay (z) = [1 —

w(z) = (z—21) .. (2—2) = %Tn(x) _

gn—1
sin(n arccos ) .
, e
V1—a?
x sin(narccosz) ny1 — x? cos(narccos )
(1 — 22)3/2 N (1 — 22)3/2 ]

Par dérivation, on obtient : 2" 'w/'(x) =n

2"y (1) = n[

2k — 1
7T) avec k=0,...,n,
n

cos(narccosz) = 0, et sin(narccosz) = sin((k — 3)m) = (—1)**.
(—=1)*1n nay(—1)F1

Pour x =z, = cos<

On a alors 2" '/ (z) = et 2" M (xy) =

V1—a2 (1 —a2)3/2°
"
— 1 _
D1 /1 — 22T,
D’autre part, [y(7) = — w(z) = (=1) 2y T ()
w'(zp)(z — r) n(x — )

Finalement,

Ap(z) = 11__2? T:ﬂ(fa):(i ;:;5) =(1- xxk)(iTn@) ))2

Le polynome peut alors s’écrire :
poly p

Hop 1 (f;2) Zf xr)(1 — zx )(n(T n(7) ))2

r — Tk

O

4.2 Convergence du polyndome de Fejer-Hermite

Théoréme 4.2.1. Le polynome Ho,,_1 vérifiant les conditions du théoréme
(4.1.1) converge uniformément vers f sur [—1,1] et par suite
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T}Llrolo Hona(fi2) = f(2).

Démonstration. 3] Pour montrer la convergence uniforme, on cherche & ma-
jorer I'expression | f(z) — Hon1(f;2) |.

Observons tout d’abord que Hsy, 1(1;x) Z Ag(z) est, d’aprés le théoréme

(4.1.1), Punique polynéome Py, 1(z) de degre inférieur ou égal a 2n — 1, tel
que Py, y(xp)=1et Py, _(xxy) =0,pour k=1,...,n
On a alors

Il s’ensuit que f(x Z f(z)Ap(x

f(@) = Hopr(f12) = Z(f(l“) — f(zx))Ar(x) et donc

| f(z) - H2n1f:c\<2\ = J(ar) Ax(2) | -

Or, puisque |z | <1 pour —1<x<1,1—2xx >0 et comme
T, 2 T,
Ap(z) = (1 — mk)<”7<x))) et (nﬂ) >0, Au(z) > 0.

n(xr — xy (x — x)
Ceci nous donne I'inégalité suivante :

| f(@) = Hona (f32) [S ) | f2) = flan) | Ax(2). (4.2)

D’aprés le théoréme de Heine !, comme f est continue sur [—1, 1] qui est un
compact, f est uniformément continue sur cet intervalle. Ceci signifie que

!Soient (E, d) un espace métrique compact et (F,d’) un espace métrique quelconque. Le
théoréme de Heine affirme que toute fonction f : E — F continue sur E est uniformément
continue.

En effet, raisonnons par I’absurde et supposons que f n’est pas uniformément continue.
Cest-a-dire 3 ¢ > 0 tel que V 1,3 x,y € F tels que si d(z,y) < n alors d'(f(z), f(y)) > e.
En particulier, pour n = 1/n,3 (zn)nen, (Yn)nen dans E telles que d(x,,yn) < 1/n et
& (f (), Fln)) > €

Comme E est compact, la suite (z,,), admet une sous-suite (x,, ), convergeant vers [. De
méme, la suite (yn, )r admet une sous-suite (yp,, ); convergeant vers I'.

On a d(xnkj,ynkj) < 1/nyg, et donc par continuité de la distance, d([,1") <0, d’'ou I =1’
Or, on a aussi par continuité de f,d'(f(1), f(I')) > ¢, ce qui aboutit & une contradiction
puisque [ = [’.
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pour € > 0, il existe § > 0 tel que

si |x—y| <odalors| f(z)— f(y) | <e, —1<az,y<1. (4.3)

Soit = dans [—1,1], on peut séparer I'ensemble des k = 1,...,n en deux
sous-ensembles, & savoir :

I'={ktel que |x—xp| <d} et J={ktel que |z — x4 | >}

Donc, d’aprés (4.2),

| f(2)=Hanr (f12) | < | f@)—Flan) | Ae(@)+ ) | f@)—fla) | Ax().

kel ked

Evaluons maintenant chacune de ces sommes.
e Pour k € I, d'aprés (4.1) et (4.3),

Zlf flay) | Ap(z <ZsAk <52Ak(;p):
k=1

kel kel

T, (z)

2
— kelJ:
n(w — SL’k)> pour K €

e Considérons ensuite Ag(x) = (1 — xxk)<

0<1—azzp <2, deplus, |T,(z) |<1let]|z—axp|>0d Dou, Ap(z) < 257
n

Comme f est continue sur le compact [—1,1], f est bornée sur I'intervalle

[—1,1], c’est-a-dire qu’il existe une constante M telle que pour —1 < z <1,

| f(x)|< M. Donc, | f(x) — f(zx) |< 2M et par conséquent,

2 AM 4M
D @) = flan) [ Ap(e) Y 2M— < 5y 1= —.

keJ keJ k=1

En combinant les sommes sur [ et sur J, on obtient

AM

| f(z) = Hona(f52) [ e+ — o2’

Si n est suffisamment grand, alors — < ¢ et donc pour —1 <z <1,

o2
| f(z) — Hon1(f52) |< 26

Cette derniére inégalité montre que H,, 1 converge uniformément vers f sur
[—1,1], et par définition de la limite que lim Hy, {(f;z) = f(z).
n—oo
O

44



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons commencé par définir les polynémes de

Tchebychev grace a la formule T),(x) = cos(n arccos(z)) pour x dans [—1,1].
Pour se familiariser avec cette notion, nous en avons étudié quelques pro-
priétés élémentaires et résultats de base comme la relation de récurence
Thi1(x) = 22T, (x) — T,,—1(x), qui nous a permis de montrer que 7, est
un polynéome de degré n et de coefficient dominant 277!, et 'expression des
n racines et des n 4+ 1 extrema du n-iéme polynome de Tchebychev.
L’une de leurs applications a I’analyse numérique consiste en I'approximation
des fonctions continues et en leur interpolation polynomiale. Nous avons donc
commencé par rappeler un théoréme général sur I'interpolation de Lagrange-
Hermite : étant donnés n + 1 points distincts, il existe un unique polynéme
vérifiant certaines conditions sur ses dérivées successives en les points fixés.
Nous nous sommes ensuite intéressées plus précisemment a deux cas parti-
culiers qui sont l'interpolation de Lagrange et celle de Fejer-Hermite.

Dans le premier cas, la seule condition est 1’égalité entre la fonction a
interpoler f et le polynome d’interpolation de Lagrange L4, (f) aux n + 1
points fixés a; (constituant 'ensemble A,,). Graphiquement, cela correspond
a se donner n + 1 points dans le plan, une fonction f et a trouver un unique
polyndme qui passe par ces points; polyndéme dont nous avons explicité 1’ex-
pression au paragraphe (2.2).

Pour vérifier si ce polynome est une bonne approximation de la fonction, nous
avons recherché la formule de I’erreur puis la majoration de la norme de cette
erreur d’interpolation. Cette majoration nous a amené a chercher les points
interpolants tels que 'erreur soit la plus petite possible, c’est-a-dire, d’apreés
la formule précisée au paragraphe (2.2.2), tels que le polynome unitaire dont
les racines sont les points d’interpolation ait une norme minimale. Ceci est
vérifié deés lors que les a; sont les racines du n-iéme polynéme de Tchebychev
et ce polyndéme unitaire est méme 'unique polynome dont la norme infinie
est minimale sur [—1, 1].

On a introduit par la suite la notion de constante de Lebesgue A,,, défi-
nie comme étant la norme infinie du polynéme d’interpolation de Lagrange
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La,(f) sur [—1,1]. Celle-ci nous a permis de majorer I'erreur entre la fonc-
tion f et La, (f) en fonction de Ay, .

Méme si le meilleur choix possible pour interpoler une fonction continue reste
le polyndome de meilleure approximation au sens des moindres carrés, L, (f)
fournit une bonne approximation dés lors que A4, est minimale.

On a établi au paragraphe (3.2) que A4, < C'ln(n) lorsque A, est I'ensemble
des points de Tchebychev et on a indiqué que I'on a toujours Ay, > C"In(n).
Ainsi, le choix de ces points-la est quasi-optimal pour obtenir un polynéme
qui interpole bien f.

Le second cas particulier d’'interpolation est celle de Fejer-Hermite pour
laquelle on a deux conditions : une sur le polynéme et I'autre sur sa dérivée.
Pour I'application aux polynémes de Tchebychev, on cherche P tel que I'on
ait égalité entre la fonction continue a interpoler f et le polynéme d’interpo-
lation de Fejer-Hermite H,,_1 aux n + 1 points fixés x;, qui sont les racines
de Tchebychev et tel que P'(z;) = 0. Graphiquement, on procéde de la méme
facon que pour l'interpolation de Lagrange mais avec une condition supplé-
mentaire : on a des tangentes horizontales en les points interpolants.

On a finalement montré que ce polynéome converge uniformément vers la
fonction continue f sur [—1,1].
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