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Introdu
tion et historique

[1℄ Pafnuty T
heby
hev est né en Russie le 16 mai 1821 au sein d'une familleaisée.Sa mère lui apprend les prin
ipes de base de le
ture et d'é
riture et son 
ou-sin l'initie au français et à l'arithmétique.En 1832, il est pris en 
harge par le meilleur professeur de mathématiquesde Mos
ou, 
e qui lui permet 
inq ans plus tard d'entrer à l'Université deMos
ou.En 1840, T
heby
hev parti
ipe à un 
ou
ours de mathématiques en soumet-tant un travail (qui sera publié seulement vers 1950) sur le 
al
ul des ra
inesdes équations dans lequel il résout l'équation y = f(x) en utilisant le déve-loppement en série de l'inverse de la fon
tion f .En 1842, il é
rit, en français, son premier travail signi�
atif sur les intégralesmultiples.En 1844, il publie un se
ond arti
le 
ette fois sur la 
onvergen
e des sériesde Taylor.Deux ans plus tard, T
heby
hev est en
ore étudiant et 
hoisit 
omme sujetde thèse "la théorie des probabilités" en se pen
hant plus parti
ulièrementsur la loi faible des grands nombres de Poisson. Après son entrée à l'Uni-versité de Saint Petersbourg en 1847, il rédige un se
ond sujet de thèse sur"l'intégration au moyen des logarithmes".En 1853, T
heby
hev é
rit un livre important sur la théorie des 
ongruen
esqui reçoit le prix de l'A
adémie des S
ien
es.Tout au long de sa 
arrière, et notamment dans les années 1850, il voyagebeau
oup, 
e qui lui permet de ren
ontrer de nombreux mathémati
iens,essentiellement européens, 
omme Bienaymé, Lebesgue, Cayley, Sylvester,5



Diri
hlet...En 1854, il introduit, dans une de ses publi
ations, les polyn�mes unitairesde degré inférieur ou égal à n qui ont la norme la plus petite sur [−1, 1],polyn�mes aujourd'hui 
onnus sous le nom de polyn�mes de T
heby
hev (
f.le théorème (3.1)). A l'origine, il a donné 
es polyn�mes sous l'expression
1
2

(
(x +

√
x2 − 1)n + (x −

√
x2 − 1)n

)
, et 
e n'est qu'en 1873 qu'il re
onnaîtla "forme trigonométrique" qui est aujourd'hui la dé�nition 
ourante (
f.(1.1.1)). Plus tard, il développe une théorie générale sur les polyn�mes or-thogonaux, 
on
ept dont il est probablement le pré
urseur.En 1867, il généralise la loi des grands nombres à l'aide de l'inégalité de Bie-naymé, puis en 1887, il publie deux théorèmes sur les probabilités : l'un surla théorie des données statistiques et l'autre généralisant le théorème 
entrallimite de De Moivre et Lapla
e.T
heby
hev a ainsi 
ontribué à l'évolution des mathématiques grâ
e à sesnombreux travaux dont 
ertains n'ont été publiés qu'après sa mort le 8 dé-
embre 1894.Dans 
e mémoire, nous nous limiterons à étudier des appli
ations despolyn�mes de T
heby
hev à l'interpolation polyn�miale et à l'approximationdes fon
tions 
ontinues.
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Chapitre 1Dé�nition et premiers résultats
1.1 Dé�nition des polyn�mes de T
heby
hevNotons Pn l'espa
e ve
toriel des polyn�mes à 
oe�
ients réels de degréinférieur ou égal à n.Théorème 1.1.1 (Dé�nition). Pour tout n ≥ 0, il existe un unique poly-n�me Tn ∈ Pn tel que

Tn(x) = cos(n arccos(x)), ∀ x ∈ [−1, 1]. (1.1)Le polyn�me Tn s'appelle le n-ième polyn�me de T
heby
hev.Démonstration. [3℄ Montrer l'existen
e d'un polyn�me véri�ant la formulepré
édente revient à 
her
her Tn tel que Tn(cos θ) = cos(nθ), pour tout θ ∈ R.Soit θ ∈ R.On remarque que cos(nθ) = ℜ
(

cos(nθ) + i sin(nθ)
)
.La formule de Moivre donne cos(nθ) + i sin(nθ) = (cos θ + i sin θ)n.D'où,

cos nθ = ℜ
(
(cos θ + i sin θ)n

)

= ℜ
( n∑

k=0

Ck
n(cos θ)n−k(i sin θ)k

)Si k est impair, le terme est un imaginaire pur. On ne 
onsidère don
 que les
k pairs. 7



On obtient, en posant k = 2p et en notant [n/2] la partie entière de n/2

cos nθ =

[n/2]∑

p=0

(−1)p C2p
n (cos θ)n−2p (1 − (cos θ)2)p.Don
, en posant x = cos θ, on peut prendre

Tn(x) =

[n/2]∑

p=0

(−1)p C2p
n xn−2p (1 − x2)p ∀ x ∈ [−1, 1].Montrons maintenant l'uni
ité de Tn.Supposons que Qn soit un autre polyn�me tel que Qn(cos θ) = cos nθ, pourtout θ.Alors, pour tout θ, (Tn − Qn)(cos θ) = 0. Or, cos θ dé
rit l'intervalle [−1, 1],
e dernier 
ontenant une in�nité de valeurs. Ce
i implique que le polyn�me

Tn − Qn admet une in�nité de ra
ines et par 
onséquent, Tn − Qn est le po-lyn�me nul.Finalement, Tn = Qn d'où l'uni
ité de Tn.1.2 Propriétés élémentaires de 
es polyn�mes1.2.1 Relation de ré
urren
eThéorème 1.2.1. Les polyn�mes de T
heby
hev véri�ent la relation de ré-
urren
e suivante
Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), ∀x ∈ R, ∀ n ∈ {1, 2, . . .} (1.2)Démonstration. [3℄ Il su�t de véri�er l'égalité pour x ∈ [−1, 1] ave
 le mêmeargument que dans la démonstration de l'uni
ité de Tn du théorème pré-
édent. En e�et, si deux polyn�mes P et Q de degré quel
onque sont telsque : P (x) = Q(x) ∀x ∈ [−1, 1], alors le polyn�me P − Q admet une in-�nité de ra
ines sur [−1, 1]. C'est don
 le polyn�me nul et par 
onséquent,

P (x) = Q(x) ∀x ∈ R.Pour tout x ∈ [−1, 1], il existe θ ∈ R tel que x = cos θ. Don
, montrer que
Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x) revient à montrer que
Tn+1(cos θ) = 2 cos θTn(cos θ) − Tn−1(cos θ).Or, 
omme Tn(cos θ) = cos nθ, 
ela revient à prouver :8



cos(n + 1)θ = 2 cos θ cos nθ − cos(n − 1)θ.Sa
hant que cos(n + 1)θ = cos nθ cos θ − sin nθ sin θet que cos(n − 1)θ = cos nθ cos θ + sin nθ sin θ, on obtient en additionnantmembre à membre 
es égalités :
cos(n + 1)θ + cos(n − 1)θ = 2 cosnθ cos θ. D'où la formule de ré
urren
ere
her
hée.Quelques exemples de 
ourbes de représentation des premiers polyn�mesde T
heby
hev :
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Fig. 1.4: T3(x) = 4x3 − 3x
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Fig. 1.5: T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1
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Fig. 1.6: T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x9



Corollaire 1.2.2. Si n est pair, alors Tn est une fon
tion paire.Si n est impair, alors Tn est une fon
tion impaire.Démonstration. Dé�nissons la propriété (Rn) : Tn(−x) = (−1)nTn(x).Le 
orollaire dé
oule immédiatement de 
ette propriété. En e�et,si n est pair, on a Tn(−x) = (−1)nTn(x) = Tn(x) et don
 Tn est paire,si n est impair, on a Tn(−x) = (−1)nTn(x) = −Tn(x) et don
 Tn estimpaire.Montrons 
ette propriété par ré
urren
e sur n.
∗Initialisation :D'après la �gure (1.1), T0(−x) = 1 = (−1)0T0(x) d'où (R0) est vraie.De même, d'après la �gure (1.2), T1(−x) = −x = (−1)1T1(x) d'où (R1) estvraie.
∗ Hérédité :Supposons la propriété vraie jusqu'au rang k et montrons que (Rk+1) estvraie.D'après (1.2), pour tout x ∈ [−1, 1],

Tk+1(−x) = −2xTk(−x) − Tk−1(−x)

= −2x(−1)kTk(x) − (−1)k−1Tk−1(x)

= (−1)k+1(2xTk(x) − Tk−1(x))

= (−1)k+1Tk+1(x).

∗ Con
lusion :La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 et est héréditaire : elle est don
 vraiepour tout n ∈ N.Corollaire 1.2.3 (Valeur du 
oe�
ient dominant1). Pour tout x ∈ R,
Tn(x) = 2n−1xn + tn−1(x) ∀n ≥ 1où tn−1(x) est un polyn�me de degré inférieur ou égal à n − 1.Démonstration. [3℄ Raisonnons par ré
urren
e sur n.

∗ Initialisation :Pour n = 1, on a par dé�nition T1(x) = cos(arccos(x)) = x 
ar x ∈ [−1, 1].
T1 véri�e bien la relation de ré
urren
e.

∗ Hérédité :1Nous appelons 
oe�
ient dominant le 
oe�
ient du mon�me de plus haut degré, i.e. si
P (x) = a0 +a1x+ . . .+anxn ave
 an 6= 0 le 
oe�
ient an de xn est le 
oe�
ient dominantde P . 10



Supposons que l'égalité du 
orollaire soit vraie jusqu'au rang k et montronsqu'elle est vraie au rang k + 1.D'après (1.2), on a Tk+1(x) = 2xTk(x) − Tk−1(x).D'autre part, d'après l'hypothèse de ré
urren
e, on a
Tk+1(x) = 2x(2k−1xk + tk−1(x)) − (2k−2xk−1 + tk−2(x))

= 2kxk+1 + (2xtk−1(x) − 2k−2xk−1 − tk−2(x))

= 2kxk+1 + [ poly. de degré ≤ k ℄.
∗ Con
lusion :La propriété est vraie au rang 1 et est héréditaire : elle est don
 vraie pourtout n ∈ {1, 2, . . .}.Remarque 1 (Coe�
ient dominant). D'après le théorème-dé�nition (1.1.1)(
f. preuve) on a Tn(x) =

[n/2]∑

p=0

(−1)p C2p
n xn−2p (1−x2)p, pour tout x ∈ [−1, 1].Le 
oe�
ient de xn est don
 [n/2]∑

p=0

(−1)p C2p
n (−1)p =

[n/2]∑

p=0

C2p
n .Or, d'après le 
orollaire pré
édent, le 
oe�
ient de plus haut degré est 2n−1.En parti
ulier, on retrouve l'égalité suivante :

[n/2]∑

p=0

C2p
n = 2n−1.1.2.2 Ra
ines et extrema de TnThéorème 1.2.4. Tn admet n ra
ines simples dé�nies par :

xk = cos
2k + 1

2n
π k = 0, 1, . . . , n − 1 .Démonstration. [3℄ Cher
her les ra
ines de Tn revient à résoudre l'équation

Tn(x) = 0.
∗ Re
her
he des ra
ines dans [−1, 1] .Soit r une ra
ine de Tn appartenant à [−1, 1]. Il existe θ ∈ [0, π] tel que

r = cos θ.Par dé�nition, Tn(r) = 0, 
'est à dire Tn(cos θ) = 0.D'où, cos(nθ) = 0, 
e qui revient à : nθ = π
2

+ kπ, k ∈ Z.11



Finalement, θ = π
2n

+ kπ
n

= 2k+1
2n

π, k ∈ Z. On en déduit que les xk dé�nispar
xk = cos

2k + 1

2n
π, k = 0, 1, . . . , n − 1sont bien ra
ines de Tn.

∗ Il n'y a pas d'autres ra
ines.En e�et, la fon
tion cos étant inje
tive sur [0, π] et 
omme les 2k + 1

2n
π sontdes valeurs distin
tes dans [0, π], on a trouvé n ra
ines distin
tes dans l'in-tervalle [−1, 1]. Or, le polyn�me Tn est de degré n. Comme tout polyn�meréel de degré n admet au plus n ra
ines, les xk trouvés pré
édemment sontles seuls zéros distin
ts de Tn et sont don
 simples.Théorème 1.2.5. Sur l'intervalle [−1, 1], Tn admet n+1 extrema2 atteintsen les points :

x′
k = cos

k

n
π, k = 0, 1, . . . , n.Démonstration. [3℄ Pour tout x ∈ [−1, 1], il existe θ ∈ R tel que x = cos θ.On a alors Tn(x) = Tn(cos θ) = cos nθ don
 les extrema sur [−1, 1] sont -1 et+1. Si on trouve des points y tels que Tn(y) = ±1, on est sûr que 
e sont desextrema.Cher
her leur expression revient à résoudre Tn(y) = ±1 ave
 y = cos θ, 
'està dire cos nθ = ±1.

cos nθ = ±1 ⇐⇒ nθ = kπ, k ∈ Z

⇐⇒ θ =
k

n
π, k ∈ Z

=⇒ y = cos
k

n
π, k ∈ Z.On obtient ainsi n + 1 extrema sur [−1, 1] dé�nis par 3

x′
k = cos

k

n
π, k = 0, 1, . . . , n.2Dans 
e qui suit, on notera toujours xk les ra
ines du polyn�me de T
heby
hev et x′

kses extrema.3Prenons un entier k dans {n, . . . , 2n}, il existe un entier p ∈ {0, . . . , n} tel que k = n+p,alors, cos(p+n
n

π) = cos( p
n
π+π) = − cos( p

n
π) = cos(π− p

n
π) = cos(n−p

n
π). On peut montrerpar ré
urren
e que 
e
i est vrai pour tout entier k dans l'ensemble {in, . . . , (i+1)n}, don
on peut toujours se ramener à 
hoisir k dans l'ensemble {0, . . . , n}.12



Montrons pour �nir que 
e sont les seuls.Il y a au plus n − 1 extrema dans ] − 1, 1[ 
ar si x est extremum dans 
etintervalle, alors T ′
n(x) s'annule et T ′

n a au plus n−1 ra
ines 
ar son degré est
n − 1.Don
, on a n + 1 extrema sur [-1,1℄ et 
e sont les seuls.Corollaire 1.2.6. On a Tn(x′

k) = (−1)k ∀ k = 0, . . . , n.Démonstration. Pour tout k = 0, . . . , n, on a e�e
tivement
Tn(x′

k) = cos(n arccos( k
n
π)) = cos(n k

n
π)) = cos(kπ) = (−1)k.

13



14



Chapitre 2Interpolation de fon
tions
2.1 Interpolation de Lagrange-HermiteThéorème 2.1.1. Soient a0, . . . , ak, k + 1 points deux à deux distin
ts,
n0, . . . , nk des entiers et yj

i des réels ave
 0 ≤ i ≤ k et 0 ≤ j ≤ ni.Alors, il existe un unique polyn�me P de degré n =
k∑

i=0

(ni + 1) − 1 tel que
P (j)(ai) = yj

i ∀j = 0, . . . , ni et ∀i = 0, . . . , k.Démonstration. Considérons l'appli
ation
ϕ : Pn −→ R

n+1

P 7−→ (P (a0), . . . , P
(n0)(a0), P (a1), . . . , P

(n1)(a1), . . . , P (ak), . . . , P
(nk)(ak)).

ϕ est bien dé�nie 
ar il y a (n0 + 1) + (n1 + 1) + . . . + (nk + 1) = n + 1
oordonnées.Démontrer le théorème revient à montrer que ϕ est bije
tive. Or, ϕ étant uneappli
ation linéaire et les espa
es de départ et d'arrivée étant de dimension�nie égale, il su�t de montrer qu'elle est inje
tive. Montrons pour 
ela que
ker(ϕ) = {0}.Soit P ∈ Pn tel que ϕ(P ) = (0, . . . , 0).On a en parti
ulier P (i)(a0) = 0 pour tout i = 0, . . . , n0. a0 est don
 ra-
ine d'ordre n0 + 1 de P et par 
onséquent, il existe Q0 ∈ Pn−n0−1 tel que
P (x) = (x − a0)

n0+1Q0(x).De même, il existe Q1 ∈ Pn−n1−1 tel que P (x) = (x − a1)
n1+1Q1(x), 
e quidonne (x − a0)

n0+1Q0(x) = (x − a1)
n1+1Q1(x).Ce
i implique que (x − a1)

n1+1 divise (x − a0)
n0+1Q0(x).15



Mais (x − a1)
n1+1 est premier ave
 (x − a0)

n0+1 
ar a0 6= a1. En e�et, s'ilsn'étaient pas premiers entre eux, ils auraient un diviseur 
ommun irrédu
-tible. Or, le seul polyn�me unitaire irrédu
tible qui divise (x − a1)
n1+1 est

(x− a1) et le seul polyn�me irrédu
tible qui divise (x− a0)
n0+1 est (x− a0).Comme a1 est distin
t de a0, on ne peut trouver au
un polyn�me irrédu
tibledivisant à la fois (x − a1)

n1+1 et (x − a0)
n0+1.Don
 (x − a1)

n1+1 divise Q0(x).On obtient alors P (x) = (x−a0)
n0+1(x−a1)

n1+1Q2(x) où Q2 ∈ Pn−n0−1−n1−1.En 
ontinuant selon le même prin
ipe, on arrive à :
P (x) = (x − a0)

n0+1 . . . (x − ak)
nk+1R(x)

=

k∏

j=0

(x − aj)
nj+1R(x).Or, P étant au plus de degré n et k∏

j=0

(x−aj)
nj+1 de degré k∑

j=0

(nj +1) = n+1,on a R ≡ 0. Par 
onséquent, P ≡ 0, don
 ker(ϕ) = {0} et ϕ est inje
tive.On a ainsi montré que ϕ est bije
tive, d'où le théorème.On va s'intéresser à deux 
as parti
uliers de 
e théorème : l'interpolation deLagrange, obtenue en prenant ni = 0 et 
elle de Fejer-Hermite, dans laquelle
ni = 1, y1

i = 0 et où les ai sont les points de T
heby
hev.Etudions maintenant 
es deux méthodes d'interpolation.2.2 Interpolation de LagrangeEtant donnés n + 1 points distin
ts (a0, b0), (a1, b1), . . . , (an, bn) où les bisont les valeurs d'une fon
tion f aux points ai, on sait, d'aprés le théorème(2.1.1), qu'il existe un unique polyn�me p ∈ Pn véri�ant p(ai) = bi = f(ai),pour i = 0, 1, . . . , n.On l'appelle le polyn�me d'interpolation de Lagrange aux points ai et on lenote LAn
(f) ave
 An = {a0, a1, . . . , an}.Théorème 2.2.1. La formule d'interpolation de Lagrange est donnée parl'expression suivante pour tout réel x :

LAn
(f)(x) =

n∑

i=0

f(ai)li(x) avec li(x) =

n∏

j=0
j 6=i

x − aj

ai − aj
. (2.1)16



Démonstration. Véri�ons que pour tout k = 0, . . . , n, LAn
(f)(ak) = f(ak)et que deg LAn

(f) ≤ n.On a LAn
(f)(ak) =

n∑

i=0

f(ai)li(ak). Or, li(ak) =

n∏

j=0
j 6=i

ak − aj

ai − aj
, d'où

li(ak) =

{
1 si k = i
0 sinondon
, LAn

(f)(ak) = f(ak).De plus, par dé�nition des li, deg li = n et LAn
étant une somme de polyn�mesde degré n, deg LAn

(f) ≤ n.
LAn

(f) est don
 bien le polyn�me d'interpolation de Lagrange de f .Théorème 2.2.2. Soit w(x) = (x − a0)(x − a1) . . . (x − an) ∈ Pn+1, on a
li(x) =

w(x)

x − ai

1

w′(ai)
∀ i = 0, . . . , n.Démonstration. On a par hypothèse,

w(x) = (x − a0)(x − a1) . . . (x − an) =
n∏

j=0

(x − aj),don
 li(x) =

n∏

j=0
j 6=i

(x − aj)

n∏

j=0
j 6=i

1

ai − aj
=

w(x)

x − ai

n∏

j=0
j 6=i

1

ai − aj
.De plus,

w′(x) = (x − a1) . . . (x − an) + . . . + (x − a0) . . . (x − ai−1)(x − ai+1) . . . (x − an)

+ . . . + (x − a0) . . . (x − an−1)

=

n∑

j=0

n∏

k=0
k 6=j

(x − ak),don
, pour tout i = 0, . . . , n,
w′(ai) = (ai − a0) . . . (ai − ai−1)(ai − ai+1) . . . (ai − an)

=

n∏

j=0
j 6=i

(ai − aj).D'où, pour tout i = 0, . . . , n, li(x) =
w(x)

x − ai

1

w′(ai)
.17



2.2.1 Etude de l'erreurLorsque la fon
tion interpolée f est su�samment de fois dérivable, onpeut donner une estimation de la di�éren
e entre f(x) et LAn
(f)(x). Lorsque

x est un point d'interpolation, la di�éren
e est nulle.Théorème 2.2.3 (Formule de l'erreur). Soient f ∈ Cn+1([a, b]) et
An = {a0, a1, . . . , an} ⊂ [a, b]. On suppose que a0 < a1 < . . . < an. Pour tout
x ∈ [a, b], il existe ξ ∈]a, b[ tel que

f(x) − LAn
(f)(x) =

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − a0)(x − a1) . . . (x − an). (2.2)Démonstration. [2℄ Soit x ∈ [a, b].Si x ∈ An n'importe quel ξ 
onvient puisqu'on obtient 0 = 0.Supposons don
 que x /∈ An.On a alors trois possibilités :

∗ x ∈ [a, a0]
∗ il existe un indi
e i0 ∈ 0, . . . , n − 1 tel que x ∈]ai0 , ai0+1[
∗ x ∈ [an, b].On peut alors représenter les points 
omme suit :

a

[ a0x a1x a2x . . . ai0x
x

x
6

ai0+1x . . . anx
b

℄
• Pen
hons-nous tout d'abord sur le deuxième 
as.Posons w(t) = (t − a0) . . . (t − an) et prenons K(x) tel que

f(x) − LAn
(f)(x) = K(x)w(x).On remarque que K(x) est bien dé�ni 
ar x /∈ An ⇒ w(x) 6= 0.Considérons maintenant la fon
tion

u(t) = f(t) − LAn
(f)(t) − K(x)w(t)dé�nie pour tout t ∈ [a, b].En tant que somme de fon
tions de Cn+1([a, b]), u ∈ Cn+1([a, b]).De plus, pour 0 ≤ i ≤ n,

u(ai) = f(ai)−LAn
(f)(ai)−K(x)×0 = f(ai)− f(ai) = 0. Et, par dé�nitionde K,

u(x) = f(x) − LAn
(f)(x) − K(x)w(x) = 0.18



La fon
tion u s'annule don
 en n+2 points : x et ai pour tout i ∈ {0, . . . , n}.
∗ Etape 1 :Appliquons le théorème de Rolle à la fon
tion u sur l'intervalle [a0, a1].

u(a0) = 0
u(a1) = 0

}
⇒ ∃c1

1 ∈]a0, a1[ tel que u′(c1
1) = 0.Par un raisonnement analogue, on trouvera un zéro de u′ dans les intervalles

]a1, a2[ , ]a2, a3[ , . . . , ]ai0 , x[, ]x, ai0+1[, . . . , ]an−1, an[. On a ainsi n + 1intervalles qui donnent n + 1 zéros de u′.Il existe ainsi n + 1 réels c1
1 < c1

2 < . . . < c1
n+1 dans ]a, b[ tels que u′(c1

i ) = 0pour tout i = 1, . . . , n + 1.
∗ Etape 2 :De la même façon que pour l'étape 1, utilisons le théorème de Rolle sur lesintervalles ]c1

i , c
1
i+1[.

u′(c1
1) = 0

u′(c1
2) = 0

}
⇒ ∃c2

1 ∈]c1
1, c

1
2[ tel que u′′(c2

1) = 0,

. . . . . .

u′(c1
n) = 0

u′(c1
n+1) = 0

}
⇒ ∃c2

n ∈]c1
n, c1

n+1[ tel que u′′(c2
n) = 0.Il existe alors n réels c2

1 < c2
2 < . . . < c2

n+1 dans ]a, b[ tels que u′′(c2
i ) = 0 pourtout i = 1, . . . , n.En itérant 
e raisonnement pendant n − 1 étapes (pour u′′, u′′′, . . . , u(n)),on obtient :il existe cn+1

1 dans ]a, b[ tel que
u(n+1)(cn+1

1 ) = 0.Revenons maintenant à l'expression de la fon
tion u :
u(t) = f(t) − LAn

(f)(t) − K(x)w(t).Puisque LAn
(f)(t) est un polyn�me de degré n, quand on le dérive n+1 fois,on obtient 0.Quant à w(t), on a :

w(t) = (t − a0)(t − a1) . . . (t − an)

= tn+1 + [poly. de degré ≤ n ℄.19



En dérivant 
e polyn�me n + 1 fois, on obtient (n + 1)! don

u(n+1)(t) = f (n+1)(t) − (n + 1)!K(x).En prenant t = cn+1

1 , il vient 0 = f (n+1)(cn+1
1 ) − (n + 1)!K(x) et don


K(x) =
f (n+1)(cn+1

1 )

(n + 1)!
.Revenant à la dé�nition de K(x), on obtient �nalement

f(x) − LAn
(f)(x) = K(x)w(x)

=
f (n+1)(cn+1

1 )

(n + 1)!
(x − a0) . . . (x − an).On obtient ainsi la formule annon
ée en prenant ξ = cn+1

1 .
• Pen
hons-nous maintenant sur le 
as où x ∈ [a, a0](
elui où x ∈ [an, b]est analogue).Comme pré
édemment, on 
onsidère l'appli
ation

u(t) = f(t) − LAn
(f)(t) − K(x)w(t) dé�nie pour tout t ∈ [a, b] telle que

u(x) = 0 et u(ai) = 0 pour tout i ∈ {0, . . . , n}.Appliquons le théorème de Rolle à 
ette fon
tion :
u(x) = 0
u(a0) = 0

}
⇒ ∃c1

1 ∈]x, a0[ tel que u′(c1
1) = 0,

u(a0) = 0
u(a1) = 0

}
⇒ ∃c1

2 ∈]a0, a1[ tel que u′(c1
2) = 0,

. . . . . .

u(an−1) = 0
u(an) = 0

}
⇒ ∃c1

n+1 ∈]an−1, an[ tel que u′(c1
n+1) = 0.Il existe alors n + 1 réels c1

1 < c1
2 < . . . < c1

n+1 dans ]a, b[ tels que u′(c1
i ) = 0pour tout i = 1, . . . , n + 1.En itérant 
e raisonnement (
omme dans le 
as pré
édent) pendant n étapes(pour u′, u′′, . . . , u(n)), on obtient qu'il existe cn+1

1 dans ]a, b[ tel que
u(n+1)(cn+1

1 ) = 0.En pro
édant maintenant 
omme dans le 
as pré
édent, on obient la formulede l'erreur 
her
hée. 20



2.2.2 Majoration de l'erreurCorollaire 2.2.4.
‖ f − LAn

(f) ‖∞≤ ‖ f (n+1) ‖∞
(n + 1)!

‖ w ‖∞où w(x) = (x − a0) . . . (x − an) et ‖ h ‖∞= sup
x∈[a,b]

| h(x) |.2.3 Constante de Lebesgue2.3.1 Rappel sur la 
ontinuité des appli
ations linéairessur un espa
e ve
toriel norméSoit u : E → E linéaire,
u 
ontinue sur E ⇔ u 
ontinue en 0

⇔ u lips
hitzienne, i.e. ∃M tel que ∀x ∈ E, ‖ u(x) ‖ ≤ M ‖ x ‖
⇔ ‖ u(x) ‖ est bornée sur la boule unité.La plus petite 
onstante M véri�ant la 
ondition de Lips
hitz est

M = supx∈E{‖ u(x) ‖, ‖ x ‖= 1} = sup
x∈E\{0}

‖ u(x) ‖
‖ x ‖ ; M est notée |||u||| etdé�nit une norme sur L(E, E).2.3.2 Dé�nition de la 
onstanteOn se pla
e dans l'espa
e ve
toriel C([−1, 1]) des fon
tions 
ontinues surl'intervalle [−1, 1], muni de la norme ‖ f ‖= max
x∈[−1,1]

| f(x) |. Rappelons ladé�nition de l'appli
ation suivante :
LAn

: C([−1, 1]) −→ C([−1, 1])

f 7−→ LAn
(f) =

n∑

i=0

f(ai)liave
 li(x) =
n∏

j=0
j 6=i

x − aj

ai − aj

, pour tout i = 0, . . . , n.21



Théorème 2.3.1. LAn
est une appli
ation linéaire 
ontinue dont la normeest égale à :
ΛAn

= max
x∈[−1,1]

n∑

i=0

| li(x) | . (2.3)Cette quantité ΛAn
s'appelle la 
onstante de Lebesgue de An où An = {a0, a1, . . . , an}.Démonstration. [4℄

∗ Linéarité
LAn

est linéaire puisque, grâ
e aux propriétés de la somme, si f et g appar-tiennent à C([−1, 1]) et λ à R, on obtient fa
ilement :
LAn

(λf + g) = λLAn
(f) + LAn

(g).

∗ ContinuitéUtilisons pour 
ela le 
ritère de Lips
hitz.
‖ LAn

(f) ‖ = max
x∈[−1,1]

| LAn
(f)(x) |

= max
x∈[−1,1]

∣∣∣
n∑

i=0

f(ai)li(x)
∣∣∣

≤ max
x∈[−1,1]

n∑

i=0

| f(ai) | | li(x) |

≤ max
x∈[−1,1]

n∑

i=0

‖ f ‖ | li(x) | .On a obtenu la dernière inégalité en utilisant la majoration
| f(ai) |≤‖ f ‖, la norme in�nie étant bien dé�nie puisque f est bornée entant que fon
tion 
ontinue sur un 
ompa
t, d'où

‖ LAn
(f) ‖ ≤ max

x∈[−1,1]
‖ f ‖

n∑

i=0

| li(x) |

≤ ‖ f ‖ max
x∈[−1,1]

n∑

i=0

| li(x) | .De 
ette inégalité, on déduit que LAn
est une appli
ation linéaire 
ontinue.

∗ Re
her
he de la normeOn doit montrer que ΛAn
= sup

f∈ C([−1,1])
f 6=0

‖ LAn
(f) ‖

‖ f ‖ =|‖ LAn
|‖ .22



Comme f 6= 0, en utilisant les 
al
uls e�e
tués pour la 
ontinuité, onobtient : ‖ LAn
(f) ‖

‖ f ‖ ≤ ΛAn
, ∀f ∈ C([−1, 1]), f 6= 0.D'où,
sup

f∈ C([−1,1])
f 6=0

‖ LAn
(f) ‖

‖ f ‖ ≤ ΛAn
. (2.4)Il nous reste à démontrer que ΛAn

≤ sup
f∈ C([−1,1])

f 6=0

‖ LAn
(f) ‖

‖ f ‖ .Pour 
ela, 
onstruisons une fon
tion fp telle que ΛAn
≤ ‖ LAn

(fp) ‖
‖ fp ‖

.Prenons x0 ∈ [−1, 1] tel que n∑

i=0

| li(x0) |= ΛAn
.Un tel x0 existe 
ar la fon
tion n∑

i=0

| li | étant 
ontinue sur l'espa
e 
ompa
t
[−1, 1], elle est bornée et y atteint ses bornes.Dé�nissons fp 
omme une fon
tion a�ne par mor
eaux telle que :

fp(ai) =

{
1 si li(x0) ≥ 0
−1 si li(x0) < 0et qui prend toutes ses valeurs dans [−1, 1], de sorte que ‖ fp ‖= 1.Par exemple, la fon
tion fp peut être de la forme suivante :

x x x x x x
a a a a aa

+1

−1

0 1 2 d−2 d−1 d

Cal
ulons LAn
(fp)(x0) :

LAn
(fp)(x0) =

n∑

i=0

fp(ai)li(x0)

=

n∑

i=0

| li(x0) |, par dé�nition de fp.23



D'où,
‖ LAn

(fp) ‖ ≥ | LAn
(fp)(x0) |

≥
n∑

i=0

| li(x0) | = ΛAn
.Comme ‖ fp ‖= 1, on a ‖ LAn

(fp) ‖
‖ fp ‖

≥ ΛAn
et don


sup
f∈ C([−1,1])

f 6=0

‖ LAn
(f) ‖

‖ f ‖ ≥ ΛAn
. (2.5)Ainsi, (2.4) et (2.5) nous donnent

ΛAn
= sup

f∈ C([−1,1])
f 6=0

‖ LAn
(f) ‖

‖ f ‖ .

2.3.3 Inégalité remarquableThéorème 2.3.2. Soit An = {a0, . . . , an}.Pour tout P polyn�me de degré n et pour tout f dans C([−1, 1]), on a
‖ f − LAn

(f) ‖≤ (1 + ΛAn
) ‖ f − P ‖ .Démonstration. [4℄ LAn

étant linéaire, on remarque que
LAn

(f − P ) = LAn
(f) − LAn

(P ).De plus, on sait que le polyn�me d'interpolation de Lagrange d'un polyn�mede degré n est 
e polyn�me lui-même 1 don
 LAn
(f − P ) = LAn

(f) − P.

f − LAn
(f) = f − P − (LAn

(f) − P )

= f − P − LAn
(f − P ).D'où,

‖ f − LAn
(f) ‖ = ‖ f − P − LAn

(f − P ) ‖
≤ ‖ f − P ‖ + ‖ LAn

(f − P ) ‖
≤ ‖ f − P ‖ + ‖ f − P ‖ ΛAn

≤ ‖ f − P ‖ (1 + ΛAn
).1Si deg(P ) ≤ n, alors LAn

(P ) = P .En e�et, par dé�nition de LAn
, LAn

(P ) − P s'annule aux points a0, a1, . . . , an et admetdon
 n + 1 ra
ines.Or, son degré est inférieur ou égal à n don
 LAn
(P ) − P ≡ 0 et LAn

(P ) = P.24



Remarque 2. Cette inégalité mesure la perte de pré
ision induite par l'em-ploi de l'interpolant de Lagrange plut�t que par le polyn�me de meilleureapproximation.Par exemple, si ΛAn
≤ 9, ‖ f − LAn

(f) ‖≤ 10 ‖ f − P ‖ .En utilisant le polyn�me d'interpolation de Lagrange, on perd la pré
isiond'une dé
imale par rapport à l'approximation obtenue en utilisant le po-lyn�me de meilleure approximation. Don
, on a intérêt à 
hoisir les points
a0, . . . , an de telle sorte que ΛAn

soit le plus petit possible.En pratique, le meilleur 
hoix possible est donné par les ra
ines du polyn�mede T
heby
hev.2.4 Interpolation de Fejer-HermiteEtant donnés n triplets distin
ts (x1, y1, y
′
1), . . . , (xn, yn, y

′
n), on va trouverun unique polyn�me P ∈ P2n−1 tel que P (xk) = yk et P ′(xk) = y′

k. Cepolyn�me est appelé le polyn�me d'interpolation de Fejer-Hermite.Théorème 2.4.1. L'unique polyn�me P ∈ P2n−1 véri�ant les 
onditions





P (xk) = yk

∀k ∈ {1, . . . , n}
P ′(xk) = y′

kest donné par :
P (x) =

n∑

k=1

ykAk(x) +
n∑

k=1

y′
kBk(x)ave
 2 Ak(x) =

[
1 − w′′(xk)

w′(xk)
(x − xk)

]
l2k(x) et Bk(x) = (x − xk)l

2
k(x).

2On rappelle que lk(x) =
w(x)

w′(xk)

1

x − xk

=

n∏

i=1
i6=k

x − xi

xk − xi

,ave
 w(x) = (x − x1) . . . (x − xn) tel que
lk(xj) =

{
1 si k = j
0 sinon25



Démonstration. Véri�ons les 
onditions imposées sur P .
∗ Cal
ul du degré.

deg(lk) = n − 1, don
 deg(l2k) = 2(n − 1).De plus, on a deg
(
1 − w′′(xk)

w′(xk)
(x − xk)

)
= 1. D'où, deg(Ak(x)) = 2n − 1.D'autre part, deg(Bk) = deg(x− xk) + deg(l2k(x)) = 2n− 1. Don
, on a bien

deg(P ) ≤ max
{
{deg(Ak), deg(Bk)}, k = 0, . . . , n

}
≤ 2n − 1.

∗ Soit k0 ∈ {1, . . . , n} quel
onque. Véri�ons que P (xk0
) = yk0

.On a P (xk0
) =

n∑

k=1

ykAk(xk0
) +

n∑

k=1

y′
kBk(xk0

).Si k = k0, on a Ak(xk0
) = Ak0

(xk0
) = l2k0

(xk0
) = 1,et si k 6= k0, alors Ak(xk0

) = 0 
ar lk(xk0
) = 0.De plus, quel que soit k, Bk(xk0

) = 0 don
, on a bien P (xk0
) = yk0

∀k0 ∈ {1, . . . , n}.
∗ Véri�ons que P ′(xk0

) = y′
k0

.Par dérivation, on obtient B′
k(xk0

) = l2k(xk0
) + 2(xk0

− xk)lk(xk0
)l′k(xk0

).Si k = k0, B′
k0

(xk0
) = l2k0

(xk0
) = 1,et si k 6= k0, B

′
k(xk0

) = 0 
ar xk0
est ra
ine de lk.Ce
i montre que ( n∑

k=1

y′
kBk(x)

)′

|x=xk0
= y′

k0
.Il nous reste alors à montrer que ( n∑

k=1

ykAk(x)
)′

|x=xk0
= 0. Montrons pour
ela que A′

k(xk0
) = 0.Si k 6= k0, xk0
est ra
ine de lk don
 ra
ine double de l2k don
, A′

k(xk0
) = 0.Si k = k0,

A′
k(xk0

) = A′
k0

(xk0
) = −w′′(xk0

)

w′(xk0
)
l2k0

(xk0
)+2

[
1−w′′(xk0

)

w′(xk0
)
(xk0

−xk0
)
]
l′k0

(xk0
)lk0

(xk0
).Or, lk0

(xk0
) = 1 don
 A′

k0
(xk0

) = −w′′(xk0
)

w′(xk0
)

+ 2l′k0
(xk0

).Cal
ulons l′k0
(x) :

lk0
(x) =

w(x)

w′(xk0
)(x − xk0

)
don
 l′k0

(x) =
1

w′(xk0
)

w′(x)(x − xk0
) − w(x)

(x − xk0
)2

.Pour que A′
k(xk0

) = A′
k0

(xk0
) = 0, il faut que l′k0

(xk0
) =

1

2

w′′(xk0
)

w′(xk0
)
.Pour que l′k0

(xk0
) soit bien dé�ni, il faut que xk0

soit ra
ine double du numé-rateur N(x) = w′(x)(x − xk0
) − w(x).26



Il est 
lair que N(xk0
) = 0, et de plus, 
omme N ′(x) = w′′(x)(x − xk0

),
N ′(xk0

) = 0. Don
, x = xk0
est ra
ine double de N .Par 
onséquent, il existe un polyn�me T ∈ Pn−2 tel que

N(x) = (x − xk0
)2T (x).En dérivant N , on obtient

N ′(x) = w′′(x)(x − xk0
)

= 2(x − xk0
)T (x) + (x − xk0

)2T ′(x).D'où, w′′(x) = 2T (x) + (x − xk0
)T ′(x).En parti
ulier, pour x = xk0

, on a w′′(xk0
) = 2T (xk0

), 
'est-à-dire
T (xk0

) =
w′′(xk0

)

2
. Et don
,

l′k(xk0
) =

1

w′(xk0
)

N(xk0
)

(x − xk0
)2

=
1

w′(xk0
)
T (xk0

)

=
1

2

w′′(xk0
)

w′(xk0
)
.On a bien A′

k0
(xk0

) = 0.Au �nal, on a montré que
P ′(xk0

) =
( n∑

k=1

y′
kBk(xk0

)
)′

+
( n∑

k=1

ykAk(xk0
)
)′

= y′
k0

+ 0

= y′
k0

.Don
, le polyn�me véri�e toutes les 
onditions demandées.
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Chapitre 3Appli
ation à l'interpolation deLagrange
3.1 Minimisation de l'erreur par les polyn�mesde T
heby
hevA�n de minimiser l'erreur d'interpolation de Lagrange (dont l'expressiona été vue au (2.2)), on 
her
he pour quels points ai la norme ‖ w ‖∞ estla plus petite possible. On va montrer que 
es valeurs 
orrespondent auxra
ines des polyn�mes de T
heby
hev. Dans un premier temps, on restreintnotre étude à l'intervalle [−1, 1]. Nous verrons par la suite que 
e n'est pasune perte de généralité.Dé�nition 1. Pour tout n ∈ N, on pose

T̃n =
1

2n−1
Tn.Notons que le polyn�me T̃n est unitaire ; 
'est une sorte de "normalisa-tion" de Tn.Théorème 3.1.1. Notons P̃n l'ensemble des polyn�mes unitaires de degréinférieur ou égal à n.Pour tout p ∈ P̃n, on a

‖ T̃n ‖∞ ≤‖ p ‖∞, (3.1)où ‖ f ‖∞= max
−1≤x≤1

| f(x) | .Démonstration. [3℄ On va raisonner par l'absurde.Supposons qu'il existe p ∈ P̃n tel que
‖ p ‖∞ <‖ T̃n ‖∞29



i.e.,
‖ p ‖∞ <

1

2n−1
‖ Tn ‖∞ .Or, | Tn(x) |≤ 1. Don
, ‖ p ‖∞<

1

2n−1
.Posons Q(x) = T̃n(x) − p(x).

Q ∈ Pn−1 puisque les deux polyn�mes T̃n et p sont unitaires (les mon�mes
xn s'éliminent dans la soustra
tion). Etudions 
e polyn�me aux points x′

k.
Q(x′

k) = T̃n(x′
k) − p(x′

k) =
(−1)k

2n−1
− p(x′

k), k = 0, 1, . . . , n.

∗ Lorsque k est pair :
Q(x′

k) =
1

2n−1
− p(x′

k).Or, | p(x′
k) |<

1

2n−1
implique p(x′

k) <
1

2n−1
.D'où −p(x′

k) > − 1

2n−1
et don
 Q(x′

k) > 0.

∗ Lorsque k est impair :
Q(x′

k) = − 1

2n−1
− p(x′

k).Or, | p(x′
k) |<

1

2n−1
implique p(x′

k) > − 1

2n−1
.D'où −p(x′

k) <
1

2n−1
et don
 Q(x′

k) < 0.Ainsi, Q(x′
k) prend n + 1 valeurs su

essivement positives et négatives etadmet don
 n zéros distin
ts (d'après le théorème des valeurs intermédiaires).Or, Q(x) ∈ Pn−1 don
 il admet au plus n − 1 zéros. Don
 Q ≡ 0, 
e quiimplique que p ≡ T̃n et

‖ p ‖∞ =‖ T̃n ‖∞ .On obtient alors une 
ontradi
tion, 
e qui montre que notre hypothèse dedépart est fausse.Finalement,
‖ T̃n ‖∞ ≤‖ p ‖∞ .On vient de montrer que pour tout p dans P̃n, on a ‖ T̃n ‖∞ ≤‖ p ‖∞,
ela montre que T̃n est un polyn�me unitaire dont la norme sup est minimale30



sur [−1, 1] parmi les polyn�mes de degré au plus n. En modi�ant un peu ladémonstration, on va établir que T̃n est l'unique polyn�me ayant 
ette pro-priété dans P̃n.Théorème 3.1.2. On a
(
‖ p ‖∞≤ ‖ T̃n ‖∞

)
=⇒

(
p = T̃n

)
.Démonstration. [2℄ Supposons qu'il existe p ∈ P̃n tel que ‖ p ‖∞≤‖ T̃n ‖∞ .Notons x′

k les points où ‖ T̃n ‖∞=| T̃n(x′
k) |, ∀k = 0, . . . , n.On a alors | p(x′

k) | ≤ ‖ p ‖∞ ≤ | T̃n(x′
k) |, et puisque 2n−1T̃n(x′

k) = (−1)k,

(−1)k(p − T̃n)(x′
k) = (−1)kp(x′

k) − (−1)kT̃n(x′
k)

= (−1)kp(x′
k) − 2−n+1.Or, p(x′

k) ≤ | p(x′
k) | ≤ | T̃n(x′

k) |= 2−n+1, don
,
(−1)k(p − T̃n)(x′

k) ≤ ((−1)k − 1)2−n+1 ≤ 0. (3.2)Ce
i implique que
(−1)k

∫ x′
k+1

x′
k

(p − T̃n)′(s)ds = (−1)k(p − T̃n)(x′
k+1) − (−1)k(p − T̃n)(x′

k)

= −
[
(−1)k+1(p − T̃n)(x′

k+1) + (−1)k(p − T̃n)(x′
k)

]

≥ 0,
ar ∀ k = 0, . . . , n, (−1)k(p − T̃n)(x′
k) ≤ 0 d'après (3.2).On a alors deux 
as :

∗ Si (p − T̃n)′ = 0,il existe une 
onstante c ∈ R telle que p − T̃n = c. D'après (3.2), c = 0 
ar
(−1)kc ≤ 0 pour tout k = 0, . . . , n.

∗ Si (p − T̃n)′ 6= 0,
(−1)k

∫ x′
k+1

x′
k

(p−T̃n)′(s)ds ≥ 0, don
 il existe ξk ∈]x′
k, x

′
k+1[, pour k = 0, . . . , n,tels que (−1)k(p − T̃n)′(ξk) > 0. Montrons-le par 
ontraposée.Supposons que ∀ξk ∈]x′

k, x
′
k+1[, (−1)k(p − T̃n)′(ξk) ≤ 0. On aurait alors31



∫ x′
k+1

x′
k

(−1)k(p − T̃n)′(ξk)ds ≤ 0.Or, (−1)k

∫ x′
k+1

x′
k

(p − T̃n)′(s)ds ≥ 0, don
 ∫ x′
k+1

x′
k

(−1)k(p − T̃n)′(ξk)ds ≥ 0,
e qui impliquerait que (−1)k

∫ x′
k+1

x′
k

(p − T̃n)′(ξk)ds = 0. Sa
hant que l'in-tégrale d'une fon
tion 
ontinue de signe 
onstant est nulle si et seulementsi 
ette fon
tion est nulle 1, (−1)k(p − T̃n)′(ξk) = 0 ∀ ξk ∈]x′
k, x

′
k+1[. D'où,

(p − T̃n)′ = 0, 
e qui est 
ontraire à l'hypothèse de départ.Ainsi, pour tout k = 0, . . . , n, (−1)k(p − T̃n)′(ξk) > 0, 
'est à dire :si k est pair, (p − T̃n)′(ξk) > 0,si k est impair, (p − T̃n)′(ξk) < 0.Don
, d'après le théorème des valeurs intermédiaires appliqué aux intervalles
]ξk, ξk+1[, on obtient qu'il existe c0, . . . , cn−1 ∈ R tels que (p − T̃n)′(ck) = 0.Or, 
omme p − T̃n est de degré n − 1 (
ar 
e sont des polyn�mes unitaires),
(p − T̃n)′ est de degré n − 2. Ayant trouvé n ra
ines pour 
e polyn�me,
(p − T̃n)′ = 0, 
e qui nous ramène au premier 
as. D'où p − T̃n ≡ 0.Finalement, p = T̃n.Corollaire 3.1.3. Quels que soient les réels a0, . . . , an ave
 a0 6= 0, on a

max
a≤x≤b

| a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an | ≥ | a0 |
(b − a)n

22n−1
.Démonstration. [3℄ Pour passer de l'intervalle [a, b] à [−1, 1], e�e
tuons latransformation suivante :

x =
b + a

2
+

b − a

2
t.Soit p ∈ Pn, on a p(x) = an + an−1x + . . . + a0x

n,1Si f est 
ontinue de signe 
onstant sur [a, b], alors ( ∫ b

a
f(x)dx = 0 ⇒ f ≡ 0

).En e�et, par 
ontraposée supposons que f 6= 0, 
'est à dire que ∃x ∈ [a, b] tel que
f(x) > 0 (la démonstration serait analogue pour f(x) négatif). En appliquant la dé�nitionde la 
ontinuité de f en x ave
 ε = |f(x)|

2 , ∃η tel que si | y− x |≤ η, | f(y) |≥ |f(x)|
2 et don
∫ b

a
f(t)dt ≥

∫ x+η

x−η
f(t)dt 
ar f ≥ 0 et [x− η, x + η] ⊂ [a, b]. Don
 ∫ b

a
f(t)dt ≥ η | f(x) |> 0.32



max
a≤x≤b

| p(x) | = max
−1≤t≤1

∣∣∣p
(b + a

2
+

b − a

2
t
)∣∣∣

= max
−1≤t≤1

∣∣∣a0

(b + a

2
+

b − a

2
t
)n

+ . . . + an

∣∣∣

= max
−1≤t≤1

∣∣∣a0

(b − a

2

)n

tn + [poly. de degré n − 1℄∣∣∣
= | a0 |

(b − a)n

2n
max

−1≤t≤1
| s(t) |, où s(t) = tn+ [poly. de degré n − 1℄.D'aprés (3.1), on sait que pour s ∈ P̃n

‖ s ‖∞ ≥‖ T̃n ‖∞=
1

2n−1
.D'où, max

a≤x≤b
| p(x) | ≥ | a0 |

2n
(b − a)n 1

2n−1
.Don
, on a montré que :

max
a≤x≤b

| p(x) | ≥| a0 |
(b − a)n

22n−1
.

3.2 Estimation de la 
onstante de LebesgueDans 
ette partie, nous allons étudier l'interpolation de Lagrange auxpoints de T
heby
hev. En parti
ulier, pour i = 0, . . . , n, les li désignent lespolyn�mes de base de Lagrange aux points xk, les ra
ines de T
heby
hev.Considérons alors l'ensemble de 
es ra
ines An = {x0, . . . , xn}.Théorème 3.2.1. L'expression de li pour i = 0, . . . , n en fon
tion des poly-n�mes de T
heby
hev est donnée par :
li(x) =

Tn+1(x)

x − xi

1

T ′
n+1(xi)

.Démonstration. On a vu dans le 
hapitre général sur l'interpolation que :
li(x) =

w(x)

x − xi

1

w′(xi)
, ave
 w(x) = (x − x0) . . . (x − xn) ∈ P̃n+1.

w étant le polyn�me unitaire, appelé pré
édemment T̃n, admettant les mêmes33



ra
ines que Tn, on a w(x) = 2−n Tn+1(x) et w′(x) = 2−n T ′
n+1(x), où Tn+1est le polyn�me de T
heby
hev. Don
,

li(x) =
Tn+1(x)

x − xi

1

T ′
n+1(xi)

.Théorème 3.2.2. Une majoration de la 
onstante de Lebesgue est donnéepar
ΛAn

≤ C ln(n), où C est une 
onstante positive indépendante de n.Pour démontrer 
e théorème, nous avons besoin des résultats suivants.Lemme 1. Pour t ∈ [0, π
2
], on a

sin t ≥ 2

π
t. (3.3)Illustrons tout d'abord 
e résultat par le graphique suivant.

0

0.5

1

1.5

2

0.5 1 1.5 2 2.5 3

tFig. 3.1: Graphes de sin t et 2
π
t.Démonstration. Etudions la fon
tion f(t) = sin t − 2

π
t et montrons qu'elleest positive pour tout t ∈ [0, π

2
].On a f ′(t) = cos t − 2

π
. Cette dérivée s'annule au point t0 ∈ [0, π

2
] tel que

cos t0 =
2

π
, 
'est à dire t0 = arccos

2

π
.D'après le tableau de variations e�e
tué sur [0, π

2
], f(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, π

2
].Par 
onséquent, sin t ≥ 2

π
t sur 
et intervalle.34



x 0 t0 π/2
f ′(x) + −
f(x) 0 ր ց 0Fig. 3.2: Tableau de variation de f .Lemme 2. Soient a dans [0, π

2
] et b dans [a, a + π

2
], alors

sin b ≥ min(sin a, sin(a +
π

2
)). (3.4)Démonstration. La démonstration de 
e lemme est simple si on s'appuie surle s
héma et le tableau de variation suivant :

a
a+pi/2 b

t a π/2 a + π/2
cos(t) + −
sin(t) sin(a) ր ց sin(a + π/2)Fig. 3.3: Tableau de variation de sin.

Démonstration. (du théorème) [5℄ Rappelons tout d'abord l'expression (
f.théorème (2.3)) :
ΛAn

= max
x∈[−1,1]

n∑

i=0

| li(x) | ave
 li(x) =
Tn+1(x)

x − xi

1

T ′
n+1(xi)

.Majorons n∑

i=0

| li(x) | . 35



Puisque x ∈ [−1, 1], il existe θ ∈ [0, π] tel que x = cos θ.De même, xi = cos θi, où 2 θi =
2i − 1

2n + 2
π 0 ≤ i ≤ n.La relation Tn+1(cos θ) = cos(n + 1)θ entraîne par dérivation

sin θ T ′
n+1(cos θ) = (n + 1) sin(n + 1)θ.Comme sin(n + 1)θi = sin(2i − 1)

π

2
= (−1)i+1, il vient

T ′
n+1(xi) = T ′

n+1(cos θi) = (n + 1)
(−1)i+1

sin θi
,D'où, li(cos θ) =

cos(n + 1)θ

(cos θ − cos θi)

(−1)i+1 sin θi

(n + 1)
,et don
 | li(cos θ) |= | cos(n + 1)θ sin θi |

(n + 1) | cos θ − cos θi |
.Minorons la quantité

cos θ − cos θi = −2 sin
θ − θi

2
sin

θ + θi

2
. (3.5)Puisque θ et θi appartiennent à [0, π], on a θ

2
et θi

2
appartiennent à [

0,
π

2

]et θ − θi

2
∈

[
− π

2
,
π

2

]
. D'où, d'après (3.3), ∣∣∣ sin

θ − θi

2

∣∣∣ ≥ 2

π

| θ − θi |
2

.Par ailleurs, θ + θi

2
∈

[θi

2
,
θi + π

2

] ave
 θi

2
≤ π

2
et θi + π

2
≥ π

2
,don
, d'après le lemme (3.4)( ave
 a = θi

2
),

sin
θ + θi

2
=

∣∣∣ sin
θ + θi

2

∣∣∣ ≥ min
(

sin
θi

2
, sin

θi + π

2

)
= min

(
sin

θi

2
, cos

θi

2

)
.2Nous avons dé�ni l'ensemble des points de T
heby
hev 
omme suit :

An = {cos(2k+1
2n

π); 0 ≤ k ≤ n − 1} mais nous pouvons aussi l'é
rire
A′

n = {cos(2k−1
2n

π); 0 ≤ k ≤ n − 1}.En e�et, remarquons tout d'abord que l'on a Card(An) = Card(A′
n) = n.Il nous su�t alors de montrer que A′

n ⊂ An, 
'est à dire que les éléments de A′
n sont despoints de T
heby
hev.Soit xk ∈ A′

n, on a Tn(xk) = Tn(cos(2k−1
2n

π)) = cos(n 2k−1
2n

π) = cos(kπ − π
2 ) = 0, don
,

xk est ra
ine du polyn�me de T
heby
hev Tn et appartient à An.Par 
onséqent, A′
n = An.On peut don
 noter les points de T
heby
hev de manière équivalente 
omme éléments de

An ou de A′
n. 36



On obtient ainsi, d'après (3.5)
| cos θ − cos θi | ≥ 2 min

(
sin

θi

2
, cos

θi

2

) 2

π

| θ − θi |
2

,et 
omme sin θi = 2 sin
θi

2
cos

θi

2
≤ 2 min

(
sin

θi

2
, cos

θi

2

)
,

| li(cos θ) |≤ π
| cos(n + 1)θ |

(n + 1) | θ − θi |
. (3.6)Utilisons maintenant le théorème des a

roissements �nis pour a�ner la ma-joration.Cosinus étant une fon
tion di�érentiable sur l'intervalle d'extrémités dis-tin
tes θ et θi, il existe ξ ∈]θ, θi[ tel que

cos(n + 1)θ = cos(n + 1)θi + (θ − θi)(n + 1)(− sin ξ).

θi étant ra
ine du polyn�me de T
heby
hev, cos(n + 1)θi = 0, et on a
| cos(n + 1)θ |≤ (n + 1) | θ − θi | .On obtient �nalement | li(cos θ) |≤ π, ∀ θ ∈ [0, π]\{θi}, et 
e
i est en
orevrai par 
ontinuité si θ = θi.Fixons θ ∈ [0, π] et soit θj ≤ θ le point le plus pro
he de θ.Si on note h = θi+1 − θi =

π

n + 1
, on a

| θ − θj | ≤ h ,

| θ − θi | ≥ | θj − θi | − | θ − θj | ≥ (| j − i | −1)h.

n∑

i=0

| li(cos θ) | =
n∑

i=0
i6={j−1,j,j+1}

| li(cos θ) | + | lj−1(cos θ) | + | lj(cos θ) | + | lj+1(cos θ) |

≤ π

(n + 1)h

n∑

i=0
i6={j−1,j,j+1}

1

| j − i | −1
+ 3π d'après (3.6),en majorant le 
osinus par 1.37



Majorons le terme n∑

i=0
i6={j−1,j,j+1}

1

| j − i | −1
:

n∑

i=0
i6={j−1,j,j+1}

1

| j − i | −1
=

j−2∑

i=0

1

| j − i | −1
+

n∑

i=j+2

1

| j − i | −1

=

j−2∑

i=0

1

j − i − 1
+

n∑

i=j+2

1

i − j − 1

=

j∑

k=2

1

k − 1
+

n−j∑

l=2

1

l − 1
en posant k = j − i et l = i − j

=

j−1∑

k=1

1

k
+

n−j−1∑

l=1

1

l
.Comme 1

k
> 0, on a n∑

i=0
i6={j−1,j,j+1}

1

| j − i | −1
≤

n∑

k=1

1

k
+

n∑

l=1

1

l
,d'où n∑

i=0
i6={j−1,j,j+1}

1

| j − i | −1
≤ 2

n∑

k=1

1

k
.Don
, en passant à la borne supérieure et sa
hant que π

(n + 1)h
= 1, onobtient

ΛA ≤ 2
n∑

k=1

1

k
+ 3π.De plus, on sait que ln(n) =

∫ n

1

dx

x
=

n−1∑

k=1

∫ k+1

k

dx

x
.Soit k ≤ x ≤ k + 1, alors, 1

k + 1
≤ x ≤ 1

k
.D'où, 1

k + 1
≤

∫ k+1

k

dx

x
≤ 1

k
, et �nalement, n−1∑

k=1

1

k + 1
≤

∫ n

1

dx

x
.Par 
onséquent, n∑

k=1

1

k
≤ 1 + ln(n) et don
 ΛAn

≤ 2 + 2 ln(n) + 3π.Remarquons d'autre part que 2 ln(n) + 2 + 3π

ln(n)
est une suite 
onvergeant vers

2. On peut don
 la majorer par une 
onstante C indépendante de n.38



On a don
 montré que
ΛAn

≤ C ln(n).Remarque 3. On pourrait montrer que ΛAn
≥ C ′ ln(n) pour tout ensemble

An 
ontenant n + 1 points distin
ts.Cela montre que le 
hoix des points de T
heby
hev est quasi-optimal puisqueil donne une 
onstante de Lebesgue qui "
roît" 
omme ln .Bernstein a démontré plus pré
isément que 2

π
ln(n) ∼ ΛAn

lorsque n → ∞.
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Chapitre 4Appli
ation à l'interpolation deFejer-Hermite
4.1 Expression du polyn�me de Fejer-Hermiteen fon
tion de 
eux de T
heby
hevD'après le théorème (2.4.1) vu dans le 
hapitre général sur l'interpolation,on sait que l'unique polyn�me P ∈ P2n−1 véri�ant les 
onditions :





P (xk) = yk

∀k ∈ {1, . . . , n}
P ′(xk) = y′

kest donné par :
P (x) =

n∑

k=1

ykAk(x) +
n∑

k=1

y′
kBk(x)ave
 Ak(x) =

[
1 − w′′(xk)

w′(xk)
(x − xk)

]
l2k(x) et Bk(x) = (x − xk)l

2
k(x).Théorème 4.1.1. Lorsque les xk sont les ra
ines du n-ième polyn�me deT
heby
hev, et que l'on 
hoisit yk = f(xk) et y′

k = 0, où f est une fon
tion
ontinue sur [−1, 1], on trouve le polyn�me
H2n−1(f ; x) =

n∑

k=1

ykAk(x) ∈ P2n−1ave
 Ak(x) = (1 − xxk)
( Tn(x)

n(x − xk)

)2

.41



Démonstration. [3℄ On a déjà vu dans le théorème (2.4.1) que la forme gé-nérale est donnée par :
H2n−1(f, x) =

n∑

k=0

ykAk(x) +

n∑

k=1

y′
kBk(x).Or, y′

k = 0 pour k = 1, . . . , n don
 H2n−1(f, x) =

n∑

k=1

ykAk(x).Nous allons maintenant évaluer Ak(x) =
[
1 − w′′(xk)

w′(xk)
(x − xk)

]
l2k(x).

w(x) = (x−x1) . . . (x−xn) =
1

2n−1
Tn(x) =

1

2n−1
cos(n arccos x), x ∈]−1, 1[.Par dérivation, on obtient : 2n−1w′(x) = n

sin(n arccos x)√
1 − x2

, et
2n−1w′′(x) = n

[x sin(n arccos x)

(1 − x2)3/2
− n

√
1 − x2 cos(n arccos x)

(1 − x2)3/2

]
.Pour x = xk = cos

(2k − 1

2n
π
) ave
 k = 0, . . . , n,

cos(n arccos x) = 0, et sin(n arccos x) = sin((k − 1
2
)π) = (−1)k−1.On a alors 2n−1w′(xk) =

(−1)k−1n√
1 − x2

k

, et 2n−1w′′(xk) =
nxk(−1)k−1

(1 − x2
k)

3/2
,d'où 1 − w′′(xk)

w′(xk)
(x − xk) = 1 − xk(x − xk)

1 − x2
k

=
1 − xxk

1 − x2
k

.D'autre part, lk(x) =
w(x)

w′(xk)(x − xk)
=

(−1)k−1
√

1 − x2
kTn(x)

n(x − xk)
.Finalement,

Ak(x) =
1 − xxk

1 − x2
k

T 2
n(x)(1 − x2

k)

n2(x − xk)2
= (1 − xxk)

( Tn(x)

n(x − xk)

)2

.Le polyn�me peut alors s'é
rire :
H2n−1(f ; x) =

n∑

k=1

f(xk)(1 − xxk)
( Tn(x)

n(x − xk)

)2

.

4.2 Convergen
e du polyn�me de Fejer-HermiteThéorème 4.2.1. Le polyn�me H2n−1 véri�ant les 
onditions du théorème(4.1.1) 
onverge uniformément vers f sur [−1, 1] et par suite42



lim
n→∞

H2n−1(f ; x) = f(x).Démonstration. [3℄ Pour montrer la 
onvergen
e uniforme, on 
her
he à ma-jorer l'expression | f(x) − H2n−1(f ; x) |.Observons tout d'abord que H2n−1(1; x) =
n∑

k=1

Ak(x) est, d'après le théorème(4.1.1), l'unique polyn�me P2n−1(x) de degré inférieur ou égal à 2n − 1, telque P2n−1(xk) = 1 et P ′
2n−1(xk) = 0, pour k = 1, . . . , n.On a alors
H2n−1(1; x) =

n∑

k=1

Ak(x) = 1. (4.1)Il s'ensuit que f(x) =

n∑

k=1

f(x)Ak(x) et
f(x) − H2n−1(f ; x) =

n∑

k=1

(f(x) − f(xk))Ak(x) et don

| f(x) − H2n−1(f ; x) |≤

n∑

k=1

| (f(x) − f(xk))Ak(x) | .Or, puisque | xk | ≤ 1 pour −1 ≤ x ≤ 1, 1 − xxk ≥ 0 et 
omme
Ak(x) = (1 − xxk)

( Tn(x)

n(x − xk)

)2 et ( Tn(x)

n(x − xk)

)2

≥ 0, Ak(x) ≥ 0.Ce
i nous donne l'inégalité suivante :
| f(x) − H2n−1(f ; x) |≤

n∑

k=1

| f(x) − f(xk) | Ak(x). (4.2)D'après le théorème de Heine 1, 
omme f est 
ontinue sur [−1, 1] qui est un
ompa
t, f est uniformément 
ontinue sur 
et intervalle. Ce
i signi�e que1Soient (E, d) un espa
e métrique 
ompa
t et (F, d′) un espa
e métrique quel
onque. Lethéorème de Heine a�rme que toute fon
tion f : E → F 
ontinue sur E est uniformément
ontinue.En e�et, raisonnons par l'absurde et supposons que f n'est pas uniformément 
ontinue.C'est-à-dire ∃ ε > 0 tel que ∀ η, ∃ x, y ∈ E tels que si d(x, y) ≤ η alors d′(f(x), f(y)) > ε.En parti
ulier, pour η = 1/n, ∃ (xn)n∈N, (yn)n∈N dans E telles que d(xn, yn) ≤ 1/n et
d′(f(xn), f(yn)) > ε.Comme E est 
ompa
t, la suite (xn)n admet une sous-suite (xnk

)k 
onvergeant vers l. Demême, la suite (ynk
)k admet une sous-suite (ynkj

)j 
onvergeant vers l′.On a d(xnkj
, ynkj

) ≤ 1/nkj
et don
 par 
ontinuité de la distan
e, d(l, l′) ≤ 0, d'où l = l′.Or, on a aussi par 
ontinuité de f, d′(f(l), f(l′)) > ε, 
e qui aboutit à une 
ontradi
tionpuisque l = l′. 43



pour ε > 0, il existe δ > 0 tel quesi | x − y | ≤ δ alors | f(x) − f(y) | ≤ ε, −1 ≤ x, y ≤ 1. (4.3)Soit x dans [−1, 1], on peut séparer l'ensemble des k = 1, . . . , n en deuxsous-ensembles, à savoir :
I = {k tel que | x − xk | < δ} et J = {k tel que | x − xk | ≥ δ}.Don
, d'après (4.2),
| f(x)−H2n−1(f ; x) | ≤

∑

k∈I

| f(x)−f(xk) | Ak(x)+
∑

k∈J

| f(x)−f(xk) | Ak(x).Evaluons maintenant 
ha
une de 
es sommes.
• Pour k ∈ I, d'après (4.1) et (4.3),

∑

k∈I

| f(x) − f(xk) | Ak(x) ≤
∑

k∈I

εAk(x) ≤ ε

n∑

k=1

Ak(x) = ε.

• Considérons ensuite Ak(x) = (1 − xxk)
( Tn(x)

n(x − xk)

)2 pour k ∈ J :
0 ≤ 1− xxk ≤ 2, de plus, | Tn(x) |≤ 1 et | x− xk |≥ δ. D'où, Ak(x) ≤ 2

n2δ2
.Comme f est 
ontinue sur le 
ompa
t [−1, 1], f est bornée sur l'intervalle

[−1, 1], 
'est-à-dire qu'il existe une 
onstante M telle que pour −1 ≤ x ≤ 1,
| f(x) |≤ M. Don
, | f(x) − f(xk) |≤ 2M et par 
onséquent,

∑

k∈J

| f(x) − f(xk) | Ak(x) ≤
∑

k∈J

2M
2

n2δ2
≤ 4M

n2δ2

n∑

k=1

1 =
4M

nδ2
.En 
ombinant les sommes sur I et sur J , on obtient

| f(x) − H2n−1(f ; x) |≤ ε +
4M

nδ2
.Si n est su�samment grand, alors 4M

nδ2
≤ ε et don
 pour −1 ≤ x ≤ 1,

| f(x) − H2n−1(f ; x) |≤ 2ε.Cette dernière inégalité montre que H2n−1 
onverge uniformément vers f sur
[−1, 1], et par dé�nition de la limite que lim

n→∞
H2n−1(f ; x) = f(x).44



Con
lusionDans 
e mémoire, nous avons 
ommen
é par dé�nir les polyn�mes deT
heby
hev grâ
e à la formule Tn(x) = cos(n arccos(x)) pour x dans [−1, 1].Pour se familiariser ave
 
ette notion, nous en avons étudié quelques pro-priétés élémentaires et résultats de base 
omme la relation de ré
uren
e
Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), qui nous a permis de montrer que Tn estun polyn�me de degré n et de 
oe�
ient dominant 2n−1, et l'expression des
n ra
ines et des n + 1 extrema du n-ième polyn�me de T
heby
hev.L'une de leurs appli
ations à l'analyse numérique 
onsiste en l'approximationdes fon
tions 
ontinues et en leur interpolation polyn�miale. Nous avons don

ommen
é par rappeler un théorème général sur l'interpolation de Lagrange-Hermite : étant donnés n + 1 points distin
ts, il existe un unique polyn�mevéri�ant 
ertaines 
onditions sur ses dérivées su

essives en les points �xés.Nous nous sommes ensuite intéressées plus pré
isemment à deux 
as parti-
uliers qui sont l'interpolation de Lagrange et 
elle de Fejer-Hermite.Dans le premier 
as, la seule 
ondition est l'égalité entre la fon
tion àinterpoler f et le polyn�me d'interpolation de Lagrange LAn

(f) aux n + 1points �xés ai (
onstituant l'ensemble An). Graphiquement, 
ela 
orrespondà se donner n + 1 points dans le plan, une fon
tion f et à trouver un uniquepolyn�me qui passe par 
es points ; polyn�me dont nous avons expli
ité l'ex-pression au paragraphe (2.2).Pour véri�er si 
e polyn�me est une bonne approximation de la fon
tion, nousavons re
her
hé la formule de l'erreur puis la majoration de la norme de 
etteerreur d'interpolation. Cette majoration nous a amené à 
her
her les pointsinterpolants tels que l'erreur soit la plus petite possible, 
'est-à-dire, d'aprèsla formule pré
isée au paragraphe (2.2.2), tels que le polyn�me unitaire dontles ra
ines sont les points d'interpolation ait une norme minimale. Ce
i estvéri�é dès lors que les ai sont les ra
ines du n-ième polyn�me de T
heby
hevet 
e polyn�me unitaire est même l'unique polyn�me dont la norme in�nieest minimale sur [−1, 1].On a introduit par la suite la notion de 
onstante de Lebesgue ΛAn
, dé�-nie 
omme étant la norme in�nie du polyn�me d'interpolation de Lagrange45



LAn
(f) sur [−1, 1]. Celle-
i nous a permis de majorer l'erreur entre la fon
-tion f et LAn

(f) en fon
tion de ΛAn
.Même si le meilleur 
hoix possible pour interpoler une fon
tion 
ontinue restele polyn�me de meilleure approximation au sens des moindres 
arrés, LAn

(f)fournit une bonne approximation dès lors que ΛAn
est minimale.On a établi au paragraphe (3.2) que ΛAn

≤ C ln(n) lorsque An est l'ensembledes points de T
heby
hev et on a indiqué que l'on a toujours ΛAn
≥ C ′ ln(n).Ainsi, le 
hoix de 
es points-là est quasi-optimal pour obtenir un polyn�mequi interpole bien f .Le se
ond 
as parti
ulier d'interpolation est 
elle de Fejer-Hermite pourlaquelle on a deux 
onditions : une sur le polyn�me et l'autre sur sa dérivée.Pour l'appli
ation aux polyn�mes de T
heby
hev, on 
her
he P tel que l'onait égalité entre la fon
tion 
ontinue à interpoler f et le polyn�me d'interpo-lation de Fejer-Hermite H2n−1 aux n + 1 points �xés xi, qui sont les ra
inesde T
heby
hev et tel que P ′(xi) = 0. Graphiquement, on pro
ède de la mêmefaçon que pour l'interpolation de Lagrange mais ave
 une 
ondition supplé-mentaire : on a des tangentes horizontales en les points interpolants.On a �nalement montré que 
e polyn�me 
onverge uniformément vers lafon
tion 
ontinue f sur [−1, 1].
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