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1. Notions

1.1 Proposition

Un élément de base de la logique formelle, ce sont les propositions élémentaires.
Elles sont notées avec une lettre (p,q...) et correspondent a des assertions auxquelles
on peut attribuer deux valeurs : vraie ou fausse.

Exemples :
1. p: il pleut
2. q: je suis né en 1983

3. cette phrase est fausse n’est une proposition utilisable en logique puisque on ne
peut dire si elle est vraie ou fausse.

4. il fait froid : on ne peut pas dire si ¢’est vrai ou faux puisque il y a pas d’échelle
de valeurs.

1.2 Opérateurs logiques

Ils permettent de construire de nouvelles propositions a partir de propositions
données. On distingue les opérateurs unaires, qui utilisent une seule proposition, des
opérateurs binaires qui en utilisent deux. Nous allons les définir par leur table de
vérité, c’est-a-dire un tableau ou sont regroupés toutes les valeurs que la formule
peut prendre.

1.2.1 L’opérateur unaire NON

Il est noté —. Sa table de vérité est :

—p
f

v

- < |T

Attention : le NON représente une négation totale. Il ne faut pas confondre la négation
et le contraire. Par exemple, le contraire de Il pleut serait Il fait beau. Mais sa négation
est Il ne pleut pas. Dans la rédaction d’une négation, il ne faut aucune place pour



les compromis. Les propositions telles que Cet acte est moral ne peut avoir pour
négation Cet acte est immoral puisqu’il existe beaucoup d’actes qui ne sont ni moraux

ni immoraux.

1.2.2 Opérateurs binaires

— ET, noté & (ou A). Sa table de vérité est :

Pla|PAg
A% A% Vv
v |f f
flv f
f|f f

Autrement dit pAq est vraie si et seulement si les deux propositions sont vraies.

— OU, noté V. Sa table de vérité est :

Pla|pVyg
A% A% A%
v |f v
flv v
f|f f

Autrement dit p V g est vraie si et seulement si une ou les deux propositions

sont vraies.

— L’implication, noté —. Sa table de vérité est :

P|q|P—4qg
v|v v
v | T f
f|v v
f|f v

Dans la logique de tous les jours, les deux derniéres lignes peuvent sembler sur-
prenantes mais elles restent vraisemblables. En effet, on ne peut pas dire que la
phrase "Si les chiens volent,alors le ciel est mauve” est fausse car les chiens ne
volent pas. Donc par convention, on pose que si p est fausse alors p — ¢ est vraie.

— L’équivalence, noté <. Sa table de vérité est :

P|q|P<—=gq
V|V v
v | T f
f|v f
f|f v

p < q est vraie si et seulement si p et ¢ sont toutes les deux vraies ou toutes

les deux fausses.



1.3 Formule logique

Le probléme posé consiste & évaluer des écritures complexes et étudier leurs va-
leurs. Pour ce faire, il suffit d’appliquer les trois régles suivantes :

1. Toute lettre est une formule
2. Si ¢ est une formule alors ¢ est une formule

3. Si ¢ et ¢ sont des formules alors (¢ A ¥), (¢ V), (¢ — V) et (¢ < 1) sont
des formules.

1.3.1 Premier exemple

Etudions la formule ¢ : ((pAgq) — s)V (s < 1))

Ligne 1 : p,q,s et t sont des formules d’aprés la régle 1

Ligne 2 : (p A q) est une formule d’aprés la ligne 1 et la régle 3

Ligne 3 : ((p A\ ¢)— s) est une formule d’aprés les lignes 1 et 2 et la régle 3
Ligne 4 : (s < t) est une formule d’aprés la ligne 1 et la régle 3

Ligne 5 : (—(s < t) est une formule d’aprés la ligne 4 et la régle 2

Ligne 6 : ¢ est une formule d’aprés les lignes 3 et 5 et la régle 3

1.3.2 Deuxiéme exemple

Etudions : ¢ :(((—mp A q) < (r — s)) V s)

Ligne 1 : p,q,r,s sont des formules d’apres la régle 1

Ligne 2 : —p est une formule d’apreés la régle 2 et la ligne 1

Ligne 8 : (=p A q) est une formule d’aprés les lignes 1 et 2 et la régle 3
Ligne 4 : (r — s) est une formule d’apreés la ligne 1 et la régle 3

Ligne 5 : ((-pAq) <> (r — s)) est une formule d’apreés les lignes 3 et 4 et la régle
3

Ligne 6 : 1 est une formule d’aprés les lignes 1 et 5 et la régle 3

1.3.3 Utilisation des parenthéses

Afin de permettre une bonne compréhension, il est nécessaire d’avoir un usage
strict des parenthéses. Chaque formule simple doit étre séparée du reste de la formule
globale par des parenthéses. Cependant, on verra que dans certains cas, pour alléger
I’écriture, on pourra les supprimer sans risque de confusion.

Exemples : A priori ((pV¢q)Vr)et (pV(gVr)) sont deux formules différentes. En
réalité on peut montrer (voir chapitre 2) que ces deux formules ont la méme table de
vérité. Donc on peut I'écrire sans équivoque pV q V r.

De la méme fagon, les écritures ((p Ag) Ar), (pA(gAT)), pAgAr ont le méme sens.
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1.4 Table de vérité

Comme il a été dit précédemment, la table de vérité est un tableau dans lequel
on étudie toutes les valeurs possibles de la formule en fonction des valeurs des pro-
positions élémentaires qui la constituent.

Afin d’étudier toutes les combinaisons possibles, il faut 2" lignes avec n le nombre de
propositions élémentaires puisque chaque proposition élémentaire peut prendre deux
valeurs distinctes.

De plus, afin de permettre une étude claire, il est souvent utile de mettre une colonne
par proposition élémentaire et une pour chaque sous-formule (c’est-a-dire a chaque
fois que 'on introduit un opérateur logique).

La taille d’une table de vérité devient ainsi trés rapidement conséquente et on essaye
souvent de ne prendre en compte que certains cas intéressants.

1.4.1 Premier exemple :

sip:T > 10°C et g : T > 20°C on voit qu’on ne peut avoir p fausse si q est
vraie : I’é¢tude de ces cas devient donc inutile.
1.4.2 Deuxiéme exemple :

v: ((pANq) — s)V (s« t). Satable de vérité est :

~

— S| S

)
~—

(p A

L

R R Fh R R R R R S S g g 4 4 4 4T
e N N SRR SR S S i e N T =T IRl Yo
e I L R e e e e e R s e e T e e R
e s N N T T s T s T N M I - = T=N =

e N T e s T T T s N T e T s N T = B2

< < 4 4 4 2 4 4 4 < 4 < hhd <
I T R e T T R R N I
< < 4 4 4 < < <4 < << < 4 hd <6



1.5 Types de formules

On appelle formule tautologique, ou tautologie, les formules qui ne prennent
que la valeur vraie indépendemment de la valeur des propositions élémentaires.

Exemple : p — p, pV —p, p < p.

On appelle formule antilogique, ou antilogie, les formules qui ne peuvent prendre
que la valeur fausse.

Exemple : p A —p, p < —p.
Proposition 1 La négation d’une tautologie est une antilogie et réciproquement.

On appelle formule contigente une formule qui peut prendre la valeur vraie ou
fausse

Exemple : pV g, pAqg, p—q.

1.6 Interprétation des formules comme fonction sur un
produit cartésien de la paire {0;1}

Chaque proposition élémentaire peut prendre de deux valeurs de vérité. Si a vrai
on fait correspondre la valeur 1 et a faux la valeur 0, on peut exprimer les différentes
formules logiques comme des fonctions de {0, 1}" dans {0,1} avec n le nombre de pro-
positions élémentaires (en particulier, les opérateurs unaires seront des fonctions
de {0,1} dans {0,1} et les opérateurs binaires des fonctions de {0, 1}* dans {0,1}).

1.6.1 Le NON

N {0,1} — {0,1}

T — 1l—x
vérification :
NO=1-0=1
N(1)=1-1=0
1.6.2 Le ET
L. 012 =~ (01

(a,b) — a-bou inf(a,b)
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vérification :

1.6.3 Le OU

_{0,1}2 - {0,1}
O: (a,b) — sup(a,b)

vérification :

1.6.4 L’implication

7 {0,1}* — {0,1}
" (a,b) — sup(a,(1—0))

vérification :

1.6.5 L’équivalence

0, 1}2 — {O, 1}

A
PO ) — supla-b, (1 - a)(1 - b))

vérification :



1.7 Suffisance du NON et du ET

On peut exprimer les autres opérateurs en fonction des opérateurs — et A :

1.7.1 Le OU

I peut s’exprimer comme : —(—=p A —q). Sa table de vérité est :

Pla|—p|~q|-pA—g|(-pA—g) | pVg
viv| f f f v v
vIif| f v f v v
flv] v f f v v
flf] v v v f f

1.7.2 L’implication

Elle peut s’exprimer comme : =(p A =¢q). Sa table de vérité est :

pla|p|pA-q|~(pA—q) | p—yq
viv| f f v v
v|f] v v f f
f{v] I f v v
N f v v

1.7.3 L’équivalence

Elle peut s’exprimer comme : (p A q¢) V (=p A —q). Sa table de vérité est :

Pla|pAg|—p|~q| pA=g| (PAQV(-PAg) | peg
V|V v f f f v v
v |f f f v f f f
f|v f f f f f f
f|f f v v v v v

et comme on a déja démontré que le OU pouvait s’exprimer en fonction du NON
et du ET, on a I’équivalence qui s’exprime en fonction des seuls NON et ET.

1.7.4 La barre de Scheffer
Il existe un autre opérateur, appelé barre de Scheffer, tel que plg = —(p A ¢q).
Proposition 2 On peut exprimer tous les opérateurs avec la seule barre de Scheffer.
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Preuve. :

—p a la méme table de vérité que —(p A p) qui a la méme table de vérité que p|p.
pAq alaméme table de vérité que = (pAq) qui a la méme table de vérité que —(p|q)
qui a la méme table de vérité (p|q)|(plq).

Comme on a vu que V, — et < s’exprimaient en fonction de — et A, la preuve est
faite. g

Application :

On peut se demander & quoi peut servir d’avoir tant d’opérateurs et de compliquer les
écritures pour transformer une formule de fagon a n’en utiliser qu'un. En fait, dans
le cadre de 1’électronique, on utilise la porte logique NON/ET (équivalent a la barre
de Scheffer) pour arriver au méme résultat car méme si tous les opérateurs, et donc
toutes les portes logiques, existent, il est avantageux d’utiliser un seul type de porte
permettant de réduire les cotts de fabrication. En effet, il reviendrait plus cher de
créer deux portes NON, deux portes OU et une porte ET que dix portes NON/ET.
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2. Déduction - Papproche sémantique

2.1 Définition des déductions

Soit 1, @Yo, ..., p, et © des formules. On dit que ¢ est déduite de ¢, ..., ¢, et
on note (1, ..., ©,) E ¢ si chaque fois que ¢1, ... et ¢, sont vraies ensemble alors
© aussi est vraie.

On appelle les (¢;) pour 1 < i < n les hypothéses et ¢ la conclusion.
Cette approche est dite sémantique car on s’attache au sens des formules. On doit
interpréter (traduire) les formules en passant en revue toutes ces possibilités.

2.2 La technique des tables de vérité

2.2.1 Explication
On dresse une table de vérité avec chaque proposition élémentaire et chaque hy-

pothése. Ensuite on vérifie qu’a chaque fois que toutes les hypothéses sont vraies, la
conclusion est aussi vraie.

2.2.2 Exemple 1 : Modus ponens

(p,p—aq) Eq

On le vérifie avec la table de vérité suivante :

plq|p—ql 4
v
v f| S
flwv v v
FAf v | f

2.2.3 Exemple 2 : Syllogisme disjonctif

(pVa ) Eq



On le vérifie avec la table de vérité suivante :

pla|pVg|p|q
v|v v f v
v | T v f f
fyv] [v] |[v]|[Y]
f|f f v f

2.2.4 Exemple 3 : Transitivité de ’implication

P—aqgq—r)FEp—r
On le vérifie avec la table de vérité suivante :

piq|r|\p—q|q—7r|p—rT
vi|v]v
viv|f v f f
v f|v f v v
v f|f f v f
flv|v
flv| 1 v f v
flflv
flf|f

2.2.5 Exemple 4 : un exemple de déduction non valide

Nous allons montrer que (p — ¢, q) = p est faux

Pl qQ |P—¢q b
A% A% A% A%
v| f f v
f
f| f v f

Sur la ligne 3, les deux hypothéses sont vraies mais pas la conclusion donc la déduction
est fausse.

Remarque 2.2.1 — Si ¢ est une tautologie, alors la déduction (p1...0,) E @
est toujours vraie. On indique que ¢ est une tautologie en notant "= .

— Siona(pr,...,0n) E @ et (p; ) Vi€ [l;n] alors (Y1, ..., 0,) = .
Proposition 3 Si (¢1,...,¢0,) = ¢ et pour tout 1 < i < n,(¢¥; — ;) alors

(¢17"'7¢n) ):SO

Preuve. :
(Y1, ...,%,) E ¢ veut dire qui si toutes les 1; sont vraies alors ¢ est vraie. Or,
si toutes les v; sont vraies, comme ; — ;, toutes les ; sont vraies. Comme la
déduction (@1,...,¢,) [E ¢ est vraie, ¢ est forcément vraie. g
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2.3 La technique des arbres de réfutation

2.3.1 Explication de la technique

Afin d’étudier la validité d’'une déduction grace a sa table de vérité, nous avons
besoin d’une colonne pour chacune des propositions élémentaires et sous-formules qui
composent les hypothéses et la conclusion ainsi que pour chacune des hypothéses et
pour la conclusion, le tout sur (2 puissance le nombre de propositions élémentaires)
lignes. On voit donc que les tables de vérités nécessaires pour valider une déduction
peuvent rapidement atteindre des tailles les rendant difficilement manipulables...

Le but des arbres de réfutation est de proposer une autre méthode pour affirmer
ou infirmer une déduction mais avec une présentation plus concise et donc plus lisible
et plus facile & appréhender.

(o1, -+ ©n) F @ signifie que les formules ¢4, ..., v, et 7@ ne peuvent jamais étre
vraies en méme temps.

La méthode des arbres de réfutation consiste a vérifier une déduction (¢1, ..., ¢,)
¢ en montrant 'inexistance de cas ol ¢y, ..., ¢, et = sont vraies en méme temps.

2.3.2 Construction des arbres de réfutation

Sur la premiére ligne on écrit la premiére hypothése. Sur la seconde ligne, la se-
conde. Ainsi de suite jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’hypothése. Sur la ligne suivante,
la négation de la conclusion. Sur les lignes suivantes on reprend chaque hypothése
ainsi que la conclusion et on les exprime en fonction des seuls opérateurs : ET, OU
et —. Sur les lignes suivantes on essaie de décomposer les formules ainsi obtenues
en propositions élémentaires. Afin de les décomposer il est important de noter que
dans un arbre de réfutation les différentes branches correspondent a des cas diffé-
rents. Du point de vue logique les branches d’un arbre sont reliées par I'opérateur
OU. En revanche les lignes d’'une méme branche représentent différentes conditions
du méme cas. C’est pourquoi le ET se transforme en deux lignes et le OU en deux
branches. Les autres opérateurs binaires s’expriment en fonction du OU, du ET et du
— grace aux transformations suivantes qui seront démontrées ultérieurement : p — ¢
se transforme en —pV ¢, p <> ¢ se transforme en (pAq)V (=pA—q). De plus, la double
négation s’annule. Pour chaque ligne réécrite, on la coche pour montrer qu’elle a été
déja utilisée et donc traduite en propositions éléméntaires.

Construir un arbre de réfutation pour (g1, ..., ¢,) = ¢ revient a écrire la formule
01 A wa... N, A sous la forme ci-dessous. Appelons py, ..., ps les propositions
élémentaires qui interviennent dans ¢q,..., @, et @.
branche 1 branche 2 branche k
(@pi AN@piy ... AN@pi )V (Opg NOpig ... ANOpiz ) V...V (@pi A Opig ... A @p,»ggk)
ou @ correspond soit & un blanc soit & Popérateur — et it € {1,2,...,s}.

La déduction est valide lorsque dans chacune des branches on met en évidence la
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présence de p A —p avec p € {p1,...,ps} (qui donne une contradiction).

2.3.3 Exemple 1

(pAg) E—p
On le vérifie avec I’arbre de réfutation suivant :

1 +pAg

2 4+ -—p

3 P

4 q

i) —p

6 X|[3,5]

Les lignes 3 et 4 sont la traduction de la ligne 1. La ligne 2 est une triple négation,
elle se transforme en une simple négation. La ligne 6 montre que les conditions de la
ligne 3 et 5 ne peuvent étre vérifiées en méme temps.

2.3.4 Exemple 2

(pVaq,—p) Eq
On le vérifie avec 'arbre de réfutation suivant :
1 +pVyq
2 -p
3 —q
/ N\
4 [ q
X [2,4] X [3,4]

La ligne 1 se transforme en branche pour donner la ligne 4.
Cet arbre de réfutation pour (p V ¢, —p) | ¢ revient a 1’écrire sous la forme : (—p A

=g Ap)V (=pA-gAq).

2.3.5 Exemple 3

(rVa,p) E—q
On le vérifie avec 'arbre de réfutation suivant :
1 +pVyg
2 p
3 + g
4 q
/ N\
5 p q

16



La ligne 3 est une double négation, elle s’écrit donc comme une affirmation.

On remarque que les lignes 2 et 5 ainsi que les lignes 4 et 5 sont identiques donc il
n’y a pas de contradiction d’ou la déduction n’est pas valable.

Cet arbre de réfutation pour (pV ¢, p) = —q revient a 1’écrire sous la forme : (p A g A

p)V(PAGAQ).

Remarque 2.3.1 La déduction serait vraie si on remplacait le OU par un OU ez-
clusif,noté V.. Sa table de vérité est :

Pl q|pVeq
v v f
v| f v
flv v
Ll f
(p Ve q) est équivalent & =(p < q) ou (pV q) AN—(pAq).

2.3.6 Exemple 4

(p < q,7p) F ~q

On le vérifie avec 'arbre de réfutation suivant :

1 +peq
2 -
3 —+ g
4 +(@Aq)V(=pA—q)
5 q
/ N\
6 +pAgq —p A g
7 [ -q
8 q —p
X[7,2] X [7,5]

La ligne 1 se transforme en ligne 4 c¢’est-a-dire que ’équivalence s’exprime en fonction
de ET, OU et —.

Ainsi la ligne 4 se transforme en deux branches qui donne la ligne 6, ce qui supprime
le OU.

La ligne 6 se transforme en lignes 7 et 8, ce qui supprime le ET.

Cet arbre de réfutation pour (p < ¢,—p) | —q revient a l'écrire sous la forme :

(=pAgADP)V (m7p Ag A —p).

2.3.7 Exemple 5

(p——q) F=(pNa)
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On le vérifie avec 'arbre de réfutation suivant :

1 +p— q
2 +=(pAg)
3 +pAgq
4 p
5 q
6 + —pV g
e N\
T p —q
X [4,7] X [5,7]

Cet arbre de réfutation pour (p — —q) = =(pAq) revient a I'écrire sous la forme :
(PAgA=P)V(pAgN—q).

2.3.8 Exemple 6 :

(pe=q)(ger)E@er)

On le vérifie avec I'arbre de réfutation suivant :
1+ peyg
24+ qger
3+ ~(per)
4+ (pAq)V (=pA—q)

/ N\
5+ pAg + —p A —q
6p -p
7q -q
8 + (qAT)V (=gA-T) + (gAT)V (=g A1)
/ N\ / \
94+ gAr -g N\ —r + g A-r gAT
10 ¢ q q
117r -r -r 7({
12 4+ =((pAr) vV (mpA-r))  X[10,7] FoAPAT)VEPATT)) g g
13 + =(pAr)A=(—pA-r) + a(pAr)A=(—pA-r) ’
14 + =(pAr) +-(pAr)
16 -pV —r pVr
7N\ VN
17 —=p -7 D T
X1[6,17] X [11,17] X[6,17] X [11,17]

Cet arbre de réfutation pour (p — —¢q) = =(pAq) revient a I'écrire sous la forme :
(PAGAT A=)V (PAGAT A=)V (PAGA—=gNA=T)V(—pA=gAgAT)V(=p A =g A—r A
p)V(mp A =g A =1 AT).
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3. Calcul des équivalences

3.1 Explication

Si ¢ et Y sont deux formules, on a déja vu une méthode pour voir si elles sont
équivalentes. En effet, la relation < est une relation d’équivalence sur les formules
formées a partir d’'un pré-ensemble de propositions élémentaires. Elle est symétrique,
réflexive et transitive.

Rappel : ¢ <> 1) si et seulement si ¢ et ¢ ont la méme table de vérité.

Grace a cette relation, on peut donc définir des classes d’équivalence pour les for-
mules. Il y a autant de classes d’équivalence que de tables de vérité possibles. Si on
note n le nombre de propositions élémentaires, on aura (22)" classes d’équivalence.
En particulier, si on considére les formules construites a partir de deux propositions
élémentaires,on obtient seize classes d’équivalence : on notera les classes d’équivalence
par la derniére colonne de leur table de vérité (car c’est la seule qui différe) en prenant
pour les deux premiéres colonnes :

—. . < <1"U
— < '—h<‘@

est la classe d’équivalence de T, les tautologie.

S e S

est la classe d’équivalence de p V gq.

~ e e



10.

SER S S -~ = c e N S S S S < < S < <

[SER S

est la classe d’équivalence de ¢ — p.

est la classe d’équivalence de p — q.

est la classe d’équivalence de p|q.

est la classe d’équivalence de p.

est la classe d’équivalence de q.

est la classe d’équivalence de p V. q.

est la classe d’équivalence de p « q.

est la classe d’équivalence de —gq.
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f
11. i est la classe d’équivalence de —p.
v
v
12. ; est la classe d’équivalence de p A q.
f
f
13. ; est la classe d’équivalence de —(p — q).
f
f
14. ij est la classe d’équivalence de —(q¢ — p).
f
f
15. ; est la classe d’équivalence de —(p V q).
v
f
16. ; est la classe d’équivalence de L.
f

3.2 Les régles de calcul

Toujours dans la méme optique d’éviter de manipuler des tables de vérité trop
importantes, nous allons voir une méthode calculatoire pour simplifier les formules.
Nous devons commencer par nous donner des régles de calcul dont nous vérifions le
bien-fondé grace a leur table de vérité.

3.2.1 La régle de commutativité

(p V) & (V)
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Sa table de vérité est :

Sa table de vérité est :

Sa table de vérité est :

g o <
o a4
oo odl<

o< <46

(P AY) = (DA )

o< <0
o s <
o s | >
o g >

(p =) & (Y )

N BRI S AN
IR LSS
<H1H1<I
<'—h'—h<1

3.2.2 La reégle d’associativité

Sa table de vérité est
4

((pVe) Vo) < (pV (V)

<

s
<

<
S

)VO |y

eV (

<
>

~—

e e e T R =

[ N e e R

Sa table de vérité est :

I e R B T B S

FhHh < < <4 4 <4 2| K
R T T N P

Rd < 9 9 <4 < <

(P AP)NO) = (o A(pN0)
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eV ][O oAy | (PAY)AO | VAD | oA (DAD)
vi|iv]|v v v v v
v iv|f v f f f
vi|f{|v f f f f
vi|f|f f f f f
f|v]v f f v f
flv|f f f f f
flflv f f f f
f|f|f f f f f
3.2.3 La régle de négation
(mmp) < (v)
Sa table de vérité est :
|| ey
v f v v
fl| v f f
(A —p) = L
Sa table de vérité est :
el plen—p|L
v | f f f
f| v f f
(pV—p) =T
Sa table de vérité est :
ol |eV-p|T
v f v v
f| v v v
3.2.4 La régle de simplification
(A p) = (v)
Sa table de vérité est :
elelene
v|v v
f|f f
(V)=
Sa table de vérité est :
pleleve
V| v v
f|f f




Sa table de vérité est :

3.2.5 Les régles de De Morgan

(P V) & —p A=t

Sa table de vérité est :

e Y eVY | 2(eVY) | A | —p |
vV v f f f f
v | T v f f f v
f|v v f f v f
f|f f v v v v
(P AY) & =V -y
t
LY eAY | 2(AY) | 2V ) | o |
vV v f f f f
v | T f v v f v
f|v f v v v f
f|f f v v v v

3.2.6 Les régles de distributivité

(A VE) = ((pAY)V(pAD))

Sa table de vérité est :

e |0V | oN@VO) | (AP V(eAY) | oND | oAD
viv|v v v v v v
viv|f v v v v f
vi|if|v v v v f v
vi|if|f f f f f f
flv]v v f f f f
flv|f v f f f f
f1f|v v f f f f
f|f]f f f f f f
(VW AE) < ((pV)A(p V)
Sa table de vérité est :
e Y 0| YNO | oV (PAD) | (pVYP)A(pVE) | oV | pVE
viv|v v v v v v
viv|f f v v v v
v v f v v v v
vi| |1 f % v v v
flv]v v v v v v
flv]|f f f f % f
f|f]v f f f f \
f|f]f f f f f f
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3.2.7 Les régles évidentes

(pAT) <
Sa table de vérité est :

gp‘T‘(p/\T

v | v v

f|v f

(pVT) =T
Sa table de vérité est :

gp‘T‘go\/T

v | v '

f|v v

(pAL)— L
Sa table de vérité est :

gp‘J_‘go/\J_

v | { f

f|f f

(pVl1) =g
Sa table de vérité est :

gp‘J_‘go\/J_

v | { v

f|f f

3.2.8 L’implication

(p =) = —p Ve

On avait déja montré que (p — 1) est équivalent & =(p A —¢)). En utilisant la
régle de De Morgan, on obtient que cette formule est équivalente & =V (——)). Enfin,
en utisiant les régles de la négation, on obtient que cette formule est équivalente a

V.

3.2.9 La régle de transposition

(0 =) = (¢ = ~p)

Sa table de vérité est :
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plY || W o=t | Y-
vi|iv]| f f v v
v|f| f v f f
fv] v f v v
f1f] v % v v

3.2.10 La régle d’exploitation

(b AD) = 0) = (p— (¥ —0))

Sa table de vérité est :

e Y |0 (pAY) =0 o= —0) | ¢p—0
vI]iv]v v v v
v| v |f f f f
v|f|v v v %
v|f|f v % v
flv]|v v v v
flv|f v ' f
f 1 f]v v v v
f1f|f v v v

Toues ces lois ne sont pas indépendantes. Par exemple la deuxiéme loi de De
Morgan peut étre déduite de le premiére.

3.2.11 Application

Soit ¢ la formule (pVq)V (r — g). On cherche la formule équivalente la plus simple
possible qui ne fasse intervenir que le — et le A. On a les équivalences suivantes :

1.

(pVaq)V(r—q

2. (pVa)V(-rVy)
3. pVqgV-1rVyg
4. pV-rVvagVyg
5.
6
7

pV —rVyag

- pV (2(rA—g))

~(=p A (rA=q))

La ligne 1 équivaut a la ligne 2 car on utisile ’équivalence établie dans le premier
chapitre : (p — q) < (—p V q).
La ligne 2 équivaut a la ligne 3 car on utilise I’associativité.
La ligne 3 équivaut a la ligne 4 car on utilise la commutativité.
La ligne 4 équivaut a la ligne 5 car on utilise une régle de simplification.
La ligne 5 équivaut a la ligne 6 car on utilise la régle de De Morgan.
La ligne 6 équivaut a la ligne 7 car a nouveau, on utilise la régle de De Morgan.
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4. Déduction - I’approche syntaxique

On étudie comment obtenir des déductions a partir d’un nombre fini d’hypothéses
données en appliquant & ces hypothéses un nombre fini de régles de déductions.
On peut prouver la validité de ces régles par la méthode des arbres de réfutation.
Nous allons d’ailleurs le faire pour la premiére régle :

4.1 Les régles principales
4.1.1 Modus pones : I’élimination conditionnelle, notée ” — E”
A partir des hypothéses ¢ et ¢ — 1 on peut déduire .

On le vérifie avec 'arbre de réfutation suivant :

H, ¥
Hy + o=
Hj -
Ly —p VY
/ \
Ly —p (0
X [Hy, Ls) X [Hj, L]

Exemple : (—p — (¢ — 1),—p,q) .
Hi: —p—(qg—r)

H, —p
Hs q
L4Z q—T Hl,HQ,—>E
L5Z r H37L47—>E

4.1.2 Elimination d’une négation, notée "—FE”

Dans n’importe quelle formule, on peut substituer =—¢ par ¢ et réciproquement.

Exemple : (—p — =g, 7 ——p) E ¢



Hl . —|p—>—|—|q

H2 : _'ﬁ_\p

L3 : -p — q H,-F
L4 : -p HQ,_'E
L5 . q L3,L47_|E

4.1.3 Introduction d’une conjonction, notée ” A [”

Quand on a a la fois ¢ et 1, on peut déduire (¢ A 1).

4.1.4 Elimination d’une conjonction, notée ” A E”

Si on a la formule (¢ A ¢) on peut en déduire indépendament chacun des deux
facteurs.

Exemple : (pAq) EqAp
Hy: pAg
LQI P Hl,/\E

L3 : q Hl,/\E
L4 : Q/\p LQ,Lg,/\I

4.1.5 Introduction d’une disjonction, notée VI

Quand on a la formule ¢, on peut en déduire pour tout ¥ la formule (¢ V ¥).

Exemple : (p) = (pVg)A(pVr)

Hl : P
Ly : pVq Hy,VvI
Ls: pVvVr H,vI

Ly: (pvVagAN(pVr) Lo L3, NI

4.1.6 Elimination d’une disjonction, notée VE

Des formules ¢ V1, ¢ — 0, ¥ — 6 on peut en déduire 6.

Exemple : (pV g AN (pVT)),p—8q¢—sp—t,r—t)E=sAt
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Hy: (pvgANpVr

H, : p—S

Hs; q— s

H,: p—t

Hs : r—t

Lg : pVyq H NE

Lo : pVr H{ NE

Lg : S L¢, Hy, H3, VE
LgZ t L7,H4,H5,\/E
Lloi SNt Lg,Lg,/\]

4.1.7 Introduction d’une équivalence, notée « [

Des formules ¢ — 1) et ¢ — ¢, on peut déduire ¢ < 1.
4.1.8 Elimination d’une équivalence, notée — F

De la formule ¢ < 1, on peut indépendament ¢ — 1 ou ¢ — .

Exemple : (p < (¢V7),7) Fp

Hy: pe(qVr)

HQZ r

Ly : qVvr Hy, vI
Ly: (gvr)—p Hy,<F
L5Z P L3,L4,—>E

Les régles hypothétiques :
Les deux derniéres principales ne sont pas directes. Il est nécessaire de faire une
hypotheése supplémentaire afin de prouver la déduction.

4.1.9 Introduction conditionnelle, notée — I

Si on veut prouver que ¢ — 1, on fait I’hypothése que 'on a ¢ et on montre
qu’avec cette hypothése supplémentaire, on peut déduire .

Exemple 1: (p —q,q—71)Ep—r

Hy: p—gq
Hy: q—r
Ls:|p
L4Z q Hl,—>E
Ly:|r Hy,— FE
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L6: q—rT L37L47L57_>E

Ici, la barre verticale sert a montrer qu’on utilise un raisonnement hypothétique.

Exemple 2 : (p) E (p —q) — ¢

Hy: p
Ly:|p—gq
Lj: q Hy,Ly,— E

Li: (p—q) —q Ly L3, — 1

4.1.10 Introduction d’une négation, notée —/

En utilisant le résonnement par 'absurde, on veut trouver —p, donc on suppose
© et on montre que l'on obtient une contradiction du type p A =p ou p — —p.

Exemple : (p — ¢,~q) F —p

Hy: p—yq
Hs : —q
L : p
L4: q H17L37_>E

Ls:| gN—q Hj, Ly
L6 . -p L3 a L5,_|[

A la ligne 5, on obtient une antilogie, donc 'hypothése supplémentaire est fausse.

4.2 Les régles dérivées

4.2.1 Modus tollens (MT)
De la formule (p — ¢) on peut déduire que (—g — —p).

Preuve. :

Hi: p—gq

30



Ls: p

Ly : q Hy,— FE

Ls: g A\ —q antilogie
L6 TP L3 a L57 =1

LGZ g — 7P LQ&LG,%[

4.2.2 Syllogisme hypothése (SH)

Des formules p — ¢q et ¢ — r on déduit p — 7.
Cette régle a été prouvée dans 'exemple 1 pour la régle de I'introduction condition-
nelle.

4.2.3 Absorption (ABS)

P—q9 Fp—(pAq)
Hy: p—yq

Ly : b

Ls : q H,—F

Ly:|pANq L L3

Ly: p—(Nq) LyalLy—1

4.2.4 Dilemne constructif (DC)

(pVagp—r,qg—s) ETrVs

Hy: pVq

Hy: p—r

Hy: g—s
Ly : p

L5 : r HQ,L4,—> FE
L6 tlrvs L5,\/I

L;: p—(rvs) LyaLs—1I

Lg : S H3,L8,—> E
L10 tlrvs Lg,\/]

Lll: q—>(’l“\/8) LgaLlo,H[
L12 : rVs H17L7,L11,\/E
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4.2.5 Contradiction (CON)

Si les hypothéses ne peuvent jamais étre toutes vraies en méme temps, n’importe
quelle déduction est valide.

Exemple : (p, —p) |= ¢

Hi: p
Hy: —p

L3 : -q
Ly: | pN\—p antilogie Hy, Hy, NI

Ls: —=q L3, Ly, —1
LG . q L5,_\E

4.3 Théoréme
Définition 4.3.1 :

On appelle théoréeme une formule qui n’a pas besoin d’aucune hypothése pour étre

vrate. Du point de vue sémantique, les théoréemes sont simplement des tautologies.
Un théoréme est noté précédé de =.

Exemple : = pV —p

Ly : ‘ =(pV —p)

L2 : —-p

L3 : pVp LQ, VI
Ly:| | =(pV(=p))A(pV —=p) Li, L3 NI
L5 : p L2 a L47 _'I
Lg : pV —p Ls, VI

Ly | (pvV-p)AN(=(pV—p) Li,Le NI

Lg . _|_|(p V _|p> L1 a L77 -1
Ly : pV —p Lg,~FE

Remarque 4.3.2 :
On note l’'abscence d’hypotheése.
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4.4 Equivalences

Avec cette nouvelle approche, on a un nouveau moyen de prouver des équiva-
lences : étblir grace aux régles déja démontrées que 1’équivalence souhaitée est un
théoréme. On peut ainsi retrouver toutes les équivalences prouvées précédemment.

Exemple : = (p — q) < =(p A —q)

Ly : ‘ P —q
Lo : pA g
L3Z P LQ,/\E
Ly : q L,,— FE
Ls : N N
L6Z Q/\_|q L4,L5,/\[

Ly : | =(pA—q) Lya Lg,—I

Ly: (p—q)—-(pAN—-q) LialL;,—1
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