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1. INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

§1. La structure de groupe.
1.1. Lois internes.

1.2. Associativité, commutativité. Exemple de loi non associative, non com-
mutative.

1.3. A quoi sert Uassociativité ? la commutativité ?

Théoréme 1.1. Lorsque la loi x sur E est associative, on peut écrire les
produits sans qu’il soit nécessaire de placer les parenthéses (autrement dit
le résultat ne dépend pas de la maniére dont sont placées les parenthéses).
En particulier, pour a € E et n € N*, on peut définir

a" =gef Q¥ Q¥ %xq
n fois
et on a les relations
{a” xa™ = a"™  (n,m € N¥)
(a™)™ = o™ (n,m € N¥)
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Enfin, si, en plus d’étre associative, la loi x est aussi commutative on peut
permuter les éléments de ay*ag*- - -xa, de maniére arbitraire sans modifier
le résultat.

1.4. Elément neutre pour une loi interne. Soit * une loi interne sur un
ensemble (non vide) E. On dit qu'un élément e € E est élément neutre
(pour *) si

Vae E axe=exa=aq.

Par exemple 0 est élément neutre de I'addition dans N.
Théoréme 1.2. Une loi interne admet au plus un élément neutre.

1.5. Définition d’un groupe. Un ensemble G muni d’une loi interne * est
appelé groupe si
(i) La loi * est associative et admet un ¢élément neutre, noté e — ou,
s’il faut préciser, eq.
(ii) Pour tout g € G, il existe un élément y € G, appelé élément
symétrique de g tel que
g*y=y*xg=e.

On parle alors du groupe (G,*) ou — lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur
la loi * — simplement du groupe G. Lorsque la loi * est commutative on
dit que (G,*) est un groupe commutatif ou encore un groupe abélien.
Lorsque G contient un nombre infini d’éléments, on dit que G est infini.

Dans le cas contraire, on dit que G est fini. Le cardinal (c’est-a-dire le

nombre d’éléments) d'un groupe G, appelé ordre, est noté card(G) ou
o(G) ou |G].

1.6. L’élément symétrique.

Théoréme 1.3. Dans un groupe tout élément admet toujours un unique
élément symétrique.

L’unique élément symétrique de g est noté g=!. On a

(i) e7! = e. L’¢lément neutre est son propre symétrique.
(i) (97" =g
(iii) (g* ¢ )~ = ¢! x g7!. Le symétrique d'un produit est le produit

inverse des symétriques.

(iv) Plus généralement (g * go % --- % g,) P =g % gty * ... g7 "

En particulier on a (¢")™' = (¢7')" (n € N*). On note alors

97" =aer (")
ce qui permet de définir ¢"™ pour m € Z en convenant ¢° = e. Dans ces
conditions on a les relations.

(gm>m’ _ gmm’ ot gm >kgm/ _ ngrm’

(m,m' € Z).
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1.7. Sept exemples de groupes.

a) (U,.). C’est I’ensemble des nombres complexes de module 1 muni de
la multiplication des nombres complezes. L’élément neutre est 1. C’est un
groupe abélien infini.

b) (Z,+). L’ensemble des entiers relatifs muni de ["addition (habituelle).
L’élément neutre est 0, le symétrique d’un élément est son opposé. C’est
un groupe abélien infini.

¢) (U,,.) ou n € N*. L’ensemble des racines n-iéme de l'unité (dans C).
L’élément neutre est 1. C’est un groupe abélien fini. Il contient n éléments.

d) (GL,(K),.). L’ensemble des matrices inversibles a n lignes et n co-
lonnes a coefficients dans K = C,R ou Q, muni de la multiplication des
matrices. L’élément neutre est la matrice identité. L’élément symétrique
est la matrice inverse. C’est un groupe non abélien (dés que n > 1) infini.

e) (S(2),0). ©Q est un ensemble quelconque non vide et S(2) est 'en-
semble des bijections de 2 sur 2 muni de la composition des fonctions.
L’¢lément neutre est 'application identité, le symétrique est la bijection
réciproque. C’est un groupe infini lorsque €2 est infini et il a pour cardinal
n! lorsque 2 est formé de n éléments. Il est non abélien dés que card(§2) > 2.
Ce groupe est étudié en détail par la suite.

f) (Is(P),0). L’ensemble des isométries affines du plan euclidien P muni
de la composition des fonctions. C’est un groupe infini non abélien conte-
nant en particulier les translations, les rotations, les réflexions (symétries
orthogonales).

g) Produit de 2 groupes Soient (Gy,%;) et (Ga,%2) deux groupes. On
définit une loi x3 sur (G x G2) par la relation suivante :

(91,92) *3 (glpgé) = (91 *1 9/1792 *9 gé)

Alors (G x Gla,%3) est un groupe, appelé le produit (ou produit direct)
de (Gy1,#1) par (Ga,%3). Lorsque (Gy,%1) = (Ga,%2) on parle du groupe G?
et on garde pour la loi de G? la méme notation que pour la loi de G. On
peut plus généralement former le produit de n groupes et lorsque tous les
groupes coincident on obtient G".

1.8. Notation additive, notation multiplicative.
§2. Sous-Groupes.

2.1. Définition et notations. Soient (G,*) un groupe et H un sous-ensemble
non vide de G. On dit que H est un sous-groupe de G si

(i) Pour tous 2,y € Honaxxy € H
(ii) Pour tout x € H, ™' € H
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(Cela signifie que la restriction de x & H x H donne une loi interne de H
et que (H,x) est alors lui-méme un groupe.) Les deux conditions ci-dessus
peuvent étre remplacées par

(iii) Pour tous .,y € Honazxy ' € H

La notation H < G est employée pour dire H est sous-groupe de G.
Lorsqu’on n’exclut pas la possibilité que H soit égal & G on écrit H < G.

2.2. Sixz exemples de sous-groupes.
a) Z<Q <R < (C+).
b) mZ < (Z,+).
c) U, <U< (C)).

e) T < Is(P) < (S(P),0) o T l'ensemble des translations du plan
euclidien.

f) Ra < (Is(P),0) oit R4 l'ensemble des rotations de centre A du plan
euclidien.

§3. Morphismes.

3.1. Definition. Soit (G,x) et (G’,0) deux groupes et ¢ une application de
G dans G': ¢ : G — G'. On dit que ¢ est un morphisme de groupe (ou
simplement un morphisme) lorsqu’elle vérifie

(1) plaxb)=pla)op®)  (abe)

Terminologie...
(i) Les morphismes sont aussi appelés homomorphismes.

(ii) Lorsque le groupe de départ et le groupe d’arrivée sont les mémes
on parle d’endomorphisme.

(iii) Un morphisme bijectif est un isomorphisme.
(iv) Un isomorphisme de G dans lui-méme s’appelle un automor-
phisme.
Si ¢ : G — G’ est un isomorphisme alors I'application réciproque ¢! :
G’ — G (qui existe puisque ¢ est bijective) est un isomorphisme.

Théoréme 1.4. L’image de [’élément neutre du groupe de départ par un
morphisme est I’élément neutre du groupe d’arrivée. |p(eq) = eqr|.

Théoréme 1.5. Par un morphisme l'image du symétrique d’un élément
est le symétrique de image de cet élément. |p(g™") = [p(g)] 1]

3.2. Morphismes et image des sous-groupes.

Théoréme 1.6. Soient ¢ un morphisme de G dans G' et H un sous-
groupe de G alors p(H) est un sous-groupe de G'. En particulier o(G) est
un sous-groupe de G'. |[H < G = p(H) < G|
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Rappelons que ¢(H) o {¢(h) : h € H} et s’appelle I'image de H par

@.

3.3. Le noyau. Soit ¢ un morphisme de (G,x) dans (G’,0). On appelle
noyau de ¢ et on note ker ¢ l’ensemble

(2) kerp =4 {9 € G 1 w(9) = e}

Théoréme 1.7. Le noyau d’un morphisme est un sous-groupe du groupe
de départ. |ker ¢ < G.

Théoréme 1.8. Pour qu’un morphisme soit injectif il faut et il suffit que

P R R PP morph. .. .
son noyau se réduise a l’élément neutre. o : G —" G’ injective < ker ¢ =

{ec}

Corollaire. Soient G et G' deux groupes finis de méme cardinal et ¢ un
morphisme de G dans G'. Pour que @ soit un isomorphisme il faut et il
suffit que ker ¢ soit réduit a I’élément neutre.

3.4. Cing exemples de morphismes.
a)

eXP:<R’+) — (RH_")

T —  expc.
b)

e 0 O
c)

o - GLa(K) — (K.

A — detA

d) Soit (G,.) un groupe et = € G. L’application
(G>') - (G7>

g — x_lgx.

Gs -

est un automorphisme. Les automorphismes construits de cette maniére
s’appellent des automorphismes intérieurs. L’ensemble des automor-
phismes intérieurs, noté Int(G), forme lui-méme un groupe lorsqu’on le
munit de la loi de composition des applications.

e) Soit (G,*) un groupe quelconque et g € G. L’application suivante est
un morphisme de groupe.

(Z+) — (Gx)

I m o g™

§4. Partie génératrice d’un groupe.
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4.1. Intersections de sous-groupes.

Théoréme 1.9. Soient (G,*) un groupe et F une famille non vide de sous-
groupes de G (F peut contenir un nombre fini ou infini de sous-groupes).
St I est l'intersection de tous les éléments de F, autrement dit [ = NyerH
alors I est lui-méme un sous-groupe de G.

4.2. Sous-groupe engendré par une partie. Soit (G,*) un groupe et A un
sous-ensemble non vide de GG. On appelle sous-groupe engendré par A le
sous-groupe

(A) = NpesH

ou S est ’ensemble de tous les sous-groupes de G qui contiennent A. Cet
ensemble n’est pas vide car il contient G lui-méme et la formule ci-dessus
est par conséquent bien définie.

Théoréme 1.10. Le sous-groupe (A) est le plus petit sous-groupe de G
contenant A. Autrement dit, (A) est caractérisé par les deuz conditions
sutvantes

(1) (A) est un sous-groupe de G contenant A.
(ii) Si H est un autre sous-groupe de G contenant A on a (A) C H

4.3. Description des éléments d’un sous-groupe engendré.

Théoréme 1.11. Soient (G,*) un groupe, A un sous-ensemble non vide
de G et x € (A). Il existe n € N* et des éléments y1,ys, ... ,Yn avec y; € A
ouy; ' € Apouri=12,...n tels que T =y * Y * - -+ * Y.

Lorsque G = (A), on dit que A est une partie génératrice de G.

4.4. Groupes cycliques, ordre d’un élément. On dit qu'un groupe (G,*) est
cyclique s’il est engendré par un ensemble réduit a un seul élément i.e.
G = ({a}). On note aussi pour simplifier G = (a).

Théoréme 1.12. Soit (G %) un groupe cyclique engendré par a € G. Il y
a deuz possibilités. Ou bien a est d’ordre fini d € N* et on a G = {a'i =
0,1,...d— 1} ou bien a n'est pas d’ordre fini (on dit alors qu’il est d’ordre
infini) et G = {a™,m € Z}. Dans chaque cas les éléments des ensembles
ndiqués sont deux a deux distincts.

On remarquera que 'ordre d’un élément est égal au cardinal du groupe
qu’il engendre. Les groupes cycliques sont tous abéliens®.

1. Beaucoup d’auteurs appellent groupe monogéne ce que nous avons appelé
groupe cyclique infini et garde la dénomination de cyclique au seuls groupes finis.
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. Quatre exemples de sous-groupes engendreés.

) (m) =
b) (m,n) = pgcd(m n)Z.
¢) Uy, = (exp(2im/n)).
d) On démontre en géométrie que toute isométrie du plan s’écrit comme
la composée d’au plus trois réflexions (symétries orthogonales) on a donc

Is(p) = (sp : D droite du plan).
§5. Relation d’équivalence définie par un sous-groupe.

5.1. Définition. Soient (G,*) un groupe et H un sous-groupe de G. On
définit la relation Ry sur G par

-1

xRyy & o, xy € H.

Théoréme 1.13. La relation Ry est une relation d’équivalence sur G.

Rappelons que la classe d’équivalence de z € G, notée cl(x) ou T ou
est 'ensemble des éléments de GG qui sont en relation avec x

cl(z) ={ge G: 2Ry g}
L’ensemble de toutes les classes d’équivalence est noté G/H et est appelé le
quotient de G par H. Lorsque y € cl(x), on dit que y est un représentant
de cl(z). On a toujours que x est un représentant de cl(z) mais, en général,
cl(xz) admet beaucoup d’autres représentants.

5.2. Description des classes d’équivalence (a gauche). Dans la relation Ry
définie ci-dessus on a

cl(z) =z *xH
onxxH={xxh:heH}.

5.3. Le théoreme de Lagrange.

Théoréme 1.14. Soit (G,x) un groupe fini et H un sous-groupe de G. Le
cardinal de H divise le cardinal de G autrement dit o(H)|o(G).

Corollaire (de la démonstration). Sous les mémes hypothéses, on a plus
précisément
card(G) = card(G/H) x card(H)

Corollaire. Dans un groupe fini, l’ordre de tout élément divise [’ordre du
groupe. |Vx € G, o(x)|o(G)]

5.4. Application a la caractérisation des groupes d’ordre premier.

Théoréme 1.15. Tout groupe d’ordre premier p > 1 est cyclique et il est
engendré par n’importe lequel de ses éléments différents du neutre. |Va €

G/{e}, G = ()]
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§6. Groupes quotients.

6.1. Sous-groupes distingués. Soit (G,*) un groupe et H un sous-groupe
de G. On dit que H est distingué dans G (ou normal dans G, ou encore
invariant) s’il vérifie la propriété suivante

(3) VeeG a'sxHxxCH,

c’est-a-dire

Vee G, Vhe H x 'sxhxx e H.

En réalité la condition (3) est équivalente a
(4) VeeG z'sHxx=H,

qui est en apparence plus forte.
La notation H < G signifie que H est un sous-groupe distingué de G.
Lorsqu’on n’exclut pas que H soit égal a G on écrit H < G

6.2. Trois ezemples de sous-groupes distingués.

a) Si (G,*) est abélien alors n’importe lequel de ses sous-groupes est
distingué dans G.

b) Si ¢ est un morphisme de (G ) dans (T,0) alors ker ¢ est un sous-
groupe distingué de G. [ker p < G|

c) Soit H = {AId: X\ € R*} ou Id est la matrice identit¢ dans GL, (R).
On a H < GL,(R).

6.3. Compatibilité de Ry avec la loi de G lorsque H < G. Soit (G,*) un
groupe et H < GG. La relation d’équivalence Ry définie par le sous-groupe
distingué H a la propriété remarquable d’étre compatible avec la loi .
Cela signifie que, pour ¢i,g2,71,12 € G,

R
i]i %I; iz} = g1 %11 Ry g2 * Ta.
6.4. Opération sur l’ensemble des classes. Groupe quotient. Projection ca-
nonique. Soit (G,*) un groupe et H un sous-groupe distingué de G. On
rappelle que G/H désigne I'ensemble des classes d’équivalence de . On
peut définir une loi % sur G/H comme suit

G/HxG/H — G/H

5) * n’im B
. porte quel n’importe quel
(Cl ) CQ) cl ( représentant de Cy * représentant de Co

Théoréme 1.16. Soit (G,x) un groupe et H < G, (G/H ¥) est un groupe.
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Théoréme 1.17. Soit (G,*) un groupe et H < G. L’application s définie
par

(Gx) — (G/H¥)
r  —  cl(x).

est un morphisme de groupe. Il est surjectif. Son noyau est égal a H.
Le morphisme s s’appelle la surjection (ou projection) canonique de
G sur G/H. On note parfois s = sg.

6.5. Le groupe Z/nZ. Définition. Propriétés élémentaires.

Théoréme 1.18. Soit n > 1 et a € N. Pour que @ = cl(a) engendre Z/n’Z
(i.e. Z/nZ = (a)) il faut et il suffit que a et n soient premiers entre eux.

6.6. Théoreme d’isomorphisme.

Théoréme 1.19. Soient Gy et Gy deux groupes et ¢ un homomorphisme
de G dans Gy. Il eziste un isomorphisme v de G/ ker ¢ sur ¢(G1) tel que
¢p=vos ous estla surjection canonique de Gy sur G1/ker ¢. On a donc

G/ ker ¢ >~ ¢(Gy).

morph.
Gy T’ #(G1) C Gy

surj. | S

cano. 1% isom.

G1/ ker ¢

Fic. 1. Schéma du théoréme d’isomorphisme ¢ =sov

6.7. Trois exemples d’application du théoreme d’isomorphisme.
a) R/2nZ ~ U.
b) GL,(K)/SL,(K) ~ K*.

c¢) Tout groupe cyclique fini d’ordre n est isomorphe & Z/nZ.

§7. Le groupe symétrique.
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7.1. Définitions. Soit Q@ = {1,2,... n}. Une bijection de € sur Q) s’appelle
une permutation. L’ensemble des permutations de €2 est noté S,. Un
élément f de S, est souvent représenté sous la forme d’un tableau a 2

lignes et n colonnes:
1 2 3 ... n
f o (Zl i2 ’i3 . n)

ou la seconde ligne donne les images des éléments correspondant sur la
premiére ligne. On munit S,, de la loi de composition des applications que
'on note cependant ici par un point (-) plutdt que par o.

Théoréme 1.20. (S,,:) est un groupe (non commutatif dés que n > 2)
d’ordre n!.

(Sn,-) s’appelle le (n-iéme) groupe symétrique.

7.2. Cycles. Soit f € S,,. Sl existe k € {2,...n} et aj,aq,...,a; dans €
tels que
ai):ai—H 2217,]{3—1

k) = a1 )

a
b) =0 b {ay,...,ar}
autrement dit, si f est de la forme

() 5 () 2 ) (1) o) )

alors on dit que f est un cycle, ou, plus précisément un k-cycle et on note

I
S
oA

f=(aray ...ag).

Les 2-cycles sont appelés transpositions. L’ensemble {a1, .. . ,a; } s’appelle
le support du cycle f.

Théoréme 1.21. Si deux cycles ont des supports disjoints alors ils com-
mutent. De maniére précise, si {ai,...,ax} N{by,...,b.} =0 alors

(&1&2...ak)'(b1b2 bT):(ble ...bT)-(alag ak)

Théoréme 1.22. Si f est un k-cycle alors f est d’ordre k (c-a-d f* = Id
et fF71 £ 1d.)

Théoréme 1.23. Toute permutation se décompose en un produit de cycles
disjoints. Cette décomposition est unique a l’ordre prés des facteurs.

On a les propriétés suivantes :

(aragas ... ar) = (ajas)-(agas) ... (ax_1ax)
(aras) = (lay)-(lag)-(lay).
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7.3. Signature. Soit f € S,,. On définit €(f) par la relation

- T 0=t

1<i<j<n
Quelle que soit f, on a toujours €(f) € {—1,1}. le nombre €(f) s’appelle la
signature de f.

Théoréme 1.24. Si f = (1k) alors e(f) = —1.

Théoréme 1.25. L’application € : (S,,") — ({—1,1},") est un morphisme
de groupe. Autrement dit, quelles que soient f et g dans S, on a

e(f-g) = e(f) - elg).
Corollaire. La signature d’une transposition quelconque est égale a —1

Corollaire. La signature d’un cycle de longueur k est égale a (—1)*1.

Corollaire. L’ensemble A, = {f € S, : e(f) = 1} est un sous-groupe
distingué de S,,. On l’appelle le n-ieme groupe alterné.
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