1. {2 P15)

On munit B de la loi interne définie par la relation = + y = x + 2y. Montrer que
(R, ) n'est pas un groupe ?
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On rappelle que D désigne l'ensemble des décimaux, c'est-a-dire l'ensemble des
réels z qui s'écrivent z = a/10" oua € Z et n € N et D* est 'ensemble des decimaux
non nuls. D* est-il un sous-groupe de (R, x)7
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3. (2 pTS)

Soit a € R. On considére l'application f définie sur B par f(t) = . Montrer
que f est un morphisme de (R, +) dans (U, ) et déterminer son noyau. On rappelle

que (U, .} désigne le groupe formé des nombres complexes de module 1 muni de la
multiplication habituelle des nombres complexes.
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On considére le groupe (Z2, +) dont les éléments sont les couples (a,b) aveca et b
dans Z et la loi + est définie par l'addition des entiers coordonnée par coordonnée
(a,b) + (@', ¥') = (a+a',b+ ). On rappelle que Uélément neutre de Z* est (0,0) et
le symétrique de (a,b) est (—a, —b).

R
Soient v = (a,b) et w = (a', ') deux éléments de Z*. On pose
H(v,w) = {nv+mw : n,m € L}.
(1) Montrer que H(v,w) est un sous-groupe de Z2.

(2) Trouver une valeur de v et w pour lesquelles H(v,w) est différent de Z* et

de {(0,0)}.
(3) Trouver une valeur de v et w pour lesquelles H(v,w) est égal a Z>.

Dans chaque cas, justifier precisement la réponse.
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Etant donnés a,b,c et d dans Z, on définit 'application ® = &, . 4 défini de Z°
dans lui-méme par

&((z,4)) = (ax + by, cx + dy).

On pourra remarquer que
az++byy  fa bz
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5. 2P
Montrer que @ est un morphisme de (Z%,+) dans (Z*, +).
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6. 4 PTS

Montrer que si ad — be = 1 ou ad — be = —1 alors @ est un automorphisme
(morphisme bijectif) et expliciter la relation définissant ®~1. On mettra clairement

en évidence l'utilisation de l'hypothése.
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7. 2 PTS

Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors il existe c et d tels que @, .4
soit un automorphisme.
Réponse :
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8. 3 P15

Montrer que (Z, +) et (Z°, +) ne sont pas isomorphes. On commencera par montrer
que si ¢ est un morphisme de (Z, +) dans (Z?, +) alors il existe (a,b) € Z* tel que
@(n) = (na,nb) puis on établira qu'un tel morphisme n'est jamais bijectif.
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