
POLYNÔMES ORTHOGONAUX ET APPROXIMATION POLYNOMIALE

INDICATIONS SUCCINCTES

JEAN-PAUL CALVI

Je me limite aux questions qui ont été abordées par les étudiants pendant
l’épreuve.

1. Propriétés élémentaires des polynômes orthogonaux

1.1. Relation de récurrence.

1.1.1. La suite de polynômes Td vérifie la relation de récurrence

Td(x) = (x − λd)Td−1(x) − µdTd−2(x), (1.1)

avec

µd =
‖Td−1‖2

‖Td−2‖2
and λd =

(xTd−1,Td−1)

‖Td−1‖2
. (1.2)

En effet, il suffit de vérifier que le terme de droite est un polynôme unitaire
de degré d (évident) qui est orthogonal à Πd−1 ou encore si Rd désigne ce
terme (Rd,Tj) = 0 pour j ≤ d − 1. Si j < d − 2 on a

(Rd,Tj) = ((x − λd)Td−1,Tj) − (µdTd−2,Tj)

= (Td−1,(x − λd)Tj) − (µdTd−2,Tj) = 0 − 0 = 0.

On utilise (gf,h) = (f,gh) (qui découle directement de la définition) et le fait
que (x − λd)Tj est un polynôme de degré < d − 1. Voyons le cas j = d − 2, on a

(Rd,Td−2) = ((x − λd)Td−1,Td−2) − (µdTd−2,Td−2)

= (Td−1,xTd−2) − µd(Td−2,Td−2).

Mais, étant un polynôme unitaire de degré d,

xTd−2 = Td−1 + (pol de degré < d − 1)

de sorte que

(Td−1,xTd−2) = (Td−1,Td−1),

et le résultat provient de la définition de µd. Démonstration similaire mais
plus simple pour le dernier cas j = d − 1.

1.1.2. La relation de récurrence satisfaite par les polynômes Ud est obtenue en
reportant dans la relation précédente les identités suivantes.

(1) Ud = kdTd. En particulier, en prenant les normes, kd = 1/‖Td‖.
(2)

(xTd−1,Td−1) =

(

x
Ud−1

kd−1

,
Ud−1

kd−1

)

.

Le résultat final est

Ud(x) = (Adx + Bd)Ud−1 − CdUd−2,

avec en particulier Ad = kd/kd−1 et Cd = (kdkd−2)/k2
d−1

.
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1.2. Si q est un polynôme unitaire de degré d alors q s’écrit suivant la base
Tj, q(x) = Td +

∑

j = 0d−1cjTj. En utilisant l’orthogonalité et le théorème de
Pythagore, on obtient

‖q‖2 = ‖Td‖2 +

d−1
∑

j=0

c2
j‖Tj‖2

d’où l’on déduit immédiatement que la norme de q sera minimale si et seulement
si tous les cj sont nuls c’est-à-dire si q = Td.

1.3. Exemples ∗.

1.3.1. Pour tout d ≥ 0, il existe un unique polynôme de degré d, noté ud tel que
ud(cos θ) = sin(d + 1)θ/ sin θ, θ ∈]0,π[. Pour avoir ceci, on doit écrire
sin(d + 1)θ/ sin θ comme un polynôme en cos θ et ceci est obtenu par exemple à
partir de la relation d’Euler

sin(d + 1)θ

sin θ
=

1

sin θ
ℑ

(

cosθ + i sin θ)d+1
)

=
1

sin θ
ℑ





d+1
∑

j=0

(

n

j

)

ij sinj θ cosd+1−j θ



 .

Comme on veut la partie imaginaire, il ne reste dans le
∑

que des puissances
impaires de sin θ donc, après simplification avec le sin θ en dénominateur, il ne
reste que des puissances paires, en utilisant sin2α θ = (1 − cos2 θ)α on obtient le
polynôme en cos θ demandé.

Maintenant, pour être sûrs que, convenablement normalisés, ces polynômes sont
les polynômes orthogonaux unitaires correspondants au poids w(x) = (1 − x2)1/2

sur [−1,1] il suffit d’établir que pour d 6= l on a

∫ 1

−1

ud(x)ul(x)(1 − x2)1/2dx = 0.

Pour obtenir cela on fait le changement de variable x = cos θ qui transforme la
relation à démontrer en

∫ π

0

sin(d + 1)θ sin(l + 1)θdθ = 0

et c’est alors une propriété connue (ou un exercice ordinaire) sur les
fonctions trigonométriques.

1.3.2. La fonction w(x) = (1 − x2)−1/2 en réalité est intégrable sur ] − 1,1[ donc
elle est une fonction poids admissibles. La similarité du poids avec celui de
la question précédente devait faire penser à une famille de polynômes
similaire, comme le problème ne l’introduisait pas, cela devait être une
famille “bien connue”. Il s’agit des polynômes de Chebyshev définis par la
relation td(cos θ) = cos(dθ). Les démonstrations sont très semblables à celles de
la questions précédente.

1.3.3. L’expression de ud en fonction de ud−1 et ud−2 s’obtient à l’aide d’un
calcul sur les fonctions trigonométriques :

cos θud(cos θ) =
cos θ sin(d + 1)θ

sin θ
=

1

2 sin θ
sin(d + 2)θ − sin dθ) =

1

2
(ud+1(cos θ) − ud(cos θ)) .

La formule pour td s’obtient par un calcul similaire.
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1.3.4. Soit d ∈ N. On obtient facilement par récurrence que la dérivée d-ième de

la fonction x 7→ e−x2

est de la forme e−x2

hd(x) où hd est un polynôme de degré d.
Pour montrer que, convenablement normalisés, ces polynômes forment la suite de

polynômes orthonormaux correspondants au poids w(x) = e−x2

sur I = R il suffit
d’établir que pour d 6= l on a

∫

∞

−∞

hd(x)hl(x)e−x2

dx = 0.

Supposons que d > l, on procède par intégration par parties répétées (attention
il s’agit ici d’intégrales impropres et il faut détailler davantage que je ne
le fais ici) dans lesquelles, à cause des propriétés de décroissance rapide

vers 0 de x → e−x2

les termes [. . . ]∞
−∞

s’annulent tous :
∫

∞

−∞

hd(x)hl(x)e−x2

dx =

∫

∞

−∞

Dd(e−x2

)hl(x)dx

= −
∫

∞

−∞

Dd−1(e−x2

)D1hl(x)dx

= (−1)2
∫

∞

−∞

Dd−2(e−x2

)D2hl(x)dx

= . . .

Quand on arrive à Dl+1hl (ce qui est possible car d ≥ l + 1) on tombe sur une
intégrale nulle puisque le degré de h est égal à l.
Les polynômes orthonormaux correspondants sont hd/‖hd‖. La normalisation
demandée consiste donc à calculer ‖hd‖ où ‖hd‖2. La technique des intégrations
par parties ci-dessus donne

‖hd‖2 = (−1)d

∫

∞

−∞

e−x2

d!cddx

où cd est le coefficient dominant de hd. On obtient par récurrence que ce

coefficient est (−2)d et il reste donc à calculer
∫

∞

−∞
e−x2

dx. C’est une
question classique dont il faut connaître une démonstration (plusieurs ont été
ou seront vue durant la préparation)... Le résultat final est

‖hd‖2 = 2dd!
√

π.

1.4. Zéros.

1.4.1. Notant, comme l’indication le suggère, A l’ensemble des racines de Td de
multiplicité impaire dans l’intérieur de I, on considère le polynôme
q(x) =

∏

a∈A(x − a) (le produit est égal à 1 si A est vide). Si le cardinal de A
est égal à d cela signifie que Td a d racines simples dans l’intérieur de I ce
qui est la propriété à démontrer. Supposons le contraire c’est-à-dire que le
cardinal de A est strictement plus petit que d (strictement plus grand est
impossible à cause du degré). On a alors q ∈ Πd−1 et donc (Td,q) = 0 mais Tdq est
maintenant un polynôme dont toutes les racines à l’intérieur de I sont de degré
pair. Il est donc de signe positif sur I. Or Tdqw ≥ 0 sur I et

∫

I
Tdqwdx = 0

force, puisque les fonctions sont continues Tdqw = 0 identiquement sur I ce qui
est impossible.

1.4.2. Soit f ∈ Cw. On note Rd(f) = f − Sd(f). D’après la propriété rappelée dans

l’introduction on a Sd(f) =
∑f

i=0
(f,Ui)Ui de sorte que (f,Ui) = (Sd(f),Ui) pour

i = 0, . . . ,d donc Rd(f) est orthogonal à Πd. Suivant l’indication, considérons
l’ensemble A formé des points en lesquels (autour desquels) Rd(f) change de
signe et q(x) =

∏

a∈A(x − a) avec la même convention que précédemment. La
fonction Rd(f)q est de signe constant sur I (faire un tableau de signes). Si le
cardinal de A contient moins de d + 1 points alors q ∈ Πd et l’intégrale
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∫

I
Rd(f)qw = 0 et on arrive à une contradiction comme dans la question

précédente. Donc Rd(f) change de signe au moins d + 1 fois.

1.4.3. Les points obtenus à la question précédentes sont des racines de
Rd(f) = 0. Appelons les ai, i = 0, . . . ,d. On a

0 = Rd(f)(ai) =⇒ f(ai) = Sd(f)(ai) =⇒ Sd(f)(x) = L[a0, . . . ,ad; f ](x)

où la dernière notation désigne le polynôme d’interpolation de Lagrange. Il
suffit donc de prendre Y (f) = {a0, . . . ,aI}.

1.5. Le noyau polynomial.

1.5.1. On établit la formule de Darboux par récurrence sur d en utilisant la
relation de récurrence sur les polynômes Ud. Lorsque d = 0, puisque U0 = k0

elle se réduit à

k2
0 =

k0

k1

k0

U1(x) − U1(y)

x − y
.

Or la fraction sur la droite n’est autre que le coefficient dominant de U1 qui
vaut k1 et cela montre la formule de Darboux dans le cas d = 0. Supposons
maintenant que la formule soit vraie pour d et montrons-là pour d + 1. On peut
donc utiliser

d
∑

i=0

Ui(x)Ui(y) =
kd

kd+1

Ud+1(x)Ud(y) − Ud(x)Ud+1(y)

x − y
. (1.3)

On a, en séparant le dernier terme de la somme et en utilisant l’hypothèse de
récurrence

d+1
∑

i=0

Ui(x)Ui(y) =
kd

kd+1

Ud+1(x)Ud(y) − Ud(x)Ud+1(y)

x − y
+ Ud+1(x)Ud+1(y)

=
kd+1

kd+2

(

kdkd+2

k2
d+1

Ud+1(x)Ud(y) − Ud(x)Ud+1(y)

x − y
+

kd+2

kd+1

Ud+1(x)Ud+1(y)

)

=
kd+1

kd+2(x − y)

(

(Cd+2Ud+1(x)Ud(y) − Cd+2Ud(x)Ud+1(y) +

Ad+2(x − y)Ud+1(x)Ud+1(y)
)

où les coefficient Cd+2 et Ad+2 sont ceux qui apparaissent dans la relation de
récurrence pour les Ud donnée plus haut. Nous devons donc établir

Cd+2Ud+1(x)Ud(y) − Cd+2Ud(x)Ud+1(y) + Ad+2(x − y)Ud+1(x)Ud+1(y)

= Ud+2(x)Ud+1(y) − Ud+1(x)Ud+2(y). (1.4)

Cette dernière égalité s’obtient en remplaçant les Ud+2 par la relation de
récurrence obtenue précédemment. Les termes faisant intervenir le coefficient
Bd+2 s’annulent.

1.5.2. Pour déduire que

d
∑

i=0

U2
i (x) =

kd

kd+1

(

U ′

d+1(x)Ud(x) − U ′

d(x)Ud+1(x)
)

, (1.5)

on fixe x et on fait tendre y vers x dans la relation précédente. Pour cela,
on écrit

Ud+1(x)Ud(y) − Ud(x)Ud+1(y)

x − y
= −ud+1(x)

ud(y) − Ud(x)

y − x
+ ud(x)

ud+1(y) − Ud+1(x)

y − x
.

1.6. Caractérisation du noyau.
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1.6.1. Pour tout p ∈ Πd, on a

(p ,Kd(· , y)) = p(y). (1.6)

En effet,

(p ,Kd(· , y)) = (p,

d
∑

i=0

Ui(y)Ui) =

d
∑

i=0

Ui(y)(p,Ui) = p(y).

La dernière égalité utilise l’écriture de p dans la base orthonormale Ui.

1.6.2. Réciproquement si F (x,y) est une fonction polynomiale de degré au plus d
en x ainsi qu’en y telle que l’identité (p , F (· , y)) = p(y) est satisfaite pour
tout p de degré au plus d et tout y alors F = Kd. En effet, par hypothèse on a

F (x,y) =

d
∑

i=0

αi(y)Ui(x)

avec les αi des polynômes de degré au plus d. Or, en appliquant l’autre
hypothèse avec p = Uj, il vient

(Uj , F (· , y)) = Uj(y) =⇒
d

∑

i=0

αi(y)(Uj ,Ui) = Uj(y) =⇒ αj(y) = Uj(y)

et la conclusion s’ensuit.

1.6.3. Pour tout f ∈ Cw, on a

Sd(f)(y) =

∫

I

Kd(y,x)f(x)w(x)dx. (1.7)

En effet,

Sd(f)(y) =
d

∑

i=0

(f,Ui)Ui(y) =
d

∑

i=0

Ui(y)

∫

I

f(x)Ui(x)w(x)dx =

∫

I

Kd(x,,y)f(x)dx.

1.7. Un problème d’extremum ∗. Soit a ∈ R. On pose

S = {p ∈ Πd : ‖p‖ = 1}

et on définit sur S la fonction Φa par Φa(p) = |p(a)|2.ĺPour montrer que le
maximum de Φa est atteint exactement en deux points qui sont

p(x) = ±Kd(a,x)

Kd(a,a)
(1.8)

l’idée est la suivante. On part de la relation p(a) =
∑d

i=0
(p , Ui)Ui(a) pour

majorer |p(a)|2 à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwartz ordinaire dans R
d+1

et on utilise le fait que l’inégalité est une égalité lorsque les deux
“vecteurs” de R

d+1 sont colinéaires.

2. Quadratures et nombres de Christoffel

2.1. Pour montrer que

ℓd
j (x) =

Ud(x)

U ′

d(x
d
j )(x − xd

j )
(2.1)

il suffit de vérifier que le terme de droite est un polynôme de degré au plus
d − 1 qui s’annule en xd

i pour tout i 6= j et prend la valeur 1 en xd
j. Pour

vérifier que U ′

d(x
d
j ) est égal à la valeur de Ud(x)/(x − xd

j ) en xd
j on factorise Ud

et on dérive. Tous les termes s’annulent sauf un lorsque x = xd
j.
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2.2. Formules de quadratures de Gauss. Pour voir que pour tout p ∈ Π2d−1 on a
∫

I

p(x)w(x)dx =
d

∑

j=1

λd
jp(xd

j ), (2.2)

suivant l’indication, on écrit p = qUd + r avec r ∈ Πd−1. On a alors
∫

I

p(x)w(x)dx = (qUd + r,1) = (r,1) + (qUd,1) = (r,1) + (Ud,q) = (r,1)

car Ud est orthogonal à q puisque le degré de q est au plus égal à
(2d − 1) − d = d − 1. D’autre part, puisque r est de degré au plus d − 1, il est
égal à son polynôme d’interpolation,

r =

d
∑

i=1

r(xd
j )ℓ

d
j = p(xd

j )ℓ
d
j

où l’on utilise r(xd
j ) = p(xd

j ) qui découle immédiatement de p = qUd + r. Finalement

∫

I

p(x)w(x)dx =

∫

I

r(x)w(x)dx =

∫

I

(

d
∑

i=1

r(xd
j )ℓ

d
j = p(xd

j )ℓ
d
j )w(x)dx =

d
∑

j=1

p(xd
j )λ

d
j .

2.3. Pour obtenir que pour tout m et tout n dans {1, . . . ,d},
∫

I

ℓd
n(x) ℓd

m(x)w(x)dx = λd
nδmn (2.3)

où δnm est le symbole de Kronecker, on applique la formule précédente avec le
polynôme de degré 2d − 2 < 2d − 1, ℓd

n(x)ℓd
m(x) dont on calcule immédiatement les

valeurs en les xd
j.

Cette propriété implique que les nombres de Chritoffel sont positifs (faire
m = n).

2.4. Pour montrer que

Kd−1(x,y) =
d

∑

j=1

1

λd
j

ℓd
j (x)ℓd

j (y), (2.4)

on remarque que le terme de droite, disons F (x,y), est un polynôme de degré au
plus d en x et en y tel que pour tout polynôme p on a

(p,K(·,y) = (

d
∑

i=1

p(xd
i )ℓ

d
i ,

d
∑

j=1

1

λd
j

ℓd
j (x)ℓd

j (y)) =

d
∑

i=1

p(xd
i )ℓi(y)

d
∑

j=1

δji = p(y)

où l’on utilise la question précédente et la formule d’interpolation de
Lagrange.

3. Suite de quadratures

Dans cette partie on suppose que I est un intervalle fermé borné, I = [a,b]. On
note C[a,b] l’espace vectoriel normé des fonctions continues sur [a,b] muni de la
norme uniforme, notée ‖ · ‖∞. On rappelle que C[a,b] est un espace de Banach
(i.e. est un espace vectoriel normé complet). On note Xd = {xd

1, . . . ,x
d
d}

l’ensemble des racines de Td et on définit Qd sur C[a,b] par

Qd(f) =
d

∑

i=1

λd
j f(xd

j ). (3.1)

On observera que

Qd(f) =

∫

I

L[Xd,f ](x)w(x)dx

où L[Xd,f ] est le polynôme d’interpolation de Lagrange de f par rapport aux
points de Xd.
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Il a précédemment été établi que Qd(f) =
∫

I
f(x)w(x)dx dès lors que f ∈ Π2d−1.

3.1. Le fait que Qd est une application linéaire continue de norme
∫

I
w(x)dx

est immédiat car

‖Qd(f)‖ ≤ ‖f‖
d

∑

i=0

|λd
i | =

d
∑

i=0

λd
i =

∫

I

d
∑

i=1

ℓd
i w(x)dx =

∫

I

w(x)dx

où l’utilise la positivité des λd
i et le fait que

∑d
i=1

ℓd
i = 1 (écrire la formule

d’interpolation de Lagrange pour le polynôme 1). Pour s’assurer que la norme
est exactement égale à

∫

I
w(x)dx, il suffit de trouver un cas d’égalité.

celui-ci est évident : la fonction constante égale à 1.
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