ANNEAU D’INVARIANTS
D’UN SOUS-GROUPE FINI DE GL,

JEAN-PAUL CALVI

Le probléme étudie certaines propriétés de 'anneau des invariants d’un groupe fini de
matrices.

Notations et rappels

a) Clz1,z2,...,x,] désigne 'anneau des polynomes a coefficients complexes a n indé-
terminées. On rappelle que

(1) Tout polynéme p € Clz1,22,...,zn] s'écrit p = A caz” Ol ca € C, A est un
ensemble fini de multi-indice a@ = (a1,a2,...,an) € N* et 2% = z{ 232 ... 2n".
On regardera couramment p comme une fonction du vecteur = (z1,...,2n). On
écrit parfois p(x) au lieu de p.

(2) La longueur |a| du multi-indice « est le nombre || = oy + a2+« -+ an. Le degré
du polynéme p est donné par degp = max{|a| : ca # 0}. Le degré du polyndéme
nul est égal a —oo.

(3) Un polynéme h est dit homogéne de degré k si h(Az) = A*h(z). On notera
que le polynéme nul est homogéne de tout degré. Tout polynéme p admet une
représentation unique de la forme p = Z?i%p h; o h; est un polynéme homogéne
de degré i. Les polynomes h; s’appellent les composantes homogénes de p.

b) Notant s;(z) = (1 4+ x2 + --- + x,)%, ¢ = 1,2..., on pourra librement utiliser le fait
que tout polynéme symétrique p € Clz1,x2,...,2,] s’écrit p = q(s1,82,...,5) pour un
certain polynéome q € Clz1,x2,. .. ,2s].

¢) Pour n € N*, GL,, désigne le groupe des matrices n x n inversibles a coefficients
complexes. Le sous-groupe des matrices orthogonales (c’est-a-dire vérifiant *AA = I) est
noté O,,.

d) Pour n € N*, S,, désigne le groupe des permutations de ensemble {1,2,...,n}.

e) L’ordre d’un groupe G est noté |G|.

1. SOUS-GROUPES FINIS DE GL,,

1.1. Soit GG un sous-ensemble non vide, fini de GL,,. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) G est un sous-groupe de GL,,,
(2) G est stable pour la multiplication des matrices.

1.2. Déterminer le sous-groupe de GLs engendré par A = (? _01) Ce sous-

groupe sera noté Cy.
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1.3. Déterminer le sous-groupe de GLy engendré par les matrices <_01 (1)> et

((1) _01> Ce sous-groupe sera noté Vj.

1.4. Donner pour tout n € N* un exemple de sous-groupe non cyclique d’ordre 2n
de GL2

1.5. Pour tout o € S,,, on définit M, la matrice n x n dont tous les coefficients
sont nuls excepté, pour i = 1,2,...,n, le o(i)-iéme coefficient de la i-éme colonne
qui vaut 1.

(1) Montrer que M, € GL,.
(2) L’application qui & o € S,, fait correspondre M, € GL,, est-elle un mor-
phisme de groupe?
Si H est un sous-groupe de S,,. On note Gy = {M, : 0 € H}.
(3) Montrer que Gy est un sous-groupe fini de GL,,.

2. DEFINITION DE L’ANNEAU DES INVARIANTS

Soit G un sous-groupe fini de GL,,. On dit qu'un polynéme p € Clzy,xa, ... 2]
est invariant par G si p(A.z) = p(x) pour tout A € G. L’ensemble des polyndomes
invariants par G est noté Clxy,x, ... ,2,]

2.1. Montrer qu'un polynéme p est invariant par G si et seulement si toutes ses
composantes homogénes sont invariantes par G.

2.2. Montrer que C[z1,z2,...,7,]¢ est un sous-anneau de Clzy,zo,...,z,]. Cet
anneau est appelé 'anneau des invariants de G.

2.3. Quel est 'anneau C[z;,zo, . .. ,2,]5n ?

2.4. Montrer que si le groupe G est engendré par les matrices Aq,...,A; alors pour

que p soit invariant par G il faut et il suffit que p(A;.xz) = p(z) pour i =1,... k.
2.5. Déterminer C[z,72]¢ lorsque G = {+Id}.
2.6. Trouver un sous-groupe G de GL; tel que
Clzy,29]¢ = {p(a?,22) : p € Clzy,z2]}.
2.7. Montrer que si G est un sous-groupe de O,, alors
{p(x?+ 22+ +22) :peClr1]} CClry,aa,...,xn]°.
3. L’OPERATEUR DE REYNOLDS

Soit G un sous-groupe fini de GL,,. L’opérateur de Reynolds de G est I'applica-
tion R définie par

R . C[I17x27"'7xn] - C[I17z2a"'7xn]
@ p(z) — g7 Laec P(Ax)
Il est immédiat que Rg est une application C-linéaire de Clxy,xa, ... ,zp].

3.1. Montrer les assertions suivantes
(1) Pour tout p € Clxy,%a,...,2,], on a Rg(p) € Cloy,xa,. .. ,2,]%,

(2) Pour tout p € Clxy,72,...,2,]%, on a Rg(p) = p.
3.2. Calculer R¢, (p)(x1,22).
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4. LE THEOREME DE NOETHER

Soit G un sous-groupe fini de GL,,. On dit qu'une famille fy,fs, ..., f; d’éléments
de Clx1,22,...,2,]¢ engendre Clzy,xo,...,2,]¢ lorsque pour tout polynéme p in-
variant par G, il existe h € Clz1,22,...,7;] tel que p = h(f1,f2,...,f1). On note
alors

(C[xlamZa cee 7x’n]G = C[fl7f2) DR 7fl]~
4.1. Quelle(s) famille(s) connaissez-vous qui engendre(nt) C[z;,z2, . . . ,2,]%5% ? (On
ne demande pas de démonstration.)
Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant dt & Emmy Noether.

Théoréme 4.1.

Clz1,z2, .. .,x,]¢ = C[Ra(z®) : |a| < |G]].
4.2. Montrer que pour tout k € N, il existe des entiers non nuls a,, tels que

(1 —|—I2+"'+In)k = Z anz®.
|a|=k

4.3. Etant donnée une matrice A = (a;5), on note A; = (a;1,...,a;n) la i-iéme
ligne de A et A; - x le produit du vecteur A; par le vecteur x c’est-a-dire A; - x =
a1 + aipa + -+ + a4 &y. Pour u = (ug,ug, ... u,) € C", on pose

Sk(u,x) = Z(ulAl cxHugAy -z Fuy A, - x).
AeG

(1) Montrer que
Sk (u,x) = Z bo R (x™)u®
lo|=k
ou les b, sont des coefficients non nuls que 'on précisera.
(2) On note Uy = u1 Ay - & + ugAs - + -+ + u, A, - x. Montrer que Si(u,x)
est une fonction polynomiale symétrique des Uy, A € G. En déduire qu’il
existe un polynome g € Clz1,22, ... ,2|q|] tel que

Sk(u,x) = q(S1(u,x), ... ,5 ¢ (u,x)).

(3) En déduire une preuve du théoréme de Noether.

4.4. Déterminer trois polynomes fi,fa et f3 tels que Clzy,22]%* = C[f1,f2,f3]. (Le
théoréme précédent fournit, aprés calcul, seulement quatre polyndémes distincts et
on montre qu'un de ces quatre polynomes peut étre éliminé.)

4.5. Déduire du théoréme de Noether qu’il existe toujours une famille d’au plus
("+71G‘) éléments qui engendre 'anneau des invariants d’un groupe d’ordre |G|.
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