SERIES DE FOURIER

JEAN-PAUL CALVI

1. APPROXIMATION DES FONCTIONS PAR DES SERIES DE FOURIER
1.1. Séries de Fourier d’une fonction intégrable.

1.1.1. Définition. Soit f : R — C une fonction 27 périodique intégrable sur [0,27]
"|f(z)|dx < oo. On note f € L([0,27]). On appelle série de Fourier de f la
série de fonctions trigonométriques

fao )+ Z an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx) (1.1.1)
o 1 2m 1 2m
an(f) = A f@)cos(nt)dt et b,(f) = = f(t) sin(nt) dt. (1.1.2)

Ces coefficients sont appelés les coefficients de Fourier de f. Puisque f € L[0,27],
ils sont bien définis et par conséquent la série aussi. Pour un x donné, la série (1.1.1)
peut ou non converger et lorsqu’elle converge sa limite peut ou non étre égale a f(z).
Le but de ce cours est de donner, puis d’appliquer, des résultats fondamentaux qui
assurent la convergence de la série (1.1.1) vers f(x) lorsque f n’est pas une fonction
trop “singuliére”.

On notera S, (f,z) ou, s’il n’y a pas d’ambiguité sur la fonction considérée, S, (z),
la n-iéme somme partielle de la série (1.1.1),

Sp(x) = fao Z ar(f) cos(kx) + by (f) sin(kx). (1.1.3)

1.1.2. Observations sur la définition.
(1) La théorie que nous allons développer a un pendant immédiat pour les fonctions
de période | quelconque (non nul) dans R (voir plus loin les exemples de séries de
Fourier).

(2) Si f est paire alors

{bn(f) = 0 (n=1)

an(f) = 2 [7 f(t)cos(nt)dt (n>0)
(3) Si f est impaire

{an(f) = 0 (n > 0)

bo(f) = 2 2 |5 f(t)sin(nt)dt (n>1).

(4) De nombreux auteurs écrivent la série de Fourier en faisant intervenir les fonctions
€™ plutdt que les fonctions cosnz et sinnz. La fonction S, (f,x) devient alors

k=n

Su(fx)= > ar(f)e™ (1.1.4)

k=—n
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ou )
1 T —ikx
ar(f)=5- [ fl@)e *da. (1.1.5)
2m Jo
On vérifie aisément que les formules (1.1.4) et (1.1.3) coincident. La formule

(1.1.4) a 'avantage d’étre plus symétrique.

1.1.3. Formule de Dirichlet. On appelle n-iéme noyau de Dirichlet la fonction
de deux variables x et t définie par

K (z,t) = % + % > cos(n) cos(nt) + sin(n) sin(nt) (1.1.6)
k=1
11

= %—l—;;cos{n(z‘—t)}. (1.1.7)

En remplacant les coefficients de Fourier par leur expression intégrale dans S,,( f,z)
puis en permutant les signes [* et >.)'_; on obtient :

Théoréme 1 (Formule intégrale pour S,(f)).

™

Sp(f) = [ Kn(zt)f(t)dt. (1.1.8)

Théoréme 2 (Expression du noyau de Dirichlet).

Isin{(n+3)(z—t)}

K,(xzt) = - rsm{lz—10)) (1.1.9)
Corollaire 3. R {(n N l)t}
;/0 Wdt =1 (1.1.10)
Q. 1. — Démontrer le théoréme et son corollaire.

[l s’agit de calculer § + >_7_, cos(nu). On pourra utiliser cosu = R(e").]

Théoréme 4 (Formule du reste). On a

Sulfar) — fla) = - / T o)+ flo— ) — 2f ()

_ 1 sin {(n + 3)t}
2w

T
Sin 2

dt (1.1.11)

Q. 2. — Démontrer (1.1.11). On effectuera un changement de variable dans (1.1.8)
dans laquelle on remplace K, (z,t) par Uexpression (1.1.9).

1.1.4. Fonction de Dini. Le théoréme précédent laisse deviner I'importance que la
fonction ® = ®; . définie par

() = flz+1)+ flz—1t) —2f(x)
aura dans I’étude de la convergence de S, (f,x). Nous appellerons cette fonction @
la fonction de Dini de f pour z. Avec cette notation la formule de reste ci-dessus
devient i ) )
Sulfa) ~ @) =5 [ Pk (U 213 % (1.1.12)
T Jo sin 3
Plus généralement, s’il s’agit de démontrer la convergence de S, (f,r) vers S, on consi-
dérera ®° définie par
O5(t) = f(z+1t) + flx —t) — 28
qui donne la formule de reste

Su(fiz) — S = i/; @S(t)wdt (1.1.13)

[
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1.2. Convergence.
1.2.1. Lemme de Riemann-Lebesgue.

Théoréme 5. Soit f € L([a,b]). On a

b
lim [ f(t)e?dt =0.
A—oo [,
En particulier les coefficients de Fourier a,(f) et b, (f) d’une fonction f 2m-périodi-
que intégrable tendent vers 0 lorsque n tend vers co.

Q. 3. — Démontrer le théoréme. On commencera par le cas ou f est une fonc-
tion constante par morceaux puis on utilisera (en 'admettant) la densité! de ces
fonctions dans L([a,b])

1.2.2. Théoréme de Dini. Sous les hypothéses (sur f) et avec les notations précé-
dentes, on a:

Théoréme 6 (Dini). S’il existe 6 > 0 tel que 20 soit intégrable sur [0,0] alors

¢
Sn(f,x) converge vers f(x).
Plus généralement, posant
®3(t) = f(z +t) + f(x —t) — 25,
la suite S, (f,x) converge vers S dés lors que (bst(t) est intégrable sur un intervalle
[0,8] avec § €]0,7].

Q. 4. — Démontrer le théoréme de Dini. On partira de la formule d’erreur dans
laquelle on découpera l'intervalle en deux sous intervalles [0,d] et [§,7] et sur chacun
de ces deux sous-intervalles on appliquera convenablement le lemme de Riemann-
Lebesgue.

Corollaire 7. Si f vérifie une condition de Lipschitz d’ordre a > 0 au voisinage
de x alors Sy (f,x) converge vers f(x).

Q. 5. — Démontrer le corollaire.

Rappel. Dire que f vérifie une condition de Lipschitz d’ordre o > 0 au voisinage de x
signifie qu’il existe n > 0 tel que pour tout (¢,t') € [z—n,z+n] ona |f(t)—f ()] < K.|[t—¢'|*.

S
Corollaire 8. Si q)f(t) est bornée au voisinage de 0 alors S, (f,x) converge vers S.

1.2.3. Le critére de Dirichlet. On note, lorsque les limites existent,

flzg)= lim f(z) et f(zf)= lim f(a).

T—x0,r<To T—T0,T>T0

Lorsque ces limites existent mais sont différentes on dit que f a une discontinuité
de premiére espéce en z. On dit ensuite que f admet des dérivées généralisées
a gauche (fy(zy)) et a droite (fz(zg)) en zo lorsque les limites suivantes existent

Flwo+h) = ) _ L fg) = S —h)

folwg) = hjéfg<o h T h—0,h>0 h
“ (v + 1) — f(a)
+\ Jf(xo+h) — flzg
Ja(wg) = h—0h>0 h '

Corollaire 9 (Critére de Dirichlet). Si f admet des dérivées généralisées a

droite et a gauche en xo alors Sy (f,x0) converge vers 1(f(zd) + f(zg)).

1. Cela signifie que quels que soient f € L[a,b] et € > 0, il existe une fonction constante par
morceaux g telle que ]; [f(t) — g(t)|dt < e.
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Q. 6. — (Exemples)
Etablir les formules suivantes en appliquant le théoréme de Dirichlet & des fonctions
correctement choisies.

(1) Pour z € [—m,7],

oo
w2 4
(r—|z])* = = E — cos(nz)
n?

3 n=1
En déduire la valeur de Y07 | 5.
(2) Pour z €]0,27[ et a € R* on a
2ma e .
az _ € —1 i acosnr — nsinne
© = ™ { 2a + Z a? + n? } '
n=1
Que dire pour x =07
(3) Pour z €]0,7[ et a € R* on a
oo _ o 1 N 2 i (—1)"e™ — 1 acosnx
- am Lt a?+n?’

Que dire pour x = 07
(4) Pour z €]0,7[ et a € R* on a

Jream nsinnx
o= 23 ey I

a? +n?

Que dire pour z =07
(5) On utilise la notation [z] pour désigner la partie entiére du réel x. Montrer que
pour tout x non entier on a

1 >\ sin 2nmx
el —wt =2 =

2. APPLICATION AU PROBLEME DE DIRICHLET

2.1. Enoncé du probléme. On rappelle que C(0,1) (respectivement, D(0,1)) dé-
signe le cercle unité (respectivement, le disque unité) dans R? ~ C i.e.

C01)={z€C: |z] =1} ={(z,y) eR?: 22 +4> =1} (2.1.1)
et D0,1)={z€C: |z| <1} ={(z,y) eR?: 22 +5* < 1}. (2.1.2)

Etant donnée une fonction continue fy sur C(0,1), le probléme consiste a trouver
une fonction f continue sur le disque fermé D(0,1) telle que

FL4+2L = 0 sur D))
f = fo sur C(0,1)

La premiére équation dit que la fonction f doit étre harmonique sur le disque
ouvert. Nous admettrons que le probléme de Dirichlet admet toujours une solution
unique.

(PROBLEME DE DIRICHLET)

2.2. Solution du probléme de Dirichlet. On définit Fj : R — R, 2r-périodique
continue telle que Fy(0) = fo(e’?), 0 € R.

Théoréme 10. Si Fy est développable en série de Fourier i.e.

Fo(6) = %ao(Fo) + 3" an(Fy) cos(nd) + by(Fo)sin(nd) (8 € R)

n=1

avec
e

> (lan(Fo)| + [ba(Fo)]) < (22.1)

n=1



SERIES DE FOURIER 5

alors 'unique solution du probléme de Dirichlet est la fonction f définie sur D(0,1)
par

f(rcosf,rsinf) = %ao(FO) + Z {an(Fp) cos(nf) + b, (Fo) sin(nb) } r*.  (2.2.2)

n=1

L’hypothése (2.2.1) est forte puisqu’elle implique que la série de Fourier de Fy
est normalement convergente. On trouvera dans la partie 4.2 des conditions raison-
nables pour qu’une fonction f la satisfasse.

Q. 7. — Soit f € C*(D(0,1)). On définit g sur Q :=] — 1,1[xR par
g(r,0) = f(rcosf,rsind).
Montrer que g € C*(Q) et que pour D(0,1) 3 (x0,y0) = (0 cos fp,70 sin fp) et on a

0*f 0’ f
@(l’o,yo) + aiyg(xﬂay()) =0 (2.2.3)
0? 0] 0?
= TSGTEQI(TO’&O) + Toa*i(roﬂo) + 879!2](7"0790) =0 (2.2.4)
Q. 8. — Vérifier que la série définie par le terme de droite dans (2.2.2) converge

vers une fonction continue sur D(0,1) et que sa limite est solution du probléme de
Dirichlet.

3. LA THEORIE DE FEJER

3.1. Moyenne de Cesaro. Etant donnée une suite v = (u,) de nombres com-
plexes, on appelle moyenne de Cesaro de u, la suite v = (v,,) définie par

vz 0 U o),

n
L’élément v, est donc la moyenne arithmétique standard des n premiers termes
(quand on commence & n = 0) de la suite u. On démontre facilement que lorsque
u converge vers | alors v converge aussi vers | mais il peut arriver que v ait une
limite ¢ sans que u soit convergente (trouver un exemple). On dit alors que u
converge au sens de Cesaro — on dit aussi que u converge C1 — vers t. On doit
au mathématicien hongrois Fejer le résultat remarquable que pour toute fonction
f continue 27 périodique, la suite S, (f,x) converge C1 vers f(x).
On notera

SO(fax) + -+ Snfl(fvm)

n

on(fx) = (neN,zeR) (3.1.1)

3.1.1. Formule de FeFjer. On appelle n-iéme noyau de Fejer la fonction de deux
variables x et ¢ définie par

Fo(at) = % i K;(2,). (3.1.2)
=0

I1 découle alors de (3.1.1) et de la formule intégrale pour S;(f), voir (1.1.8), que

s

on(f.) = / Py (o) f(1)dt. (3.1.3)

Théoréme 11 (Expression du noyau de Fejer).

Fn(x,t) — Lw

= 3.1.4
2mn  sin? {%_t} ( )
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Q. 9. — Démontrer le théoréme.

[11 s’agit de calculer 3°;—; sin{(k + 3)u}. On pourra utiliser sinu = J(e™).|

Théoréme 12 (Intégrale du noyau de Fejer).

1 ["sin® (%)
—— ———=2dt =1. eN 3.1.5
2mn J, sin2(%) (n ) ( )

Q. 10. — Démontrer le théoréme. [Se déduit immédiatement de (1.1.10).]

Théoréme 13 (Formule du reste). On a

()= 1@ = 2 [0+ fe—n -2 g
n(fx) — flz) = — x x—1t)=2f(x)] ——= 1.
? 2nm Jo sin® { £}
En employant la fonction @, de Dini, la formule de reste est
Lo sin? {22}
(fox) — - D (t) —— 2L dt 1.
o) = 10) = g [ a0 (31.7)

Q. 11. — Démontrer (3.1.6).

3.2. Le théoréme de Fejer. Il affirme que S, (f,x) converge C1 vers f(z) pour
toute fonction continue et que la convergence est uniforme. En d’autres mots

Théoréme 14 (Fejer, 1904). Soit f € C(R), 27 périodique. La suite de fonctions
on(f,.) converge uniformément vers f sur R.

Q. 12. — (Démonstration)
Fixons € > 0. Nous allons montrer qu’il existe ng = ng(e) € N tel que pour n > ng
on a

lon(fx) = f(@)| <€ (z€R)
ce qui montrera la convergence uniforme annoncée.

(1) Montrer qu’il existe ¢ €]0,7[ tel que

t€[0,0] = [Py .(t)] < (x € R).

N

[On utilisera 1'uniforme continuité de f.|

(2) Nous travaillons maintenant avec le ¢ trouvé dans la question précédente.
Montrer que

™ 122 [ nt
1 / q)f@(t)sm {2 }dt
5

2o s {1}

(3) Conclure la démonstration : prouver l'existence du ng(e).

<4 sup |f].

1
S S cR,ncN).
sw il ey @ERnEN

Q. 13. — En adaptant la démonstration précédente démontrer le

Théoréme 15. Soit f définie sur R, 27 périodique, intégrable sur [0,27]). Si f est continue
en xo (respectivement, admet une discontinuité de premiére espéce en xo) alors on(f,z0)
converge vers f(xo) (respectivement, vers ${f(zd) + f(z5)})-
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4. APPLICATION DU THEOREME DE FEJER

4.1. Densité des polynémes trigonométriques. Notons Ca,(R) ’ensemble des
fonctions continues sur R et 27-périodiques. C’est un espace vectoriel, et lorsque on
le munit de sa norme naturelle || f|| := supg |f(2)| il devient un espace de Banach 2
On appelle polyndéme trigonométrique de degré n toute fonction de la forme

P(z) = Z ajcos(jz) + B sin(jz)

=0

ou les coefficients «; et 3; sont des nombres réels. L’ensemble II des polynomes
trigonométriques est évidemment un sous-espace vectoriel de Co (R)

Théoréme 16. L’espace II est dense dans Car(R). Autrement dit, toute fonction
continue 2m-périodique [ est la limite d’une suite uniformément convergente (sur
R) de polynémes trigonométriques.

Q. 14. — Démontrer le théoréme.

Q. 15. — Soit f € Cor(R). Montrer que pour tout € > 0, il existe un polynéme
trigonométrique p tel que f < p < f 4 € sur R. En d’autres mots, toute fonc-
tion continue peut étre uniformément approchée "par valeurs supérieures" par un
polynéme trigonométrique.

4.2. Applications.

Théoréme 17. Soient f et g deuz fonctions dans Car(R). Si tous les coefficients de
Fourier de f et de g coincident alors f = g.

Corollaire 18. Si la série de Fourier de f € Car(R) converge uniformément sur R alors
sa limite est forcément égale a f.

Corollaire 19. Si f € Ca:(R) est dérivable sur R et si sa dérivée f' vérifie une condi-
tion de Lipschitz d’ordre a avec « > 0 alors Sy (f,x) converge uniformément (et méme
normalement) vers f sur R.

Q. 16. — Démontrer le théoréme et ses corollaires. Pour le second corollaire, on montrera,
en effectuant une intégration par partie dans les formules donnant a,(f) et b, (f), que
I’hypothése sur f implique que le terme général de la série de Fourier de f est dominé, en
valeur absolue, par le terme général d’une série de Riemann convergente. Précisément, on
commencera par établir que
(N =-2 [ F@sin(nay
a =—-—— x) sin(nx)dzx
" ™ J_.
puis que
1 us

an(f) = +% f'(z + 7 /n) sin(nz)dz.

Q. 17. — Montrer que pour tout § € R et 0 <7 < 1 on a le développement de Fourier

1—7rcosf

1—2rcosf+r2 1+ Z r" cos(nf).

n=1

2. On le démontre directement ou bien en remarquant que c’est un sous-espace fermé de
I’espace de Banach des fonctions continues bornée sur R.
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4.3. Application a la démonstration du théoréme de Weirstrass.

Théoréme 20. Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R. Toute fonction continue
sur [a,b] est la limite d’une suite uniformément convergente de polynomes.

Q. 18. — (Démonstration)

(1) Montrer qu’il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou [a,b] = [—1,1].

(2) Soit f € C[—1,1]. Construire une suite de polynémes qui converge uni-
formément vers f & partir d’'une suite de polynémes trigonométriques qui
converge vers f o cos € Cor(R).

5. THEORIE L? DES SERIES DE FOURIER

5.1. L’espace de Hilbert L2. L’espace des fonctions (réelles ou complexes) de
carré intégrable sur [0 27r] ie. | f (2)]* dz < oo est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire (f,g) fo g(z)dz. En réalité, les éléments de cet ensemble
ne sont pas des fonctlons mais des classes d’équivalence de fonctions produites par
la relation d’équivalence R définie par fRg si f — g = 0 sur [0,27] excepté sur un
ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Toute fonction f de carré intégrable est
intégrable sur [0,27], on peut donc considérer sa série de Fourier.

5.2. Séries de Fourier comme projections orthogonales. Une famille F (de
vecteurs non nuls) d’un espace de Hilbert H est orthogonale lorsque on a (f,g) =0
quels que soient f # ¢ dans F. On dit qu’un famille orthogonale est compléte
lorsque ’espace vectoriel V(F) engendré par la famille F est dense dans H.
Q. 19. — Montrer que la famille 7 := {& — cos(nz),n € N} U {z — sin(nz),n €
N*} est un famille orthogonale compléte de L2[0,27].
(Pour la complétude, on pourra utiliser (en admettant) que I’espace des fonctions
continues est dense dans L2[0,27].)
Q. 20. — Soit f € L?[0,27].
(1) Montrer que S, (f) est la projection orthogonale de f sur I'espace II,, formé
des polyndmes trigonométriques de degré inférieur ou égal a n (de sorte que

I1f = Sulf)ll = inf 1f sl

(2) En déduire que lim, ., S,(f) = f dans L*[0,27]. On prendra garde que
cette convergence est bien différente d’une convergence uniforme (ou méme
simple) d’une suite de fonctions.

(3) En déduire l’égalité de Parseval qui affirme que pour toute fonction f €
L?[0,27] on a

L = e

Q. 21. — Soit § €]0,7].
(1) Montrer en considérant la fonction 27-périodique f définie par f(z) =1 si
|z] < d et f(x) =0si6d < |z| <m lidentité suivante

oo

Z 2+02).

w\}—*

n 2

i sin(nd) m—9
n=1

(2) Déduire ensuite de I'inégalité de Parseval

n2d 2

i sin®’(nd)  m—6

n=1
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(3) Déduire enfin en faisant § — oo

o s . 2
/ <sm:17> dr— "
0 X 2
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