Université Paul Sabatier Année 2020-2021
L2-Maths Notes de cours

Géométrie

1. ESPACES AFFINES

1.1. Introduction. Dans cette partie, F est un espace vectoriel sur R (de
dimension finie).
Définition 1 (Espace affine). Un espace affine £ de direction E est un

ensemble non vide muni d’une application £ x £ 5 (4, B) — AB € E telle
que :
(1) pour tout A€ &, Be & et C €&, on ala relation de Chasles

E—FB?:@;

(2) pour tout A € £ et tout ¥ € E, il existe un unique point B € & tel
que 1@ =
Dans la définition précédente, I'unique point B € £ tel que zﬁ = U est
appelé translaté de A par ¥; il est noté B = A + 7.
L’unicité dans la définition précédente conduit a I'implication
(1) AB=AC — B=C.

On dit que 'espace affine £ est dirigé par I’espace vectoriel F. La dimension

de l'espace affine £ est
dim(€) = dim(E).

Définition 2. Une droite affine est un espace affine de dimension 1. Un
plan affine est un espace affine de dimension 2.
Proposition 1. Pour tout A € £ et tous 4, v € F, on a :

A+ (T+7)=(A+@)+7.
Démonstration. Notons B = A+, C = B+vUet C' = A+ (4 + 7). D’apres
la relation de Chasles

AC' =i+ 5= AB+ BC = AC.
D’apres (1)), on a C’ = C. O
Proposition 2. Soient A et B deux points de £. On a A = B si et seulement
si x@ = 0.

Démonstration. D’une part, dapres la relation de Chasles,

AA = AA + AA = 244

Par conséquent, AA = 0

D’autre part, d’apres (1)), si E =0= AA alors B = A. O
1
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—
Proposition 3. Pour tous A, B € &, B = —BA.
Démonstration. D’apres la relation de Chasles

AD+BA—AA=0. 0

Exemples

(1) L’espace vectoriel R? = {(m,y, z); x,y,2 € ]R} peut étre muni d’une
structure d’espace affine via I'application R? x R3 — R? définie par

X1 ) T2 — 1
Y1 X Y2 — Y2 — Y1
21 22 Z2 — 21

Il est alors dirigé par R? lui-méme.

(2) Plus généralement, tout espace vectoriel E peut étre muni d’une
structure d’espace affine dirigé par E via 'application £ x F — E
définie par (@, V) — U — 4.

(3) Soit A un réel et g : R — R une application continue. L’espace des
solutions f : R — R de classe C! d’une équation différentielle linéaire
f(t) = Af(t) = g(t) est un espace affine.

Exercice 1. Montrer que pour ces trois exemples, les deux propriétés de
la définition d’espace affine sont vérifiées.

Remarque 1 : un espace affine peut étre considéré comme un espace vectoriel
dans lequel on aurait oublié ot se trouve [’origine.

Remarque 2 : Un espace affine permet d’encoder des positions, tandis qu'un
espace vectoriel permet d’encoder des déplacements.

1.2. Repéres cartésiens. Si on fixe un point O comme origine d’un es-
pace affine £, on peut considérer 'application M +— O—]\>4 de £ dans F.
Cette application est une bijection, ce qui nous permet de munir £ d’une
structure d’espace vectoriel. L’espace vectoriel ainsi défini est noté Eo et
appelé vectorialisation de l’espace affine € en O.

Beaucoup de problemes de géométrie affine peuvent se résoudre en choisis-
sant une origine O convenable puis en utilisant des résultats de géométrie
dans les espaces vectoriels.

Définition 3. Un repere cartésien dans un espace affine £ est la donnée
d’une origine O € & et d’une base (é1,...,€,) de E de sorte que pour tout
M € &, il existe (z1,...,2,) € R" tel que

—
OM = z1€1 + -+ + T,€En.

On dit que (z1, . .., z,) sont les coordonnées cartésiennes de M dans le repere
(O5€1,...,6En).



3

Si &€ est un espace affine de dimension n et qu’on se donne un repere cartésien,
I’application qui a un point A € £ associe ses coordonnées cartésiennes
(x1,...,2y) € R™ dans le repere cartésien correspondant est un isomor-
phisme (affine) entre £ et R™. Donc, tout comme un espace vectoriel (de
dimension finie n) s’identifie a I'espace vectoriel R une fois une base choi-
sie, un espace affine (de dimension finie n) s’identifie & 1’espace affine R™
une fois un repere choisi.

Nous allons maintenant étudier 'effet d’'un changement de repere sur les
coordonnées.

Soit R = (O;B) et R' = (O'; B") deux reperes cartésiens. Soit M € £ un
point. On note X le vecteur colonne formé des coordonnées cartésiennes
de M dans le repere R et X' le vecteur colonne formé des coordonnées
cartésiennes de M dans le repere R'. Notons pour finir Y le vecteur colonne
formé des coordonnées cartésiennes de O’ dans le repere R. Alors,

X=Y+PX on P=P§

est la matrice de passage de la base B a la base B/, ¢’est-a-dire la matrice dont
la j-eme colonne est formée des coordonnées cartésienne du j-éme vecteur
de la base B’ dans la base B.
Cela découle de la formule du changement de base dans un espace vectoriel
et de 'égalité

— — —_—

OM = 00" +0O'M.
1.3. Sous-espaces affines. Il s’agit de modéliser, par exemple, la notion
de plan ou de droite ne passant pas nécessairement par ’origine. On va par
exemple considérer les ensembles

P = {(x,y,z) s r+y+z= 1} CR® ou D= {(ac,y) : 2x—y:3} c R2
Définition 4 (Sous-espace affine de £). Un sous-ensemble & C & est un
sous-espace affine s’il existe

— un point A € & et

— un sous-espace vectoriel B/ C F
tels que

5’:{A+17; UEE’}.
. / Y / .

Autrement dit, £’ := {AM s Meé& } est un sous-espace vectoriel de F.

Notons que E’ est I’espace vectoriel dirigeant £ et la dimension de &’ est
égale & la dimension de E’.

Exemples.
— {A} : direction {0}.
— P:={(z,y,2); a+y+z =1} C R3 Le point A (0,0, 1) appartient &

P. Soit ¥ un vecteur de R? de coordonnées (vy,vo,v3). Alors A+7 €
P si et seulement si (0,0, 1)+ (v, v, v3) vérifie I'équation x +y+2z =



1. Cela est le cas si et seulement si v1 +v2 + (1 +v — 3) = 1, c’est-
a-dire si et seulement si v1 + v + v3 = 0, c’est-a-dire si et seulement
si ¥ appartient au plan vectoriel

P={(z,y,2); s +y+z=0} CR.

— D= {(O, —-3)+ A(1,2); N € R} est un sous-espace affine de R2.

— Deux points distincts A, B € £ définissent un sous-espace affine de
£ de dimension 1 passant par A et B : c’est la droite affine passant
par A de direction Vect(zﬁ).

— Trois points distincts non alignés A, B,C' € £ définissent un sous-
espace affine de £ de dimension 2 contenant A, B et C' : le plan affine
passant par A de direction Vect(ﬁ ; ﬁ)

1.3.1. Notion de parallélisme.

Définition 5. Soient £ C € et &) C & deux sous-espaces affines de £ dirigés
respectivement par Ef C E et E}), C E.

— On dit que & et &) sont paralléles ’ils sont dirigés par le méme
sous-espace vectoriel : E] = Ef.
— On dit que & est faiblement parallele & &) si B} C E,

Avec cette définition, il n’existe qu'une seule droite passant par un point
donné et parallele & une droite donnée. Si A est un point de E et D est une
droite affine dirigée par D, alors la droite recherchée est A + D.

Remarque : deux sous-espaces affines paralleles sont donc soit confondus,
soit d’intersection vide.

1.3.2. Intersection de sous-espaces affines.

Proposition 4. Soit (&;);cr une famille de sous-espaces affines de £ avec &;
dirigé par E;. Posons &£’ := m E et B = m E;. Alors,
i€l el
— soit & =0,

— soit & est un sous-espace affine de £ dirigé par FE'.

Démonstration. Si &' =0, il n’y a rien & démontrer.

Si £ # (0, on peut choisir un point A € &', c’est-a-dire A € &; pour tout
1 € 1. Alors, B € &' si et seulement si B € &; pour tout i € I, c’est-a-dire
si et seulement si zﬁ € FE; pour tout ¢ € I, c’est-a-dire si et seulement si
AB € E'. On a donc & = {A+7; ¢ € E'}. Autrement dit, £ est un
sous-espace affine de £ dirigé par F’. O

Définition 6. Soit X C &£ un sous-ensemble de £. Le sous-espace affine
Aff(X) engendré par X est I'intersection de tous les sous-espaces affines de
& contenant X.



Autrement dit :
Aff(X) = N £

£’sous-espace affine de £
E'DX

Exemples.
— Si X = {zo}, alors Aff(X) = {zo}.
— Si X = {xo, 21} avec xg # =1, alors Aff(X) est la droite contenant
xo et x1.
— Si X = {zp, 1,22} avec xg, z1 et xy trois points distincts, alors
— soit Aff(X) est une droite (de dimension 1) et on dit que les
points sont alignés,

— soit Aff(X) est un plan (de dimension 2).

Lemme 1. Etant donnés k + 1 points (Ao,...,Ax) €&,
Aff(A(), . ,Ak) = Ag+ VeCt(AoAl, . ,AoAk).

Démonstration. Considérons I'espace affine F := A0+Vect(m, e M)
Observons d’abord que les points A; sont tous contenus dans F et donc
Aff(Ao, ..., Ax) C F. Supposons maintenant que &' C £ est un espace affine
contenant X := {Ay, ..., Ax}. Alors & contient Ag+Vect(AgAy, ..., AgAx) =
F. Donc F est contenu dans l'intersection de tous les espaces affines conte-
nant X, c’est-a-dire dans Aff(X). O

Rappel. La réunion de deux sous-espaces vectoriels £y C E et By C E
n’est en général par un sous-espace vectoriel. La somme

FEi+ Ey = {171 + Uy avec (171,’[72) € B x EQ}
est un sous-espace vectoriel de E. La dimension de Ey + F» est
d1m(E1 + EQ) = dlm(El) + dlm(EQ) — d1m(E1 N Eg)

Proposition 5. Soient & et & deux sous-espaces affines de £ dirigés res-
pectivement par Fj et Ey. Posons £ := Aff(£; U &7).

— Si &1 NEy# D, alors £ est dirigé par E + Es et
dim(&’) = dim(E,) + dim(Es) — dim(E; N Ey).
— Si & NEy = 0, alors &£ est dirigé par Vect(m) + E1 4+ E5 avec
A €& et Ay € B et
dim(&') = 1+ dim(E;) + dim(E») — dim(E, N Es).
Démonstration. Posons X = & U &,. Supposons que A; € £ et Ay € &Es.

Considérons le sous-espace vectoriel F' C E et le sous-espace affine F C &
dirigé par F' avec

F .= Vect(AlAg) +E1+Ey et F:=A;+F.
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On va montrer que Aff(X) = F.
D’une part, si M € X, alors

—
— soit M € & et A1M € Ey car Ay € &1,

— soit M € Eyet AiM = A1As+AsM € Vect(AlAg)—i-Ez car Ag € &.

—
Dans les deux cas, on a AyM € F et donc M € F. Cela montre que X C F
et donc

2) AfE(X) C F.

Réciproquement, soit £ C & un sous-espace affine contenant X et soit £/ C
E T'espace vectoriel qui dirige £’. Comme & C €', on a F; C E’. De méme,
Ey C E'. Enfin, A; € & et Ay € &', donc Vect(M) € &'. Cela montre
que F' C E’ et donc que F C &’. Par conséquent, tout sous-espace affine &’
contenant X contient F. Donc

(3) F C Aff(X).
D’apres les inclusions et , on a
Aff(X) = F = A1 + Vect(A142) + E1 + Es.

Notons que si & N &y # 0, on peut prendre A; = Ay = A € £ N&s et dans
ce cas, on a

Aff(X) = A+ Ey + Es.

En particulier, F est dirigé par Eq + Es.
En ce qui concerne les dimensions, on a donc

dlm(Aff(é’l U 82)) = dim(Vect(AlAQ) + F1 + EQ)
Si Ay = Ay = A€ & NE,y, alors
dim(Vect (A A2)+E1+E;) = dim(E+E) = dim(E;)+dim(E;) —dim(E1NE>).
Si Ay € &, Ay € Ey et EyNEy = (), en particulier Ay Ag # 6, alors

dim(Vect(A1Az) + By + E2) = 1 —dim(Vect(A142) N (B + E2)) + dim(E; + E)
= 1+ dlm(El) + dlm(Eg) — d1m(E1 N Eg)

— —
En effet, A1 Ao € F1 + E5 car sinon, on aurait A1 Ay = ¥} + s avec U1 € Fy
et Uy € By et

—
EyD Ay — Uy = A1+ A1Ay — Uy = A1 + U7 € B

ce qui contredirait & N & = 0. O
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1.3.3. Espaces supplémentaires. Rappelons que F est la somme directe de
deux sous-espaces vectoriels Fq et Fo, que 'on note E = E1 @ E», si

E=Fi+FEy, et EiNEy;= {6}
Dans ce cas, on dit que E7 et Fo sont supplémentaires dans E. On a
E=FE ®FE <= E NEy=/{0}et dim(E) = dim(E;) + dim(Ey).

Rappelons également que E' = E1@®Fjs si et seulement si dim(E) = dim(Eq)+
dim(Fs) et Ey N Ey = {0}, si et seulement si dim(E) = dim(E;) + dim(E>)
et £ = FE + Es.

Définition 7. Deux sous-espaces affines £ C £ et & C & dirigés par E et
FEs sont supplémentaires si E = E1 @ Fo».

Proposition 6. Deux sous-espaces affines £1,& C & sont supplémentaires
si et seulement si Aff(€; U &) = & et £ N & contient un unique point.

Démonstration. Supposons d’abord que & N & = {A} et Aff(E;UE) = €.
Alors Aff(E; U &) = € est dirigé par By + Ey = E. Si ¢ € Ey N Ey, alors
A+T€ & NEy, done A+7 = A, done ¥ = 0. Par conséquent, E = F ® Es.
Supposons maintenant que F = E; & Es. Alors, Aff(E] U &) est dirigé par
E, donc Aff(&] U EL) = £. Supposons que A; € & et Ay € &5 Comme
E=F ®E,, on am = U] + Uy avec U1 € Eq et ¥y € Ey. Alors

—
E1DAL+01=A1+A1Ay — Uy = Ay — Uy € &,

_ -
Donc & N&; est non vide. Si Ay, Ay € &1 N &y, alors A1 Ay € By N Ey = {0},
donc Ay = Aj. Par conséquent, £; N &) contient un unique point. O

1.3.4. Représentations de sous-espaces. Exemple de représentation paramétrique
d’une droite dans R? :

1 1 1+ A
D=1 —1 | 4 Vect 2 = —1+2A s AeR
0 -3 -3\
Exemple de représentation paramétrique d’un plan dans R3 :
0 1 0 A
P=| 1 |+Vect 0 : 2 = 14+ 2u D WTRSHIN
2 1 3 24+ A+ 3u

On peut également définir un plan de R? en donnant une équation cartésienne
de ce plan :
x
P = y | eR3; 22 +3y+2=-2
z
On peut définir une droite de R? par un systeme d’équations cartésiennes.
Cela revient a définir une droite comme intersection de deux plans.
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Exemple d’équation cartésienne d’une droite de R3.

x
D= Y €R3;2x+3y+z:—2etx+y+z:—1
z

Pour que ce systeme d’équations définisse une droite, il faut et il suffit que
les plans ne soient pas paralleles.
Pour passer d’une représentation paramétrique a une équation cartésienne,
voir la premiere feuille de TD.

2. APPLICATIONS AFFINES

Dans toute cette partie, £ et F sont deux espaces affines dirigés respective-
ment par F et F, et f: & — F est une application.
Prérequis : notion d’applications linéaires.

2.1. Définition et exemples.

Définition 8. Une application f : &€ — F est une application affine s’il
existe une application linéaire f : E — F telle que

(4) VABeE&  f(A)f(B) = f(AD).
L’application linéaire f est appelée la partie linéaire de f.
Si O € £ est une origine, ’équation devient

o
(5) VMeé&  f(M)=f(O)+ f(OM).

Exercice 2. Vérifier que les propriétés et sont équivalentes.
Exemples.

— Supposons que f : R? — R? soit une application affine et prenons
0 =(0,0,0). Alors

(67

f(0) = < 5 > € R%
De plus f € L(R? R2) est de la forme

1 a a a 1
Fl 2 :< 1,1 Q12 a13 ) x| 2y

x3 ’ ’ 73

T
f Z2 = <

a a a 1

i R T IV
a1 Q22 Q23
3

T3

1 0 1
0 2 -1

= R

— Par exemple, si

a\ _ 1 ot a1 a2 a3 ) _
B -1 a1 a2 a23



alors

; 2 _( 142y 4 23 >

3 —1+2I2—a}3

— L’application f : R? — R3 définie par

x 1 1 0 1 x
fly =101+ 0 -1 0 x| vy
z 1 3 2 -1 z

est une application affine.

Comme pour les applications linéaires qui s’écrivent a ’aide de matrices une
fois des bases fixées, une application affine s’écrit comme dans les exemples
ci-dessus, une fois fixés des reperes cartésiens.
Supposons que f : £ — F soit une application affine, avec dim(E) = m et
dim(F) = n, que R = (O, B) est un repere cartésien de € et R’ = (0', B)
est un repére cartésien de F, avec B = (e1,...,ey) et B/ = (e),...,¢e),). On
note
— A := Mat¥ f la matrice de f dans les bases B (au départ) et B (&
larrivée), c’est-a-dire la matrice dont la j-éme colonnes est formée

—

des coordonnées de f(e’;) dans la base B.
— (x1,...,Tm) les coordonnées de M dans le repere R,
— (b1,...,by) les coordonnées de f(O) dans le repere R'.
Alors f(M) = f(O) + f(OM) et donc
T by T
L= | +4x
Tn, bm Tn,
2.2. Exemples d’applications affines. L’étude d’une application affine
f: & — &£ d’un espace affine dans lui-méme passe par 1’étude de ’ensemble
Fix(f) des points fixes de f, c’est-a-dire ’ensemble des points M tels que
f(M)=M :
Fix(f) = {M € £ ; f(M)=M}.
Remarque : pour parler de point fixe, il faut que ’ensemble de départ coin-
cide avec ’ensemble d’arrivée.
Proposition 7. Soit f: & — £ une application affine. Alors,
— soit Fix(f) =0,
— soit Fix(f) est un sous-espace affine de £ dirigé par Ker( f —idpg).

Démonstration. Supposons que Fix(f) # (). Choisissons un point A € Fix(f).
Alors, pour tout M € £, on a

AF(M] = F(A)F(M) = [ (AM).
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—
Donc, M € Fix(f) si et seulement si Af(M) = AM, c’est-a-dire si et seule-
ey T T . T 7.
ment si f (AM) = AM, c’est-a-dire si et seulement si AM € Ker(f —idg).

On a donc

—

Fix(f) = A+ Ker(f —idg). O

2.2.1. Translation.

Définition 9. La translation Ty : £ — £ de vecteur ¥ € E est 'application
affine définie par

T3(M) =M + 7.
Sa partie linéaire est I’application identité idg : £ — F.

Remarque : 'application Ty : £ — &€ n’admet pas de point fixe, sauf dans le
cas ot ¥ = 0 auquel cas f = ide et tous les points sont fixes.

Notons que si O € £ est une origine, alors le quadrilatere (O, fO), f(M),M )
est un parallélogramme.

2.2.2. Homothétie.

Définition 10. Si A € £ et k est un réel non nul, ’homothétie de centre A
et de rapport k est 'application H 4 j, définie par

—
Hpp(M)=A+EkEAM.
Sa partie linéaire est I’homothétie vectorielle k - idg : E — FE.

Exercice 3. Montrer que :

— si k = 1, 'homothétie H,4 1 est I'identité de £ et tous les points de
& sont des points fixes;

— si k # 1, ’homothétie H 4 j admet A pour unique point fixe.

2.2.3. Symétrie centrale. Une homothétie de rapport —1 est appelée une
symeétrie centrale.

Définition 11. La symétrie centrale par rapport a un point A € & est
I'application affine S4 : £ — £ définie par

SaA(M)=A— AM.
Sa partie linéraire est —idg : £ — E.

Exercice 4. Montrer que A est 'unique point fixe de la symétrie centrale
par rapport a A.
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2.2.4. Projection affine. Rappelons que si F C £ et D C £ sont deux sous-
espaces affines supplémentaires (c’est-a-dire dirigés par des sous-espaces vec-
toriels supplémentaires de E), alors F N D contient un unique point.

Définition 12. Soit F C £ un sous espace affine dirigé par FF C E et
soit D C E un sous-espace vectoriel tels que ' & D = FE. La projection
(affine ou oblique) sur F parallelement a la direction D est I'application
affine p : £ — £ définie par

FNDy={p(M)} avec Dy =M+ D.
Sa partie linéaire est la projection vectorielle sur F' parallelement a D.

Exercice 5. Montrer que I’ensemble des points fixes de la projection sur
F parallelement a D est Fix(f) = F.

Rappelons que p: E — E est une projection vectorielle si et seulement si
pop = p. Nous allons maintenant voir qu’il en est de méme de la projection
affine.

Lemme 2. Si p: & — &£ est une projection affine, alors pop = p.

Démonstration. Supposons que p soit la projection sur F parallelement &
D. Etant donné un point M € &, posons Dy = M + D. Par définition,
M’ = p(M) est I'unique point d’intersection de F et Djs. Par conséquent

M’ € F et fNDyy = {M'}. On a donc
M'=p(M) et pop(M)=pM')=M =pM).
Donc pop =p. O

Proposition 8. Une application affine p : £ — £ est une projection affine
si et seulement si pop = p.

Démonstration. On vient de voir que si p est une projection affine, alors
pop = p. Il suffit donc de montrer la réciproque. Supposons donc que
pop=p. Notons p': E :— £ la partie linéaire de p. Alors pour tous points
A Beé,

po ﬁ(zﬁ) = ﬁ(p(A)p(Bﬁ) =pop(A)pop(B) =p(A)p(B) = ﬁ(zﬁ) :

L’application p : F — FE est donc une projection vectorielle. Notons F
son image et D son noyau. Alors £ = F & D et p est la projection sur
F parallelement & D. Soit A un point de £ et A’ = p(A). Alors p(4’) =
pop(A) =p(A) = A’. Nous allons montrer que p est la projection affine sur
F = A’ + F parallelement & D. Soit M € & et posons M' = p(M). Alors
d’une part

A'M" = p(A)p(M) = j(AM) € F et donc M’ e F.
D’autre part, p(M') = pop(M) = p(M) = M’, dou
=0

ﬁ(MM’) — p(M)p(M") = M'M’ et donc M’ € Dy =M + D.
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Cela montre que F N Dy = {M'}. O

Exercice 6. Déterminer dans le repere cartésien standard de R? 1'expres-
sion de la projection sur le plan P d’équation x 4+ y + z = 1 parallelement a
la droite D = Vect((1,0,1)).

Solution. Le plan P qui dirige P est le plan vectoriel P d’équation x+y+2z =
0. Le vecteur (1,0, 1) n’est pas contenu dans P. Donc PN D = {0}. Comme
la dimension de P est 2 et que celle de D est 1, on a donc R3 = P& D. La
projection p sur P parallelement & D est donc bien définie.

Si M € R3 est le point de coordonnées (z,y,z) et si M’ = p(M) a pour
coordonnées (2/,y', 2"), alors M' € F N Dy, c’est-a-dire que

1
P4y +27=1 et M=M+X| 0
1
Autrement dit
¥4y 4+ =1
=z + A
Y=y
Z=z4+ A
On a donc
l—-z—y—=2
@E+N+y+(z+A) =1 = A:+.
D’ou
l—z—y—=z l1+z—-y—=z
z rhey 2
flv |= y = y
P +1—x—y—z l—z—-y+=z
P . T JTe
2 2

2.2.5. Symétrie affine.

Définition 13. Soit F C £ un sous espace affine dirigé par F' C FE et soit
D C E un sous-espace vectoriel tels que F'@® D = E. La symétrie (affine
ou oblique) par rapport & F parallelement & la direction D est ’application
affine s : £ — & telle que pour tout M € &, le point s(M) est I'unique point
de Dy = M + D tel que le milieu de [Ms(M)] appartienne a F. Sa partie
linéaire est la symétrie vectorielle par rapport a F' parallelement a D.

Exercice 7. Montrer que I’ensemble des points fixes d’une symétrie par
rapport a F est Fix(f) = F.
Notons que

sos=idg.
De plus, pour tout M € &, le milieu de [Ms(M)] appartient a F N Dyy.
Dong, si p est la projection affine sur F parallelement a D, alors le milieu
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de [Ms(M)] est donc égal a p(M). On a donc
Ms(M)=2Mp(M) et donc s(M) = M—|—2Mp(M;.

De plus,
§(,ﬁ) — 5(A)s(B) = s(A)A+ AB + Bs(B)
— 2p(A)A + 248 + 2Bp(B) — AB

— 2p(A)p(B) - AB
- 217(,@) _AB = (27— idp) (E) .

Par conséquent,

—

§=2p—idg.

Proposition 9. Une application affine s : £ — £ est une symétrie si et
seulement si s o s = idg.

Exercice 8. Le démontrer.

2.3. Propriétés des applications affines.

Lemme 3. Soient f : & > Fetg: F =G ﬁ}l}( appli_a:ations affines. Alors
go f: & — G est une application affine et go f = go f.

Démonstration. On a

go f(A)go f(B) =5 (F(A)(B)) = 5o f(AB). 0

Lemme 4. Si f : £ — F est une application affine et £ C £ est un sous-
espace affine dirigé par E' C E, alors f(£’) C F est un sous-espace affine
dirigé par f(E').

Démonstration. Soit A un point de &£'. Alors & = A + E’. D’une part,
I'ensemble f(&’) contient donc f(A), ce qui montre que f(&’) # (). D’autre
part, si N € f(E’), alors il existe un point M € &' tel que f(M) = N.On a

alors
A)+ FVFOM) = f(A) + F(AM) € £(A) + f().
Cela montre que B
F(E) C f(A) + F(E).

E'), Cest-d-dire si N = f(A) + f(¥) avec 7 € F,
appartient & £ = A+ E’ et donc

+ f(E
+ F(AB) = £(4) + F(F(B) = 1(B) € ().

F(A) + F(E) € f(£).
On a donc f(&') = f(A) + f(E'), ce qui démontre le lemme. O

Enfin, si N € f(A) +
alors le point B = A +

Cela montre que
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Corollaire 1. L’application affine f : £ — F est bijective si et seulement
la partie linéaire f : E — F est bijective. Dans ce cas, l'inverse f~!: F — &
est une application affine.

Démonstration. On a f(A) = f(B) si et seulement si f(ﬁ) = 0, cest-a-

dire si et seulement si E € Ker(f). Par conséquent, f est injective si et
seulement si f est injective.

De plus, f(€) C F est un sous-espace affine dirigé par 1 (E). Par conséquent,
f(€) = F si et seulement si f(E) = F. Donc f : & — F est surjective si et
seulement si f : E — F est surjective. ([

2.4. Le groupe affine.
2.4.1. Rappels sur les groupes.
Définition 14. Un groupe (G, *) est un ensemble G muni d’une loi interne
x: G x G — G tel que
— pour tous a,b,c € G, (axb)xc=ax*(bxc);

— il existe e € G tel que pour tout a € G, axe = exa = a; e est appelé
I’élément neutre du groupe;

— pour tout a € G, il existe un élément b tel que axb=bx*xa =¢; b
est appelé le symétrique de a.

L’ensemble des bijections de £ sur £, muni de la loi interne de composition o,
est un groupe; I’élément neutre est ’application identité idg ; le symétrique
d’une application f : & — £ est I'application inverse f~!: & — &.

Définition 15. On dit que (G, %) est un sous-groupe de (G,x) si G' C G
et si (G', %) est un groupe dont la loi interne s’obtient par restriction de * &
G' x G
Pour montrer que (G, *) est un sous-groupe de (G, ), il suffit de montrer
que :

— pour tous a,b € G',onaaxbe G

— 1’élément neutre de (G, x) appartient & G,

— pour tout a € G’, le symétrique de a appartient a G’.
2.4.2. Le groupe des bijections affine de £. 1l suit des propriétés précédemment
rappelées que I'ensemble

GA(E) = {f : £ — & Dijection affine}

des bijections affines de £ sur £, muni de la loi interne de composition, est
un sous-groupe du groupe des bijections de £ sur €. En effet,

— idg : £ — &€ est une bijection affine,

— si f et g sont des bijections affines, alors fog est une bijection affine,
et
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— si f: £ = & est une bijection affine, alors f~! : £ — & est une
bijection affine.

Remarque. Lorsque £ = R?, ou si on fixe un repére cartésien pour identifier
£ avec R?, alors toute application affine f : £ — & s’exprime sous la forme :

T . ajl ai?2 z1 b1
r(m)- () (2)+ (%)

Une telle application est bijective si et seulement si sa partie linéaire f est
inversible. Etant donné que

(5)-i ) ()
x2 )\ az1 a2 x2 )’

la partie linéaire est inversible si et seulement si son déterminant ad — bc est
non nul.

Il en est de méme en toute dimension. On note det( _> le déterminant de la
partie linéaire de f.

Proposition 10. Une application affine f : £ — £ est bijective si et seule-

—

ment si det(f) # 0.

On étudiera plus tard dans le cours le sous-groupe des isométries d’un espace
affine euclidien, particulierement dans le cas ott £ = R?. En attendant, voici
un premier exemple

2.4.3. Le groupe des homothéties-translations de £. On note
HT(E) = {translations de £} U {homothéties de £}.
Proposition 11. Une application affine f : £ — £ dont la partie linéaire
est une homothétie vectorielle de rapport k € R* est
— une translation si k =1;

— une homothétie affine si k # 1.

Démonstration. Supposons d’abord que f € HT(E). Alors

— soit f est une translation et sa partie linéaire est 'identité, c’est-a-
dire une homothétie vectorielle de rapport 1;

— soit f est une homothétie affine de rapport k et sa partie linéaire est
une homothétie vectorielle de méme rapport.

Supposons maintenant que f : EF — E est une homothétie vectorielle de
rapport k. On doit montrer que f est une translation ou une homothétie. Si
k =1, on va montrer que c¢’est une translation. Si k # 1, on va montrer que
c’est une homothétie. .

On commence par traiter le cas k = 1. Dans ce cas, f = idg. Choisissons un
point A € £. Alors, pour tout M € £, on a

F(M) = f(A)+ AM = M+ Mf(AS+ AM
= M+ Af(A) =Tz M) avec U:Af(A;.



16

On traite maintenant le cas k # 1. On choisit de nouveau un point A € &.
On pose B = f(A) et

C=A+ ﬁ@ de sorte que (1 — k)A—C)' — AB.
Alors, pour tout M € £, on a
F(M)=B+kAM = C+CA+AB +kAC + kCM
= C—(1-K)AC + AB + kCM = Hey(M). O
Proposition 12. (HT(£), ) est un sous-groupe de (GA(E), o).

Démonstration. L’identité de £ est une homothétie de rapport 1; c’est aussi
une translation de vecteur nul. Cela fait deux raisons pour lesquelles idg €
HT(E).

L’ensemble HT(E) est stable par composition. En effet, d’apres la propo-
sition u, si f € GA(E) et g € GA(E) alors f et § sont des homothéties
vectorielles. Notons k et k" leurs rapports respectifs. Alors, la partie linéaire
de f o g est ’homothétie vectorielle de rapport kk’. L’application affine fog
est donc une translation (si k&' = 1) ou une homothétie affine (si kk’ # 1).
Enfin, si HT(E) est stable par passage a l'inverse. En effet,

— toute translation T; admet la translation T_z pour inverse et

— toute homothétie H,4 j admet 'homothétie Hy ;/, pour inverse. [

On a le résultat plus précis suivant :
— la composée de deux translations est une translation ;

— la composée d’une translation et d’une homothétie affine de rapport
k # 1 est une homothétie affine de rapport & ;

— la composée de deux homothéties affines de rapports k et k" est
— une homothétie de rapport k&' si kk' # 1;
— une translation si kk’ = 1.

2.5. Le théoréme de Thalés. Nous allons maintenant mettre en évidence
un lien entre les projections affines et le théoréeme de Thales.

Définition 16. Si trois points distincts A, B,C' € £ sont alignés, on note

AB
Vel le réel A tel que E = /\ﬁ.

Pour énoncer le théoreme de Thales dans un espace de dimension quel-
conque, nous devons introduire la notion d’hyperplan.

Définition 17. Un hyperplan affine H C £ est un sous-espace affine de
dimension dim(&) — 1.

Exemple. Dans R?, un hyperplan est une droite, et dans R3, un hyperplan
est un plan.
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Théoréme 1. Dans un espace affine £, on se donne trois hyperplans pa-
ralleles distincts Hg, Hi et Hs et deux droites D et D’ non faiblement pa-
ralleles a ces hyperplans. On note
— Ap, Ay et As les points d’intersection de D avec respectivement H,
Hi et Ho et
— Aj, A} et A} les points d’intersection de D’ avec respectivement Hy,
Hq et Ho.
Alors I
AgAy  AQA]
La figure [I] présente une configuration correspondant au cas d’un espace
affine de dimension 3. Les hyperplans sont des plans (de dimension 2).

FicURrE 1. Configuration du théoreme de Thales

Démonstration du théoreme de Thalés. Soit H la direction commune de H,
H, et Hso. Etant donné que la droite D’ n’est pas faiblement parallele aux
hyperplans, on peut considérer la projection p : £ — £ sur D’ parallelement
a H. On a

p(Ao) = Ay, p(Ar) =A] et p(As) = A
Posons
de sorte que M = )\fTA;.

Alors
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d’out

Mo - Ay 0
ApA; AL AL

Le théoreme de Thales s’énonce également dans le cas particulier ou les
droites D et D’ sont sécantes en Ay = Aj,. On a alors une égalité supplémentaire.

Théoréeme 2. Dans un espace affine £, on se donne deux hyperplans pa-
ralleles distincts Hq, Ho et deux droites D et D’ non faiblement paralleles &
ces hyperplans et sécantes en un point A € Hy U Hs. On note

— Aq, As les points d’intersection de D avec respectivement Hq, Ho et
I, AL les points d’intersection de D" avec respectivement H;, Ha.

Alors, il existe un réel A # 0 tel que

AA] = MAA;, AA, = A4) et ALA] = AA AL

Démonstration. Les deux premieres égalités découlent de la version générale
du théoreme de Thales en considérant I’hyperplan Hg parallele a H; et Ho
passant par A. On a alors

A A = A A+ AL = \AGA + AAAL = M(AoA + AAL) = oAl O

3. BARYCENTRES

Dans toute cette partie, £ est un espace affine dirigé par E.

3.1. Définition et exemples.

Théoréme 3. Soit £ un espace affine, (Ay,...,Ax) des points de & et
(g, ..., ap) des réels tels que

ag+ -+ oy #0.
Alors, il existe un unique point M € £ tel que
aozél()—l\>4+-~'+akzéhg—]\>4:6.
Démonstration. Choisissons une origine O € £. D’apres le relation de Chasles :
ozvo—]\>/I+---—|—ozkAk—]\>/[ = a0m+a00—]\>4+---+akm+ak0—]\>4
= (ao+--~+ak)O—Z\>/[— <aoO—Ao>—|—~-+akO—A;>.

Etant donné que g+ -+ ag #0, on a

agOAg + -+ apOAL

agAgM + -+ AM =0 <= OM=
g+ +

O

A partir de maintenant, pour alléger les notations, on consideére des familles
finies de points pondérés ((Ai,ai)iel) avec A; € £ et a; € R, ou [ est un
ensemble fini.
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Définition 18. Le barycentre (pondéré) d’une famille de points pondérés
((AZ-, ai)ig) avec Z a; # 0 est I'unique point
i€l
—
M= Bar((Ai,ozi)ie]) tel que Z%‘AiM =0.
el
Remarque. La définition du barycentre ne dépend pas de I'ordre des points
pondérés.
Remarque. Si A # 0, alors
—_ —_—
icl il
Par conséquent,
VA 7'5 0, Bar((Al-, Ozi)iej) = Bar((Ai, )\Oli)iej).
Sans perte de généralité, quitte a diviser chaque poids «; par la somme totale
Z «;, on peut donc supposer que Z a; = 1.
icl iel
Exemples.
— Si A, B € & sont deux points de & et si M est le milieu du seg-
ment [AB], alors MA = —Mg, c’est-a-dire AM + BM = 1. Par
conséquent, M = Bar((4,1), (B, 1)).

— Plus généralement, I'isobarycentre d’une famille de points (A4;);er est
le barycentre Bar((Ai, 1)ie])-

La démonstration du theoreéme [3] montre le résultat suivant.

Proposition 13. Soit ((Ai, a,-),-el) une famille de points de £ pondérée avec
Z a; # 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
el

(1) le point M = Bar((Ai,ozi)iel) :

(2) VA € R*, M = Bar((A;, \ovi)ic1) ;

H H
(3) 3O € € tel que O—]>\4 apOAg + -+ + O Ay '

a0+...+ak

H H

(4) YO € € tel queO_]>\4: aOOAO“‘"“FOé}gOAk.
a0_|_...+ak

Dans I’exemple précédent, nous avons utilisé la notion de segment, sans avoir
défini ce qu’est un segment. Intuitivement, le segment [AB] est la partie de
la droite affine (AB) passant par A et B qui est comprise entre les points
A et B. Autrement dit, c’est ’ensemble des points M tels que ﬂ? = )\E
avec A € [0,1]. On a alors, AM = AAM + AM B, d’ou

(1— NAM + ABM = 0.
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Autrement dit,
M = Bar((A, 1-MX),(B, /\))
Etant donné que (1—A)+ X = 1, nous allons utiliser la définition équivalente

suivante.

Définition 19. Si A et B sont deux points de &, le segment [AB] est 'en-
semble

[AB] = {Bar((4,),(B,8)) ; >0, 820et a+3=1}.

Remarque : la notion de segment ou de milieu d’un segment peut donc se
définir a l’aide de barycentres uniquement. Ces notions ne dépendent donc
pas de la notion de distance entre les points.

Cette approche est liée a la notion de convexité tres importante en géométrie
(et ailleurs, probabilités, analyse, ... ).

Définition 20. Un point M € £ est une combinaison convexe des points
(Ai)ier si

M = Bar((Ai,Oli)iej) avec «; = 0 pour chaquei € I et Zai =1.
i€l
En particulier
[AB] = {combinaisons convexes de A et B}.

On peut définir le triangle ABC d’une maniere analogue.

Définition 21. Si A, B et C sont trois points de &, le triangle ABC' est
I’ensemble des combinaisons convexes des points A, B et C.

3.2. Associativité du barycentre. Rappelons qu'une partition de I est
une collection (Ji)rex de parties de I telle que :

I=\JJk et JiNJpy=0sik #ks.
keK
Proposition 14. Soit (J)kex une partition d’'un ensemble fini I. Soit
(A;)icr des points de € et (a;)icr et (Bk)rer des réels tels que :

Zai #0 et [ = Zaj = 0 pour chaque k € K.
iel J€Jk

Alors Z Br # 0 et

keK
Bar((Ai,ozZ-)ig) = Bar((Bk,ﬁk)keK) avec B = Bar((Aj,Oéj)jGJk).

Démonstration. Tout d’abord Z Br = Z a; # 0. Les barycentres By, sont

keK iel
donc bien définis.
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Ensuite, posons G = Bar((Ai, ai)ig). On a donc

(=Y add = 33 a0

iel keK jeJy
= Z Z (OszjBk—i-OéjBﬁ)
keK jeJy
- Y (Ten) ey (Yo e
keK \jeJi keK \jeJi

= Z 5k3ﬁ-:0

keK

Cela montre que G = Bar((Bk,ﬁk)keK). O

Exemple.

— Considérons le cas de 3 points A1, Ao, A3 dans R? et posons

oon(13)- (1) ()

Posons par ailleurs

pne((n2) ()

Alors B est le milieu de [4; 4] et

6=nur((.3)(14))

est le milieu de [BA3].

— Considérons de nouveau le cas de 3 points A, B, C' dans un espace
affine et posons

oon((43).(a3)(¢3))

Posons de plus

wema((5.2).(2)). memn((ed). (1))

et
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Alors A’ est le milieu de [BC|, B’ est le milieu de [C A] et C’ est le
milieu de [AB]. Par ailleurs,

w((12). ()
e ((.2) (.2)) = (.2 (22))

appartient aux trois segments [AA'], [BB'] et [C'C']. Cela montre
que les trois médianes d’un triangle sont concourantes et que le point
d’intersection est l'isobarycentre du triangle.

G

Proposition 15. Soient A et B deux points distincts de F. Le point M € £
appartient & la droite (AB) si et seulement si M = Bar((4, a), (B, 3)) avec
a+ [ # 0. Dans ce cas, si M # B, alors

AM B

BM o
Démonstration. Supposons d’abord que M = Bar((A, a), (B,B)) avec o +

— ==

B # 0. Alors aAM + SBM = 0 ce qui montre que A, B et M sont alignés.
En effet, (a, 8) # (0,0) car ao+ 8 # 0.
Supposons maintenat que le point M appartient a la droite (AB). Alors,

AM = MAB et par définition, A — ’ZJ\;

BM
= ——. Observons que
I T q

— —
. De méme, BM = uBA avec

_AM BM AM  MB

A+ + + = =1=#0.
"EAE T BA - as a7
De plus,

um—F)\B_]\f:u)\fﬁ%—)\,um:@

Donc M = Bar((A, ), (B, \)).
Enfin, si M # B et M = Bar((4, ), (B,f)), alors a # 0, u # 0 et
AM AM BA A B

—_— —_——— s — = — — = — m
BM AB BM W «

3.2.1. Caractérisation de sous-espaces affines.

Définition 22. On dit qu’une partie non vide X C & est stable par ba-
rycentration si pour toute famille finie (A4;, ;);er de points pondérés avec

A; e X et ZO‘" # 0, on a Bar((Ai,ozi)) € X.

icl
Proposition 16. Une partie non vide F C £ est un sous-espace affine de &€
si et seulement si F est stable par barycentration.
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Démonstration. Soit F une partie non vide de £ et O un point de F. Suppo-
sons que J est un sous-espace affine de £ dirigé par F, c’est-a-dire F = O+F..

SiM = Bar((Ai,ai)iGI) avec A; € I et Zai # 0, alors

i€l
— —
— OA OA
OM:QO o+ + ap keF
ag + -+ ay

et donc M € O + F = F. L’espace F est donc stable par barycentration.
Supposons maintenant que JF est stable par barycentration. Posons

R
F = {OM s M e F }
de sorte que F = O + F. Il suffit de montrer que F est un sous-espace

—
vectoriel de E. Le vecteur nul @ appartient a F'. De plus si OA, O? eF,
c’est-a-dire si A, B € F, alors OA + @ = OM avec

—
OM = OA;F_:?_lO?, cest-a-dire C = Bar((4,1),(B,1),(0,-1)).

Comme F est stable par barycentration, C € F et donc 07>' eF. O

3.2.2. Points affinement indépendants. Rappelons que Iespace affine Aff(X)
engendré par un ensemble X C & est l'intersection de tous les sous-espaces
affines de £ contenant X.

Lemme 5. Soient k+1 points Ao, ..., Ag € . Alors'espace affine Aff (Ao, ..., Ag)
est de dimension inférieure ou égale a k.

Démonstration. D’apres le lemme [1} I'espace Aff(Ay,..., Ag) est dirigé par
Vect(ApAy, ..., ApAy). Par conséquent, la dimension de Aff(Ay,..., Ag) est

égale a celle de Vect(ApAy, ..., AgAg), qui est elle-méme inférieure ou égale

a k. O

Définition 23. Les k+1 points Ay, ..., Ax € & sont affinement indépendants
si 'espace affine Aff(Ao,..., Ag) est de dimension k.

Exemple.

— Deux points Ag, A; € £ sont affinement indépendants si et seulement
s’ils sont distincts.

— Trois points Ag, A1, As € £ sont affinement indépendants si et seule-
ment s’ils ne sont pas alignés.

— Quatre points Ag, A1, As, A4 € € sont affinement indépendants si et
seulement s’ils ne sont pas coplanaires.

Proposition 17. Les points Ay, ..., Ay € & sont affinement indépendants

si et seulement si (ApAq,..., AgAg) est une famille libre.

Démonstration. L’espace Aff(Ay, ..., Ax) est dirigé par Vect(ApA, ..., AgAg).

Ce dernier est de dimension k si et seulement si (ApAj, ..., AgAg) est une
famille libre. O
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3.3. Coordonnées barycentriques.

Définition 24. Un repere affine d’un espace affine £ de dimension n est la
donnée de (n + 1) points (Ao, ..., A,) affinement indépendants.

Notons que (A, ..., A,) est un repere affine de & si et seulement si (Ag; AgA1, ..., ApgAy)
est un repere cartésien de £.

Proposition 18. Soit (A;);c; une famille de points de €. Alors

Aﬁ({Az}zel) = {M ; 3(%’)1’6[ avec ZO&Z' =let M= BaI‘((Ai,Oéi))iel} .

el
Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que I = {0, 1,...,k}.
Alors, M € Aff({Ai}ie[) si et seulement si il existe des réels aq, ...,y tels
que

k
AoM = ZazAOAz
i=1
Or,

k k
AgM = Za’iAOA’i <— AoM = Zal(AoM—i—MAZ)

i=1 i=1
k k
<— ZaiAiM =0avecag=1-— Zai. O
i=0 i=1

Proposition 19. Si les points (A;);c; sont affinement indépendants, pour
tout M € Aff({Ai}Z-EI), il existe une unique famille («;);cs telle que

M = Bar((A,-,ozi))Z.el avec Zai =1.
i€l
Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que I = {0, 1,...,k}.

D’apres la proposition précédente, M € Aff({Ai}iE ]) si et seulement si
M = Bar((Ao,a0), ..., (A, ax)) avec ag + ... + oy = 1.

Alors
k
—_— —_—
A()M = ZazAOAz
i=1
Si les vecteurs AgAq,...,ApA; sont linéairement indépendants, alors les
poids (e;);>1 sont uniquement déterminés et comme Z a; = 1, le poids ag
el
est également uniquement déterminé. O

Définition 25. Soit R = (Ao,...,A,) un repere affine de €. Les coor-
données barycentriques du point M € £ dans le repere R est 'unique (n+1)-
uplet (ap, ..., ) tel que

ag+ - F+a, =1 et M:Bar((Ao,ao),...(An,an)).
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3.4. Applications affines et barycentres. Nous dirons que application
f &€ — F préserve les barycentres si

G = Bar((AZ', ai)ie]) — f(G) = Bar((f(Ai), Oéi)iel)'

Théoréme 4. Soit f : £ — F une application. Alors, f est affine si et
seulement si f préserve les barycentres.

Démonstration. Commencons par montrer que si f est une application af-
fine, alors f préserve les barycentres. Supposons que G = Bar((Ai, a;)ie [),
c’est-a-dire que

S —

iel

5= ) = f’(Z aza> =S i (A8) = Y aif (A6,

i€l el

f(G) =Bar((f(Ai), as)ier).
Supposons maintenant que f préserve les barycentres, et choisissons un
repere affine R = (Ay, ..., Ay) de €. Posons

> - g
€] — A()Al, ceey €En — AoAn

de sorte que la famille B = (€1, ...,€,) est une base de E. Soit f: E—F
I’application linéaire définie sur la base B par :

F@) = FANF(AY, ... FEn) = F(An) (AL,

Soit ¥ € E un vecteur de coordonnées (a1, ..., ;) dans la base B. Alors,

3
3

De plus
Ag+ 7= Bar((Ag,ag), cel (An,an)) avec ag=1— (a1 + -+ ag).
Etant donné que f préserve les barycentres, on a

f (AO + 17) = Bal‘((f(Ao), O[()), ) (f(An)7 an))

F(A0) + " aif (Ag) F(AL) = f(Ao) + F(@).
i=1

Ceci montre que f est une application affine. O

3.5. Longueurs, aires et volumes algébriques.
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3.5.1. Orientation et rapports de volumes. Etant données deux bases B et
B’ d’un espace vectoriel E, on note PE la matrice de passage de la base BB
a la base B’. Cette matrice est inversible et son déterminant est non nul.

Définition 26. On dit que les bases B et B’ induisent la méme orientation
de F si det(Pg/). Sinon, on dit qu’elles induisent des orientations opposées.

Orienter un espace vectoriel, ¢’est choisir une base B. Toute base B’ induisant
la méme orientation que B sera dite directe. Sinon, elle est dite indirecte.
Remarque. Les bases B = (€1, €3,...,€,) et B/ = (€3,€1,...,¢é,) induisent
des orientations opposées. En effet,

010 - 0
001 0 - 0

PE = 0 et det(P§)=—1.
R 0
00 0 0 1

Définition 27. Deux repéres affines (Ao, ..., A,) et (Af,. % ,AL) de € in-

duisent la méme orientation de £ si les bases (Ap A1, ..., AgA,) et (Af)A/, . ,Af)Ag)
induisent la méme orientation de E. Les reperes induisent des orientations
opposées sinon.

En fait, il est bénéfique de penser a det(Pg/) comme & un rapport de volumes
n-dimensionnels algébriques. Le volume 1-dimensionnel est la longueur, le
volume 2-dimensionnel est 'aire, le volume 3-dimensionnel est le volume,
etc.

Exemples.

— Dans une droite D dirigée par D, considérons deux reperes R =
(A,B) et R' = (A, B"). Alors, B = (E) et B = (ﬁ) sont deux
bases de D, et

Longueur(A’B’)

Longueur(AB) ’

le rapport des longueurs des segments étant positif si R et R’ in-

duisent la méme orientation, négatif sinon. Nous avons précédemment
A'B’
noté ce rapport =5 pour énoncer le théoreme de Thales.

det(PE) = +

— Dans un plan P dirigé par P, considérons deux reperes affines (4, B, C)
et (A',B',C"), ainsi que les deux bases B = (zﬁ,AHC) et B =
— =
(A'B', A'C") de P. Alors,

Aire(A’B'C")

det(Pp ) =+ Aire(ABC) ’
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le rapport des aires des triangles étant positif si les repéres induisent
la méme orientation, négatif sinon.

— Dans R3, considérons deux reperes (A4, B,C, D) et (A',B',C",D"),
ainsi que les bases B = (zﬁ, B,E) et B'=(A'B',A'C", A'D’) de
R3. Alors,

Volume(A'B'C'D’)
Volume(ABCD) ’

le rapport des volumes des tétraedres étant positif si les reperes in-
duisent la méme orientation de R3 et négatif sinon.

det(P§) =

Ces considérations nous conduisent aux notations suivantes.
Définition 28. Soit (Ao, ..., A,) un repére de £. Etant donnés n+ 1 points
(Bo,...,By) de E, on pose

ByB;...B,

Rappelons que le déterminant d’un endomorphisme f : E — FE est bien
défini et ne dépend pas du choix d’une base.

Définition 29. Si f : £ — £ est une application affine, on note det(f) le
déterminant de sa partie linéaire.

On a alors 'interprétation suivante : si f : £ — £ est une application affine,

alors pour tout repere affine (A4g,...,4,) de &, on a
Ag)f(A)) ... f(A
AgAi .. A,

3.5.2. Interprétation des coordonnées barycentriques en dimension 2.

Proposition 20. Soit A et B deux points distincts de &£ soit M un point
de la droite (AB) et soient (a, () les coordonnées barycentriques de M dans
le repere affine (A, B) de la droite (AB). Alors

Démonstration. On a

%l
|

Donc

BMm AMB—]\>J BMAM@ AM BM

BA AB BA AB * AB BA

Cela montre que
M = Bar <<A, BJW) , (B, AJVI)) .
BA AB

BA =0.
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De plus

AM  BM _AM  MB _,
AB  BA AB AB

Donc les coordonnées barycentriques («, ) de M dans le repere affine (A, B)
de la droite (AB) sont

3.5.3. Interprétation des coordonnées barycentriques en dimension 2. Comme
nous venons de le mentionner, dans un espace affine de dimension 2, le rap-
port d’aires algébriques est une notion affine. Nous allons maintenant donner
une interprétation des coordonnées barycentriques en termes de rapports
d’aires algébriques de triangles.

Théoréme 5. Soit (A, A1, A2) un repere d’un plan affine £. Pour tout
point M € &, les coordonnées barycentriques de M dans le repere R sont

A A | A AT A A M

o) = =———, A = —/—/———= et Ay = —.
A1 A2 Ay Ay ApAy AgAiAs

Démonstration. Soient (o, a1, a2) les coordonnées barycentriques de M
dans le repere affine (Ag, A1, A2). L'ordre des ponts ne jouant pas de role
particulier, il suffit de montrer que

_ AgAM
- A4 A,

(%) = detB(AoAl, AQM), avec B = (AQAl, A()Al).

Comme vu précédemment,

AoM = OqA(]A; + OZQAOA;.

On a donc
detp(AgAy, AoM) = detp(ApA1,a1AgAl + agApAs)
= o1 detB(AoAl, A()Al) + a9 detB(AoAl,AoAg) =ay. O
=0 =1

4. ESPACES EUCLIDIENS

Dans cette partie, E est un espace vectoriel, muni d’un produit scalaire (-|-) ;
et £ est un espace affine dirigé par F.

4.1. Angles.
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4.1.1. Angles non orientés. Rappelons 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Théoreme 6. Si i et ¥ sont deux vecteurs de E, alors

@) < - 7]
avec égalité si et seulement si @ et ¥ sont colinéaires.

Démonstration. Si @ =0 ou ¥ = 0, le résultat est évident. On suppose donc
que 4 # 0 et ¥ # 0. On a alors

i 7 |? (@|7) i 7 |2 (|7
<oz ool =242-=—=; et 0<||-—= — =7|| =2-2-5—=;-
all 9]l ]| |91 [all [ (]| ||
On en déduit que
ISP L)
([l {17
(ulv) _ 4 L_,+ v _§
(]| || lall [
et
({ulv) _1q L_’ v _§
1] 115]] lal 19l
O

On peut donc donner la définition suivante.

Définition 30. L’angle non orienté entre deux vecteurs non nuls 4 et ¥/ est
le réel 0 € [0, 7] tel que

(6) (a]7) = ||al| [|7]] cos®.

Autrement dit, ’angle non orienté entre @ et ¥ est

Avccos ( o ) & [0,7].

[l [17]]

4.1.2. Angles orientés. On suppose maintenant que E est de dimension 2 et
on choisit une base orthonormée B de E. Ce choix de base nous permet de
définir une orientation sur F.

Lemme 6. Pour tous 4,7 € F, on a :
(@) + (det (@, ©))* = [|a@|*||7]*,

Démonstration. On note (uj,u2) les coordonnées de « dans la base B et
(v1,v2) les coordonnées de ¥. Alors

—\

(@|0)? + (detp(@,7))? = (uyv1 + ug2)? + (u1vy — ugvy)?
= uv? + 2uiviugvy + v 4+ uivs — 2uyvausvy + uiv?
= wiof +uded e+ uded
= (uf +u3)(vf +03) = [@lP7]*. O



30

Lorsque les vecteurs @ et ¢ ne sont pas colinéaires, il existe deux angles 6
modulo 27 tels que I’équation @ soit valide. Le résultat précédent permet
de faire un choix.

Définition 31. Etant donné une base orthonormée B orientant FE, I'angle
orienté entre deux vecteurs non nuls @ et ¥ est ’angle § modulo 27 tel que

(a|v) = [lal| |t]] cos® et detp(u,d) = ||| [|v] sin.

Si 4 et U ne sont pas colinéaires, on dit que la base (i, ¥) est directe lorsque
detp(i,v) > 0 et indirecte si detg(@,v) < 0. L’angle orienté entre 4 et ¥
admet

— un représentant dans |0, 7| lorsque la base (@, ¥) est directe et

— un représentant dans |—, 0] lorsque la base (@, ¥) est indirecte.
4.2. Produit vectoriel. On suppose maintenant que dim(E) = 3 et que B
est une base orthonormée de E, qui permet donc de définir une orientation

de E. On peut alors définir le produit vectoriel de deux vecteurs @ et ¥ de
la maniere suivante.

Proposition 21. Si @ et ¢ sont deux vecteurs de F, il existe un unique
vecteur 77 € E tel que pour tout w € F, on a

detg (i, U, W) = (7i|w) .
Démonstration. Pour l'existence, on note (u,uz,us) les coordonnées de @

dans la base B, et (v1, v2,v3) les coordonnées de ¢. Si W a pour coordonnées
(w1, w2, w3), alors

uyp v wp
detp(u,v,w) = det | ug wva wo
uz v3 w3

= (ugus — uzv2)wy + (ugvy — u1v3)wa + (u1v2 — ugvy)ws

U2V3 — U3V2 w1y
= UuU3v1 — U1v3 w2 .
U1V — UV1 ws

Pour 'unicité, on suppose que (i1 |wW) = (fiz|w) pour tout @ € F, en parti-
culier pour W = 71 — 7iy. Alors
. - S = - - . - - 12
(A|fiy — Tig) = (fla|fly — flz) == 0= (A1 — fa|iiy — 7iz) = ||7i1 — 72|
— 1 =19 O
Cette démonstration montre que si on note (uq, ug, u3) les coordonnées de 4
dans la base B, et (v1,ve,v3) les coordonnées de ¥, alors les coordonnées de

U A U sont (ugvs — ugvy, Usvl — ULV3, UTVY — UV]).

Définition 32. Si 4 et ¥ sont deux vecteurs de F, alors le produit vectoriel
i A U est 'unique vecteur de F tel que pour tout w € E, on a

detg(@, 7, %) = (@ A T .
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Lemme 7. Pour tous 4,7 € F, on a

—

UNU=—UAU.
Démonstration. Pour tout w € F, on a
detg(¥, 4, W) = —detg(u, v, W) = — (4 A U|W) = (—u A U|w) . O

—

Lemme 8. Les vecteurs 4 et U sont colinéaires si et seulement si 4 A ¥ = 0.

Démonstration. Si @ et ¥ sont colinéaires, alors detp(@, 7, @) = 0 = (0])
pour tout @ € E. Donc @ A ¥ = 0.

Si @ et ¥ ne sont pas colinéaires, alors on peut trouver un vecteur @ de E
tel que (@, ¥, W) soit une base de E. Alors detp(u, ¥, W) # 0, ce qui montre
que u AT # 0. (]

- = — —

Lemme 9. Si @ et ¥ ne sont pas colinéaires, alors (u, v, 4 A ¥) est une base
directe de E.

Démonstration. On a
dets(@, 7, @ A7) = (@ ATEAT) = ||@nd]” > 0. O

Lemme 10. Le produit vectoriel @ A ¥ est orthogonal & Vect(w, 7).
Démonstration. On a

(U A\ U|u) = detg(u, v, @) =0 et (4 AJ|0) = detg(,V, ). O
Lemme 11. Pour tous vecteurs i, v de E, on a la relation

(@) + [|a A 9% = ||| 5]

Démonstration. Soient (u1,us,us) les coordonnées de i dans la base B et

soient (v1,v2,v3) les coordonnées de ¥. Alors les coordonnées de @ A U sont
(ugus — ugva, uzv — UV3, u1vV2 — ugv1). On a donc
SIA2 oA 2 2 2 2 2
@)+ |anv]|® = (urv1 + ugve + ugvz)® + (ugvs — uzva)” + (uzv1 — u1v3)” + (ujv2 — ugvy)
2,2 022 022 22 22 22 292 22 22
= Ulvl + U27)2 + U3’U3 + U2U3 + U3U2 + U3’U1 + U1U3 + U17)2 + U2’U1
2,2 2y, 2 2 2
= (U1+U2+U3)(Ul +U2+U3).
O

Corollaire 2. Si @ et ¥ sont non nuls et si 6 € [0, 7] est 'angle non orienté
entre u et ¥, alors

[ A ]| = ||| [|7]] sin@.
Démonstration. On a

— = — —| = 2 — — — —| — | .
l@nal|* = ||l |11 (@) = |1 1]1* 171 7]* cos” & = @] *||7]* sin® 6.

4.3. Isométries vectorielles.
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4.3.1. Définition et propriétés.

Définition 33. Soit f un endomorphisme de E. On dit que f est une
isométrie vectorielle (ou un automorphisme orthogonal) si f conserve le pro-
duit scalaire, i.e., si on a :

vi,7 € B (f(@)|f(9)) = (@7).

Dans les remarques suivantes f désigne une isométrie vectorielle.
Exercice 9. Montrez que f conserve aussi la norme : || f(ﬁ)” = |||

(d’out le nom d’isométrie). Réciproquement, si f € L(E) conserve la norme,
montrez qu’elle conserve aussi le produit scalaire.

Exercice 10. Si f est une isométrie, montrez que f est injective, donc
bijective (ceci justifie 'appellation “automorphisme”), ¢’est-a-dire inversible.

Exercice 11. Montrez que f conserve l'orthogonalité : si i et ¢ sont dans
Fona:

i1l7 = f(a)L f(D).
Proposition 22. L’ensemble O(FE) des isométries de E est un groupe pour
la composition. C’est un sous-groupe de GL(E), le groupe des applications
inversibles.

Démonstration. On a vu précédemment que toute isométrie est inversible.
Donc O(E) C GL(FE). Il suffit donc de montrer que O(E) contient I’élément
neutre de GL(FE), qu’il est stable par composition et par inverse.

(1) L’identité est une isométrie.

(2) Si f et g sont des isométries, alors

Donc f o g est une isométrie.

(3) Si f est une isométrie, alors
(@) = (fo fH@|f o f (@) = (F@IF ().
Donc f_l est une isométrie. O

Supposons 'espace £ muni d’une base orthonormée B = (ej;...;e,), soit

f une isométrie et A sa matrice dans la base B. Soient 4,7V € E et u, v les
matrices colonnes de leurs coordonnées dans la base B. La préservation du
produit scalaire se traduit alors en ‘4o =t @' AAT pour tous @, ¥, ou encore
tAA = I. Une telle matrice A est dite orthogonale et f est une isométrie
si et seulement si sa matrice dans une base orthonormée est orthogonale.
L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe (multiplicatif) du
groupe GL(n,R) des matrices inversibles encore appelé groupe orthogonal
et noté O(n,R).

—

Proposition 23. Si fest une isométrie de E, alors det(f) = +1.
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Démonstﬁation. On se donne une base orthonormée B et on note A la ma-
trice de f dans la base B. Alors

1 =det() = det(*AA) = det(*A) - det(A) = det(A) - det(A) = (det(A))2.

Donc

det(f) = det(A) = £1. O

Définition 34. On note O™ (E) '’ensemble des isométries de E de déterminant
+1 et O~ (F) l'ensemble des isométries de E de déterminant —1.

Notez que OT (E) est un groupe pour la composition, mais pas O — (E). On
dit aussi que O™ (E) est le groupe spécial orthogonal de E et on le note aussi

SO(E).

Proposition 24. On suppose que V' et W sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E, c’est-a-dire tels que V @ W = E. Soit f € L(FE) la
symétrie par rapport a V parallelement a W. Alors f est une isométrie si et
seulement si V' et W sont orthogonaux.

Démonstration. Supposons fe O(E) et soient 4 € V et ¥ € W. On a alors

f (@) = 4 et f(¥) = —0. Si on applique & ces vecteurs la conservation du
produit scalaire :
(@v) = (f(@)| f(7)) = (@] - v) = — (@|v) ;

on en déduit (@) = 0. On a donc W C V+ et 1’égalité résulte de 1'égalité
des dimensions. B
Supposons maintenant V' et W orthogonaux. Il suffit de montrer que f
conserve la norme. Soit & € F que ’on décompose en & = ¥+ W avec ¥ € V,
et W € W, de sorte que l'on a f(#) = ¥ — w. Le théoreme de Pythagore
permet d’écrire

| Fi@)

d’ou la conclusion. O

2
= (19 + || = @lI* = 19> + [[a]|* = |1l

4.3.2. Isométries vectorielles du plan. On suppose maintenant que E est de
dimension 2 et que B est une base orthonormée de E.

Proposition 25. Si fe O™ (E) alors il existe des réels a, b vérifiant a®+b> =
1 tels que la matrice de f dans la base B soit

5

Définition 35. Une isométrie f € O (FE) s’appelle une rotation.

Exercice 12. Le démontrer.



34

Proposition 26. Si f € O~ (E) alors il existe des réels a, b vérifiant a24-b2 =
1 tels que la matrice de f dans la base B soit

5L

Proposition 27. (1) Si f € O (E), alors f est une réflexion, c’est-i-
dire une symétrie par rapport a une droite.

Exercice 13. Le démontrer.

(2) Si f est une rotation elle s’écrit sous la forme f = 7179 ou les 7; sont
des réflexions, I'une d’elle pouvant étre choisie arbitrairement.

1 1

(3) Soient p une rotation et 7 une réflexion. On a Tp77 = p~ .

(4) Si p;1 et p2 sont deux rotations, alors p1p2 = pap1.
4.4. Espaces affines euclidiens. On travaille maintenant dans un espace
affine £ dirigé par F. Etant donné que E est muni d’un produit scalaire, on

dit que &€ est un espace affine Euclidien. On peut alors définir une distance
sur £ par

d(4, B) = |[4B].
On notera AB la distance d(A, B).

Proposition 28 (Formule d’Al Kashi). Soit ABC un triangle (trois points
non alignés). Alors,

BC? = AB® + AC? — 2 <ﬂ§y,ﬁ> .
Exercice 14. Le démontrer.

4.4.1. Isométries affines.

Proposition 29. Soit f : £ — £ une application affine et f: EF - F
I’application linéaire associée. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est une isométrie vectorielle,

(2) f conserve les distances : pour tous A, B € £ on a d(f(A), f(B)) =
d(A, B).

(3) L’image par f d’un repere orthonormé est un repere orthonormé.

Exercice 15. Le démontrer.

Définition 36. Soit f : &€ — & une application affine et f: EF - FE
I’application linéaire associée. On dit que f est une isométrie affine si f est
une isométrie vectorielle.

Exemples fondamentaux :

— Les translations sont des isométries. On note Ty la translation de
vecteur 7.
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— Soit V C £ un sous-espace affine. La symétrie orthogonale par rap-
port & V est une isométrie affine.

Proposition 30 (Conservation des propriétés). Une isométrie affine conserve
I’alignement, les barycentres, les milieux, I’orthogonalité, les distances, les
angles (non orientés), transforme projeté orthogonal en projeté orthogonal,
etc.

Théoréme 7. Soit f une isométrie de £. Alors f s’écrit de maniere unique
sous la forme T o G ou

(1) le vecteur @ appartient a Ker(f— idg),
(2) G est une isométrie admettant un point fixe,

(3) G et Tz commutent.

— —

— — —

sont orthogonaux : si 4 € Ker(f —idg) et ¥ € Im(f —idg), alors f(u)
et U = f(w) — o, donc,

Démonstration. On commence par montrer que Ker(f —idg) et Im(f —idg)
=1

—

(@) = (al f() - @) = (@l f(@)) - (@ld) = (f@)| F) - (@) = 0.

Etant donné que la somme des dimensions de Ker(f —idg) et Im(f — idp)
est égale a la dimension de E (théoreme du rang), on a

— —

E =XKer(f —idg) ® Im(f — idg).

Montrons maintenant 'existence d’une telle décomposition. Soit A un point
de £. On peut donc écrire

—

Af(A)=@+7 avec f(@)=u et o= f(w)—1w.
On pose alors
G=T_ gof e M=A-—1.
L’application G est une isométrie. Elle fixe le point M :
G(M):f(M)—ﬁ:f(A)—f(w)—ﬁ:f(A)—E—zﬁ—ﬁ:A—u_;’:M.

—

Elle commute avec f car T; commute avec f étant donné que f(u0) = 4 :

—

Tyo f(B) = f(B) + 1= f(B)+ f(d) = f(B+1u) = foTzDB).
Il ne reste plus qu’a montrer I'unicité d’une telle décomposition. Supposons
donc que

f=Tz oG =Tz 0Gy avec Gi(My)=DM; et Ga(My)= M.
Posons ¢ = 1y — ;. Alors
G1=Tz0Gy donc M; =G1(M1) = Ga(Mp) + 0.
Par conséquent,

7= Ga(M1) M, = Go(My)Ga(Ma)+- Moy = (F—idp)(M; Ma) € Im(f—id).

—

De plus, f et T commutent, donc @ € Ker(f — idg). Par conséquent @ = 0,
ce qui montre que #; = s et donc que G = Gos. O
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4.4.2. Isométries affines du plan. On suppose finalement que £ est un plan
affine (dimension 2). On a alors les résultats suivants.
Théoréme 8. Les isométries affines du plan sont les suivantes :

— Les déplacements (qui préservent l'orientation) sont les translations
et les rotations affines.

— Les anti-déplacements (qui ne préservent pas l'orientation) sont les
symétries axiales (symétries orthogonales par rapport aux droites)
et les symétries glissées (composées d’'une symétrie par rapport a une
droite D et d’une translation de vecteur parallele a D).

Proposition 31. On a les décompositions en produit de symétries suivante.

— La translation de vecteur u se décompose en produit de deux symétries
d’axes Di puis Dy ou D; est une droite arbitraire orthogonale a i
et o Dy est I'image de D; par la translation de vecteur /2.

— La rotation de centre A et d’angle 6 se décompose en produit de
deux symétries d’axes Dy puis Do ou D est une droite arbitraire
passant par A et ot Ds est 'image de Dp par la rotation de centre
A et d’angle 6/2.

Les différents types d’isométries du plan affine sont caractérisés par les pro-
priétés suivantes :

— tous les points sont fixes : I'identité ;

— une droite de points fixes : les symétries axiales;

— un unique point fixe : les rotations;

— pas de point fixe :

— les translations qui ont une infinité de droites stables (les pa-
ralleles & la direction de translation),

— les symétries glissées qui ont une unique droite stable (I'axe de
la symétrie).
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Feuille de TD n°® 1

Exercice 1. Montrer que F = {< 12t2;:bb agb ) , (a,b) € RQ} est

un sous-espace affine de Ms(R).

Exercice 2. Soient a et b deux réels. Montrer que {f : R — R ; f(a) = b}
est un sous-espace affine de l’espace affine R® des fonctions de R dans R.

Exercice 3. Soit £ un espace affine réel de dimension 3, muni d’un repere
cartésien (O;u, v, w). Soit les points

1 2 0
Al 2|, B| -1 |, C 1 ,
3 2 -2
les droites
xr = 3—A z = 1+3u
dis y = 1420 AeR, doq vy = —2u S ER,
z = —=14A z = 3+5u
les plans

r = 1-2X+4+3u
= 24+ A+p ,(\p) eRY  (P)2r—y+32—-1=0, (P3)x+2z—4=0.
z = 4-X-2u

(P1)

<

1
2

Donner une équation cartésienne de P;.

Déterminer une représentation paramétrique de P, N Ps.

4
5

(1)
(2)
(3) Donner une équation cartésienne du plan contenant A, B et C.
(4) Déterminer U'intersection de dy et de Ps.

(5)

Donner une équation cartésienne du plan ) contenant d; et parallele
a ds.

(6) Déterminer Py N Py N Ps.
(7) Déterminer 'intersection de P avec la droite (AB).

(8) Donner une représentation paramétrique de la droite passant par A,
parallele a P et coupant d;.

(9) Donner une équation cartésienne du plan passant par C' et contenant
ds.
Exercice 4.

(1) Montrer que dans R?, deux droites affines soit sont paralleles, soit
se coupent en un unique point.

(2) Que se passe-t-il dans R3?
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Exercice 5. Soit A= (2,1) et B = (—1,1) deux points de I’espace affine
R2. Déterminer les caractéristiques de la composée des deux homothéties
hA,1/2 ohpg3.

Exercice 6. Dans l'espace affine R? muni du repere cartésien (O, eq, e2),

on considere la droite D d’équation 2x + y — 2 = 0. Donner ’expression
analytique de la symétrie par rapport a D de direction e + es.

Exercice 7. Dans I'espace affine R? muni du repere cartésien (O; eq, ez, e3),
on considere 'application affine définie analytiquement par :

flzyy,2) = (1/2(y + 2 +3),1/2(y + 2 +5),1/2(y + 2 + 7).

(1) Montrer que la partie linéaire f est une projection dont on déterminera
les caractéristiques. L’application f est-elle une projection ?

(2) Soit 7 la translation de vecteur (3,3, 3). Montrer que f = moT = Tom,
ou 7 est une projection affine a déterminer.

Exercice 8. Soit f I'application affine du plan qui envoie respectivement
les points A = (1,0), B = (2,-1), C = (1,1) sur les points A" = (1,-1),
B' = (—1,-3) et C" = (3,—1). Identifier f.
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Exercices supplémentaires

Exercice 9. Montrer que 7 = {f € R® |Vz € R, f(z+1) = f(z)+ 1}
est un sous-espace affine de R®. En déterminer un point et la direction.
Exercice 10. Identité du parallélogramme. Un parallélogramme est un
quadrilatere (A, B, C, D) tel que z@ = DC'. Montrer que les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) (A, B,C, D) est un parallélogramme;

(2) (A,D,C, B) est un parallélogramme;

(3) les diagonales [AC] et [BD] se coupent en leur milieu.

Exercice 11.

Dans R3 muni de sa base canonique &, on considere le plan H d’équation
r+y+ 2z =0 et la droite D engendrée par e; + e3. Posons vy = e; +e9,v2 =
el —ez et vg =e; —e3

(1) (a) Montrer que H et D sont deux sous-espaces supplémentaires.
(b) En déduire que {v1,v2,v3} = B est une base de R3.
(c) Donner la matrice de passage P de la base £ a la base B et
calculer son inverse P~1L.
(2) (a) Considérer la projection 7 sur le plan H de direction D. Donner
la matrice de 7 dans la base B, puis dans la base £.
Soit H' le plan engendré par ey et v3 et D’ la droite vectorielle
engendrée par vy. Soit 7’ la projection sur H' de direction D’.
(b) Calculer 7’(e1) et 7'(v1).
(¢) Donner la matrice de 7 et de f = 7’ o 7 dans la base B.
(d) Donner le rang de f et déterminer Kerf et Imf.
)

(e) Trouver deux sous-espaces vectoriels K et L de R? tels que f
soit la projection sur K de direction L.

Exercice 12. On considere une translation 7 et une homothétie h d’un
espace affine £. En étudiant la partie linéaire et I’ensemble des points fixes,
identifier les applications fi = 7ohor ! fo=hlorohet fs=Tohor.

Exercice 13. Soit s: R? — R3 I’application définie par la formule

s(,y,2) =(2y+2—-2,~x—y+2—-2,—x—2y+2z—2).
Déterminer la nature de cette application affine ainsi que ses caractéristiques.

Exercice 14. Soit E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vecto-
riels. Supposons que F = F@& G, On note p la projection sur F' parallelement
a G Dapplication définie par p(u) = up pour tout u = up + ug € E.

1) Vérifier que p est une application linéaire.
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2) Montrer que pop = p.

3) Quel est le noyau de p? Son image? La projection p est-elle injective ?
surjective 7

4) Vérifiez que I'application ¢ telle que p+ ¢ = Idg, est aussi une projection.
Quels sont ses éléments caractéristiques (image, noyau) ?

5) Soit p un endomorphisme tel que p o p = p. Montrer que p est un projec-
teur. (Il n’est pas nécessaire de supposer E de dimension finie).

6) Soit s un endomorphisme tel que s o s = Id. Montrer que s est une
symétrie vectorielle. (On pourra introduire ’endomorphisme p := 1/2(s +
Id)). Déterminer ses éléments caractéristiques.

Exercice 15. Soit p : R?> — R? I'application affine définie par la formule

p(x,y) = (2/3x+1/3y +2,2/32 4+ 1/3y — 4).
(1) Montrer que p? = p

(2) Déterminer p géométriquement (points fixes, etc...).
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Feuille de TD n°® 2

Barycentres

Exercice 1. Existe-t-il dans le plan affine trois points A, B, C tels que

Bar((4,1),(B,1),(C,1)) = Bar((4,2), (B,0),(C,2)) ?

Exercice 2. Soit {(A41,m1), (A2, m2),..., (A, m,)} une famille de points
pondérés de R? avec A; = (x;,5) et M = > m; # 0. Montrer que le
barycentre de la famille {(A1,m1), (A2, m2), ..., (A, m,)} est le point (z,y)

défini par
Tr = Z Mili et vy Zmzyz

M M

Exercice 3. Montrer que les triangles ABC et_> PQR ont méme isobary-
centre si et seulement sion a AP+ BQ+CR= 0.

Exercice 4.  Soit ABC un triangle. En considérant son isobarycentre
G = Bar((4,1),(B,1),(C,1)), montrer que les trois médianes du triangle
ABC sont concourantes.

Exercice 5. Dans le plan affine R?, on considere les trois points A = (3; 1),
B =(-1;2) et C = (0;-1).
(1) Montrer que (A, B, C) est un repere affine de R2.

(2) Déterminer les points P et @ de R? dont les coordonnées bary-

centriques dans le repere (A, B, C) sont respectivement (l 1 l) et

6232
(1,11,
2°4°1
(3) Quelles sont les coordonnées barycentriques dans (A, B, C') du point
R de R? dont les coordonnées cartésiennes dans (A;A-B), zﬁ) sont
(2;1)7
(4) Donner les coordonnées barycentriques dans (A, B,C) de G = Bar((P, 1),(Q,2), (R, 5))

Exercice 6. Soient A, B,C, D quatre points non coplanaires d’un espace
affine £ et G leur isobarycentre. Soient I, .J, K, I', J', K’ les milieux respectifs
des segments [AB], [AC], [AD], [CD], [BD] et [BC].

(1) Montrer que les droites (I1), (JJ') et (KK') sont concourantes en
G et que G est le milieu des segments [I1'], [JJ'] et [KK'].

(2) Que dire des droites joignant un sommet du tétraedre ABCD a
I’isobarycentre de la face opposée a ce sommet ?

Exercice 7.  Soit P un plan affine muni d’un repere affine (4, B, C).
Soit («, 3,7) les coordonnées barycentriques d’un point M dans ce repeére.
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que :
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(1) le point M appartienne a la droite (AB)

(2) le point M appartienne & la médiane issue de B du triangle ABC.

(3) le point M soit sur la parallele & (BC) passant par le milieu du
segment [A, B] (indication : théoreme de Thales).

Exercice 8. On se place dans ’espace affine R? muni du repére canonique.
Considérons les points suivants :

A=(0,0), B=(2,0), C=(2,1) et D=(0,1).
(1) Discuter l'existence d’une application affine f : R? — R2 telle que
f(A)=A, f(B)=D, f(C)=C e  f(D)=B.

(2) Siune telle application existe, calculer f(Bar(A4,1/4),(B,1/4),(C,1/4),(D,1/4)).
(3) Discuter 'existence d’une application affine f telle que

Exercice 9. Soit A, B,C, D quatre points d’un plan affine F trois a trois
non alignés. Supposons qu’il existe une transformation affine f de E telle
que f(A) =B, f(B) =C, f(C) =D et f(D)=A.
(1) Montrer que l'isobarycentre O de A, B,C, D est 'unique point fixe
de f.
(2) En déduire que O est I'intersection des droites (AC) et (BD).
(3) Montrer que ABCD est un parallélogramme.

(4) Donner la matrice de f dans le repere (A4, AB , fﬁ)

Exercice 10. Soit E un espace affine de dimension 3 et A, B,C, D un
repere affine de F.

(1) Donner I’équation du plan (ABC) en coordonnées barycentriques.

(2) Donner ’équation du plan parallele au plan (ABC') passant par D
en coordonnées barycentriques.

(3) Soit h ’homothétie de rapport —1/3 et de centre O, l'isobarycentre
de A, B,C, D. Montrer que h(D) appartient au plan (ABC') et que
c’est l'isobarycentre de A, B, C.

Exercice 11. Théoréme de Ménélaiis

Soit ABC' un triangle du plan affine et A’, B, C’ trois points appartenant res-
pectivement aux droites (BC), (CA), (AB) et distincts des sommets A, B, C.
On souhaite montrer que A’, B’,C’ sont alignés si et seulement si

A'B " B'C " C'A

A'C B'A (B

(1) Déterminer les coordonnées barycentriques de A et B dans le repere
affine (A’, B',C).

— 41
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(2) En déduire les coordonnées barycentriques de C” dans le repere affine
(A, B, C).
(3) Conclure.
Exercice 12. Théoréme de Ceva
Soit ABC' un triangle du plan affine et A’, B’, C’ trois points appartenant res-
pectivement aux droites (BC'), (CA), (AB) et distincts des sommets A, B, C.
On veut montrer que les trois droites (AA’), (BB') et (CC’) sont concou-
rantes ou paralleles si et seulement si
Al B B’ C’ C'A
Al C B’ A C'B
(1) On suppose que les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont paralléles.
En utilisant le théoreme de Thalés, montrer que
C'A  CA ; B'’A BA
_ = = (§] _ = =
C'B (OB B'C BC
et en déduire la relation (2).
(2) On suppose que les droites (AA’), (BB’) et (CC") sont concourantes

en un point K. En appliquant le théoreme de Ménélaiis dans les
triangles AA’C' et ABA" montrer que :

BA’ B’C’ KA CB KA/ C'A
— =41 et X = +1,
BC B’A KA’ cA KA C’B

puis en déduire la relation (2).

(3) On suppose que la relation (2) est vérifiée, que les droites (AA’)
t (BB’) sont sécantes en un point K et on désigne par C” le
point d’intersection de (CK) avec (AB). En utilisant la question
., A'B B’C C"A
précédente, montrer que = —1 et en déduire que
A’C B’A C"B
C"A  C'A

——, puis que C” = C".
cB o1

(4) Conclure.
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Feuille de TD n° 3

On suppose que E est un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-|-)
et d’une base orthonormée B. On suppose que £ est un espace affine dirigé
par E et que (O;B) est un repere orthonormé de €£.

Angles

Rappel : étant donnés deux vecteurs 4,7 € F/, on a :
(@|0) = ||l - 1] - cos € et detp(lv) = ||al| - [|7]] - sin 6.
Exercice 1. On suppose que E est de dimension 2. pour i € {1,2,3},

on considere les vecteurs u; et @; dont les coordonnées dans la base B sont
les suivantes :

- 1 . 0 R 2 R -3 - 1 - —2
ur { o ) vl g )y u2{ _y ), V2 { _g |, us| _4 et U3 B
(1) Pour i € {1,2,3}, déterminer ||u;|, ||vsll, (@|0;) et detg(u;, ¥;).

(2) Pour i € {1,2,3}, on note 0; le représentant dans |—m, 7| de I'angle
orienté entre les vecteurs u; et ¥;. Déterminer cos(6;) et sin(6;). En
déduire 6;.

Exercice 2. On suppose que E est de dimension 3 et que A, B,C € &£
sont trois points donnés par leurs coordonnées dans le repere (O; B) :

2 6 —3v2
A 2 |, B 6 et C 3v2
-2 —6 0

(1) Calculer <B[@>, <B?|B—j>4> et <CT>4|C@>

(2) Déterminer les mesures en degrés des angles non orientés @, BCA
et CAB.

(3) Vérifier que la somme vaut 180°.

Exercice 3. Considérons un triangle ABC' contenu dans ’espace affine
£ et les angles non orientés

a=CAB, ﬁ:@G]O,W[ et 72@6]0,%[.
On souhaite démontrer que o + 8+ v = 7.
(1) On commence par montrer que ABC' a au plus un angle obtus.
(a) Supposons que <E ]1@ < 0. En utilisant la relation de Chasles
= s

pour décomposer B?, montrer que <BA|B?> > 0 et que <CA\C@> >
0.

(b) Conclure.
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On suppose désormais que 5 < 7/2 et que v < 7/2.
(2) Dans cette question, on établit 1'égalité : BC? = AB2+ AC?+2AB-
AC cos(B + 7).
(a) En considérant <B?]B—A>4 + B>, établir que BC' = AB cos 8+
AC cos7y.
—
(b) On oriente le plan (ABC) par la base B = (B?7 BA). En
considérant detp (B?, BA+ 1@), établir que 0 = ABsin 8 —
AC sin~y.
(c) En utilisant la formule de trigonométrie cos(/5+7) = cos B cos y—
sin 8 sin -y, montrer 1’égalité requise.

(3) Démontrer la formule d’Al Kashi : BC? = AB? + AC? — 2AB -
AC cos a.

(4) En déduire que cos(f+7) = — cos « puis conclure que a+f+v = .

Isométries vectorielles

Exercice 4. Dans cet exercice, £ = R? est muni du produit scalaire
usuel. On considere les endomorphismes de E définis par :

e = r+y/2 Bl _ 1 z+ /3y et fi © :@ T4y
"y z/2+y )7 Py 2\ —V3z+y S\ y 2 r—y )’
(1) Dans chaque cas, déterminer la matrice de ’application dans la base
canonique.
(2) Lorsque la matrice est orthogonale,
(a) Calculer son déterminant.
(b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés.
(c) Caractériser les endomorphismes correspondants.

Exercice 5. On suppose maintenant que E est un plan euclidien (de
dimension 2), orienté par la base orthonormée B, et que f : E — E est une
isométrie.

(1) Sidet(f) = +1, f est une rotation; on rappelle qu’il existe 6 € [0, 7]
tel que

Matg(f) = [

Soit ¢ un vecteur de coordonnées (x;y) dans la base B.
(a) Montrer que (@|f(@)) = (z* + y?) cos .
(b) Montrer que detg(@|f(@)) = (z* + y*)sin 6.

(¢) En déduire que I’angle orienté entre @ et f(@) ne dépend pas de
@ # 0 et déterminer cet angle.

cosf —sind
sinf cos@
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(2) Si det(f) = —1, f est une symétrie orthogonale; on rappelle qu’il
existe 6 € [0, 7] tel que

Matg(f) = [

cosf siné
sinf@ —cosf |’

Soient @, ¥ € E les vecteurs de coordonnées respectives (cos(6/2);sin(6/2))

et (—sin(6#/2);cos(f/2)) dans la base B.
(

a) Montrer que B’ = (@, ¥) est une base orthonormée de E.
(b) Déterminer la matrice de f dans la base B'.
)

(c) En déduire I'axe de symétrie de f.

Isométries affines

Dans toute cette partie £ = R? est le plan affine euclidien muni du produit
scalaire usuel.
Exercice 6. Déterminer ’expression des isométries de £ suivantes :

(1) la translation de vecteur @ = (3; —2);

(2) la rotation de centre (2;1) et d’angle 7/4;

(3) la symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation 2x — 5y = 6;
(4)

4) la symétrie orthogonale glissée d’axe la droite d’équation z — 2y = 3
et de vecteur @ = (2;1).

Exercice 7. On considere les applications affines de £ dans £ suivantes :
3z 4y 4 3y 5r 12y 12z

F =l-——+=—-4,—+ =42 t F =[-= i
1(z,y) <5+5 ,5+5+> et Fy(z,y) <13+13,13+

(1) Montrer que F} et Fy sont des isométries affines.
(2) Déterminer I’ensemble des points fixes de Fy et de Fb.

(3) Caractériser ces isométries.

5y
13

+13>.
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