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Chapitre 1

Séries de fonctions

1.1 Découvrir

1.1.1 Rappels sur les suites de fonctions

Au semestre précédent, vous avez déja étudié la convergence des suites de fonctions. On propose
ici quelques rappels a ce sujet. Dans toute la suite, on notera [ un intervalle (non vide) de R. Toutes
les fonctions seront définies sur I et a valeurs dans R. Occasionnellement, il arrivera que les fonctions
soient a valeurs dans C. Les définitions se généralisent facilement a ce cas. Vous connaissez deux types
de convergence :

1. la convergence simple;
2. la convergence uniforme.

Définition 1.1. On dit qu’une suite de fonctions (f, : I — R) converge simplement sur I vers une
fonction f : I — R si pour tout x € I, la suite numérique (fn(ac)) converge vers f(x); autrement dit,

Veel, Ve>0, AN, €N, Vn>N,. |folz)— flzx)|<e

Pour montrer la convergence simple, il suffit donc d’étudier les suites numériques (f,,(2)), -
Rappelons que sup‘ f (x)| désigne la borne supérieure (i.e. le plus petit majorant) de 1’ensemble
zel

{|f(@)];z € I}. Cette borne supérieure est égale & +oo si la fonction n’est pas bornée. On utilisera la
notation

1Nl oo (ry:=sup| f (z)] € [0, 40c].
xzel

Quand il n’y a pas d’ambiguité sur I, on note également || f|| oo cette quantité. On appelle cette quantité la
norme uniforme (ou encore norme infinie) de f. Le mot norme est un concept général en mathématique
qu’on étudiera dans un prochain chapitre. Disons simplement ici que c’est un moyen de mesurer les
distances entre deux objets.

Définition 1.2. On dit qu’une suite de fonctions (f,, : I — R) converge uniformément vers une fonction
f 1 = Rsur [ sila suite numérique (||fn — fHLoo(I)) converge vers 0. Autrement dit,

Ve >0, IN.€N, Vn>N., Vzecl, |folz)- f(z)|<e.

Dans la formulation avec les quantificateurs, on constate que pour la convergence uniforme, I’entier
N, doit pouvoir étre choisi indépendamment de x, contrairement au cas de la convergence simple.

Méthode 1.3. Pour montrer qu’une suite de fonctions (f,, : I — R) converge uniformément :
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1. on commence par identifier une fonction f telle que la suite de fonctions (f,,) converge simple-
ment vers f,

2. on cherche a majorer la suite (|| f, — f|| Lo (7)) par une suite qui tend vers 0.
Parfois, on peut calculer explicitement || f;, — f|| o (r) mais ce n’est pas toujours le cas.

La convergence uniforme implique la convergence simple mais la réciproque n’est généralement pas
vraie.

Exemple 1.4. Pour n € N, soit f,, : [0,1] — R la fonction définie par f,(x) = z™. La suite de
fonctions ( f,,)nen converge simplement vers 0 sur [0, 1] mais ne converge pas uniformément vers 0 sur
cet intervalle. En revanche, pour tout a € |0, 1], la convergence est uniforme sur [0, al.

Exercice 1.5.

1. Montrer les affirmations de 1’exemple [L.4]

2. Soit (fy,) une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f. On suppose que
chaque f, est croissante. Est-ce que f est croissante ?

3. Méme question en remplagant croissante par strictement croissante.

On dit également qu’une suite (f,, : [ — R) converge uniformément vers f sur tout segment de I si
pour tout segment [a, b] C I, la suite des restrictions (f, : [a,b] — R) converge uniformément vers la
restriction f : [a,b] — R sur [a, b].

Exercice 1.6. Pour n € N, soit f, : R — R la fonction définie par f,(z) = nze "*. Etudier la
convergence simple, puis uniforme de la suite de fonctions (f,,)nen-

L’intérét de la convergence uniforme est mis en évidence dans les deux résultats suivants.
Théoreme 1.7. Soit (f,, : I — R) une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction
f sur tout segment de 1.

1. Si chaque f, est continue sur I, alors f est continue sur I.

2. Dans ce cas, pour tout a,b € I,

lim /ab Falt)dt = /abf(t) dt.

n—-+o0o

Méthode 1.8. Pour montrer qu’une suite de fonctions continues (f,,) ne converge pas uniformément, il

suffit de montrer qu’elle converge simplement vers une fonction qui n’est pas continue.

Théoreme 1.9. Soit (f,, : I — R) une suite de fonctions de classe C*. On fait les hypothéses suivantes :
1. il existe a € I tel que la suite numérique ( fn(a)) converge;

2. la suite de fonctions (f] : I — R) converge uniformément vers une fonction g sur tout segment
de I.

Alors la suite de fonctions (f, : I — R) converge uniformément sur tout segment |a,b] C I vers une
fonction f : I — R. De plus, f est de classe C* sur I et f' = g.
1.1.2 Les séries de fonctions

La nouveauté dans ce chapitre est la traduction des définitions et propriétés liées a la convergence
des suites de fonctions pour les séries de fonctions.



Définition 1.10. Soit (f,, : I — R)y,>0 une suite de fonctions. La série Z fn est la suite de fonctions
n>0
(Sn)nZO définie par

n
Sn():=>_ fulx).
k=0
La fonction S, s’appelle la n-eme somme partielle de la série.

Définition 1.11. Si la série de fonctions Z fn converge sur I, c’est-a-dire si la suite (Sy,)n>0 des
n>0
sommes partielles converge, la limite S : I — R s’appelle la somme de la série. On la note

Dans ce cours, on distinguera la notation d’une série E fn de la notation pour désigner sa somme
n>0
+oo
E fn- On peut toujours parler d’une série, mais on ne peut parler de sa somme que lorsqu’il y a

n=0
convergence.

Définition 1.12. Si la série de fonctions Z fn converge sur I, la fonction R,:=S — S, : I - R
n>0
s’appelle le n-eme reste de la série.

Remarque 1.13. On a

400
S=Sy+Ry e Ry= > fi
k=n+1

Une grande famille de séries de fonctions est constituée des séries entieres. Une série entiere est une

série de fonctions de la forme E fnou
n>0

" avec a, € C.

fn(z) = anz
La somme est définie sur ’ensemble des = € R tels que la série numérique E anx™ converge. Avec un

n>0
abus de notation, on identifie ™ avec la fonction x — x" et on note la série entiére

g anx™.

n>0

n
Exemple 1.14. Considérons la série entiere Z z". La série numérique Z z* | converge si |z| < 1
n>0 k=0
et diverge grossierement si || > 1. La série enti¢re converge donc sur |—1, 1[. La somme S de la série
entiere est donc définie sur |—1, 1] et

1
1—xz

+oo
Voel-L1[, S) =) a"=
n=0
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Il y a bien slir d’autres séries de fonctions que les séries entieres. Par exemple, pour tout n > 1,
considérons la fonction f,, : R — R définie par

Considérons la série de fonctions g frn etnotons S sa somme. Cette série de fonctions ne converge pas
n>1

. . . . 1
sur R et S n’est donc pas définie sur R tout entier. Comme la série numérique g —; converge, on peut
n
n>1

dire que S(2) est bien défini. En revanche, comme la série numérique Z — diverge, x = 1 n’appartient
n
n>1
pas au domaine de définition de .S. En fait, d’apres le critére de Riemann, la série converge précisément
sur |1, +oo[. Et pourtant, les fonctions f,, ellessmémes sont définies sur R ! Il faut donc distinguer le
domaine de définition des fonctions f,, et le domaine de convergence de la série Z fn-
n>1

L’une des difficultés de ce chapitre est qu’il faut solliciter a la fois la théorie des séries numériques
et la théorie des suites de fonctions. Pour surmonter cette difficulté, il faut sans cesse se demander si
I’objet qu’on considere est un nombre ou une fonction.

1.2 Assimiler

1.2.1 Convergence simple, absolue, uniforme, normale

Dans toute la suite, on se donne une suite de fonctions (f,, : I — R) définies sur un intervalle I de
R et on considere la série de fonctions Z .

n

Définition 1.15 (Convergence simple d’une série de fonctions). La série de fonctions Z fn converge
n
simplement sur I si Va € I, la série numérique Z fn(x) converge.

n

Définition 1.16 (Convergence absolue d’une série de fonctions). La série de fonctions Z fn converge
n
absolument sur I si Vx € I, la série numérique Z fn(x) converge absolument, c’est-a-dire siVx € I,

n

la série numérique Z| fn(x)| converge.
n

n
Exemple 1.17. Si fp(z) = a:_' la série de fonctions Z fn converge absolument sur R.
n!
n>0
En effet, soit z € R. Si x = 0, alors f,,(0) = 0 pour tout n > 0 et la série Z fn(0) converge

n
absolument. Si |z| > 0, on peut appliquer le critére de D’ Alembert 2 la suite (u,,:=/fn(z)). Ona

2"/ (n 4 1)!
" /n!

= i — 0< 1.
n+ 1 n—+oco

Un+1
Un

Donc la série g up, converge absolument. Donc la série E fn(x) converge absolument.

n n

10



n
Exemple 1.18. Si fp(x) = x—, la série de fonctions Z fn converge absolument sur | — 1, 1[ (critere de
n

n>0
D’ Alembert). Elle converge simplement sur [—1, 1] (en —1, on utilise le critére des séries alternées).
La convergence absolue d’une série numérique implique la convergence de la série numérique. On
en déduit le résultat suivant.

Proposition 1.19. Si une série de fonctions converge absolument sur I, alors elle converge simplement
sur 1.

Démonstration. Supposons que la série de fonctions Z fn converge absolument sur /. Alors pour
n
tout z € I, la série numérique Z fn(x) est absolument convergente. Donc pour tout x € I, la série
n

numérique E fn(x) est convergente. Par conséquent, la série de fonctions g fn converge simplement
n

n

sur [. O

Définition 1.20 (Convergence uniforme d’une série de fonctions). La série de fonctions Z fn converge

n>0
n

uniformément sur [ si la suite des sommes partielles | Sy:= E fx | converge uniformément sur 1.
k=0

Remarque 1.21. Etant donné que par définition, la série de fonctions Z fn estla suite de fonction (.S,,),
n>0
cette définition est en fait une tautologie.
Si une suite de fonctions converge uniformément vers une fonction, alors elle converge simplement
vers cette fonction. Il en va de méme pour les séries : si la suite des sommes partielles (S,,) converge
uniformément, alors elle converge simplement. Dans ce cas, la limite de la suite (.5,,) est la somme

+o0
S:= Z fr-
k=0

Proposition 1.22. Pour qu’une série de fonctions Z fn converge uniformément sur 1, il faut, et il suffit,

n
qu’elle converge simplement sur I et que la suite (R,,) de ses restes converge uniformément vers 0 sur

I

Démonstration. Supposons que la suite des sommes partielles (.5,,) converge uniformément sur . Alors
elle converge simplement sur I. Notons S sa somme et R,,:=S — .5, le n-e¢me reste, de sorte que

| RnllLoo(ry = IS0 — Sllipeery — 0.

n—-+o0o

La suite (R,,) converge donc uniformément vers O sur /.
Réciproquement, supposons que la suite (S,,) converge simplement vers S sur I et que la suite des
restes (R, = S — S,,) converge uniformément vers 0 sur /. Alors

180 = Sllzet) = I1Ballieeqry 572, O

La série de fonctions E fn converge donc uniformément vers .S sur /. U

n

11



Définition 1.23 (Convergence normale d’une série de fonctions). La série de fonctions Z fn converge

n

normalement sur I si la série numérique E | full oo (1) est convergente.
n

n

Exemple 1.24. Soit (f,, : R — R) la suite de fonctions définie par fn(m)::x—'. Alors pour tout M € RT,
n.

la série de fonctions E fn converge normalement sur [—M, M]. En revanche, elle ne converge pas

n
normalement sur R.

En effet, soit M € R™. Alors, pour tout entier n > 0
Mn

| fall oo (= aa,01)) = g

Donc la série numérique E | fall Loo (= n,07) €St convergente. Par conséquent, la série de fonctions
n
g fn converge normalement sur [—M, M]. En revanche,

| frl Loo(m) = +00.

Donc la série Z | full oo () diverge et la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur R.
n n

Méthode 1.25. Pour montrer la convergence normale d’une série de fonctions, on peut majorer || fy,[| o (1)

par une quantité qui est le terme général d’une série convergente.

1+ cos(nzx)

Exemple 1.26. La série »  — —7
n T

n>1

converge normalement sur R. En effet, on peut utiliser la

majoration

Il 1+ cos(nz) _ 2
so([)=SUp —5——— < —.
nllLee (1) meﬁ 2+ 22 =2

. 1 : : o .
Or la série g — converge. Donc la série g | full oo (1) converge par critére de majoration des séries
n
n>1 n>1
1 + cos(nz)

a termes positifs. Donc la série de fonctions g
n? + x2

n>1

converge normalement.

Proposition 1.27. La convergence normale implique la convergence absolue et la convergence uni-
forme.

La preuve de la proposition est proposée dans la section Approfondir.

Méthode 1.28. Pour montrer la convergence uniforme d’une série de fonctions, il est souvent plus simple

de chercher a montrer la convergence normale (il existe cependant des séries de fonctions qui convergent

uniformément mais pas normalement).

1.2.2 Propriétés de la somme d’une série de fonctions

Proposition 1.29. Si chaque fonction f, : I — R est continue et si la série Z fn converge uniformé-
n

ment sur tout segment de I vers une fonction S : I — R, alors S est continue sur 1.

Démonstration. La n-€éme somme partielle S,, est continue comme somme finie de fonctions continues.
De plus, la suite de fonctions (.S,,) converge uniformément vers S sur tout segment de I. D’apres le
point [I]du Théoréme [L.7] 1a limite S est une fonction continue sur 1. O

12



Proposition 1.30. Si chaque fonction f, : I — R est continue et si la série Z fn converge uniformé-

n

b
ment sur 1, alors pour tout a,b € I, la série numérique Z / fn(t) dt converge et
a

b +oo +oo b
DSOS Oy I ATE
a n=0 n=0"4a

n
Démonstration. En considérant toujours la n-¢me somme partielle .S,,:= Z fx, on a par linéarité de
. . k=0
I’intégrale (cas d’une somme finie) :

n

> fk /Gka t)dt = /abSn(t)dt

k=0"¢9 k=0
La suite (S,,) converge uniformément vers S sur tout segment de I. D’apres le point[2ldu Théoreme[1.7]
b b b +00
/a Sn(t)dt — /a S(t)dt = /a z;)fk(t) dt

Donc la série du membre de gauche a aussi une limite, et on peut écrire

+o0 b n b p +oo
> [ = im 3 [Cawdi= i [ " / LA

Proposition 1.31. On suppose que
1. chaque f, : I — R est de classe C,

2. il existe a € I tel que la série numérique Z fn(a) converge simplement et

n

3. la série de fonctions Z f), converge uniformément sur tout segment de I.

n

Alors, la série de fonctions E fn converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction

n
S : I — R de classe C* sur I et
+o0 ! +00
(Xn)-s-S
n=0 n=0

Exercice 1.32. Ecrire la preuve de la Proposition Il est recommandé de s’appuyer sur le Théoreme

L7

1.2.3 Cas des séries alternées

Il existe un cas important de séries pour lequel la convergence normale est souvent mise en défaut,
mais ou il est facile de montrer la convergence uniforme : les séries alternées de fonctions.

Définition 1.33. Soit (f,, : I — R) une suite de fonctions. On dit que Z fn est une série alternée (de
n
fonctions) si pour tout x© € 1, la série numérique Z fn(z) est une série alternée, c’est-a-dire :

n

13



I.V:UGIVnGN(—) n(z) >0
(@)| < |fn

)
<

3. Vx e I, nll)rfoo fn(:c) = 0.

D’apres le théoreme des séries alternées, la série numérique Z fn(x) converge pour tout x € I.
n
Autrement dit, la série de fonctions Z fn converge simplement sur /.

n

Théoreme 1.34. Soit Z fn une série alternée (de fonctions). On suppose que la suite ( f,,) converge

n
—+00

uniformément vers O sur 1. Alors la série de fonctions E fn converge uniformément sur I.
n=0
La preuve de ce théoréeme qui est proposée dans la section suivante (Exercice [I.40) repose sur 1’es-
“+o0o
timation des restes R,,:= E fi. Dans le cas d’une série alternée de fonctions, on a
k=n+1

Ve el, |Rn(z)| < |fosa(a)].

Corollaire 1.35. Soit Z fn une série alternée (de fonctions). Si chaque f, est continue sur I, alors

n

“+oo
Z fn est continue sur I.
n=0
i . (=" . )
Exemple 1.36. La série de fonctions Z e converge uniformément sur R. Sa somme est donc
n+ax

n>1
continue sur R.

1.2.4 Méthodes pour montrer la convergence uniforme d’une série de fonctions
On a vu dans cette section plusieurs méthodes pour montrer la convergence uniforme d’une série de
fonctions.

Méthode 1.37. Pour montrer qu’une série de fonctions E fn converge uniformément, on peut
n
1. essayer de montrer qu’elle converge normalement, c’est-a-dire que la série numérique

Z | frull oo ()

converge ; pour cela,
(a) on peut trouver un majorant v, de || fr | o (1)
(b) tel que la série Z a,, converge;
n

2. vérifier si g fn est une série entiere (voir chapitre suivant) : on sait alors qu’elle converge uni-

n
formément sur tout segment de son intervalle de convergence ;

3. vérifier si E fn est une série alternée de fonctions; on sait alors que la série g fn converge

n n
simplement; on pourra conclure que la série converge uniformément si la suite (f,,) converge

uniformément vers 0.

14



C_l)ne—nm.

Exercice 1.38. Etudier la convergence de la série de fonctions Z fnavec fn(x):=
n

L (—D)M2n+ 1)

Exercice 1.39. Montrer que la série de fonctions Z fn avec fn(x)::m
n x

n>1

converge simple-

ment sur R. La somme est-elle continue ?

1.3 Approfondir

1.3.1 Convergence normale implique convergence absolue et convergence uniforme

Dans cette partie, nous montrons la Proposition [L271 Supposons que la série de fonctions Z fn

n
converge normalement sur un intervalle /. Posons

Mn::anHLOO(I)-

Alors, la série numérique Z [y, cONverge.
n
On montre d’abord que cela implique la convergence absolue de la série de fonctions Z fn- Soit
n

x € 1. Comme pour toutn € N,ona 0 < |f,(x)| < pu, et comme la série numérique Z [y, CONverge,

n
on en déduit que la série numérique E | frn(z)| converge aussi (critere de majoration pour les séries a

n

termes positifs). Cela montre la convergence absolue de la série de fonctions Z fn, et donc aussi sa

n
convergence simple.

Montrons maintenant la convergence uniforme de la série de fonctions E fn- D’ apres la Proposition

n
+o0

[L22] il suffit de montrer que la série (R,,) des restes R,,:= Z fx converge uniformément vers 0.

k=n+1
D’apres I'inégalité triangulaire, pour tout x € I,

+oo

+00 +oo
0< [Ru(@)| =] Y fr@)| < D [h@)|< D me

k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

Comme I’encadrement précédent est valide pour tout x € I, on a donc

—+00
0 < |[[Rnllzeo(ry < Z s
k=n+1

Comme la série numérique E b, CONVerge,
n

n

+oo +o0o
DRTED DS SSE)
k=n+1 k=0 k=0
On a donc

[Rnllzoery — 0,

n—400

ce qui montre que la série (R,,) des restes converge uniformément vers 0.

15



1.3.2 Convergence uniforme des séries alternées de fonctions

Nous proposons d’aborder la démonstration du Théoréme [[.34] sous forme d’exercice.

Exercice 1.40.
Soit (ay, )nen une suite décroissante de nombres positifs.

1. Montrer que pour tout p,q € N, avec p < ¢, on a

2. On suppose de plus que la suite (ay, )nen tend vers 0. Montrer que pour tout p € N,

+oo

> (—DFax| < ap.

k=p

Soit E frn une série alternée de fonctions définies sur /.
n

3. Montrer que pour tout z € I, pour tout n € N,

+oo
> fel@)| < | fara(@)].

k=n-+1

4. En déduire une preuve du Théoréme

1.3.3 Critere de Cauchy

I arrive qu’on ait 2 montrer la convergence uniforme d’une suite ou d’une série de fonctions, sans
connaitre la limite. Le critere de Cauchy est alors bien utile.

Proposition 1.41 (Critere de Cauchy pour la convergence uniforme).

1. Une suite de fonctions ( f,)nen converge uniformément vers une fonction f sur un intervalle I si
et seulement si
Ve>0, 3dneN, Vp=>0, an-l—p_anL“’(I) Se.

2. Une série de fonctions E fn converge uniformément vers une fonction f sur un intervalle I si et

n

seulement si
n-+p

Ve>0, dneN, Vp>0, ka <e.
k=n_llLeo(1)

La preuve de cette proposition repose sur le fait que R est complet : cela signifie que toutes les suites
de Cauchy dans R convergent. Une suite de Cauchy dans R est une suite numérique (z,)nen telle que

Ve >0, dIneN, Vp>0, |Tpip — x| < e.

La complétude de R est étroitement liée a la définition méme de R. Nous 1’admettrons, ainsi que la
preuve de la proposition.

16



Chapitre 2

Séries entieres

2.1 Découvrir

On peut voir les séries entieres comme une généralisation des polyndmes, ou il y aurait une infinité
de termes. Comme chaque fois qu’on manipule [’infini, il faut en préciser le sens.

Définition 2.1. Une série entiere est une série de fonctions E fn oot fn(x) = apa™ avec a,, € R.

n
Remarque 2.2. On peut également considérer le cas de séries entieres a coefficients complexes a,, € C.

Comme signalé dans le premier chapitre, avec un abus de notation, on identifie ™ et la fonction

x +—> x™ et on note les séries entieres E anx™.

n>0
n

Les sommes partielles .S, := g apx” associées A une série entiére, sont des polyndmes. C’est en ce

k=0
sens que les séries entieres peuvent étre considérées comme des limites de polyndmes.

Notons que toutes les séries entieéres convergent en au moins un point : z = 0.

Exemple 2.3. La série entiere Z a" converge sur |—1, 1] et diverge grossierement en dehors de cet
n>0
intervalle. En fait, on peut calculer la somme partielle

n
1— "t
(=3 et = 1T
k=0

On en déduit que
1
1—x

“+o0o
Voel-L1[, > a"=
n=0
Exemple 2.4.

1. Z nx" converge sur | — 1, 1[ (critere de D’ Alembert),

n
n

x
2 zn:n+1

mn
3. E — converge sur R (critere de D’ Alembert).
n!
n

converge sur [—1,1[ (en —1, on utilise le critére des séries alternées),
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Théoreme 2.5. Soit Z anx™ une série entiere. 1l existe R € [0, +00] tel que

n

1. pour tout x ¢ [—R, R), la série diverge,

2. pour tout © € |—R, R|, la série converge absolument.

Le théoréme ne dit rien sur ce qui se passe pour x = R ou z = —R. Pour 'instant, on peut se
“+oo

contenter de retenir que la somme Z anz™ a pour domaine de définition soit |—R, R|[, soit [—R, R],
n=0

soit [—R, R], soit |- R, R].
La preuve du théoréme repose sur un lemme qui joue un rdle trés important dans tout ce chapitre, le
lemme d’Abel.

Lemme 2.6. Soit r € RT. Si la suite (a,r")nen est bornée, alors pour tout x € R tel que |x| < r, la

série E apx" converge absolument.

n

Démonstration. On écrit

€T |n

|ana"| = |anr"|

Par hypothese, il existe M > 0 tel que pour tout n > 0, |a,,7"| < M. Donc
|anxn| S qu’

avec q = ‘%‘ Comme 0 < ¢ < 1, la série E q" converge (voir ’'Exemple 2.3)). Par comparaison
n
entre séries a termes positifs, on en déduit que la série g |a,z"| converge, ce qui conclut la preuve du

n
lemme. O

Démonstration du Théoréme[2.31 Posons
R:=sup{r € R"; (a,r") estbornée } € [0, +00].

Cette borne supérieure est bien définie car I’ensemble est non vide : il contient » = 0.
On commence par montrer le premier point. Si R = 400, il n’y a rien a montrer. Si R < 400 et si

|z| > R, alors la suite (a,z™) n’est pas bornée. La série g anx™ diverge donc grossierement.

n
On montre a présent le deuxieme point. Si R = 0, il n’y a rien a démontrer. On suppose désormais
R > 0. On va établir une conclusion plus forte que celle de 1’énoncé : la série E anx" converge

n
normalement sur tout segment [—r, | C |[—R, R|. Soit 7 € |0, R[. D’une part,

sup |apz"| = |anr™|.

x€[—r,r]

D’autre part, r n’est pas un majorant de {r € RT; (apr™) est bornée} (car R est le plus petit majorant).
Il existe donc 71 > 7 tel que la suite (a,77) est bornée. D’apres le lemme d’Abel, on en déduit que la

série E |a,r"| est convergente. La série g anz™ converge donc normalement sur [—r, r]. O

n n

Définition 2.7. Le rayon de convergence d’une série entiere E anx" est

n

R:=sup{r e R"; (a,r") est bornée} € [0, +oc].

18



La preuve du Théoréme 2.3]a montré davantage que 1’énoncé.

Proposition 2.8. Une série entiere de rayon de convergence R converge normalement (et donc unifor-
mément) sur tout segment de |— R, R|.

Remarque 2.9. 1. Si une série enticre E anx™ diverge en un point x, alors son rayon de conver-

n
gence est inférieur ou égal a |xg.

2. Si E |an|R"™ converge, alors la série entiere converge normalement et donc uniformément sur
n
[—R, R].

La proposition suivante donne un critere pratique pour calculer le rayon de convergence d’une série
entiere g anx™ (c’est une conséquence du critére de D’ Alembert).

n

An4-1

Proposition 2.10. Si la suite (

) converge vers { € [0, +00], alors R = %
n

Dans cet énoncé (et dans sa preuve ci-dessous), on utilise la convention % = +4oo et +%.O = 0.1l se

An4-1

peut que la limite de (

) n’existe pas. Mais le rayon de convergence, lui, est toujours défini.
n

Démonstration. Supposons que 0 < r < %. Alors
+1
. angar”
lim lant1r™™|
n—+oo  |a,r?|

=lr<1. 2.1

Donc par le critere de D’ Alembert, la série Z a,r"™ converge absolument, et donc la suite (a,r™) est
n
bornée. Donc r < R. Comme cette inégalité est valide pour tout r < % on en déduit que % < Ren
faisant tendre 7 vers %.
Supposons ensuite que r > %@ Alors ¢r > 1 et donc
a anrl
lim 1901y
n—-4oo ‘anx"’

Le critere de D’ Alembert implique alors que la série Z a,r"™ diverge. Par le Théoreme r > R.
n

Comme cette inégalité est valide pour tout r > %, on en déduit que % > R en faisant tendre 7 vers %.
En conclusion, § < R < , c’est-a-dire R = 7. .

Exercice 2.11. Soient Z anx™ de rayon de convergence R, et Z bp,x™ de rayon de convergence Ry,.

n n

1. Montrer que Z(an + by)x"™ a un rayon de convergence R > min(R,, R;) avec égalité si R, #

n

Ry,
2. Montrer que pour tout = € |—R, R,

400 400 —+o00
Z(an + by)a" = Z anz” + Z b,z
n=0 n=0 n=0

1. Ce cas n’advient que si £ # +o0.
2. Ce cas n’advient que si ¢ # 0.
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Exercice 2.12. On suppose que la série g anx( converge simplement mais pas absolument. Justifier
n
que le rayon de convergence de la série entiere g anz™ est égal a |xg].

n

= ), alors le rayon de convergence de g aonx®™ est —=.
n

VA

. .. An+2
Exercice 2.13. Montrer que si  lim 2]
wﬁ+u>|an

2.2 Assimiler

2.2.1 Comparaisons de rayon de convergence

Comme pour les séries numérique, la comparaison de séries entieres est un outil puissant pour dé-
terminer les rayons de convergence.

Proposition 2.14. Soient Z anx” et Z bpx™ deux séries entieres de rayon de convergence respectifs
n n
Ry et Ry,. S’il existe M € R™ et ng € N tels que |a,| < M|b,| pour n > ng, alors Ry > Ry,

Démonstration. Si Ry = 0, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc que R; > 0. Supposons que
0 < r < Ry. Alors, la série Z b,r™ converge, et donc la suite (b,7") est bornée. Comme pour tout

n
n > ng, on a |a,r™| < M|b,r"|, on en déduit que la suite (a,r™) est bornée. On a donc R, > r.
Comme cette inégalité est valide pour tout r < Ry, on a R, > Ry en faisant tendre r vers Ry. O

Proposition 2.15. Soient Z anx” et Z bpx™ deux séries entiéres. On suppose que a, ~ b, quand

n n
n — +oo. Alors les deux séries ont méme rayon de convergence.

Démonstration. Notons R, et Ry les rayons de convergence respectifs de Z anx’ et Z bpx™. Par

n n
hypothése, on sait que pour n assez grand, a,, = byu,, avec u,, — 1 quand n — +o0. La suite (uy,)
converge, elle est donc bornée. Par conséquent, il existe M € RT et ny € N tels que |a,| < M|b,| pour
n > ng. D’apres la proposition 2.14] on a R, > Rj,.

De méme, pour n assez grand, b,, = a,v, avec v, — 1 quand n — +oc. La suite (v, ) converge,
elle est donc bornée. Par conséquent, il existe M’ € R et ny € N tels que |b,| < M’|a,| pour tout
n > ny. D’apres la proposition 2.14] on a R, > R,,.

Par conséquent, R, > Ry > R,, etdonc R, = R,,. |

. L. — a A
Proposition 2.16. Les séries E apx™, E nanz™ ! et g _:1:6"“ ont le méme rayon de conver-
n

n>0 n>1 n>0
gence.

Remarque 2.17. La deuxieme série est la série dérivée, et la troisieme série est la série primitive.

Démonstration. Observons que le rayon de convergence de la série Z napz™ ! est le méme que celui
n>1
de la série Z napx" (on passe de I’'une a I’autre en multipliant ou en divisant par x). Notons R le rayon
n>1
de convergence et la série Z anx™ et R’ celui de la série Z napx". Comme pour tout n > 1, on a
n>1 n>1
|an| < |nay,|, on déduit de la proposition 214 que R > R'.
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Il nous faut donc montrer que R’ > R. Il suffit de montrer que Y na,x™ converge sur |—R, R].
Si R = 0, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc que R > 0. Soient x € |—R, R] et r tels que
|z| < r < R.Notons que
|nanz™| = |apr"| - |ng"| avec 0<qg=— <1.
r
La suite (ng") tend vers O par croissances comparées. Elle est donc bornée. Autrement dit, il existe
M € R tel que |nay,z™| < M - |ayr™| pour tout n > 1. La série Z |an,r™| converge car 7 < R. Par
n>1

comparaison des séries a termes positifs, la série E na,x" converge. U
n>1

2.2.2 Propriétés de la somme

Théoreme 2.18. La somme d’une série entiere de rayon de convergence R est de classe C*° sur 'inter-
valle |- R, R|.

Démonstration. Soit Z apx™ une série entiere de rayon de convergence R. La fonction f, : R — R
n>0
définie par f,(z):=a,z" est de classe C'. La série numérique Z fn(0) est constante égale a ag; elle

n>0
est donc convergente. D’apres la proposition le rayon de convergence de la série des dérivées

Z fl = Z napz™ ! est égal a4 R. La série Z f/ est donc normalement (et donc uniformément)
n>0 n>1 n>0
convergente sur tout segment de |—R, R[. D apres la Proposition la somme S de la série entiere

Z anx™ est de classe C! sur |- R, R[ et

n>0
+o0o
S'(x) = Znanxnfl.
n=1

En répétant cet argument pour S’ au lieu de S, on conclut que S’ est de classe C! sur |—R, R|, de dérivée
+oo

T Z n(n — 1)a,z" 2. Par récurrence sur ’ordre de dérivée, on montre que S est de classe C* sur
n=2

—R, R|, pour tout k € N. Autrement dit, S est de classe C* sur |— R, R)|. O
p

Exemple 2.19. La série enticre g — est de rayon de convergence R = +o00. Sa somme f est donc
n!
n

C* sur R. De plus,
+oo n—1 +oo n—1

@) =3 =3 oy

n=1 ’ n=1

Or, pour tout N € N*,

N n—1 N_1 N-1
xr Xz xr xr
e T AR iy
) T R TR s o 1 Rl S

n=1

Comme les deux séries convergent, on peut donc passer a la limite N — 4-co pour obtenir

+oo n—1 t0 n

Zh:Z% 2.2)

n=1 n=0
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On a donc montré que f est solution de I’équation différentielle f/* = f. De plus f(0) = 1. On vient de
montrer I’existence d’une fonction f : R — R telle que

F=f et f(0)=1.

Autrement dit, on vient de montrer I’existence de la fonction exponentielle.

Dans cet exemple, vous pouvez observer que pour établir I’égalité (2.2)), on 1’a d’abord justifiée pour
les sommes partielles, avant de passer a la limite. C’est un fait général : pour toutes séries entieéres, on
peut faire le changement d’indices[] :

+oo —+o00
E anpa™ = g apy12".
n=1 n=0

+oo 1
E le 2.20. Si = "= _—— al
xemple if(zx) nzzox T alors

+00 . 1
nz:lnx" = f(z) = 7(1 o

Une conséquence du Théoreéme 2.18] est que la somme d’une série entiere est une fonction continue,
et on peut donc considérer ses primitives.

oo

Corollaire 2.21. Soit f : x — Z anx" la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.
n=0

Alors la primitive de f sur |—R, R[ qui s’annule en 0 est

+oo xn+1
F:x»—>§ an, .
n+1

n=0

xn+1

Démonstration. On sait déja (Proposition que la série entiere Z an
n>0

a pour rayon de conver-
n+1

gence R. Par changement d’indices,
+oo n+1 +oo n
x x
F(x) = E a = E Ap—1—-
(z) "n+1 "
n=0 n=1

D’apres le Theoreéme 2.18] la fonction F est de classe C* sur |— R, R], et

+o0o +oo
Fl(z) = Z ap_12" "t = Z anx™.
n=1 n=0
+o0o
Ainsi, la fonction F' est une primitive de f : x — Z anz™. De plus, F/(0) = 0. O
n=0

3. Et méme plus généralement, pour tout n1, k € N tel que k < nq,

—+oo —+oo
n o __ n+k
and = An+ kT .

n=nj n=nj—k
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oo oo pntl
Exemple 2.22. Une primitive de f : x +— Z x" est la fonction F' : x +— Z
0

+o0  n
T
E —. Comme

n+1 -
1 n=0 n= n
Fl(z)=f(z) = . et comme F'(0) =0,ona
-
F(z) =—In(1 — z).
+o0 o
On a donc montré que pour tout € |—1,1[,ona —In(l — z) = Z — ; soit encore, en faisant le
n
n=1
changement de variables y = —zx,
+00 (_1 n—1
Yy e R, In(1 = —y".
y n(l+y) ; ——

2.2.3 Fonctions développables en séries entieres

La formule de Taylor assure que si f est C* sur un intervalle ouvert I contenant 0, alors pour tout
n > 0, quand x — 0,

F(0)

f(x) =ao+a1x+ -+ apz” +o(|z[") avec a, = -

Une question est alors de savoir pour quelles fonctions f et pour quels x on peut écrire

+oo
flz) = Z anz™.
n=0

Autrement dit, quand peut-on sommer jusqu’a I’infini ?

Définition 2.23. Soir f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel xy. On dit que
f est développable en série entiere (DSE) en g sur |xg — R,xo + R[ C I s’il existe une série entiére

Z any" de rayon de convergence > R tel que
n

+oo
Vz € lzg — R,x0+ R[, f(z) :Zan(x—mo)".
n=0

Proposition 2.24. Si f est développable en série entiere (DSE) en xq sur |xg — R,xo + R| C I, alors
f est de classe C*° sur |xog — R, xo + R] et pour tout n € N,

£ (o)
Ay = 7'
n!
Démonstration. Par hypothese, on sait que
+oo
Vo € oo — Rywo+ B[, flx) = an(z — z0)".
n=0

Posons
9(y) = f(y + o).
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Alors g est DSE en O sur |—R, R| et

+oo
Vy € ]_R7R[7 g(y) = Z anyn-
n=0

Par le Théoreme 2.18] g est de classe C*° sur |— R, R|. Par composition, on en déduit que f est C*> sur
lxo — R, zo + R[. De plus, on sait qu’on peut dériver terme a terme :

+o0o
VkeN, wyel-RR[, ¢®@)=> amn-1)---(n—k+1)y" "
n==k

En particulier, g*)(0) = ak!. On en déduit par composition

B F®) ()
ap = T O

Ainsi, les coefficients du développement en série entiere sont enticrement déterminés par f, ils sont
donc uniques :

400 +oo
f(z) = Zan(x —x9)" = an(x —z9)" =VneN, a,=b,
n=0 n=0

Il existe des fonctions C*° qui ne sont pas DSE. On en présente un exemple dans la troisi¢me partie.

o
Remarque 2.25. Si f est DSEen 0 sur |— R, R[avec f(x) = Z anx”, alors f'est DSEen 0 sur |— R, R|
n=0

fl(x) = Z nanz" L.
n=1

avec

x
De plus, la primitive F'(x) = / f(t)dt est DSE en O sur |— R, R[ avec
0

+
F(:r:):i.O Gn R
n:On+1
Exemple 2.26.
+o0 2"
1 expxzz ',R:+oo,
n=0
+oo 2n+1
. o _1\n xz
2 smm—Z( )(2n+1)"R +o00,
n=0
—+00 xQn
< — n —
3 Cosx—Z(—l) (2n)!,R——i—oo,
n=0
1 =
4. = "R=1,
1—=x %x
Jroooz(oz—l) (a=n+1)
5. (1 o= " R=1,
(1+x) nz%) o



—+00

6. In(1+z)=> (-1)

n=1

n
1T R

n

Exercice 2.27. Montrer que la fonction f(z) = (1 4+ 2)?, définie sur |—1, 1] est solution de 1’équation
différentielle
(1+2)y —ay=0.

En déduire un DSE de f.

2.3 Approfondir

Exercice 2.28 (Un exemple de fonction de classe C*° qui n’est pas DSE). Considérons la fonction
f : R* — R définie par

1. Justifier que f est de classe C*° sur R* puis montrer que pour tout n € N, il existe un polyndme
P, : R — R tel que pour tout x € R*,

f™() = P, (%) exp <_%> .

On ne cherchera pas a expliciter ce polyndme P,.

2. Montrer que f se prolonge par continuité en 0. On note encore f le prolongement. Montrer que la
fonction f ainsi obtenue est dérivable en 0, et en fait C! sur R.

3. Montrer que la fonction f est méme C* sur R et calculer toutes ses dérivées en 0.

4. Conclure que f n’est pas DSE en 0.

Exercice 2.29 (Produit de Cauchy de séries). Soient Z ug et Z vy deux séries numérique complexes

¢
qu’on suppose absolument convergentes. Le but de 1’exercice est de montrer que

+o00 +o00 400 m
<Z uk> <Z w) = Z Wy, aAVeC W= Z U Vp—ke+ 2.3)
k=0 £=0 m=0 k=0

n
1. Montrer que Z Wy = Z URVy.
m=0 (k,0)EN?

> ukvg—<zn:uk> ( now> < > |ugvel

(k,0)eN? k=0 = (k,0)eN?
k+l<n k<n,l<n,k+€>n
—+00 —+00
< suplug| Y Jvel +suplvel D> -
eN - ¢eN

t=%] k=%
On a noté | 5 | la partie entiére de 5.

3. En déduire la convergence de la série Z wy, et établir 1’égalité (2.3).
m
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A partir de I’exercice on peut déduire :

Proposition 2.30. Soient Z anx" de rayon de convergence R, et Z bpx" de rayon de convergence

n

Ry. Alors pour tout x € |— min(R,, Ry), min(R,, Ry)],

+oo +o0 +o0 n
E anz" g bz | = g cpx”  avec cpi= E apbn_r.

k=0

Exercice 2.31. Soit f : R — R une fonction de classe C*°. On suppose qu’il existe a > 0 et M > 0 tel

que
Mn!

an -’

Vi € [_aa a]7 Vn € N7 ’f(n)(t)’ <

Montrer que f est développable en série entiere sur |—a, a[ (penser a la formule de Taylor avec reste
intégral).
La partie II du programme du concours Passingénieurs (pour I’option Mathématiques-Informatique)

considere les séries entieres de la variable complexe z. Etant donnée une suite de nombres complexes
(an)nen, on considere la série de nombres complexes

E anz".

neN

Dans ce nouveau contexte, on parle encore de rayon de convergence : il s’agit de I’'unique R € [0, +00]
tel que pour tout z € C,
|2 < R = Z a,z" converge absolument,

n

|z| > R = Z apz" diverge.
n
La convergence absolue est définie maintenant avec le module, au lieu de la valeur absolue. On peut
étendre a ce cadre une bonne partie des résultats précédents (grosso modo, des qu’ils ont un sens, ils
sont vrais !). En particulier, pour tout » < R, la série converge normalement sur le disque fermé centré
en 0 de rayon 7, c’est-a-dire sur D,:={z € C : |z| < r}:

Z sup |a,z"| = Z |an|r"™ converge.
n lzl<r n

+oo
De plus, la fonction f : z +— Zanz” est continue sur le disque ouvert Dp = {z € C : |z| < R}.

n=0
Cela signifie que pour tout z € Dp, pour toute suite (zj)ren contenue dans Dp et convergeant vers z,

la suite (f(2x)) ey converge vers f(z). On peut aussi I'écrire avec des quantificateurs :
Ve>0, In>0, VweC, |w—z|<n=|f(w)—f(z)]<e.

Si Zanz" et Z b,z" ont pour rayons de convergence respectifs R, et Rj, alors la série entiere
n n
Z(an + by, )z" aura un rayon de convergence R > min(R,, R;), avec égalité si R, # Ry.
n
L’exponentielle complexe z = = + iy — exp(z) = e”e'¥ est DSE sur C avec

+00 pn

exp(z) = Z %

n=0
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La fonction 2z +— 1 est aussi DSE en 0, de rayon de convergence 1 avec pour tout z € C, |z] < 1:
z

1 =
_ n
=2
n=0

Les fonctions cos z et sin z sont également DSE en 0, et ont des développements identiques a ceux du
cas réel.
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Chapitre 3

Séries de Fourier

3.1 Découvrir

3.1.1 DP’analyse de Fourier et la compression d’images

En 1809, dans son Mémoire sur la propagation de la chaleur, Fourier s’intéresse au probleme sui-
vant : ’évolution de la température d’un anneau circulaire métallique dont les deux moitiés sont initia-
lement a des température différentes. Il énonce alors un principe tout a fait surprenant : toute fonction
périodique peut étre représentée par une série de sinus et de cosinus. C’est Dirichlet qui en 1829 don-
nera des bases solides a la théorie de Fourier. Cette théorie est un outil fondamental dans I’étude des
équations aux dérivées partielles comme I’équation de la chaleur ou 1’équation des ondes.

La premiere série qu’exhibe Fourier est :

+7/4  pour |x| < w/2
cos T — écos(?)x) + écos(5x) — %cos(?x) 4+ =<0 pour |x| = 7/2
—m/4 pourm/2 < |z|<T

(c’est en tout cas ce qu’il prétend). Un des objectifs de ce cours est de donner les outils qui permettent
de justifier cette affirmation.

(=n"

FIGURE 3.1 — La somme des quatre premiers termes de la série Z cos((2n + 1)::3) (en trait
n>0
continu) et de la fonction 27-périodique qui vaut 7 /4 pour |x| < /2 et —7/4 pour /2 < |x| < 7 (en

pointillés).

2n+1

Pour stocker une image numérique, produite par un appareil photo de 3 x 3 mégapixels, on aurait
théoriquement besoin de 9 Mo sur un ordinateur, ce qui limiterait considérablement le nombre de photos
qu’on pourrait effectivement stocker. Heureusement, on peut comprimer les images numériques (ou les
sons, les films) sans trop altérer leur qualité visuelle. Le JPEG, format de compression mis au point dans
les années 80, permet de réduire jusqu’a 20 fois la place occupée par une image avec une perte de qualité
presque imperceptible.

Lorsqu’un signal est représenté comme une somme de sinusoides, chaque coefficient de cette somme
représente le poids d’une certaine fréquence dans le signal. Pour stocker le signal, il suffit donc de conser-
ver ces coefficients. Plus une fréquence dans la somme est associée a un coefficient petit, moins nous la
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percevons. On peut donc réduire considérablement la quantité de données a stocker ou a transmettre en
éliminant les coefficients trop faibles.

3.1.2 Intégrales de fonctions a valeurs complexes

Dans ce chapitre, toutes les fonctions considérées sont a valeurs dans C (ce qui n’exclut pas les
fonctions qui ne prennent que des valeurs réelles). Une telle fonction est continue si et seulement si sa
partie réelle et sa partie imaginaire le sont :

Re f : z — Re(f(z)) , Im f: 2 — Im(f(x)).

On peut définir ’intégrale d’une telle fonction en décomposant f en partie réelle et partie imaginaire :
f=Ref+ilm f:
b b b
/ f(z)dex = / Re f(z)dz +i/ Im f(z)dz.
a a a

L’intégrale des fonctions complexes hérite de toutes les propriétés de I’intégrale des fonctions réelles
(linéarité, relation de Chasles). On vérifie facilement que

/abmdt:/:f(t)dt.

3.1.3 Polynomes trigonométriques a coefficients complexes
Dans tout ce chapitre, on se donne un réel 7' > 0 et on pose

2
wi=—.
T

On note Cr I’espace des fonctions continues f : R — C qui sont T-périodiques :
VeeR, fle+T)=f(z).

On peut voir f € Cr comme un signal périodique qu’on cherche a transmettre aprés compression.
On va chercher a I’écrire comme une somme de sinusoides, c’est-a-dire de fonctions de la forme ¢ +—
acos(nwt) et t — bsin(nwt). Cette somme sera généralement infinie. Ainsi, f sera la somme d’une
série de fonctions dont chaque terme est une sinusoide. On va commencer par considérer des sommes
finies de fonctions. C’est ce qu’on appelle des polynémes trigonométriques.

Définition 3.1. Les fonctions exponentielles e,, € Ct sont définies par
en(t):=ewm,

Définition 3.2. On appelle polyndme trigonométrique de degré N et de période 1" foute fonction de la

forme :
N

P:t— E cne™  avec ¢, € C.
n=—N

On appelle série trigonométrique foute série de la forme :

co + E (cnewm + c_ne_lw"t) avec ¢, € C.
n>1
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Pour simplifier I’écriture, nous utiliserons la notation Z Cn € pour désigner la série trigonomé-
neL
trique co + Z (cnei””t + c,ne_i””t).
n>1

Si on veut transmettre la fonction (le signal) P, il est évidemment impossible de communiquer les
nombres P(t) pour toutes les valeurs possibles de ¢ (puisqu’il y a une infinité de réels dans [0, 27])! En
revanche, on peut se contenter d’envoyer les valeurs ¢,, pour tout |n| < N et le destinataire pourra alors
reconstruire le polyndme P. Réciproquement, étant donné un signal périodique P, on peut calculer les
coefficients ¢,, grace a des intégrales faisant intervenir la fonction P.

Le lemme suivant sera fréquemment utilisé.

Lemme 3.3. Ona

e e
= / eo(t) dt=1 et YneZ\{0}, = / en(t) dt =0.
T Jo T Jo

1 (T 1 (T
— Hdt = — dt = 1.
7| ama=g |

1 T 1 iwnt1 T 127rn_1
) QTN Cell R -
0 0

Démonstration. D’une part

D’autre part, si n # 0,

T | iwn i2mn

N
Proposition 3.4. Si P(t) = Z cn€“™ alors
n=—N

e ot
Cn = T/o P(t)e " dt.

Démonstration. Par linéarité de I'intégrale, et d’apres le lemme précédent, on a
1 T N c T N c
—jwnt _ k iw(k—n)t _ k o
T /0 P(t)e dt = kE_N T /0 e dt = E_ T ex_n(t)dt = cp. O

3.1.4 Série de Fourier d’une fonction 7-périodique

Définition 3.5. Si f € Cr, les coefficients de Fourier de f sont :

T
cn(f)::% /0 f(t)e wnide,

Exercice 3.6. Considérons la fonction f € Co, définie par f(x) = |z| si x € [—m, 7] et prolongée a R
par périodicité. Déterminer les coefficients de Fourier de f.
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Définition 3.7. Si f € Cr, la série de Fourier de f est la série trigonométrique Z cn(f) en. La N-éme

ne”L
somme partielle de la série de Fourier de f est :

N
SN(f) it D en(f)em.
n=—N

Lorsqu’une fonction f € Cr est a valeurs réelles, il est fréquent d’utiliser une autre écriture des
sommes partielles de Fourier. En effet, on peut toujours écrire :

en(t) = cos(wnt) + isin(wnt).

Par conséquent :

N N N
Z cpe@™ = % + Z a cos(wnt) + Z by, sin(wnt)
n=—N n=1 n=1

avec, pourn > 0 :
ap =cp+c_p et by, =i(c, —c_p).

Cela conduit a la définition suivante.

Définition 3.8. Si f € Cr, on pose, pourn > 0 :

T T
an(f) = %/0 f(t)cos(wnt)dt et b,(f)= %/0 f(t) sin(wnt)dt.

La N-éme somme partielle de la série de Fourier d’une fonction f € Cr est donc :

N N
Sn(f):t— @ + Zan(f) cos(wnt) + an(f) sin(wnt).
n=1 n=1

3.1.5 Propriétés des coefficients de Fourier

Proposition 3.9. On a les relations suivantes entre coefficients de Fourier :
1. Coefficients de [ : cn(f) = c_n(f) et si f est une fonction & valeurs réelles, c,(f) = c_n(f).
2. Coefficients de g : t — f(—t) : cn(g) = c—n(f). Si f est paire, alors c_,(f) = cn(f) et si f est
impaire c_p,(f) = —cn(f).
3. Coefficients de h : t — f(t+ a) : c,(h) = e“"c, (f).

Démonstration. Commencons par le premier point :

T , T - c ()
Cn(?) _ % A 7(t)e_lwnt dt = % /0 f(t)el‘*mt dt = C—n(f)'

Pour le deuxiéme point, il suffit de faire le changement de variables © = T" — ¢. Observons que 1’on
ag(t) = f(—t) = f(T 1) = f(u), et donc

I , I . I .
cn(9) = = / g(t)e ™ dt = — / fu)e™ du = = / fu)e™ du = c_n(f).
T Jo T Jr T Jo
Si f est paire, alors g = f et si f est impaire, alors g = — f. Le résultat en découle.
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Pour le troisieéme point, on utilise le changement de variable u = t+a.Onah(t) = f(t+a) = f(u),
et donc :

1 T ) 1 T+a . eiwna T+a )
Cn(h) _ = /0 g(t)e—lwnt dt — - /a f(u)e—lwn(u—a) du = = /a f(u)e—lwnu du.
La fonction u — f(u)e™“"“ étant T-périodique, on a
eiwna T+a . eiwna T ) )
= /a f(u)e—lwn(u—a) du — - /O Flu)e @m dy = e“nac, (£). O

Corollaire 3.10. Si f € Cp est une fonction a valeurs réelles, les coefficients a,,(f) et b, (f) sont réels
(ce qui n’est pas nécessairement le cas des coefficients c,(f)).

Corollaire 3.11. La fonction f est une fonction paire si, et seulement si, les coefficients b, (f) sont tous
nuls. La fonction f est une fonction impaire si, et seulement si, les coefficients a,, () sont tous nuls.

Exemple 3.12. Sil’on reprend I’exemple de la fonction f € Ca, qui coincide avec x +— |z| sur [—m, 7],
on peut écrire les sommes partielles de la série de Fourier sous la forme :

T 4 L= 1
Sn(Ht) =5+~ > p 12

p=0

cos((2p + 1)t).

La fonction f est paire. La série de Fourier ne fait intervenir que des cosinus.
Proposition 3.13. Si f € Cr est une fonction de classe C', alors :

cn(f') = iwne, (f).
Démonstration. 11 suffit de faire une intégration par parties :

T T
W)= [ SO = L roe ) = e a

= 0+iwne,(f). O
Par récurrence, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.14. Si f € Cr est une fonction de classe C*°, alors pour tout k > 1 :

en(f*) = (iwn)Fen(f).

3.1.6 Taille des coefficients de Fourier

Proposition 3.15. Si f € Cr, alors pour tout n € Z, on a

T
enl )] < 7 /O F(0)] at.

La suite (¢, (f)) est donc bornée. En fait, nous établirons ultérieurement le résultat suivant.
Proposition 3.16. Si f € Cr, alors ¢, (f) tend vers 0 quand n — £oc.

Corollaire 3.17. Si f € Cr est de classe C*, alors quand n — o0,

cMﬂ:0<%>.

Corollaire 3.18. Si f € Cr est de classe C*°, alors quand n — +oo, pour tout k > 0, on a

cMﬂ:0<$>.
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3.1.7 Probléme inverse

Supposons maintenant que {cj, },ez soit une famille de nombres complexes. La suite de fonctions
N

Sn:i= Z cn - ey est-elle convergente ? Si oui, les ¢, sont-ils les coefficients de Fourier de la limite ?
n=—N

Proposition 3.19. Si (¢;,)nez est une suite de nombres complexes tels que Z len| < +oo, alors la suite

nez
N

Sn:i= E Cn €n | converge normalement sur R.
n=—N

Démonstration. Pour toutn € 7Z,on a

iwnt _
0o —

llen enlloo = llcne |cnl.

Par hypothese, la série E |cn,| est convergente. Par conséquent, la série de fonctions E Cn, €, converge

nez neZ
normalement sur R. En particulier la suite des sommes partielles (S ) converge uniforménent sur R. [

N
Proposition 3.20. Si la suite | Sy:= Z Cn en | converge normalement vers f, alors f € Cr et pour

n=—N
toutn € Z, cn(f) = cnp.

Démonstration. Comme chaque fonction ¢, e, est continue, on en déduit que f est également continue
sur R. Par convergence simple, la T-périodicité de Sy entraine celle de f. Ainsi f € Cr.

Calculons les coefficients de Fourier de f. Par convergence uniforme de Sy vers f sur [0,7], on a
d’apres la Proposition :

N—+o00

en(f) = %/:( lim SN(t)> e wnt 4y

.1 T i :
= lim = Sn(t)e “mdt = lim ¢, =c, O
N—4oo T 0 N—+o0
N
Proposition 3.21. Si la suite des dérivées | Sy:= E iwnce, e, | converge normalement vers g, alors
n=—N
N
la suite | Sy:= E Cn en | converge normalement vers f avec f de classe Ct et ' = g.
n=—N

Démonstration. Pour n # 0, on a

[en enlloc = len| < |nea| = [liwncn en oo

La convergence normale de la suite des dérivées S, implique donc la convergence normale de la suite
S . On conclut grace a la Proposition [[L.311 O
3.1.8 Objectif du chapitre

La question fondamentale est de savoir si la série de Fourier d’une fonction f converge, autrement
dit, est-ce qu’on peut écrire en un certain sens que

@) =3 ealf) done 2

nez
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On va voir que la réponse dépend de la régularité de f. Nous verrons en particulier que si f € Cr est
une fonction de classe C!, alors f estla somme de sa série de Fourier.

Attention, il se peut que f soit continue et que sa série de Fourier ne converge pas normalement. En
fait, il se peut méme que sa série de Fourier ne converge pas.

3.2 Assimiler

3.2.1 Convergence uniforme et convergence ponctuelle
La norme uniforme

On peut introduire sur Cr la norme uniforme || - ||, Ot
Vielr, |[flloc =suplf(z)l
rz€R

En effet, si une fonction f est continue T'-périodique, alors I’ensemble des valeurs qu’elle prend coincide
avec I’ensemble des valeurs qu’elle prend sur [0, 7] (on utilise ici la T-périodicité) :

fR) ={f(z);z € R} = f([0,T]).

Sur le segment [0, T'], 1a fonction f est continue, donc est bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, il
existe a, b € [0, T tels que pour tout = € [0, 17,

fla) < f(z) < f(b).
Cette double inégalité reste vraie pour tout x € R. On peut donc définir

[flleo = max [f(x)] = max|f(x)

z€[0,T) z€R

On aura donc ici || f|co = max(|f(a)|,|f(b)]).
Pour en savoir plus sur la notion de norme, on se reportera a la section Approfondir.

3.2.2 Produit de convolution

Commencons par manipuler les sommes partielles de la série de Fourier pour les écrire sous une
forme plus agréable a manipuler :

N

Sv(f)@) = Y elflenl)

n=—N
N 1 T ) ) 1 T N .
_ - —iwn iwnr __ © . iwn(z—t)
= nE_N <T/o f(t)e tdt> e = T/o f(t) ( E e t ) dt.

n=—N

On a donc :
N

1 T
SN(f)(a:):?/O f(t)-Dy(z—t)dt avec Dy(t)= Y ep.

n=—N

Une notion s’impose alors naturellement, la notion de produit de convolution.

Définition 3.22. Si f € Cr et g € Cr, le produit de convolution de f par g est la fonction :
1 /T
f*g:acr—>—/ ft) - g(x —t)dt.
T Jo
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Nous allons dans un premier temps étudier quelques propriétés de ce produit de convolution.

Proposition 3.23. Soient f, g des fonctions de Cr. Alors :
1. f*xge€Cr.
2. fxg=g=xf.
3. L’application h — f x h est une application linéaire de Ct dans Cr.
4. Pourtoutn €7, f xep, = cu(f) - ep.
Démonstration. 1. La périodicité de f * g découle de la périodicité de g : g(z + T —t) = g(x — t).

On admet la continuité de f * g qui découle d’un théoréme de continuité d’une fonction définie
par une intégrale : la fonction (z,¢) — f(t)g(x — t) est continue sur [0,7] x [0,7] et donc,

T
x / f(t)g(x — t)dt est continue sur [0, 7] (donc sur R par périodicité).
0

2. Légalité f x g = g * f s’obtient en opérant le changement de variable u = x — ¢ et en utilisant la
périodicité de f et g :

T
fro@ =7 [ fOat—nar
=T
- / F(z = u)g(u)du
T
_ %/0 g(u)f(z —u)du = g = f(x).

3. Lalinéarité de I’application h — fh est une conséquence immédiate de la linéarité de I’intégrale.

4. SineZ:

frep(z) = %AT f(t)eiwn(x—t)dt — (% AT f(t)e—iwntdt> elwnz _ en(f) - en(x). O
N

Corollaire 3.24. Si P:= Z anen est un polynéme trigonométrique, alors f x P est également un
n=—N
polynéme trigonométrique.

3.2.3 Unité approchée

Un résultat fondamental est celui du produit de convolution avec une unité approchée de Cr.

Définition 3.25. Une unité approchée de Cr est une suite (hy,) de fonctions positives de Cr telle que :

— pour tout 0 < 6 < T/2 et toute > 0, ona0 < h,, < ¢ sur lintervalle [0, T — 0] pour n assez
grand et

1 (T
— 7 / h,, = 1 pour tout n.
0

Notons que si (h,,) est une unité approchée de Cr, toute la masse de I’intégrale de h,, se concentre
autour des multiples de 7" : pour tout § € ]0,7/2[, ona:

1 ) 1 é
ngrfoof/é h,=0 et ngrfoof/_éh":
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Exercice 3.26. Pour n > 0, posons :

1 1 [T
hn(t)::A— cos®™ (wt/2) avec An::f/o cos®™ (wt/2) dt.

Montrer que h,, est un polyndme trigonométrique et que (h,,) est une unité approchée de Cr.

Proposition 3.27. Si f € Cr et si (hy,) est une unité approchée de Cr, alors la suite (f * h,) converge
uniformément vers f sur R : pour tout € > 0, on a

|f *hp — f| <& pourn assez grand.

Démonstration. Si f est identiquement nulle, f * h,, est identiquement nulle pour tout n, et il n’y a rien
a montrer. Supposons donc que f n’est pas identiquement nulle, ce qui implique 2¢g (| f |) > 0.

Fixons € > 0. La fonction f est continue et périodique sur R. Elle est donc uniformément continue.
Par conséquent, il existe 6 € ]0,7"/2] tel que :

|f(z) = f(y)| <e desque |z—y| <26

Choisissons ng suffisamment grand pour que :

hn(t)gm desque n>ng et tel[s,T -7
Alors, pour n > ng :
1 /7 1 /7
e = @) = | [ st = ot 1 [ a0
T
<2 [ 1 =0 = 1) bty
0
1 6
=7/ |f(x—t) = f(t)| - hn(t)dt
1 T—6 -
+r |fl@=t) = ft)| - ha(t) dt
P ——
<e /200 (1£1)
L[ oyt = 1 t f)ldt < 2 O
<e— n —_— xr — < 2Ze.
<eq [ mats s [ =0l + o
= <200 (|£1)

3.2.4 Formule de Parseval

Avant de régler le cas de la convergence de la série de Fourier, nous allons d’ores et déja utiliser le
résultat que nous venons d’établir pour montrer un théoreme de Weierstral3.

Théoreme 3.28 (Weierstrall). Toute fonction continue f € Cr est limite uniforme sur R de polynémes
trigonométriques.

Démonstration. Posons

1 e
hn(t) = — cos?™(wt/2) avec Ay = —/ cos?N (wt/2) dt.
AN T 0
Les hp sont des polyndomes trigonométriques, et donc hp * f est un polyndme trigonométrique. La suite
(hn) est une unité approchée de Cr et donc on a la convergence uniforme hy * f — f. O
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On peut munir C7 du produit scalaire complexe :

T
7 | Fatar

Pour en savoir plus sur la notion de produit scalaire complexe, on se reportera a la section Approfondir.
Alors, pour n € Z, les exponentielles e,, forment une famille orthonormale de Cr. En effet, d’apres
le Lemme[3.3] pour tout m,n € 7 :

1T 1 (7 1 sim=
<en’ em> _ / elw(m—n)t 34 — — / em_n(t) dt = ST m=n
T Jo T /o 0 sim #n.

Si f € Cr etsi J est une partie finie de Z, le projeté orthogonal de f sur ’espace vectoriel engendré par
{ej}jes est donc donné par :

> ei(f)-ej avee c(f):=(e;, f).

jed
La série de Fourier Sy (f) est donc le projeté orthogonal de f sur I’espace vectoriel
Vect(e_n,...,€-1,€0,€1,...,€N).

La densité des polyndmes trigonométriques permet d’établir 1’égalité suivante, qui est une générali-
sation en dimension infinie du théoréme de Pythagore (dont nous ne donnerons pas la démonstration).

Théoreme 3.29 (Formule de Parseval). Pour toute fonction f € Cr, ona :

2 [ = e
nGZ

Exemple 3.30. Dans le cas de la fonction f € Cy, qui coincide avec x +— |x| sur [—7, 7|, ona cy(f) =

NN

2
etpour p > 1, cu9p(f) = 0 et cy(gp—1)(f) = TR 1) On a donc :

7T2 o=
— +2 5o T — Ao t|“dt =
i pz (2p+1 / [

On en déduit que :

2 2 2 +oo 1 4

Y s T s
_ _— = — — — = — t _ = —.
w2 ng 2p+1F 3 1 12 ¢ ng 2p+ 1%~ 96

En corollaire, on obtient la Proposition que nous devions démontrer.

Corollaire 3.31. Si f € Cr, alors ¢,,(f) — 0 quand n — £oc.

Démonstration. La série Z len(f )!2 converge. O
nez

Corollaire 3.32. Si f € Cr et g € Cr ont les mémes coefficients de Fourier, alors f = g.

Démonstration. Les coefficients de f — ¢ sont nuls et donc

T
%A(ﬂw—mWQﬁ:a

On déduit que f — g = 0. O
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3.2.5 Théoréme de Dirichlet

Nous avons mentionné plus haut que la somme partielle Sy (f) peut s’écrire :

N
Sn(f)=f+*Dy avec Dy = Z en.
n=—N

Les fonctions Dy s’appellent les noyaux de Dirichlet. Il est possible de donner une valeur explicite des
noyaux de Dirichlet car il s’agit en fait d’une série géométrique :

N .
) ) 1— iw(2N+1)t
Dy (t) _ Z elwnt _ eflet €

1— eiwt

n=—N

elw(N+1/2)t _ o—iw(N+1/2)t B sin(w(N + 1/2)t)
olwt/2 _ o—iwt/2 o sin(wt/2)

\'A‘!\'I\"n M'A‘AA'AMA ﬂ'nnmnn'ﬂ M’A‘m
uw_z“ J.V'V'WVW'V.' :U,V.VVVV,V_V..\ JVVV

FIGURE 3.2 — Les noyaux de Dirichlet pour N = 5et N = 10.

Une fonction f € Cp n’est pas nécessairement la somme de sa série de Fourier car la suite (Dy)
n’est pas une unité approchée. Les oscillations du noyau de Dirichlet Dy ne deviennent pas petites
quand N — +o0. Bien au contraire, la fonction Dy oscille entre les graphes des fonctions 1/ sin(wt/2)
et —1/sin(wt/2).

Théoréme 3.33 (Dirichlet). Si f € Cr est de classe C', alors f est la somme de sa série de Fourier :

ve R, lim Sy(f)(x) = f(2).

Démonstration. Observons d’abord que d’aprés le Lemme [3.3]

1 (T Noop T
— | Dn()at = —/ en(t)dt = 1.
T/o nZ_NT 0

Par conséquent :

1 T T
Sx(1)(@) = fa) = £+ Dla) = 1) = 7 [ 1w =0Dw(0at =7 [ f@)Dx (b
On a donc : T
Sx(@) = @) = 7 [ (Fe =1 = 1) - Du(py

Nous souhaitons montrer que cette quantité tend vers 0 quand N tend vers +oc0.
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Remplacons D (t) par la valeur explicite calculée plus haut. On a :

%/OT(fu_t)—f( ) - Dy(ydt = fxg;twt/z)( >.Sm<w <N+%>t> dt.

flz—t) - fz)
sin(wt/2)

(1a ot le dénominateur s’annule). Comme f est C', elle se prolonge par continuité en ¢ = 0 (et donc aux

multiples de T par périodicité). En effet :

fla—t) = flz) _ [fle—1t)— flz) t . 2f2)

sin(wt/2) t “sin(wt/2) =0 w

La fonction ¢ —

est périodique de période T, continue en dehors des multiples de T'

Notons g : R — C le prolongement par continuité.
On a alors :

1 /T lw(N+1/2)t _ —iw(N+1/2)t
g(t) - :
0 21

Sn(H)(@) = fla) = =

= dt = c_n(g1) — en(g2)

avec g1 : R — Cet go : R — C les fonctions de Cr définies par :

1

(t) = 590 et ga(t) =

1

—iwt/2
5;9()e™

Comme g1 € Cr et g € Cr, les coefficients de Fourier c_n(g1) et ¢y (g2) tendent vers 0 quand N tend
vers I’infini. Cela montre bien que :

lim S - = 1l - 0. O
N_I)I}zoo ~(f) (@) = f(x) N_l)fjrl c-n(g1) —en(g2) =
Exemple 3.34. Dans le cas de la fonction f € Car qui coincide avec x +— |x| sur [—7, 7], onaco(f) = g
2
etpour p > 1, cr9p(f) = 0 et cy(gp—1)(f) = TN On a donc :
+oo

s 2
7T:f(7r):§—|—2ngm.

On en déduit que :

3.2.6 Théoreme de Féjer

Ala fin du 19-eéme siecle, I’italien Cesaro a I’idée de rendre convergentes des suites divergentes ()
en considérant les moyennes arithmétiques :

u ot Uy
n

Up =
Par exemple, si ’on applique ce procédé a la suite (u,,) définie par w,:=(—1)", la suite (v, ) converge
vers 0. Si la suite (u,) converge, il est rassurant de constater que la suite v,, converge vers la méme

limite.
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Si I’on applique le procédé de Cesaro a la suite des sommes partielles (S N(f )) de la série de Fourier
de f, on obtient une nouvelle suite :

1 = In|
T (=5 (Sol1) + 510 + oo Sxath) = 30 (1= 5 euth) e

n=—N

Comme on I’a fait pour les sommes partielles de la série de Fourier, on peut écrire T (f) a ’aide d’un
produit de convolution :

TN(f): (f*D0+f*D1+---+f*DN_1):f*FN

2|~

ou les fonctions 1
Fyn = N(D0+D1+---+DN71)

portent le nom de noyaux de Féjer.

7\A/\ Ny

FIGURE 3.3 — Les noyaux de Féjer pour N = 5et N = 10.

1
Théoreme 3.35 (Féjer). Si f € Cr, les sommes de Féjer TN(f)::N (So(f)+...+Sn—1(f)) convergent

vers f.

Démonstration. On a

_sin(wt/2) +sin(3wt/2) 4 ... +sin((2N + 1)wt/2)
- N sin(wt/2)

= Im -
N sin(wt/2)

Fyn(t)

iwNt
N S N T Sl
N sin(wt/2) 1 —elwt

~ 1—cos(wNt) 1
© 2Nsin*(wt/2) N

En particulier, Fy est positive. De plus,

On a donc

Fy(t) (M)Q

sin(wt/2)

1/TF B di= =3 1/TD(t)dt—1
T/ N TNZT ), F T

Enfin, pour tout 6 € ]0,7/2[, Fi converge uniformément vers 0 sur [0, 7" — J] puisque :

1

0= IN0) < Ty

Par conséquent, la suite (F)) des noyaux de Féjer est une unité périodique approchée. U
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3.2.7 Fonctions continues par morceaux

Définition 3.36. Soif [a, b] un segment de R et f : [a,b] — C une fonction.

1. Ondit que [ est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision ag = a < a1 < -+ <
am = b telle que pour tout i = 0,...,m — 1, f|]a¢,ai+1[ se prolonge en une fonction continue
a lag, aiv1], autrement dit : fliq, q,, | est continue et les limites hmw_)aj f(z), hmgc_m;r1 f(zx)
existent et sont finies.

2. Ondit que f est C' par morceaux sur [a, b s’il existe une subdivision ag = a < a1 < -+ < ap, =
b telle que pour tout i = 0,...,m — 1, fli4, a;,,[ S€ prolonge en une fonction Cl a [a;, aiv1),
autrement dit : flq, q,, [ €5t C! et les limites

1im+f(ac), lim f(x), lim f'(z), lim f'(z)

$—)ai $—)ai+1 $—)ai $—)ai+1

existent et sont finies.

Définition 3.37. Soit I un intervalle quelconque de R et f : I — C une fonction. On dit que f est
continue (resp. C') par morceaux sur I si la restriction de f a tout segment [a,b] C I est continue (resp.
C') par morceaux sur [a, b).

Méthode 3.38. Pour montrer qu’une fonction f : R — C périodique de période T est continue par
morceaux,

1. on fait la liste des discontinuités de f dans [0, 77,
2. on montre qu’en chacune de ces discontinuités, f a une limite finie a gauche et a droite,
3. on montre que f a une limite finie a droite en 0 et a gauche en 7.

Si f est paire ou impaire, il suffit d’étudier les limites & gauche et a droite aux discontinuités contenues
dans [0, T'/2], ainsi qu’en 0 et en 7'/2. Pour montrer que f est C' par morceaux, il faudra faire le méme
travail avec f’.

On peut définir I’intégrale d’une fonction continue par morceaux en utilisant I’intégrale des fonctions
continues de la maniére suivante. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Notons ag = a <
a1 < -+ < a;, = b ses points de discontinuité : pour tout ¢ = 0,...,m — 1, f]]ai,aiﬂ[ se prolonge
en une fonction continue a [a;, a;11] mais la limite a gauche ou la limite a droite en a; (ou les deux) ne
coincident pas avec f(a;).

On définit alors

/abf(t) dt = 21 /+ F(1)dt.

Noter que chaque terme de la somme de droite est bien défini. En effet, comme f1j, o, ,,[ s¢ prolonge
en une fonction continue a [a;, a;41], on sait donner un sens a I’intégrale f;f“ f(t)dt (intégrale d’une
fonction continue sur un segment).

Autrement dit, pour calculer I’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment, on
découpe ce segment en sous-intervalles sur lesquels la fonction est continue.

Les coefficients de Fourier a,,(f), b, (f) pour n € Net ¢, (f) pour n € Z d’une fonction continue
par morceaux f se définissent exactement de la méme maniere que pour les fonctions continues.

Exercice 3.39. On considere la fonction f : R — R qui est 27 périodique, impaire, et qui vaut 1 sur
Iintervalle |0, 7[.

1. Quevaut fen0?enm?
2. Dessiner le graphe de f sur trois périodes.

3. Justifier que f est une fonction C! par morceaux.
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4. Calculer les coefficients de Fourier de f.

Considérons a présent une fonction f qui est C' par morceaux sur un segment [a, b] : il existe une
subdivision ag = a < a1 < --- < a,, = btelle que pour tout ¢ = 0,...,m — 1, fhai’aiH[ se prolonge
en une fonction C! a [a;, a;41]. A priori, la dérivée f’ est seulement définie sur [a,b] \ {ao, ..., am},
mais pas nécessairement aux points a;. On peut seulement définir les limites & gauche ou a droite de f’
en chaque a;. En notant g; le prolongement par continuité de f'[;,, 4, @ [a;, b;], on peut aussi définir

i1 a;41
[ rwa= [ e

On peut enfin considérer I'intégrale de f’ sur [a, b] :

/ab ft)dt = rjz;/aaﬂ f'(t)dt.

Exercice 3.40. Montrer que la formule ¢, (f’) = inc, (f) reste encore valable lorsque f est continue 27
périodique et C! par morceaux.

Le théoreme de Dirichlet

Lorsque f est seulement continue par morceaux mais pas continue, S, (f) ne peut pas converger
uniformément vers f, car une limite uniforme de fonctions continues est continue. Par contre, on dispose
du théoréeme suivant (dont on admet la preuve) :

Théoréme 3.41 (Théoréme de Dirichlet). Soit f : R — C une fonction T-périodique C* par morceaux.
Alors pour tout x € R,

i Sn()@) =5 (@) + F@T),

ou f(x7) (resp. f(x™)) est la limite a gauche (resp. a droite) de f en x.

En particulier, si f est continue en x € R, alors lim S, (f)(x) = f(x).
n—+o0o

3.2.8 Formule de Parseval

Sur I’ensemble des fonctions T'-périodiques et continues par morceaux, une autre quantité joue un
role important pour mesurer les fonctions :

T
||f||2:=\/ = /0 HOIR 1

L application f — ||f]|2 s’appelle la norme 2, ou encore norme quadratique (1a encore, le lecteur inté-
ressé par les normes pourra se reporter a la section suivante).
La formule de Parseval reste valide pour les fonctions continues par morceaux.

Théoreme 3.42 (Formule de Parseval). Soit f : R — C une fonction T-périodique et continue par

morceaux. Alors )
A5 = Jen( )]

nez

Lorsque f est simplement continue ou continue par morceaux, on ne peut pas affirmer que sa série
de Fourier converge uniformément, ni méme simplement. Par contre, on peut dire qu’elle converge pour
la norme 2, au sens suivant :
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Corollaire 3.43. Soit f : R — C une fonction T-périodique et continue par morceaux. Alors

NETOOHJC = Sn(hl, =0

Démonstration. Etant donné N > 1, on pose

gy = [ — Sn(f).
Alors
C()_{o sin| < N
"N en(f) siln] > N

D’apres la formule de Parseval,

If = Sn(DIE = llonl3 = D |en(H* — 0. 0

N—+o0
[n|>N

Le sens de ce corollaire est que 1’énergie de la partie négligée d’un signal (le reste de la série) peut
étre rendue arbitrairement petite, lorsqu’on néglige de moins en moins de termes dans le signal transmis.

Méthode 3.44. Pour développer une fonction T-périodique f : R — R en série de Fourier, on pourra
procéder comme suit :

1. Tracer le graphe de f sur plusieurs périodes (au moins 3).
2. Déterminer la classe de f : continue par morceaux ou continue, C' par morceaux ou C'.

3. Calculer les coefficients de Fourier de f : a,,(f) et b,(f), ou ¢,(f). On utilisera ici la parité
éventuelle de f.

4. Appliquer
(a) le théoreme de Parseval : convergence en || - ||2 pour les fonctions continues par morceaux,

(b) le théoréeme de Dirichlet : convergence en tout point de continuité de f pour les fonctions
C' par morceaux,

Exercice 3.45 (Contrdle continu 2018). Soit f : R — R la fonction 27-périodique et paire telle que
Vz € [0, ], f(m):|x—g|.

1. Dessiner le graphe de f sur au moins trois périodes.

2. Montrer que f est continue et C' par morceaux.
3. Calculer les coefficients de Fourier de f.
4. Est-ce que la série de Fourier (Sy(f))nven de f converge uniformément ? On justifiera la réponse.
5. Est-ce que
2w
im [ ISn()@) - F@PdE=0 2
N—+o0o 0

On justifiera la réponse.

44



3.3 Approfondir

3.3.1 Notion de norme

On étudiera en détail le concept de norme dans le chapitre suivant. On se contente pour I’instant de
donner la définition :

Définition 3.46. On appelle norme sur un espace vectoriel E toute application N : E — RT vérifiant
1. (séparation) Vx € E, N(x) = 0 si et seulement si x = 0,
2. (positive homogénéité) Vz € E, VA € R, N(Ax) = |A|N(z),
3. (inégalité triangulaire) Vz,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y).

Lemme 3.47. L’application

felr Il = max @)

est une norme.

Démonstration. D’abord, cette application est bien a valeurs dans R™ et vaut 0 lorsque f est la fonction
constante nulle. De plus, si || f||oo = 0, cela signifie que max, (o717 [f(x)| = 0, donc f = 0 sur [0,77] et
par T-périodicité, sur R. La propriété de séparation est ainsi établie.

Pour montrer la positive homogénéité, soient f € Cp et A € R. Alors pour tout x € [0, 77,

IAf (@) = ALf )] < A Nl

d’ot I’on déduit ||Af]lco < [A]]|f]|co- De méme, si A # 0, pour tout = € [0, T,

@) = 5N @) = WIAf( 2] < 1Al

Al [A]

et donc || f|loc < ﬁH)\fHOO, ce qui implique |A||| f|loo < ||IAf |0, et cette inégalité reste vraie pour A =
0. Par double inégalité, on a donc bien ||\ f||oc = |A|||f]lco €t la positive homogénéité est démontrée.
Enfin, pour I’inégalité triangulaire, soient f, g € Cy. On observe que pour tout z € [0, T,

((f +9)(@)| = [f(2) + g9(@)] < [f(@)| + |g(x)] < [[flloo + lglloo,
d’ou I’on déduit que || f + glloo < ||flloo + [19]l00» ce qui achéve la preuve de I’inégalité triangulaire. [J

On a introduit dans ce chapitre une autre norme, la norme 2 :

er@u\mb—¢ / DR dt.

Pour vérifier qu’il s’agit bien d’une norme au sens de la Définition il est commode de commencer
par introduire la notion de produit scalaire complexe. La définition differe 1égerement du produit scalaire
réel.

Définition 3.48. Soit E un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire complexe (ou hermitien) est une
application (-,-) : E x E — C telle que

1. (antilinéarité par rapport a la premiére variable) pour tout w € E, la fonction v € E +— (v,w) €

C est antilinéaire ,

1. Cela signifie que pour tout v, v’ € F, pour tout A € C, (v + Mo’ w) = (v, w) + A (v', w).
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2. (linéarité par rapport a la deuxiéme variable) pour tout v € E, la fonction w € E — (v,w) € R
est linéaire,

3. (antisymétrie) pour tout v,w € E, (v,w) = (w,v),
4. (défini positif) pour tout v € E, (v,v) > 0 avec égalité si et seulement si v = 0.

On peut montrer que les produits scalaires complexes vérifient les principales propriétés des produits
scalaires réels :

1. I'application || - || : E — R définie par
loll:==v/(v,v) ,v€E

est une norme sur F au sens de la définition [3.46]

2. pour tout v, w € F,
(w+w,v+w) = ||v]* + |w|? + 2 Re (v, w),

3. I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout v, w € FE
[{v, w)| < v} flwl],
4. pour deux vecteurs orthogonaux v et w, ¢’est-a-dire (v, w) = 0, on a la relation de Pythagore :

lv +wl[* = [|v]* + Jw]*.

T
o =7 [ Tt

Proposition 3.49. L’application (-,-) est un produit scalaire complexe sur Cr.

Si f, g € Cr, on définit

Démonstration. Par linéarité de I’intégrale, on a bien antilinéarité par rapport a la premiere variable f,
linéarité par rapport a la seconde variable g. De plus,

/f dt = /f /abﬁf@)dt:@/,fx

d’ol I’on déduit I’antisymétrie. Enfin,

b b
(0= [ TOs@ = [ 1Pz o

avec égalité si, et seulement si, f = 0 (on utilise ici que I’intégrale d’une fonction continue positive est
nulle si, et seulement si, la fonction est partout nulle). U

La norme associée a ce produit scalaire est

T
||f||2:=\/% /O | F(£)[2 dt.

Dans la section précédente de ce chapitre, on a vu que la série de Fourier d’une fonction f conver-
geait pour la norme quadratique dés que f est continue (ou continue par morceaux). En revanche, la
convergence uniforme exige des hypothéses supplémentaires (par exemple, f continue et C' par mor-
ceaux).

On pourra remarquer que pour tout f € Cr,

) 1 21 ) 1 21 ) )
= — | dt < — dt <
118 =52 [ rofae< g [ nia< s

etdonc ||-[|2 < ||*[|co- Celaimplique que la convergence uniforme implique la convergence quadratique.
En revanche, la réciproque est fausse.
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Chapitre 4

Normes

4.1 Découvrir

4.1.1 Normes et suites convergentes

Commengons par le cas n = 2. Etant donnés deux points A et B dans le plan, on a I’habitude de
dire que le chemin le plus court entre A et B est la ligne droite. Qu’entend-on exactement par le plus
court ? Comment mesure-t-on cette distance ? Identifions le plan muni d’un repére 4 R2. Dans ce repere,
les deux points A et B ont respectivement pour coordonnées (x4,y4) et (zp,yp). La distance entre ces
deux points est généralement définie comme la norme du vecteur AB = (xp — XA, YB — YA4) , & savoir

dist (A, B) = |AB| = \/(AB, AB) = \/(zs — 4)? + (y5 — ya)>-

Mais il existe en fait bien d’autres manicres de mesurer la norme d’un vecteur (et donc aussi la distance
entre deux points). La norme décrite précédemment est dite euclidienne, parce qu’elle est définie a partir
d’un produit scalaire. On la notera || - |2 (prononcer norme 2) dans la suite.

Imaginons maintenant que pour rejoindre les points A et B, on ne puisse suivre que des lignes
horizontales ou verticales. Alors partant de A, on suivra par exemple la ligne horizontale passant par A
jusqu’au point intermédiaire C' de coordonnées (x5, y4) puis on remontera la verticale jusqu’au point B.
On aura parcouru la distance |z 4 —x g|+|ya—yg|. Tout autre chemin entre A et B et suivant uniquement
des horizontales ou verticales aurait au moins la méme longueur. On obtient de cette maniere une autre

norme du vecteur AB notée || - |1 (prononcer norme 1), et définie par
| 4Bl = o4~ 25 + lya — v

Il y a en fait une infinité de manicres de mesurer la norme d’un vecteur, selon les critéres que 1’on veut
privilégier. Pourtant, toutes ces normes sont comparables. Ainsi, pour tous points A et B,

4B < |AB|x < V2| AB]|>.

On dit que ces normes sont équivalentes.

On peut introduire d’autres normes sur R?. En fait, sur chaque espace vectoriel, on peut définir une
infinité de normes possibles, qui servent toutes a mesurer (en un certain sens) les vecteurs de cet espace
vectoriel. Dans le chapitre précédent, on a déja vu deux exemples de normes sur 1I’espace des fonctions
continues 7T-périodiques. Elles nous ont permis de mesurer I’écart entre un signal f et son approximation
Sn(f) (la somme partielle de sa série de Fourier).

Donnons la définition générale d’une norme sur un espace vectorielll E.

1. On a exceptionnellement rajouté une quatrieme section a ce chapitre, qui récapitule tout ce que vous devez savoir sur les
espaces vectoriels.
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Définition 4.1. On appelle norme sur un espace vectoriel E toute application N : E — R™ vérifiant
1. (séparation) Yz € E, N(z) = 0 si et seulement si x = 0,
2. (positive homogénéité) Vx € E, VA € R, N(A\zx) = |A\|N(x),
3. (inégalité triangulaire) Vz,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y).

Comme exemple d’espace vectoriel E, on consideérera souvent R™ (avec n > 1), ou bien un espace
de matrices, ou encore un espace de fonctions. Souvent, les normes sont notées par une double barre
|| - ||. Alors, ||| désigne la norme d’un vecteur = € E et || - || doit &tre compris comme la fonction qui a
un vecteur x associe sa norme ||x||.

Vérifions que sur R2, Iapplication || - ||; : (z1,72) € R? + |x1| + |z2| est bien une norme.
On observe d’abord que c’est une fonction qui ne prend que des valeurs positives et qui s’annule pour
(w1,22) = (0,0). Réciproquement si (z1,72) € R? est tel que ||(z1,x2)| = 0, alors |z1| + 22| = 0
et donc |x1| = —|x3z|. Donc |x1| est a la fois positif (comme valeur absolue d’un nombre) et négatif
(comme opposé de la valeur absolue de x3). Donc |z1| = 0, ce qui implique z; = 0. De méme, x5 = 0.
On a donc vérifié la propriété de séparation.

Vérifions la positive homogénéité. Soit (x1,z2) € R2et A € R. Alors

A1, 22) |11 = [[(Az1, Az2) |1 = [Az1] + [ A2
= |Mz1] + [Alze| = [A[(Jo1] 4 |z2]) = [Alll (21, 22) |-

Cela montre la positive homogénéité.
Enfin, montrons 1’inégalité triangulaire. Soient (z1,%2), (y1,y2) € R2. Alors
[(z1,22) + (Y1, 92) 1 = (21 + y1, 22 + y2)l1 = |21 + 1| + |22 + yo
< (1] + 1)) + (2] + [g2]) = (21| + |22]) + (y1| + |y2l)
= [[(@1, z2) 1 + [1(y1, y2)ll1,
ce qui montre 1’inégalité triangulaire. On peut conclure que || - ||; est bien une norme sur R2.

Exercice 4.2. On considere le cas de I’espace vectoriel R. Montrer que 1’application z € R +— |z| € RT
est une norme sur R.

Exercice 4.3. Est-ce que I’application z € R — x € R est une norme sur R ?

Exercice 4.4. Sur R™, on considere I’application
(L1, yxp) = |z 4+ |2

Montrer que c’est une norme.

Exercice 4.5. Sur R"™, on considere I’application
(x1,...,zp) — max(|z1], -, |zn])-

Montrer que c’est une norme (on pourra commencer avec le cas n = 2).

Exercice 4.6. Sur R"™, on considere I’application

(1, @n) >\ 22+ + 22,

Montrer que ¢’est une norme.
Indication : pour I’inégalité triangulaire, on pourra utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n n
i=1 i=1 i=1
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Quelques propriétés sont vérifiées par toutes les normes :

Proposition 4.7. Soit N : E — RT une norme.
1. Pour tout x € R", N(—x) = N(x).
2. Pourtout xy,...,x, € E, N(x1+ -+ a) < N(x1) + -+ + N(zg).

3. Pourtout z,y € E, [N(z) — N(y)| < N(z —y).

Preuve : La premiere propriété est une conséquence de la positive homogénéité :
N(-z) = N((-1)-z) = |(-1)|N(z) = N(z).

Montrons la deuxieme propriété par récurrence sur k£ > 1. L’inégalité est vraie pour £ = 1. Supposons-la
vraie pour un entier £ > 1 et montrons-la pour k+1. Soient z1,...,xx+1 € E.Posonsy = z1+- - -+x.
Alors par I’inégalité triangulaire, on a

N(y + zpt1) < N(Y) + N(@p+1).
Par hypothese de récurrence,
N(y)=N(z1+- +x) < N(z1) + - + N(w).
Ainsi,
N(zy+ -4 apg1) = Ny +2pp1) S N(y) + N(zpy1) < N(zy) + -+ N(opg1).

La propriété est donc démontrée pour k£ + 1. On peut conclure qu’elle est vraie pour tout k > 1.
Montrons la derniére propriété. Soient x,y € E. Comme z = y + (x — y), I'inégalité triangulaire
donne
N(z) < N(y) + N(z —y),
d’ol I’on déduit
N(z) = N(y) < N(z —y).

En écrivant maintenant y = = + (y — x), on obtient
N(y) = N(z) < N(y —z) = N(z —y).

Ainsi, le nombre N(z) — N(y) et son opposé, qui est N(y) — N(z), sont tous les deux inférieurs a
N(xz — y). On en déduit que
IN(z) = N(y)| < N(z —y).

O
On se souvient sans doute de la notion de convergence pour une suite de nombres réels (zx)xen : on
dit qu’elle converge vers un nombre x € R, si pour tout € > 0, il existe K € N tel que pour tout k > K,

|z — x| <e.

On peut reformuler la conclusion ci-dessus en écrivant —e < x; —x < €, ou encore zj € [r —&,x +¢].
La valeur absolue est donc utilisée ici pour mesurer la distance entre un élément x; de la suite et la
limite x. En fait, on a vu dans I’exercice que la valeur absolue est une norme sur R.

Maintenant qu’on dispose de la notion de norme dans 1’espace vectoriel F, on peut de la méme
maniere mesurer des distances entre deux éléments de FE, et aussi étendre la notion de convergence
d’une suite a ce contexte.
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Définition 4.8. Soit N : E — R™ une norme. On dit alors qu’une suite (xy, € E)pen converge vers ©
si pour tout € > 0, il existe K € N tel que pour tout k > K,

N(zp —z) <e.
De maniére équivalente, cela revient 2 demander que la suite de réels (N (xy — x))ren converge vers

lim N(zp —z)=0.

k——+o00

Remarque 4.9. Comme pour les suites réelles, la limite d’une suite, lorsqu’elle existe, est unique. En
effet, si x et 2’ sont deux limites d’une suite (zx)gen, on a

N(z —12') < Nz —xp) + N2’ — x1).
En prenant la limite quand &£ — +oco de I’inégalité précédente, on obtient
N(x —2') =0,

et donc x = 2. Cela prouve I'unicité de la limite.

4.1.2 Normes équivalentes

La convergence d’une suite est directement liée a la norme qu’on considere sur £. D’ou la question :
si on se donne une autre norme N’ sur E, est-ce qu’une suite qui convergeait au sens de la norme N va
encore converger pour la norme N’? La notion d’équivalence des normes permet justement de donner
une condition suffisante pour que ce soit le cas.

Définition 4.10. On dit que deux normes N et N' sont équivalentes quand il existe C > 0 et C' > 0
tels que pour tout x € E,

N(z) <CN'(z) , N'(x) <C'N(x).

Insistons : les constantes C' et C’ sont indépendantes de !

On verra dans la section Assimiler que si deux normes N et N’ sont équivalentes, toute suite qui
converge pour I’une, converge aussi pour I’autre (et les limites sont les mémes).

Sur un espace vectoriel de dimension finie, on dispose du théoréme fondamental suivant.

Théoreme 4.11. Sur un espace vectoriel de dimension finie F, toutes les normes sont équivalentes.

La preuve de ce théoréme est difficile et on I’admettra.

4.2 Assimiler

4.2.1 Applications de I’équivalence des normes

On a vu dans la partie précédente la notion d’équivalence des normes et le théoreme trés important
que deux normes quelconques sur un espace vectoriel de dimension finie sont toujours équivalentes.
Cela permet de montrer que la convergence des suites ne dépend pas de la norme choisie :

Proposition 4.12. Soient N et N' deux normes équivalentes sur E. Alors toute suite qui converge pour
[’une converge vers la méme limite pour [’autre.
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Démonstration. Soit (zy)reny C E une suite convergente pour N. Appelons x sa limite :

lim N(zp —z)=0.

k——+o00

On sait qu’il existe C' > 0 tel que N'(y) < CN(y) pour tout y € E. Alors pour tout k € N,
0< N'(zp —x) < CN(z) — 7).

On en déduit que klim N'(z — z) = 0. Donc (2 )ren converge vers  pour N'.
—+00

Symétriquement, on montre qu’une suite convergente pour N/ converge pour N. U

Selon le probléme, il sera commode d’utiliser plutdt une norme qu’une autre. Par exemple,

Exercice 4.13. Soit (uy)nen une suite de R2. Pour tout n € N, on note v, la premiére coordonnée
de u,, et w, la seconde coordonnée de u,, : u, = (v,,w,). Montrer alors que (u,),en converge si et
seulement si les suites (vy, )nen €t (wy,)nen convergent.

Une fois n’est pas coutume, on présente la solution de 1’exercice...

Solution : Comme la convergence d’une suite ne dépend pas de la norme équivalente choisie et que toutes
les normes sont équivalentes dans R?, on peut démontrer chaque implication avec la norme qui nous convient le
mieux.

Supposons d’abord que (uy,)nen converge et montrons que (vp)nen €t (wy)nen convergent. Notons ¢ =
(¢1,03) € R? la limite de la suite (u,)nen. On choisit sur R? la norme || - ||oo. Comme pour tout n € N,
0 < |vp — 1] < || — £]| 0o, o0 en déduit lim,, 1 oo [, — £1] = 0. Ainsi, (v, )nen converge vers £1. De méme,
(wp,)nen converge vers £o. Cela prouve I’implication directe.

Réciproquement, supposons (v, )nen et (wy,)nen convergentes, vers des limites qu’on note a et b respecti-
vement. Montrons alors que (u,,)nen converge vers (a,b). On choisit sur R? la norme || - ||;. Comme pour tout
n € N, ||up, — (a,b)||1 = |vn — a] + |w, — b| et que les deux termes du membre de droite tendent vers 0, on en
déduit

lim ||u, — (a,b)|s = 0.

n—-+oo

Cela prouve I'implication réciproque.

4.2.2 Boules et spheres

Définition 4.14. Soit N une norme sur E. On définit alors

1. la boule ouverte de centre a et de rayon r > 0

B(a,r):={z € E: N(z —a) <r},
2. la boule fermée de centre a et de rayon r > 0

Bla,r):={x € E: N(z —a) <7},
3. la sphere de centre a et de rayon r > 0

S(a,r):={xr € E: N(zx—a)=r}.

Exercice 4.15. Sur R muni de la valeur absolue (qui est bien une norme!), dessiner B(1,2), B(1,2) et
S(1,2).

Exercice 4.16. Dessiner les boules ouvertes centrées en 0 et de rayon 1 pour les normes || - ||1, || - ||2 et
|| - ||oo dans R,
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Solution : Par définition

B).,(0,1) = {z = (21, 22) € R?: (/22 + 22 <1} = {z = (v1,22) € R? : 2] + 23 < 1}.

On reconnait le disque (ouvert) centré en 0 de rayon 1.
Ensuite, pour dessiner

By, (0,1) = {z = (21,22) € R? : 1| + |an| <1},

on commence par considérer les points (x1,x2) dans cette boule tels que z; > 0,x2 > 0. On trace la droite
1 + z2 = 1 et on garde donc tous les points au-dessous de cette droite dans le quadrangle supérieur droit. On
répete la méme opération pour les autres quadrangles, ou bien on procede par symétrie. On obtient le carré de
sommets (+1,0) et (0, £1).
Pour la boule
By (0,1) = {z = (1,22) € R? : max(|z1], |z2]) < 1},

on suit la méme stratégie, et on obtient le carré de sommets (+1, 41).

Une boule, ¢a peut donc étre un carré !

On munit un espace vectoriel £ d’une norme N, ce qui permet de définir les boules (ouvertes ou
fermées) associées a V.

Définition 4.17. Soiet A une partie non vide de F et a € E.
1. On dit que a est intérieur a A s’il existe v > 0 tel que B(a,r) C A.
2. On dit que a est adhérent a A si pour tout > 0, B(a,r) N A # .

Un point intérieur a A est nécessairement dans A. De maniére explicite, a est intérieur a A s’il existe
r > 0 tel que
{reE:N(@x—a)<r}CA

Tous les points de A sont adhérents 2 A mais un point adhérent a A n’est pas forcément dans
A. Par exemple, dans R, les bornes d’un intervalle ouvert sont adhérentes a cet intervalle et pourtant
n’appartiennent pas a cet intervalle.

Exemple 4.18. On considere le cas n = 1 avec N la valeur absolue. Parmi les ensembles suivants,
indiquer ceux pour lesquels 0 est un point intérieur, puis un point adhérent :

R, -1,1], 10,1, 11,2].

4.2.3 Equivalence des normes et inclusions des boules

Proposition 4.19. L’équivalence des normes se traduit géométriquement en termes d’inclusions de
boules.

Soient N et N’ deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E : il existe C, C’ > 0 telles que
N<CN' , N <C'N.
Alors en notant
By(a,r)={zx € E:N(x—a)<r} , Byl(a,r)={xe€E:N(x—a)<r},

on a
By(a,r) C Byi(a,C'r) , Bp/(a,r) € By(a,Cr).

En effet, montrons par exemple la premiere inclusion. Soit 2 € By/(a, ). Alors N(z — a) < r.On
en déduit que
N'(z —a) < C'N(z —a) < C'r.

Ainsi, z € By/(a, C'r). Comme le choix de z était arbitraire, on conclut que By (a,r) C By/(a,C'r).
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Proposition 4.20. Soient N et N’ deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E et A une partie
de E. Alors un vecteur a € E est intérieur a A pour la norme N si et seulement si il est intérieur a A
pour la norme N'.

Démonstration. Soit a un point de F intérieur a A pour la norme N. Par définition, cela signifie qu’il
existe r > 0 tel que
{reFE:N(x—a)<r}CA

Comme N et N’ sont équivalentes, il existe C' > 0 tel que pour tout y € F, N(y) < CN'(y). En
particulier, pour tout x € E, N(z — a) < CN'(xz — a). On en déduit que

{mEE:N’(x—a,)<%}g{x€E:N(m—a)<r}CA.

Ainsi, a est intérieur 2 A pour la norme N’. La réciproque se démontre de maniére analogue. U

En particulier, en dimension finie, la notion de point intérieur ne dépend pas de la norme choisie. On
notera alors int A 1’ensemble des points intérieurs a A, qu’on appelle 'intérieur de A.

On montrerait avec des arguments similaires que la notion de point adhérent ne dépend pas de la
norme équivalente choisie. On notera adh A 1’ensemble des points adhérents a A, qu’on appelle I’adhé-
rence de A.

La notion de point intérieur sera trés importante dans les deux chapitres suivants lorsqu’on introduira
la continuité et la différentiabilité des fonctions de plusieurs variables. C’est déja le cas pour les fonctions
d’une seule variable, lorsqu’on définit la dérivabilité. Ainsi, étant donné une fonction f et un réel a, pour
définir la dérivée de f en a, on forme le taux d’accroissement

f(x) = f(a)

pour = # a. Puis on prend la limite de cette quantité lorsque z tend vers a. On a besoin de pouvoir
approcher a par la gauche ou par la droite, et vérifier que les limites obtenues sont égales. Pour que ce
taux d’accroissement soit bien défini, il est donc nécessaire que f soit elle-méme définie au moins sur
un petit intervalle a droite de a, et sur un petit intervalle a gauche de a. C’est la raison pour laquelle on
définit la dérivée de f en a lorsque a est a I’intérieur du domaine de définition de f. Et pour cette raison,
on définit la dérivée de f sur un intervalle lorsque cet intervalle est ouvert.

4.3 Approfondir

4.3.1 Quelques normes en dimension finie

Dans cette section, on présente des exemples de normes sur un espace vectoriel de dimension finie
qui n’est pas I’espace R".
Espace de matrices

Considérons I’ensemble des matrices Mo (RR) a deux lignes et deux colonnes. Dans 1’espace Ms(R),
on introduit les quantités

1

VA = < CCL Z ) ) Noo(A) = max(|al, |b], ||, |d]), Ny(A) = <a2 LRay d2> 2'

Exercice 4.21. Montrer que No, et Ny sont des normes sur My (RR).
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Un exemple important de norme sur I’ensemble des matrices carré est donné par la notion de norme
d’opérateur.

Définition 4.22. Etant donné une norme || - || sur R™, on appelle norme d’opérateur associée la norme
sur My, (R) définie par
|| Ax]]
I1A]l] = sup :
zern |||
x#0
Remarque 4.23. On a aussi
IIAll] = sup || Az]|. 4.1
reR™
llzll=1
En effet, comme {z € R"|||z|| = 1} C {z € R"|x # 0} et que ||A = ||Az|| lorsque ||z|| = 1, on
a
sup [[Az|| < [[[A[[l
rcR"™
llell=1
Ensuite, pour tout y € R", y # 0, posons z = .. Alors [|z]| = et L2t = [ A(y/|ly|)]| = || Az]. On
en déduit A
91 < gup 110
Iyl sern

Finalement, on a bien I’égalité .
Proposition 4.24. La norme d’opérateur est bien une norme!

Démonstration. Observons d’abord que I’application A € M, (R) — |[||A]|| vaut 0 en O et si A €
M., (R) vérifie |||A||| = 0, alors pour tout € R", Az = 0. En prenant pour z les vecteurs de la base
canonique ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (ot le 1 est en ™ position), on voit que chaque colonne de A
est nulle. Ainsi A = 0, ce qui acheve la preuve de la séparation.

Par ailleurs, pour tout A € R, pour tout z € R” de norme 1,

[[(AA)z|| = [M]|Az|| < [A] sup [[Ay]],
yeR™
lyll=1
d’ot I’on déduit que
sup [|[(AA)z|| < [A| sup [|Ay]].
zERM yEeR™
Jall=1 lyl=1

Pour montrer que cette inégalité est en fait une égalité, on observe que pour tout A # 0, pour tout € R™
de norme 1,

wmw—ﬁwm@ o s Wiyl
B B

Hyll 1
Donc
sup ||Az|| < — SUP Al Ay]-
reR™ |A|
[|lz[|=1 IIyII 1

En multipliant par |A|, il vient
A sup f[Az]| < sup [A[[Ay]
€R

y
=1 lyll=1
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Cette égalité reste vraie pour A = 0. On a donc 1’égalité
sup [[(AA)z|| = [A] sup [|Az]],
r€R™ r€R™
[l=f|=1 ll=l|=1

et donc |||AA]|| = |A]|||A]|], ce qui prouve la positive homogénéité.
Enfin, pour tout A, B € M,,(R), pour tout zz € R™ tel que ||z| = 1,

(A + B)z|| = [|Az + Bz < [[Az| + || Bz| < [||All| + || BI]l-
On en déduit |||A + B||| < |||A]|| + ||| B]||, ¢’est-a-dire Iinégalité triangulaire.

Conclusion : la norme opérateur est bien une norme. U

Proposition 4.25. Soient A, B € M,,(R) et x € R™. Alors
L[| Az || < [[| Al
2. (lIABII[ < [IIA[IHTIBII-
Démonstration. Pour tout x € R™ \ {0}, |||A]|| > %. Donc
[ Az < [[|AJI] l]]-
Ensuite, pour tout z € R",

|ABz|| = [|A(Bx)|| < [[[A[[| B[] < [[[A[l I BII] fl]]

Donc [[[AB][[ < [[[A[[[ [|| Bl 0
Exercice 4.26. On considere la matrice
1 2
a=(50)
Calculer la norme opérateur de A lorsqu’on prend sur R? la norme || - ||1, puis la norme || - || so-

Exercice 4.27. Sur M,,(R), on définit ’application /N par : pour tout A = (a;j)1<i<n,
1<j<n

N(A) = max |al.

1<i<n,
1<j<n

1. Montrer que N est une norme sur M, (R).

2. Montrer qu’il n’existe pas de norme || - || sur R” telle que N soit la norme opérateur associée a

-l
Exemple 4.28. Soit A € Ms(R) une matrice qui a deux valeurs propres distinctes de module < 1. Alors
la suite (A™),en tend vers 0.

Comme A a deux valeurs propres distinctes (a priori complexes), elle est diagonalisable sur C :
il existe P € GLy(C) et une matrice diagonale D € My(R) tels que A = PDP~!. Les éléments
diagonaux de D sont les valeurs propres A; et Ay de A. Alors pour tout n € N, A” = PD"P~1,

On introduit sur My (RR) une norme bien adaptée a notre probleme. On considére d’abord la norme
N, définie sur M5 (C) par :

VC = (cij)1<i,j<2 € M2(C), Ni(C) = Z |cijl-

1<i,j<2

On définit maintenant la norme N (C) = N;(P~1CP) (on admet ici qu’il s’agit bien d’une norme).
Il reste a observer que

N(A™) = N(PD"P~') = Ny (P~Y(PD"P~Y)P) = Ny (D"™) = |\|" + | \2|™.

Comme |\| < 1et|A2] < 1, on en déduit lim,, o N(A™) =0, q.e.d.
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Espace de polynémes

Considérons a présent 1’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2, c’est-a-dire I’en-
semble des fonctions f : R — R de la forme z — az? + bz + c.
Une base de cet ensemble est donnée par les trois éléments :

fo:xz— 22, fi:xz—x, forxz 1.

Exercice 4.29. Montrer que 1I’application qui 4 un polyndme de degré < 2: f : x + ax?® + bx + ¢,
associe la quantité Ny (f) = |a| + |b| + |c| est une norme sur I’espace des polyndmes de degré < 2.

Espaces de dimension finie

Exercice 4.30. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et {e1,...,£,} une base de E. On
note {ey,...,e,} labase canonique de R".

1. Justifier qu’il existe une unique application linéaire ¢ : £ — R" telle que ®(e;) = e; pour tout
1 <7<n.

2. Soit N une norme sur R™. Montrer que 1’application x € E +— N (®(z)) est une norme sur E.

3. Soit N’ une norme sur E. Montrer qu’il existe une norme N sur R” telle que N (®(z)) = N'(x)
pour tout x € E.

4.3.2 Des exemples de normes en dimension infinie

Les espaces vectoriels de fonctions sont (généralement) des espaces vectoriels de dimension infinie.
Par exemple, étant donné un intervalle non vide I de R, on peut munir I’ensemble F(I;R) des fonctions
définies sur I et a valeurs dans R, de deux opérations naturelles : pour tout f, g € F(I;R) et A € R, on
définit les fonctions f 4+ g et A - f par

Ve el,(f+9)(@) = flx)+g(x) , (A f)x)=Af(2)

Muni de ces deux opérations, I’ensemble F(/;R) devient un espace vectoriel sur R. Plus généralement,
en notant K I’ensemble des nombres réels ou complexes (autrement dit, K = R ou K = C), I’ensemble
F(A; E) des fonctions d’un ensemble quelconque A a valeurs dans un espace vectoriel £ sur K, muni
des deux opérations naturelles d’addition et de multiplication par un nombre point par point, est un
espace vectoriel sur K.

Un autre exemple est ’ensemble des fonctions continues C%([a, b]; R) du segment [a, b] a valeurs
réelles. En fait, il s’agit d’un sous-espace vectoriel de F([a,b];R). Pour le voir, observons que 1’en-
semble C°([a, b]; R) est non vide, par exemple parce qu’il contient les fonctions constantes. Pour tout
f,g € C%a,b];R) et pour tout A € R, \f est continu (comme produit d’une fonction continue par
un nombre) puis Af + g est continue (comme somme de deux fonctions continues). Ainsi, C°([a, b]; R)
est stable pour I’addition et la multiplication par les nombres. En conclusion, C°([a, b]; R) est un sous-
espace vectoriel de F([a, b]; R) et donc un espace vectoriel.

Proposition 4.31. Sur [’espave vectoriel C°([a, b], C), on considére la fonction

b
£ [l
a
11 s’agit d’une norme. On la note || f||1.
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Démonstration. D’abord, f +— ff |f| est une application bien définie sur C%([a,b],C) et a valeurs

positives. Ensuite, fab 0] = Oetsi f € CY%a,b],C) est telle que fab |f(t)|dt = 0, alors la fonction
continue positive ¢ — | f(t)| est d’intégrale nulle, ce qui implique que |f(¢)| = 0 pour tout ¢ € [a, b].
On a donc f = 0. Cela montre la séparation.

Pour montrer la positive homogénéité, soient f € C%([a,b],C) et A\ € R. Pour tout t € [a,b],
[(Af)(®)| = |A||f(¢)|- En intégrant cette identité sur [a,b] et en utilisant la linéarité de 1’intégrale, on
obtient bien

b b b
[ 1onmla = [ is@lae =N [ 1re)a

Enfin, pour I'inégalité triangulaire, soient f, g € C%(|a,b], C). Alors pour tout t € [a, b],

[(f +9) @) = 1F®) +9@)] < O]+ |g(®)]-

En intégrant cette inégalité et en utilisant la monotonie puis la linéarité de 1’intégrale, on obtient bien

b b b b
[ +omias [arol+igohd= [l [gwla

On peut conclure que f fab | f| est une norme. O

Il y a beaucoup d’autres normes sur I’espace C°([a, b]; C). On en a déja vu deux au chapitre précé-
dent. La premiere était la norme infinie :

vf €C%((a,0;C),  Iflee = sup |f(x)] =sup{|f(2)],x € [a,]}.
z€[a,b]
La seconde était la norme || - ||2, qui intervient naturellement dans le théoréme de Parseval. On a

également évoqué son lien avec le produit scalaire complexe. De maniere générale, les produits scalaires
donnent naturellement naissance a des normes. On consacre a ces notions le paragraphe suivant, dans le
cadre réel plutdt que complexe.

Norme et produit scalaire

On rappelle d’abord la définition d’un produit scalaire.
Définition 4.32. Une application (-,-) : E x E — R est un produit scalaire si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. (linéarité par rapport a la premiére variable) pour tout w € E, la fonction v € E +— (v,w) € R
est linéaire,

2. (linéarité par rapport a la deuxiéme variable) pour tout v € E, la fonction w € E — (v,w) € R
est linéaire,

3. (symétrie) pour tout v,w € E, (v,w) = (w,v),
4. (défini positif) pour tout v € E, (v,v) > 0 avec égalité si et seulement si v = 0.

n
Exemple 4.33. Sur R", on définit (z,y) = Z:ﬂjyj ennotant x = (z1,...,%n),y = (Y1,---,Yn). On
j=1
vérifie qu’il s’agit d’un produit scalaire.

Exemple 4.34. Dans C%([a, b];R), (f,g) — fab f(t)g(t) dt est un produit scalaire.
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En effet, par linéarité de 1’intégrale, on a bien linéarité par rapport a la premiére variable f et linéarité
par rapport a la seconde variable g. Pour montrer la symétrie, on observe que

b b
[ swawai= [ s
Enfin,
b b
[ wswa= [ swrazo

avec €égalité si et seulement si f = 0 (on utilise ici que I’intégrale d’une fonction continue positive
est nulle si et seulement si la fonction est partout nulle). Cela montre que I’application est bien définie
positive.

Proposition 4.35 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace vectoriel muni du produit scalaire

(-, ). Alors, pour tout v,w € FE,
[(v, w)| < V(v )/ {w,w).

Démonstration. Soitt € R. Alors
0 < (v +tw, v + tw) = t*(w, w) + 2t(v,w) + (v,v).

Comme le trindme du second degré du membre de droite ne change pas de signe, c’est que son discri-
minant est < 0 :
2
(v, w)” < (v, v){w, w).

On en déduit I’inégalité désirée en prenant les racines carrées de chaque membre. U
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de définir une norme sur .

Proposition 4.36. Soit E un espace vectoriel muni du produit scalaire (-, -). L’application

vE E—/(v,v)

est une norme sur E.

Démonstration. 11 s’agit bien d’une application de £ dans R™. Ensuite, 1/(0,0) = 0. Réciproquement,
soit v € F tel que y/(v,v) = 0. Comme le produit scalaire est défini positif, cela montre que v = 0. On
en déduit la séparation.

Pour la positive homogénéité, soient v € E et A € R. Alors,

\/<)‘U7)‘U> = \/)‘2<U7U> = \/p\/ <U7U> = ‘)“ V <?),1)>,

comme attendu.
Enfin, pour I’inégalité triangulaire, soient v,w € E. Alors par bilinéarité et symétrie du produit
scalaire,

(v 4w, v+ w) = (v,v) + (w, w) + 2{v, w).

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(v +w,v+w) < (v,0) + (w,w) + 2(v, V) (w,w) = (/{v,0) + /(w,w))2

En prenant les racines carrées, il vient

Vv +w,v+w) < V(v,0) + V/(w,w),

ce qui permet de conclure. U
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Sur I’espace C%([a, b]; R), on a déja introduit le produit scalaire

b
mmw/ﬂwww

On en déduit une nouvelle norme sur C%([a, b]; R) :

FeC (o b:R) o /bf(t)2dt.

On la note || f||2.
Gréce a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut contrdler la norme norme || - ||; par la norme || - ||2.

Exemple 4.37. Pour tout f € C%([a,b]; R), ||f|l1 < Vb — al|f]|2, autrement dit

b b
/\f(t)!dtéx/b—a /!f(t)Pdt.

Pour le voir, on applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions ¢ — |f(t)| et t — 1, ce qui

donne
/yf \dt<\// 12dt\// FOP dt = \/b—a,/ \f )2 dt.

On peut également controler la norme || - ||; et la norme || - ||2 par la norme || - ||oo.

Exemple 4.38. Pour tout f € C%([a, b]; R),

[l <@ =a)llflloe,  [[fll2 < Vb—allflloo-

En effet, par définition de || f||~, On sait que || f||co est un majorant de ’ensemble {|f(z)| : = €
[a, b]}. Ainsi, pour tout = € [a, b, on a

1f(@)] < [[flloo- 4.2)
En intégrant I’inégalité précédente, il vient
b b
[ 1s@lde< [ 1l do= @ 0,
a a

c’est-a-dire || f]|1 < (b — a)]| f||co- On déduit aussi de (@.2)) que pour tout = € [a, b],

[f(@) <1112

Par inégration sur [a, b], il vient

b
/wawdxsw—aMﬂ&

d’ou, en prenant les racines carrées, || f|l2 < Vb — al| f]|co-
Au regard de ces deux exemples, on peut se demander si les normes || - ||1, || - |2 et || - ||o sont
équivalentes. Comme on va le voir dans la section suivante, il n’en est rien.
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Non équivalence des normes

Méthode 4.39. Pour montrer que deux normes N et N’ ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une
suite (z,,)nen dans E qui converge vers 0 pour N mais pas pour N'.

Pour justifier cette méthode, rappelons que deux normes N et N’ sont équivalentes sur F s’il existe
deux constantes C' > 0 et C’ > 0 telles que pour tout zz € E, N(x) < CN'(x) et N'(x) < C'N(x).

Supposons avoir trouvé une suite (2, ),en dans E qui converge vers 0 pour N mais pas pour N'.
Alors, il ne peut exister C’ > 0 tel que N'(z) < C'N(x) pour tout 2z € E car sinon, pour tout n € N,

N'(z,) < C'N(xy)
et puisque lim,,_, 1 oo N(x,) = 0, on en déduirait que lim,,_, ; oo N'(z,,) = 0, une contradiction. Ainsi,
N et N’ ne peuvent pas étre équivalentes.
Exemple 4.40. Sur ’espace vectoriel R[X] des polyndmes a coefficients réels, on définit les deux appli-

cations N et N’ suivantes : étant donné un polyndme P(z) = ag + a1z + ... apz"™, x € R,

N(P):= ; N'(P):= ;|
(P) Joax. lai| (P):=>_ lail
Alors N et N’ sont des normes sur R[X] qui ne sont pas équivalentes.

Admettons ici que N et N/ sont des normes sur R[X| et montrons qu’elles ne sont pas équivalentes.
Pour tout n € N, on définit le polynome

Alors N(Q,,) = n%rl tandis que N'(Q,,) = 1. On en déduit que la suite (Q,)nen converge vers 0 pour
la norme N mais pas pour la norme N’.

Exemple 4.41. On considere sur C°([0, 1];R) les deux normes suivantes :

1 1
1] = /0 FOld (] = /0 F(B)2dt.

Ces deux normes ne sont pas équivalentes.
Pour montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une suite (f,,)nen+ C
C°([0,1]; R) telle que || f,|l1 — O alors que || f,||2 # 0. On prend

3/2 : 1
—n/(a:—l/n)s10§x§5,

folz) = { 0 sinon.

Alors || fr|l1 = ﬁ (il s’agit de I’aire sous la courbe) et donc (f;,)nen+ tend vers O pour la norme || - |-
Pour estimer || f,,||2, on observe que

1

En particulier, (|| f5||2)nen+ ne tend pas vers 0.
Conclusion : ces deux normes ne sont pas équivalentes sur C°([0, 1]; R).

Exercice 4.42. Montrer que les normes || - [|1 et || - ||~ ne sont pas équivalentes.
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4.3.3 Ouverts, fermés, bornés

Soit E un espace vectoriel muni d’'une norme N. Cela permet en particulier de définir des boules
(ouvertes ou fermées sur F)).

Définition 4.43. Soit A C E.

1. L’intérieur de A est I’ensemble des points intérieurs a A. On dit que A est ouvert s’il est égal a
son intérieur.

2. L’adhérence de A est ’ensemble des points adhérents a A. On dit que A est fermé s’il est égal a
son adhérence.

L’adhérence du complémentaire est le complémentaire de I’intérieur :
Proposition 4.44. Sot A une partie de E. Alors
adh (R"\ A) =R"\ (int A).
Démonstration. Un point z est adhérent a R™ \ A si et seulement si
Vr >0, B(xz,r)N(R"\ A) #0.

De maniere équivalente,
Vr >0, B(x,r)Z A.

En d’autres termes,
x ¢ int A.

Cela revient a dire que = € R™ \ (int A). O
Proposition 4.45. Une partie F' de E est fermée si et seulement si son complémentaire est ouvert.

Démonstration. La partie F' est fermée si et seulement si adh /' = F'. Son complémentaire est ouvert si
et seulement si int (R™\ F') = R™\ F'. Par ailleurs, en appliquant la proposition précédente a A = R™\ F,
ona

adh ' =R"\ (int (R"\ F)).

Donc
F=adhF << F=R"\(int(R"\ F)) < R"\ F =int (R"\ F),

ce qui acheve la preuve. U
Proposition 4.46. Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration. Soit B(a,r) une boule ouverte de R™. Montrons que c¢’est un ouvert. Soit x € B(a, ).
Il s’agit de voir que x est dans I’intérieur de B(a,r). Posons s:=r — ||z — a|| (observer que s > 0) et
vérifions que B(z, s) C B(a,r). Soity € B(z, s). Alors ||y —z|| < s et donc par I'inégalité triangulaire

ly —all < lly =zl + [z = af| < s+ [lz = al| =7

Ainsi, y € B(a,r). Comme y est arbitraire, cela montre que B(z, s) C B(a,r). En conclusion, B(a, )
est un ouvert. O

Proposition 4.47. 1. La réunion de deux ouverts (ou méme d’une infinité d’ouverts) est un ouvert.

2. L’intersection de deux ouverts (ou méme d’un nombre fini d’ouverts) est un ouvert.
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Exercice 4.48. * Soit ) C E. Alors €2 est un ouvert si et seulement si €2 s’écrit comme une réunion
infinie de boules ouvertes.

Solution : Si € est un ouvert, alors pour tout = € (), il existe 7, > 0 tel que B(x,r,,) C £2. On observe alors
que
Q= UzeaB(z,ry).
En effet, I’inclusion C provient du fait que chaque 2 € ) appartient & B(x,r,) et donc appartient 2 la réunion

UzeaB(x, ;). Linclusion D est conséquence du fait que B(xz,r,;) C 2 pour chaque = € (). L’égalité est
démontrée et () est donc bien une réunion de boules ouvertes.

Dans I’autre sens, on utilise qu’une réunion infinie d’ouverts est un ouvert.
En dimension finie, la notion d’ouvert ne dépend pas de la norme qu’on met sur I’espace :

Proposition 4.49. On considere deux normes Ny et No sur un espace vectoriel de dimension finie E.
Soit Q C E. Si Q) est un ouvert pour la norme N1, alors §2 est un ouvert pour la norme N.

Démonstration. Soit {2 un ouvert pour la norme Ni. Soit z € €. Comme 2 est un ouvert pour Ny, il
existe r; > 0 tel que

By, (z,m) ={y € E: Ni(y —x) <ry} C Q.

Comme N; et Ny sont équivalentes, il existe C' > 0 tel que N; < C'Ns. Par la remarque on en
déduit que

B, (z, %C) C By, (z,15) C Q.

Donc §2 est un ouvert pour la norme Ns. |

Exemple 4.50. Un demi-plan dans R? (et plus généralement un demi-espace dans R™) est un ouvert.

On considére un demi-plan de R? : une droite de R? sépare un plan en deux parties qui ne contiennent
pas cette droite. C’est ce qu’on appelle (ici) les demi-plans associés a cette droite.

Montrons qu’un tel demi-plan est ouvert (pour n’importe quelle norme, puisqu’on a vu que la no-
tion d’ouvert ne dépendait pas de la norme équivalente qu’on choisissait et que toutes les normes sont
équivalentes dans R?). On va prendre dans la suite la norme || - ||2. On se donne donc une droite A et on
note IT I’'un des demi-plans définis par cette droite. Soit x € II. On note y la projection orthogonale de
x sur A. Comme z ¢ A, y # x et donc ||z — y||2 > 0. Montrons que

By (, [lz — yl[2) C II.
Soit z ¢ II. La demi-droite de sommet x passant par z coupe A en z’. Alors
lz = 213 > llz = 2|3 = o = yll3 + lly — 'l13.
La derniere égalité résulte du théoréeme de Pythagore. On en déduit
= 2zll2 = [lz = yll2,
etdonc z € B.,(z, ||y — z||2). Par contraposée, on a montré que pour tout z € By, (z, ||z — yl|2), on

a z € II. Conclusion : By, (z, |z — y|[2) C II. On en déduit que IT est un ouvert.
O

Exemple 4.51. Comme exemples de fermés, on peut citer :
1. une boule fermée dans R" munie d’une norme N,

2. une droite dans R2.
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1. Soit B(a,r) une boule fermée dans un e.v.n. (E, N). Montrons que c’est un fermé, c’est-a-dire

que son complémentaire est un ouvert. Soit z ¢ B(a,r). Donc N(z — a) > r. Soitr, = N(z —

a) — r et montrons que B(z,7;) C E \ B(a,r).Soity € B(z,r;). Alors
N(y—a)>N(@x—a)— Ny —z)>N(@x—a)—r, =r.

Donc y ¢ B(a,r). Donc B(z,r;) C E \ B(a,r). Donc E'\ B(a,r) est un ouvert, ce qui montre

que B(a, ) est un fermé.

2. Soit A une droite de R?. Le complémentaire de cette droite est constitué de deux demi-plans, dont
on a montré qu’ils étaient ouverts. Comme la réunion de deux ouverts est un ouvert, on en déduit
que le complémentaire d’une droite est un ouvert. Donc une droite est un fermé.

Définition 4.52. Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. La frontiére de A, notée 0A, est
I’ensemble des points x de F tels que pour tout r > 0,

B(@,r)nA#0 , B(z,r)\A#0.
Autrement dit, 0A = adh A\ int A.
Comme d’habitude, cette notion ne dépend pas de la norme équivalente choisie.

Exercice 4.53. * Soit x € R™ et r > 0. Alors montrer que

1. lasphere S(x,r) estla frontiere de la boule ouverte B(x, r) et aussi la frontiere de la boule fermée
B(x,r).

2. la boule fermée B(x,r) est I’adhérence de la boule ouverte B(z,r),
3. la boule ouverte B(x,r) est I'intérieur de la boule fermée B(z, ).
Définition 4.54. 1. Une partie A C E est dite bornée si elle est contenue dans une boule (ouverte
ou fermée) centrée en 0 : il existe r > 0 tel que A C B(0,r).
2. Une suite d’éléments de E est dite bornée si tous ses termes sont contenus dans une partie bornée
de E.
Exercice 4.55. Soient N et N’ deux normes sur un espace vectoriel de dimension finie E. Soit A une
partie de E. Montrer que si A est bornée pour N, alors A est bornée pour N'.

Exercice 4.56. * Soit N une norme sur F. Soit A une partie de E. On suppose que A n’est pas bornée.
Montrer qu’il existe une suite (z,),en contenue dans A et telle que lim,, 1o N(z,) = +o00. La
réciproque est-elle vraie ?

Exercice 4.57. Une suite de ' convergente est bornée.

Solution : Soit (2,,)men une suite convergente. Notons ¢ € E sa limite. Alors il existe mo € N tel que
pour tout m > mg, ||z, — €| < 1. On aalors ||z,]| < ||zm — £ + 14| < 14 ||¢||. Notons M:=1 + ||¢|| +
MaXm<my ||Zm |- En distinguant les cas m < mg et m > my, on vérifie que pour tout m € N,

[@ml < M.

Ainsi, la suite (2, )men est contenue dans la boule B(0, M). Elle est donc bornée.

Criteres séquentiels

On dispose d’une caractérisation séquentielle (i.e. faisant intervenir les suites) des fermés :

Exercice 4.58. Soit E un espace vectoriel muni d’une norme. Une partie /' C E est fermée si et
seulement si toute suite d’éléments de F' qui converge dans F' a sa limite dans F'.
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Solution : Supposons que F est fermé. Soit (x,,),ecn une suite d’éléments de F' qui converge vers un vecteur
¢ € R™. Montrons que ¢ € F. Supposons par I’absurde que ¢ appartienne au complémentaire de F' qui est un
ouvert. Par définition des ouverts, il existe r > 0 tel que B(¢,r) C E \ F. Comme (2, )nen tend vers /, il existe
ng tel que z,,, € B(¢,r) et donc x,, € F : contradiction. Ainsi, £ € F.

Réciproquement, supposons que toute suite d’éléments de F' qui converge dans E a sa limite dans F' et
montrons que F est fermé, autrement dit que E \ F est ouvert. Soit £ € E'\ F' et montrons qu’il existe r > 0 tel

que B(¢,r) C E \ F en procédant par I’absurde. Sinon, pour tout n € N, il existe z,, € B(¥, n#“) N F. Alors

la suite (zp,)nen tend vers £. Par hypothese, ¢ € F : contradiction. On en déduit I’existence de r > 0 tel que
B¢, r) C E\ F,donc que E \ F est ouvert, donc que F est fermé.
O

4.4 Rappels sur les espaces vectoriels
4.4.1 Espaces vectoriels
Dans tout ce qui suit, K désigne ’ensemble R ou C.

Définition 4.59. Soit E un ensemble sur lequel on a défini deux opérations :
— une addition, notée +, qui a deux éléments x et y de E, associe un troisieme élément de E : x + v,

— une multiplication, notée -, qui a un élément x de E et un nombre A\ € K, associe un autre élément

de E: )\ x.

On dit alors que E est un espace vectoriel sur K lorsque [’addition et la multiplication vérifient les
propriétés suivantes :

1. Pour tout x,y,z € F,
r+(y+z)=(+y)+z , z+ty=y+uz
2. 1l existe un élément de F, noté O, tel que pour tout x € FE,
4+ 0 =0 +z==x.

3. Pour tout x € E, il existe un élément de F, noté —zx, tel que

4. Pour tout x,y € E, pour tout A\ € K,
Aty =A-2)+XNy) . A+p)a=0A2)+ (1 2),
A(prx)y=Au)-z , 1l-xz=u=x

L’exemple le plus simple d’espace vectoriel sur R est R lui-m&me, muni de 1’addition et de la multi-
plication usuelles. L’ensemble R? des couples de réels, muni de 1’addition et de la multiplication usuelles
définies coordonnées par coordonnées :

V(21 72), (y1,92) € R?, (21,22) + (y1,92) = (21 +y1, 22 +32) , A (z1,51) = A\z1, Ayr)

est aussi un espace vectoriel. Plus généralement, I’ensemble des n—uplets R™ est un espace vectoriel
lorsqu’on le munit de I’addition et de la multiplication coordonnées par coordonnées. En fait, le produit
de deux espaces vectoriels quelconques est encore un espace vectoriel, pour I’addition et la multiplica-
tion définies coordonnées par coordonnées.
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On note M,, ,(K) I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K. C’est donc
I’ensemble des tableaux a n lignes et p colonnes dont chaque case est remplie par un nombre (i.e. un
élément de KK). On considere deux matrices A = (a;;)1<i<n, €t B = (a;j)1<i<n,. On peut encore écrire

1<j<p 1<j<p
ap; - a by oo by
A= , B=
Anl -+ Gnp b1 -+ by

Alors I’addition de A et B est définie coefficients par coefficients : A+ B est la matrice C' = (Cz'j)lgign,
1<j<p
ot pour tout (4, j) € [1,n] x [1,p], ¢ij = a;j + b;;. Autrement dit,

ain +bun - ap + by
A+ B= : : :
ap1 +bp1 - Anp + bnp
La multiplication de la matrice A par un nombre A € K est la matrice D = (d;;)1<i<n, OU d;j = Aay;.
1<5<p
Autrement dit,
)\an L )\alp

A =

Aap1 -+ Aagp

Muni de ces deux opérations, I’ensemble des matrices M., ,(K) est un espace vectoriel.

4.4.2 Sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel sur K muni des opérations + et -. Soit F' une partie non vide de E.
Supposons que F’ soit stable pour 1’addition et la multiplication, autrement dit, pour tout x,y € £, pour
tout A € K,

z+yel |, Nzek.

Alors on peut définir la restriction de 1’addition et de la multiplication a F', c’est-a-dire considérer +
comme une application qui a deux éléments de F' associe un élément de F’, et considérer - comme une
application qui a un élément de F' et un nombre de K associe un élément de F'. L’ensemble F’ est alors
muni de deux opérations.

Proposition 4.60. Une partie non vide F' d’un espace vectoriel E qui est stable pour I’addition et la
multiplication par les nombres est un espace vectoriel.

Définition 4.61. On dit alors que F est un sous-espace vectoriel de E.

On en déduit la méthode la plus utilisée pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel :

Meéthode 4.62. Etant donné un ensemble F', pour montrer que F' est un espace vectoriel sur K associé a
deux opérations + et -,

1. on identifie un espace vectoriel E pour ces deux lois qui contient F',
2. on montre que F' est non vide,

3. on montre que F’ est stable pour 1’addition et la multiplication, par exemple en montrant que pour
tout x,y € F,pour tout A € K, Az + y € K.
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4.4.3 Dimension

Soit E un espace vectoriel.

Définition 4.63. Soient (x1,--- ,xy) une famille d’éléments de E.

1. On dit que cette famille est génératrice si fout élément © € F peut s’écrire comme une combinai-
son linéaire d’éléments de F, autrement dit, il existe A1, ..., \, € K tels que

rT=Mx1+ -+ A\
2. On dit que cette famille est libre quand pour tout A1, ..., \, € K, si
ATy 4+ Az = 0,

alors \1 = ...\, = 0.
3. On dit que cette famille est une base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Définition 4.64. On dit que E est de dimension finie lorsqu’il existe n € N* et une famille (x4, ..., xy)
d’éléments de E qui est une famille génératrice de E.

Il faut retenir les résultats suivants :

Théoreme 4.65. 1. Tout espace de dimension finie admet une base.

2. De toute famille génératrice de F, on peut extraire une base de E.

3. Toute famille libre de E peut étre complétée en une base.
Théoreéme 4.66. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E ont méme cardinal
n. L’entier n s’appelle la dimension de E (par convention, si E = {0}, on dit que E est de dimension
0).
Théoreme 4.67. Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*. Alors

1. Toute famille libre a au plus n éléments et une famille libre qui a exactement n éléments est une
base.

2. Toute famille génératrice a au moins n éléments et une famille génératrice qui a exactement n

éléments est une base.

Exemple 4.68. L’ensemble R[X| des polyndmes a coefficients dans R est un espace vectoriel sur R
(on vérifie que c’est un sous-espace vectoriel de F(R;R)). Pour tout k£ € N, notons Py le polyndme
Py : x — 2F. Alors

1. pour tout n € N, la famille (P, P, ..., P,) est libre,
2. lespace R[X] n’est pas de dimension finie,

3. pour tout n € N, I’espace R,,[X] des polyndmes de degré < n est un espace vectoriel de dimen-
sion finie égale a n + 1.

Montrons que la famille (FPy, P, ..., P,) estlibre. Soient A, ..., A, € R et supposons que Ao Py +
MNP+ -+ AP, = 0. Alors pour tout = € R,

Ainsi,
Ao+ Az 4o+ A" =0.
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Posons f(x):=X\g + Az + - 4+ A\z™, 2 € R. Alors pour tout k& € [0,n], f*)(0) = k!\;. Comme
par ailleurs f est la fonction nulle, toutes ses dérivées sont nulles, en particulier en 0. Ainsi pour tout
k € [0,n], k!A\ = 0 et donc A\ = 0. Conclusion : la famille (Py, P, ..., P,) est libre.

Cela permet d’en déduire que R[X| n’est pas de dimension finie. Pour le voir, procédons par 1’ab-
surde. Si R[X] était de dimension finie, il existerait un entier n € N tel que R[X] serait de dimension 7.
Alors toute famille libre aurait au plus n éléments. Or, d’apres le premier point, la famille (P, ..., P,)
qui posseéde n + 1 éléments, est libre : contradiction. Conclusion : R[X] n’est pas de dimension finie.

Pour tout n € N, I"espace R,,[ X des polyndmes de degré < n est un espace vectoriel. Pour le voir,
montrons que c’est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel R[X]. D’abord, R,,[X] est non vide,
car il contient le polyndme nul. Ensuite, si P, € R,[X] et A € R, alors AP a le méme degré que P si
A # 0 et est le polyndme nul si A = 0. Dans les deux cas, AP € R,[X]. De plus, AP + @ est de degré
< max(deg AP,deg Q). Donc AP + @ € R, [X]. Ainsi, R,,[X] est stable par addition et multiplication
par les nombres. C’est donc un sous-espace vectoriel de R[X] et donc un espace vectoriel.

Montrons que R,,[X] est de dimension n+1. Pour cela, il suffit de vérifier que la famille (P, ..., P,),
qui est bien contenue dans R,,[X], est une base de R,,[X]. On sait déja qu’elle est libre. Soit P € R,,[X].
Il existe ag, ..., a, € R tels que

P(x)=ay+ a1z + - +ap2z" , VeeR.

On en déduit que P = agFp + - - - + a, P,. Autrement dit P s’écrit comme combinaison linéaire de
Py, ..., P,.Celamontre que (FPp, ..., P,) estune famille génératrice de R,,[ X]|. Finalement, (P, ..., P,)
est une base de R,,[X], ce qui implique que R,,[X] est de dimension n + 1.
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Chapitre 5

Continuité des fonctions de plusieurs
variables

5.1 Découvrir

5.1.1 Limite et continuité pour les fonctions d’une variable

Dans tout ce paragraphe, on considére une fonction f définie sur une partie non vide I de R et a
valeurs dans R. On rappelle que I’adhérence de I, notée adh I, est I’ensemble des z € R tels que pour
toutr > 0, ]z — r,xz + r[N I # (). Intuitivement, I’adhérence de I est I’ensemble des points de R qu’on
peut approcher aussi prés qu’on veut par des points de 1.

Définition 5.1. Soit a € adh 1.
1. On dit que f tend vers un nombre £ € R en a si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout
x €la—n,a+n[NI, avec x # a, ona
|[f(z) = £ <e.

2. On dit que f tend vers +00 en a si pour tout M € R, il existe n > 0 tel que pour tout x €
la —n,a+n[NI, avec x # a, ona
flx) > M.

On rappelle que si une limite existe, alors elle est unique. De maniere analogue au point 2, on peut
définir la limite —oo.
Exercice 5.2. Rappeler les opérations possibles sur les limites et les formes indéterminées.

Définition 5.3. On dit que f est continue en un point a € I si f tend vers f(a) en a. On dit que f est
continue sur I si f est continue en tout point a de I.

Exercice 5.4. * La fonction f : I — R est continue en a € I si et seulement si pour toute suite
(xn)nen C I qui tend vers a, la suite (f(zy))nen tend vers f(a).

On rappelle que la somme, le produit ou la composée de deux fonctions continues est continue. Il en
est de méme de I’inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas.

Exercice 5.5. * Soit f : R — R une fonction continue en 0 et qui vérifie la propriété suivante :
Vo € R, f(z) = f(2x).

Montrer alors que f est constante. (Indication : on cherchera a prouver que f(z) = f(0) pour tout
z € R).
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Dans les deux exercices suivants, on pourra chercher a appliquer le théoréme des valeurs intermé-
diaires.

Exercice 5.6. Soit f : I — R une fonction continue. Montrer que f est injective si et seulement si f est
strictement monotone.

Exercice 5.7. Soit f : I — Z une fonction continue sur un intervalle et & valeurs entieres. Montrer que
f est constante.

On rappelle que si f : [c,d] — R est une fonction continue, alors elle est bornée et elle atteint ses
bornes, ce qui signifie qu’il existe x_ et z dans [c, d] tels que

fle) =nf{f(z) :xeled} ,  flzy)=sup{f(z):z€cd]}.

Exercice 5.8. Soit f : R — R une fonction continue telle que les deux limites lim, 1, f(z) existent
dans R. Prouver que f est bornée. Les bornes sont-elles atteintes ?

5.1.2 Limite et continuité pour les fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles

Dans toute cette section, on se donne une norme || - || sur R”, n > 1. On s’intéresse a des fonctions
définies sur R” (ou plus généralement sur une partic A de R™) a valeurs dans R.

Soitdonc A C R™et f : A — R. Ainsi, a tout vecteur x € A, on associe un (unique) nombre noté
f(@).

Lorsque n = 2, on peut représenter le graphe d’une telle fonction en associant a tout point (x,y) €
RR2, le point de coordonnées (x,y, f(z,y)) de R3.

Définition d’une limite

On rappelle qu’un point a est adhérent a A, et on note a € adh A, lorsque pour tout r > 0, B(a,r)N
A #0.

Définition 5.9. Soit a € adh A.

1. On dit que f tend vers £ € R en a si pour tout € > 0, il existe 1 > 0 tel que pour tout y €
B(a,n) N A, avec y # a,
[fly) -t <e

2. On dit que f tend vers 400 en a si pour tout M € R, il existe n > 0 tel que pour tout y €
B(a,n) N A, avec y # a,
fly) = M.

Dans le premier cas, on note lim,_,, f(x) = £. Dans le second cas, on note lim,_, f(z) = +oc.

Cette définition prolonge la définition de la limite pour les fonctions définies sur un intervalle de R
et a valeurs dans R (simplement, les intervalles sont remplacés par des boules).

Remarquer que comme a est adhérent a A, il existe toujours des vecteurs y dans I’intersection A N
B(a,n), quelle que soit la valeur de 7. Ainsi, a peut étre approché d’aussi prés qu’on veut par des
éléments de A.

Par ailleurs, ¢ n’est pas forcément égal a f(a). En fait, il est possible que a ne soit pas nécessairement
dans A alors que f n’est définie que sur A.

Toutes les propriétés vues sur les limites pour les fonctions de R dans R restent vraies ici, notamment
I’'unicité de la limite, et les limites d’'une somme, d’un produit par un scalaire, d’une composée de
fonctions.

Exercice 5.10. Soit N une norme sur R2. Quelle est la limite de la fonction NV en 0?
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Définition de la continuité

La définition suivante généralise la définition de continuité pour les fonctions définies sur un inter-
valle de R et a valeurs dans R.

Définition 5.11. On dit qu’une fonction f : A — R est continue en un point a € A si lim,_,, f(z) =

f(a).

Avec des quantificateurs, cela s’écrit : pour tout € > 0, il existe > 0 tel que pour tout x &€
B(a,n) N A,

[f(z) = fla)] <e.

Intuitivement, cela signifie que I’on peut rendre f(x) aussi proche que 1’on veut de f(a) pourvu que
I’on prenne x suffisamment proche de a. Noter qu’ici (contrairement a la définition des limites), le point
a est dans A.

Linégalité | f(z) — f(a)| < e se réécrit f(a) —e < f(x) < f(a) + &, autrement dit

f(z) € [f(a) —¢, fla) +€].

Ainsi, dire que pour tout x € B(a,n) N A, |f(z) — f(a)| < & revient a dire que

f(B(a,m n A) C [f(a) — & fla) + .

Proposition 5.12. La continuité d’une fonction en un point est invariante par changement de norme.

Cela signifie que si on prend une autre norme N7 sur R", équivalente a IV, alors toute fonction
continue lorsqu’on prend la norme N sera continue lorsqu’on prend la norme Nj.

Preuve : Soit une fonction f : A C R™ — R continue en a € A pour la norme N sur R”. Soite > 0.
Il existe > 0 tel que pour tout y € By (a,n) N A,

[f(y) = fla)] <e.

Comme N et N; sont équivalentes, il existe C' > 0 tel que pour tout y € R™, N(y) < C'Ny(y). Posons
n’ = n/C. Alors pour tout y € By, (a,n’) N A, ona Ni(y —a) < n/C, donc N(y — a) < n, ce qui
implique |f(y) — f(a)| < €. Cela montre la continuité de f pour la norme N;.

O

Définition 5.13 (Continuité sur un ensemble). On dit que f : A C R™ — R est continue sur A quand f
est continue en tout point a € A.

Exemple 5.14. La fonction f : (z1,...,x,) € R™ — z7 est continue sur R".

Preuve : Soit a = (a1, ...,a,) € R". Montrons que f est continue en a. Prenons sur R™ la norme

Soit € > 0. Posons 7 = . Alors pour tout x = (x1,...,z,) € B(a,n), ona

[f(@) = fla)| =lz1 —a1| < [lz —alls < =c
On en déduit que f est bien continue en a.
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5.2 Assimiler
5.2.1 Continuité et critere séquentiel
La proposition qui suit donne un critere séquentiel de continuité.

Proposition 5.15. Soit f : A — Reta € A. Alors f est continue en a si et seulement si pour toute suite
(Tn)nen dans A qui tend vers a, la suite (f(xy,))nen tend vers f(a).

Preuve : Supposons que f soit continue en a. Soit (x,,),cn une suite dans A qui tend vers a. Alors
pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que pour tout x € AN B(a,n),

[f(z) = fla)| <e.

De plus, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, x, € AN B(a,n) et donc

[f(zn) = fla)| <e.

Cela montre que la suite (f(z,))nen tend vers f(a).

Réciproquement, supposons que pour tout suite (x,, ),cn dans A qui tend vers a, la suite (f(z,))nen
tend vers f(a). Supposons par I’absurde que f ne tende pas vers f(a) en a. Alors il existe £ > 0 tel que
pour tout > 0, il existe x € A N B(a,n) tel que |f(z) — f(a)| > &. On applique ceci pour chaque
n= n+r1’ lorsque 7 parcourt N. On en déduit une suite (x,, ),en telle que pour tout n € N,

1
e AnB | a,
Tp <an+1

) et |f(en)— fla) > e

Donc (z,)nen tend vers a et pourtant (f(zy,))nen ne tend pas vers f(a) : contradiction. Donc f est
continue en a.

O

On utilise souvent la proposition précédente pour montrer qu’une fonction n’est pas continue en un
point. Voici un exemple :

Exemple 5.16. Soit
2,2 .
fI(I,y)GRQF—) % Sl(I,y)#(0,0),
(0,0)  si(z,y) = -
Alors f n’est pas continue en (0, 0).
En effet, on observe que pour tout n € N*,
1
~,0) ==
FGL0) =2
De plus, la suite ((1,0))nen- converge vers (0,0). Comme la suite (f(%,0))nen- ne converge pas vers
£(0,0), on déduit de la proposition précédente que f n’est pas continue en (0, 0).

5.2.2 Opérations sur les fonctions continues

Comme pour les fonctions d’une seule variable, la continuité est préservée par les opérations usuelles :

Proposition 5.17. Soient f, g : A — R deux fonctions continues en a € A et A € R. Alors les fonctions
f+ g, fget \f sont continues en a.
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Démonstration. Soit ¢ > 0. Comme f est continue en a, il existe n > 0 tel que pour tout z € AN
B(a,n), |f(z) — f(a)] < e. De méme, comme g est continue en a, il existe ¥ > 0 tel que pour
tout x € AN B(a,n), |g(z) — g(a)] < e. On en déduit en posant " = min(n,n’) que pour tout
x € AN B(a,n"),

[(f +9)(x) = (f + 9)(a)] = [(f(z) = f(a)) + (9(x) — g(a))]
< [f(x) = fla)[ + [g(x) — g(a)|

<e+e=2e.

Comme ¢ est arbitraire, cela montre la continuité de f + g en a. Par ailleurs,

[(F9)(x) = (fg)(a)| = |f(z

Comme ¢ est arbitraire, cela montre la continuité de fg en a. On laisse la continuité de A f en exercice.

O
Exemple 5.18. Une forme linéaire sur R™ est continue.
Démonstration. En effet, si f : R™ — R est une forme linéaire, alors il existe aq, ..., a, € R tels que
Vo = (x1,...,2,) € R", f@x)=a1z1 4+ -+ + apx,.
Par ’Exemple on sait que pour chaque i € {1,...,n}, la fonction z — x; est continue. Donc
par produit avec une constante, x — a;x; est continue. Par somme de fonctions continues, on en déduit
enfin que f est continue. O

Exemple 5.19.

1si(x,y) = (0,

Sur R2\ {(0,0)}, la fonction g est continue comme quotient de fonctions continues, le dénominateur
ne s’annulant pas. Montrons la continuité de g en (0, 0). Pour tout (z,y) # (0,0),

g(@,y) = { S s <x,y)07; (0,0),

le? — 1|22
-1 =—— <" —1]|.
l9(z,y) =1 = T 5 < le” — 1l
Soit € > 0. Par continuité de x — ¢” en 0, il existe > 0 tel que pour tout |[z| < n, ona |e* — 1] < e.
Donc pour tout ||(z,y)|lec < 7, |g(x,y) — 1| < €. Ainsi, g est bien continue en (0, 0).

Exemple 5.20. Une fonction de la forme z = (x1,...,2z,) € R" — Xaf"...20", o A € Ret
af,...,0, € Nest un mondme. Un polyndome est une somme de mondmes. Tous les polyndmes sont
continus.

En effet, chaque fonction = +— x; est continue. Donc par produit de fonctions continues, z — ;"
est continue. Donc chaque mondme est continu comme produit de fonctions continues. Donc chaque
polyndme est continu comme somme de fonctions continues.
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Exercice 5.21. Justifier que I’application suivante
fi(zy) eR?— 22 4+4y° €R

est continue sur R
Exercice 5.22. Soit f : A C R™ — R une fonction continue. Montrer que
1. tout point de I’ensemble Ey = {x € A : f(x) > 0} est dans I'intérieur de E,
2. tout point dans 1’adhérence de I’ensemble Fy = {x € A: f(x) > 0} est dans F}.

5.2.3 Continuité des fonctions a valeurs dans R?

Dans ce paragraphe, on considere des fonctions définies sur une partiec A C R"™ et a valeurs dans un
espace R? :
f:ACR" - RP.

Pour tout x € A, f(x) est donc un vecteur dans R”, dont on note (fi(x),..., fp(z)) les coordonnées.
On associe ainsi pour tout 1 < ¢ < p, a chaque € A la i¢éme composante de f(x), notée f;(x).

Par exemple, a tout point de 1’espace, on associe la température et la pression en ce point. On obtient
ainsi une fonction définie sur R? (ou une partie de R?, par exemple la salle de cours, ol tous les points
seraient repérés par leurs coordonnées dans un grand systéme de coordonnées), et 4 valeurs dans R?. La
premiere composante de la fonction donne la température en ce point, la seconde donne la pression en
ce méme pointE].

Définition 5.23. On dit que f a une limite { = ({1, ...,{,) en un point a € adh A si chaque composante
fide f a pour limite {; en a.

Autrement dit,
lim f(z) =0<=Viec{l,...,p}, lm fi(z)="4¢.
r—A r—A

Définition 5.24. Soit a € A. On dit que f est continue en a silim,_,, f(x) = f(a).
Autrement dit, f est continue en a si pour tout 1 < ¢ < p, f; est continue en a.

Proposition 5.25. Soit f : A C R"” = R™ et g : B C R™ — R’ deux fonctions continues. On suppose
que f(A) est contenu dans B de sorte que la composée g o f est bien définie. Alors g o f est continue
sur A.

On pourra trouver la preuve de cette proposition dans la section Approfondir.

Remarque 5.26. En particulier, si f est continue et a valeurs dans R*, alors la proposition précédente
appliquée a la fonction continue g : * € R* — % implique que % est encore continue.

Exemple 5.27. Toutes les applications linéaires de R™ dans R? sont continues.

Preuve : 1l suffit de montrer que chaque composante de ® est continue. Or, les composantes de ¢
sont des formes linéaires. Le résultat est donc une conséquence de 1I’Exemple [5.18]
O

Proposition 5.28. Soit f : D C R™ — RP une fonction continue en a = (ay, . .., ay). Alors toutes les
restrictions de f par rapport a l, 2, ..., ou n — 1 variables sont continues.

1. Sur la surface de la Terre, on peut montrer mathématiquement qu’il existe deux points antipodaux ou a la fois la pression
et la température sont égales.
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Démonstration. On montre que la restriction par rapport a la premiére variable 1 € R — f(z1,ag,...ay)
est continue (les autres assertions se démontrent de maniere analogue). Il s’agit de la composée de
x1 +— (x1,a9,...,ay,) qui est continue en a; et de f qui est continue en a. On conclut grice a la
proposition sur la continuité des composées. O

Remarque 5.29. Attention : la réciproque est fausse. Par exemple pour f : R? — R, ce n’est pas parce
que z — f(z,a2) ety — f(ay,y) sont continues que f est continue en (a1, as).

Exemple 5.30.

0si(x,y) = (0,0).
Les fonctions f(0,-) et f(-,0) sont constamment égales a O et en particulier continues. Pourtant,
pour tout y # 0, f(y,y) = % En particulier, |f(0,0) — f(y,y)| > % et donc f n’est pas continu en

0,0).

5.3 Approfondir

5.3.1 Retour sur les limites et la continuité des fonctions a valeurs dans R”

On se donne une norme N sur R" et une norme N’ sur R?, ce qui permet de considérer des boules
Bp(a,r) dans R™ et des boules By(b, s) dans RP. Le plus souvent, on se contentera de noter B(a, )
au lieu de By (a,r), et B(b, s) au lieu de By (b, s).

Dans la proposition suivante, on présente une autre maniere de formuler I’existence d’une limite
pour les fonctions a valeurs dans R?, & comparer avec la Définition [5.23]

Proposition 5.31. Soient f : A — RP et a € adh A. Alors f admet une limite { € RP en a si et
seulement si pour tout € > 0, il existe 1) > 0 tel que pour tout x € AN By(a,n) avec a # x,

F(z) € Byi(£,2).

Démonstration. Supposons que f ait une limite £ = ({1, ...,¢,) € RP en a. Par définition, cela signifie
que chaque composante f; a une limite ¢; en a.

Soit alors € > 0. Sur R?, la norme N’ est équivalente a la norme || - ||1, donc il existe C' > 0 tel que
N <O -l

Pour chaque ¢ € {1,...,p}, il existe n; > 0 tel que pour tout = € By(a,n;) N A avec x # a,on a
|fi(x) — 4| < e/(Cp).Posons n = min(ny, .. .,n,). Alors pour tout z € By(a,n) N A avec z # a, on
a

1f(2) = €lx < Z\fi(x) — b <e/C.

Donc
N'(f(z) = 0) < Clf(x) — ] <e.
Cela montre que f(z) € Bys(¢,¢). D ot I'implication directe.
Pour montrer I’implication réciproque, établissons par exemple que lim,_,, f1(x) = ¢1. Soit e > 0.
Par équivalence des normes sur R?, il existe C’ > 0 tel que || - ||oc < C'N'.
Alors par hypothese, il existe n > 0 tel que pour tout x € AN By(a,n), a # =z, f(x) €
Bni(¢,e/C"), autrement dit, N'(f(x) — ¢) < &/C". Donc

| f(z) =)o < C'N'(f(x) =) <e.

En particulier,
|fi(@) = b < [[f(z) — e <e.
Cela montre que lim,_,, f1(z) = ¢;, comme attendu. O
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A partir de la proposition précédente, on peut donc aussi reformuler la continuité d’une application
f: A CR"™— RP, Elle sera continue en ¢ si et seulement si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

Vz € By(a,n) N A, f(z) € By/(f(a),e).

On en déduit une preuve élémentaire de la Proposition [3.23]:
Preuve : Pour simplifier les notations, on ne rappelle pas les normes en indices lorsqu’on écrit une
boule. Soita € A ete > 0. Comme g est continue en f(a), il existe n > 0 tel que

Vy € B(f(a),n) N B,  g(y) € Bg(f(a)),e).

Comme f est continue en a, il existe ' > 0 tel que
Vz € Bla,n))NA,  f(z) € B(f(a),n).

Comme f(A) C B, on en déduit que pour tout z € B(a,n'), g(f(x)) € B(g(f(a)),e), ce qui montre
la continuité de g o f en a. Comme a est arbitraire, cela implique la continuité de g o f sur A.
O

5.3.2 Fonctions continues sur un fermé borné

En utilisant que de toute suite contenue dans une partie bornée et fermée de R", on peut extraire une
sous-suite convergente, on déduit le théoréme suivant :

Théoreme 5.32. Toute fonction continue sur une partie fermée et bornée est bornée et atteint ses bornes.

Cela signifie que si A C R" est une partie fermée et bornée et si f : A C R™ — R est continue sur
A, alors il existe M > 0 tel que pour tout z € A,ona |f(x)] < M.Deplus,ilexiste x_ € Aetz; € A
tels que

Vee A, fleo) < fl@) < flzs).
Autrement dit, z_ est un point de minimum de f sur A, ¢’est-a-dire,

flxz_) =min{f(z): z € A}.

On dit aussi que f atteint son minimum en z_. La valeur minimale de f sur A est f(x_).
De méme, x4 est un point de maximum de f sur A.
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Chapitre 6

Différentiabilité des fonctions de plusieurs
variables

6.1 Découvrir

Soient n,p > 1. L’objet de ce chapitre est de définir (une généralisation de) la dérivabilité pour
les fonctions définies sur une partie de R™ et prenant leurs valeurs dans RP. Les applications linéaires
constituent I’exemple le plus important de telles fonctions mais toutes les fonctions de R™ dans RP ne
sont pas linéaires.

Pour définir rigoureusement cette notion de dérivabilité, nous ferons intervenir des normes sur R" et
R?. Comme il s’agit d’espaces de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. On rappelle que
deux normes Ni et N, sont équivalentes s’il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que pour
tout vecteur =, N1 (z) < C1Na(x) et Nao(z) < CaNy(z).

Lorsque deux normes sont équivalentes, si I’'une vérifie une inégalité, alors 1’autre vérifie la méme
inégalité a une constante multiplicative pres. Aussi, beaucoup des notions qui vont suivre, faisant interve-
nir des inégalités, ne dépendront pas de la norme choisie. C’est la raison pour laquelle, en général, nous
ne préciserons pas la norme que nous utilisons, et nous la noterons || - ||. Les boules B(0,7), B(0,7), ...
sont définies a partir de cette norme.

On commence par une section de révision sur la dérivation des fonctions d’une variable.

6.1.1 Fonctions dérivables de R dans R

Soit [ un intervalle ouvert, non vide de Ret f : I — R.

Définition 6.1. Soit a € I. On dit que [ est dérivable en a si le taux d’accroissement

f(z) = f(a)

r—a

T —

a une limite finie en a.

Noter que le taux d’accroissement est bien défini sur I \ {a}. La limite s’appelle le nombre dérivé
de f en a. On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point de /. On dispose alors de la
fonction dérivée

flroel— f(z) eR.

Rappelons qu’on a I’habitude de noter o(1),z — a n’importe quelle fonction, définie sur un en-
semble contenant |a — £, a[U]a, a + [, avec € > 0, et qui tend vers 0 en a. Ainsi, si f est dérivable en a,
alors la fonction

f(z) = f(a)

()

r—a
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tend vers O en a et on peut donc noter

f(z) = f(a)

P f'(a) = o(1), T — a.

En multipliant a gauche et a droite par  — a, on obtient

f@) = fla) = fi(a)(z —a) = ( —a)o(1), = —a.

On note (z — a)o(1) sous la forme o(x — a). C’est donc une notation qui désigne une fonction de la
forme (z — a)h(z), ot h est une fonction qui tend vers 0 en a. Ainsi, on a

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + o(x — a), T — a.

Exercice 6.2. Soient I un intervalle ouvert de R, f : I — R eta € I. On suppose qu’il existe £ € R tel
que pour tout x € I,
f(@) = f(a) +(z — a) + o(x — a).
Montrer que f est dérivable en a et f'(a) = £.
Exercice 6.3. Rappeler les opérations usuelles sur les fonctions dérivables.

Parmi les théorémes importants, citons 1’inégalité des accroissements finis :

Théoréme 6.4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur |a, b, dérivable sur |a,b|. Alors

|f(b) — f(a)] /
——— = < sup |f(x)].
b—a =25,
6.1.2 Les dérivées partielles

Dans cette section, on considere une fonction g : D C R"™ — R sur une partie D de R". On fixe
aussi un point a = (aq,...,a,) dans I'intérieur de D. On rappelle que cela signifie qu’il existe ¢ > 0
tel que B(a,e) C D. Dans toute cette section, par commodité, on travaillera avec la norme || - || pour
définir les boules :

Bl(a,e) =la; —e,a1 +&[x -+ X]an —€,a, + €]
={(x1,...,zn) €ER" 1 x; €]a; —e,a; +e[,Vi=1,...,n}.

Pour tout 1 < j < n, on va considérer la fonction d’une variable
xj = g(ar,...,0-1,j, 541, ..,0p).
Cette fonction est bien stir définie sur
D;j={teR:(ai,...,a;_1,t,aj41,...,an) € D}.

Observez que si |t — a;| < ¢, alors

H(al,... ,aj_l,t,aj+1,...,an) — (a,... ,an)Hoo = ‘t — aj\ <e
etdonc (ai,...,aj-1,t,aj41,...,a,) € D. Ainsi, la fonction
t'_>g(al"",ajflat’ajJrl,"'aan)

est définie sur |a; — €, a; + €|.

Une généralisation possible de la dérivation pour les fonctions de plusieurs variables consiste a geler
toutes les variables sauf une, et a dériver la fonction d’une variable ainsi obtenue. On est alors conduit a
définir la notion de dérivée partielle.
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Définition 6.5. On dit que g admet une dérivée partielle par rapport a la j éme variable en a quand la
fonction

l— g(al, s ’ajflat’ajJrl’ s aan)
est dérivable en a;. On note
glat,...,aj—1,t,a541,...,an) — gla, ..., an)
djg(a) = lim :
t—>ra; t— aj
£
~ lim glat,...,aj—1,a; + h,aji1,...,an) — glai,... an)
h—0 h '
#
Méme si pour calculer d;g(a), on géle les variables 1 = a1,..., Zj—1 = Gj—1, Tj41 = Qj41,. .-,

Ty, = Gy, et on dérive par rapport a la j éme, le résultat 0;g(a) dépend de toutes les coordonnées de a et
pas seulement de a;.

Exercice 6.6. Calculer les dérivées partielles de la fonction

(z,y) — 22eY.

6.1.3 Gradient et différentielle d’une fonction

Définition 6.7. Soit g une fonction sur un ensemble D et a un point intérieur a D. On suppose que
toutes les dérivées partielles de g existent en a.

1. On appelle gradient de g en a le vecteur de R"™

O19(a)
Vg(a) = :
Ong(a)

2. On appelle différentielle de g en a la forme linéaire de R™ dans R définie par
h = (hl’ s ’hn) ER" <v9(a)a h> = hlalg(a) +- hnang(a)

La différentielle de g en a est notée Dg(a). On a donc Dg(a) : h — (Vg(a),h). On utilisera la
notation Dg(a)[h] plutdt que Dg(a)(h).
Si (e, ..., ey,) désigne la base canonique de R”,

Dg(a)lei] = (Vg(a), ei) = dig(a).

La matrice de ’application linéaire Dg(a) dans les bases canoniques est

((O1gla) dagla) -+ Ongla) ).

Il s’agit de la transposée du vecteur gradient.

Interprétation géométrique du gradient

Pour une fonction dérivable f : R — R, le nombre dérivé de f en a est la pente de la tangente au
graphe de f au point (a, f(a)). Un vecteur directeur de cette tangente est (1, f’(a)). Un vecteur normal
est donc (f'(a), —1).

Considérons une fonction f : R? — R. Le graphe de f est donc I’ensemble des points de R? de la
forme (x1,z2, f(z1,72)) lorsque (z1,22) € R2 En un tel point (ay, as, f(a,az)), on peut définir le
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plan tangent au graphe. Pour cela, on regarde toutes les courbes dessinées sur le graphe et qui passent par
le point (a1, az, f(a1,az)). Par exemple, I’image de la fonction ¢ — (¢, ag, f(t, az2)) est une telle courbe
(cette courbe passe par (a1, a2, f(a1,az2)) a 'instant ¢ = a;). Un vecteur tangent a cette courbe est
donné par la dérivée de cette fonction : (1,0, 0; f(a1,az)). Une autre courbe dessinée sur le graphe de f
est I'image de la fonction ¢ — (a1,t, f(a1,t)). Un vecteur tangent a cette courbe en (ai, as, f(a1,a2))
est le vecteur (0, 1,02 f (a1, ag)). On obtient le plan tangent au graphe de f en prenant I’union des droites
tangentes a toutes les courbes dessinées sur le graphe passant par le point (a1, az, f(a1, az)).

Voici une maniere plus précise de définir le plan tangent au graphe en (ai,as, f(a1,az)) : c’est
le plan de R3 qui passe par le point (a1, as, f(ar,az)) et qui admet pour vecteur directeurs V; =
(1,0,01 f(a)) et Vo = (0,1,02f(a)), ot a = (ay,az) € R% Autrement dit, ce plan tangent est

{y = (y1,92,¥3) € R : 3o, B € Rtels que y — (a, f(a)) = aVi + V3 }.

Un vecteur normal a ce plan est orthogonal a tous les vecteurs directeurs du plan, en particulier a V; et
V5. Un exemple de vecteur normal est donc

(01f(a), 02f(a),=1) = (Vf(a), —1).

Le gradient de f en a permet donc de construire la normale au plan tangent du graphe de f en (a, f(a)).

6.2 Assimiler

6.2.1 Fonctions de classe C'!

On suppose désormais que I’ensemble D est un ouvert de R™, autrement dit que tous les points de
D sont dans I’intérieur de D.
Définition 6.8. On dit que g est de classe C' sur D quand

1. Ya € D, V1 < j <n, g admet une dérivée partielle 0jg(a),

2. V1 <j <n, aw~ 0jg(a) est continue sur D.

Exercice 6.9. Justifier que la fonction
g:(z,y) € R? i y?sin(zy) + x

est de classe C! sur R2.

Remarque 6.10. On peut montrer (voir la partie III de ce chapitre) qu’une fonction de classe C! est
automatiquement continue.

Comme pour les fonctions dérivables, on peut ajouter, multiplier les fonctions différentiables et C!
(on verra dans la section suivante qu’on peut également les composer) :

Proposition 6.11. L’existence de dérivées partielles ou le fait d’étre de classe C* sont compatibles avec
la somme, le produit, la multiplication par un nombre, 'inverse lorsqu’il est défini. De plus on a le
formulaire :

9i(g1 + g2)(a) = 9jg1(a) + Djga(a) . 0j(g192)(a) = Ojg1(a)ga(a) + Ojg2(a)gi(a),

000@ =000 . 0 () = -om0

1
g1(a)*
La proposition précédente est la méthode la plus fréquente pour justifier qu’une fonction est C'!.

Exemple 6.12. Une forme linéaire est C'* sur R”.
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Preuve : Une forme linéaire est une fonction de la forme ¢ : z — ayxy + - - - + anTy,. Alors pour
tout 1 <3 <n,
et les fonctions (constantes) = — a; sont continues ! Donc £ est de classe C'!.
Exercice 6.13. Justifier que la fonction suivante est C'.
(3 5
sin(z” — y°)
(x,y) eRE s 222
9:(z,y) e
Exercice 6.14. Soit f : R? — R définie par

4

f(x,y):{ (;';1?2 si. (z,y) #(0,0),

0 sinon

Montrer que f est de classe C! sur R

Composition de fonctions de classe C'

On rappelle que si f, g : R — R sont deux fonctions dérivables, alors g o f est dérivable et pour tout
a€R,
(gof)(a) =g (f(a).f'(a).
On dispose de formules analogues pour les fonctions de plusieurs variables.
Considérons d’abord une fonction f : I — R", ou I est un intervalle de R. On note alors f(t) =
(f1(t),..., fu(t)) pour tout t € I, les fonctions f; : I — R étant les composantes de f. On dit alors que
f est dérivable (resepctivement C'!) si chaque composante f; I’est. Dans ce cas, la dérivée de f est

vtel, f(t)=(fi(t),-.-. f(1))-

On se donne a présent une fonction g : D C R® — R, ot D est un ouvert de R™. On suppose que
f(I) C D, de sorte qu’on peut considérer la composée : G = g o f.

Proposition 6.15. On suppose que f et g sont C'. Alors la fonction G = g o f est C' sur I et ona
G'(t) = O1g(f(0)) f1(t) + -+ + Ong(f(1) [ (t) = Dg(f(O)f'(1)]-

On pourra trouver une preuve de cette proposition dans la partie Approfondir de ce chapitre.

Exercice 6.16. Soit g : R? — R une fonction C'!. Justifier que la fonction
t g(t?,8)

est C! et calculer sa dérivée en fonction des dérivées partielles de g.

6.2.2 Dérivées partielles et différentielles des fonctions de R” dans R?

Définitions
Soient D C R™ ouvertet f : D — RP. Onnote (fi,..., fp) les fonctions coordonnées de f :
fl(ml, e ,I'n)
= (x1,...,2y) — :
(1, . xp)

Dans I’écriture précédente, on a utilisé une notation en vecteurs colonne, qu’on aurait pu aussi écrire :
(filzr, ... xn), ..., fplzr, ..o ).
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Définition 6.17. On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la j éme variable en a =
(a1,...,an) € D sipourtout 1 < i < p, f; admet une dérivée partielle par rapport a la j éme variable
en a. On note

9; f1(a)

9;f(a) = :
9 fp(a)

Si f admet des dérivées partielles en a par rapport a toutes les variables, on peut alors définir la
fonction

hi; f1(a)
Z 7 Dfs(a)[h]

h=(h1,...,hy) €eR" — : = :

" Dfy(a)lh
> hidfy(a et
j=1
Dans le vecteur colonne de droite, chaque composante D f;(a)[h] est un réel. Comme il y en a p, elles
forment un vecteur de RP. Comme chaque D f;(a) est une application linéaire de R™ dans R, on voit que
la fonction ci-dessus est une application linéaire de R™ dans R”. On la note D f(a) et on a donc pour
tout h € R™ :

Dfi(a)[h]
Df(a)[h] = :
D fp(a)[h]
On peut aussi écrire
h;0; f1(a

; Ohie o fi(a) ... Onfila) hy
Df(a)[h] = : = : : :
O1fpla) ... Onfpla) hn,

> hjdjfola)
j=1

La matrice

ofi(a) ... Onfi(a)

nfoa) ... Oufo(a)

s’appelle la matrice jacobienne de f en a. On la notera M ¢(,) dans la suite. Observer que J; fx(a) est
le coefficient placé sur la j éme colonne et la k éme ligne de la matrice jacobienne.
Puisque D f(a) est une application linéaire, pour tout i, k € R™ et pour tout \ € R,

Df(a)[Ah+ k] = ADf(a)[h] + D f(a)[k].
Exercice 6.18. Calculer les dérivées partielles et la différentielle de la fonction suivante :
f i@y e (@ ay)
Exercice 6.19. Calculer la matrice jacobienne pour la fonction de 1’exercice [6. 18]

Définition 6.20. On dit que f est de classe C* sur D si pour tout 1 < i < p, f; : D — R est de classe
cl.
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En travaillant composante par composante, on obtient

Proposition 6.21. L’existence d’une dérivée partielle ou le caractére C' sont compatibles avec la
somme, la multiplication par un nombre et on a le formulaire : Ya € D,

9i(f +h)(a) = 0;f(a) + 9jh(a) , 0Oj(Af)(a) = AD;f(a).

Composition des fonctions C'' pour les fonctions vectorielles

Soient f : D C R® — RPetg : E C RP — RY deux fonctions C' sur les ouverts D et F
respectivement :

fi(xr,.. . xn) g1(y1s - Yp)
f($1,...,$n): ’ g(yl""’yp):
fp(xl?"'a'rn) gq(yl,---ayp)

On suppose que f(D) C E, de sorte que la composée g o f est bien définie.
Proposition 6.22. La fonction go f : D — R est C'! et de plus, pour tout 1 < j < n, pour tout a € D,
9i(go f)la) = d1g(f(a))d; fi(a) + -+ Bpg(f(a))d; fo(a).

On trouvera une preuve de cette proposition dans la section Approfondir de ce chapitre.

L’égalité précédente est une égalité entre vecteurs de R?, qu’on peut encore expliciter : pour tout
1<k<gq

(g © f)(a) = O1gr(f(a))0;fr(a) + - - + Opgr(f(a))0; fp(a).

Le nombre de gauche est le coefficient de la matrice jacobienne Mp(yor)(q) Placé sur la k éme ligne et
la j éme colonne.

On reconnait dans le membre de droite le coefficient qu’on obtient sur la k£ eme ligne et la j eéme
colonne lorsqu’on fait le produit de la matrice Mpy(f(q)) avec la matrice Mp ¢(q). Ainsi,

Mp(gof)ia) = Mbg(s(@)Mp(a)-
Le produit Mpy(f(a)) Mp(a) est la matrice de la composée Dg(f(a)) o D f(a). Donc
D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a). 6.1
Exemple 6.23. On considére les fonctions C' :
h:(r,0) = (rcos0,rsing) ,  f:(x,y) = (filz,y), fa(z,y), f3(x,y)).
On pose G = f o h.

Alors
O1f1(rcos@,rsinf) cos b Oaf1(rcosf,rsinf)siné
0rG = | 0Oifa(rcosf,rsinf)cosf | + | Oafa(rcosf,rsinf)sinf |,
O1f3(rcos@,rsinf) cos b 0o f3(rcosf,rsinf)siné

ce qui correspond a
0,G = cos 00, f(rcos 6, rsin ) + sin 69, f (r cos 8, rsin 6).

De méme,
0gG = —rsinf0, f(rcos@,rsinf) + rcos 00, f(r cos O, rsinf).

On vérifie que
Mbpc(re) = MpDy(h(r.0) MDh(r,0)-
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6.3 Approfondir

6.3.1 Dérivées directionnelles

Considérons une fonction g définie sur un ensemble D C R" et prenons un point a = (ay, ..., a,
dans I’intérieur de D. Notons (eq, ..., e, ) la base canonique de R™. Alors pour tout t € R, a + te; =
(a1 +t,az,...,a,) etle nombre d; g(a) est la limite (si elle existe) :

t —_
o glatter) — gla)
t—0 t

Autrement dit, on fait varier ¢ dans la direction de la premiere coordonnée. De méme, 0;g est obtenu
en calculant les variations de ¢ le long de la i®™¢ coordonnée. Mais on pourrait considérer la dérivée
dans n’importe quelle autre direction, et obtenir ainsi une nouvelle généralisation de la dérivation des
fonctions définies sur R. On se donne un vecteur e non nul et on cherche a calculer, si elle existe, la
limite

o 90+ te) — g(a)

t—0 t

Lorsqu’elle existe, on note d.g(a) la dérivée directionnelle de g dans la direction e. Lorsque e est un
vecteur e; de la base canonique, alors 0. g(a) coindice avec 0;g(a). Autrement dit, la notation 9;g(a) est
un raccourci pour O, g(a).
Considérons ’exemple g : (x,7) € R? — 22eY. Cherchons  calculer la dérivée de g en (1,0) selon
la direction e = (1, 1) : d’abord, pour tout ¢t € R*,
g((1,0) +te) — g(1,0)  g(1+t,0+t)—g(1,0) (1+¢t)%et -1

t t t

On reconnait dans le membre de droite le taux d’accroissement de la fonction A : t + (1 + t)%e’ en 0.
On en déduit qu’il tend vers h’(0) = 3. Ainsi, d.g(1,0) = 3. On observe que

ae.g(l’ 0) = 819(1’ 0) + 829(15 0)
Plus généralement, soit ¢/ = ae; + Bes, ol a et 3 sont deux réels quelconques qui ne sont pas tous les
deux nuls. On cherche encore a calculer d.g(1,0). Pour tout ¢ € R*,

g((1,0) +te) —g(1,0)  g(1+ta,0+tB) —g(1,0) (1 +ta)?et’ — 1

t t t

Ici encore, pour calculer la limite lorsque ¢ — 0, on peut interpréter le membre de droite comme le taux
d’accroissement de la fonction k : ¢+ (1 + at)2e’” en 0. On en déduit qu’il tend vers &'(0) = 2a + f.
Ainsi, 9.¢(1,0) = 2« + /3. On observe une fois de plus que

9erg(1,0) = adig(1,0) + Bdag(1,0).

Exercice 6.24. Reproduire les calculs précédents avec la fonction
h:(z,y) € R? s y?sin(zy) + .

Au regard de cet exemple, on pourrait étre amené a conclure que pour calculer les dérirées direc-

tionnelles dans n’importe quelle direction, il suffit de connaitre les dérivées partielles dans les deux
n

directions de la base canonique. Ensuite, la décompostion d’un vecteur e = E a;e; permet d’obtenir
. . . . . . Z:1
directement la dérivée directionnelle dans la direction e grace a la formule :

Va €R",  dega) =) aidig(a).
=1
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Cette formule n’est pourtant pas vraie en général. Considérons la fonction f : R? — R telle que pour
tout (7,y) € R?,
x siy=0,
T,y) = . (6.2)
f(@y) {O siy # 0.
Alors, en (0, 0), la fonction f admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions. En effet, si e
est un vecteur colinéraire a ey, disons e = aey, avec o # 0, alors la fonction t — f(te) = f(at,0) = ta
a pour dérivée « en 0. Autrement dit, 9, f (0,0) = «. Si maintenant e est un vecteur non colinéaire a ey,
il s’écrit sous la forme e = ae; + Ses, avec B # 0. Alors pour tout t € R*,

t t t

On en déduit que f admet une dérivée directionnelle selon e. Pourtant, 9; f(0,0) = 1, 92 f(0,0) = 0 et
on n’a pas (pour o # 0) I’identité :

9ef(0,0)(= 0) = ad1£(0,0) 4+ 02 f(0,0)(= a).

Ainsi, méme si une fonction admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions, il n’est pas
toujours possible de les calculer linéairement a partir des dérivées partielles dans les directions de la
base canonique.

6.3.2 Différentiabilité

Cependant, il existe une grande classe de fonctions pour lesquelles on peut exprimer les dérivées
directionnelles linéairement a partir des dérivées partielles. Il s’agit des fonctions différentiables, qu’on
peut considérer comme la bonne généralisation des fonctions dérivables dans le contexte des fonctions
de plusieurs variables.

Définition 6.25. On dit que g : D C R"™ — R est différentiable en un point a intérieur a D s’il existe
une application linéaire L € L(R™;R) telle que

o 9@) = gla) — L(z — a)
T PR

=0.

La fonction z + Z (x)f“"”(;”)_;ﬁ(m*“) est définie sur D\ {a}. Elle ressemble & un taux d’accroissement,

a ceci pres qu’au dénominateur, on prend la norme de x — a, au lieu de © — a (on ne sait pas diviser par
un vecteur).

Lemme 6.26. L’application linéaire L, lorsqu’elle existe, est nécessairement unique.

Démonstration. En effet, s’il existait une autre application linéaire L vérifiant la méme propriété, on
aurait pour tout z € D \ {a},

) () e e

g9(x) —g(a) Lz —a)

|z —a |z —a [l — all [ — all [l — all [ — all
<‘m@—9@%fﬂx—® g(x) —g(a) = L(z — a)
- [ —af [l — al

Par hypothese, on sait que le membre de droite tend vers 0 lorsque x tend vers a.
Soit maintenant v € R”, ||v|| = 1. Comme a est un point intérieur a D, il existe 7 > 0 tel que pour
tout t €] —n,n[, a + tv € D (parce que ||(a + tv) — a|| = |¢|||v|| < 7). En prenant x = a + tv dans le
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calcul précédent, le membre de gauche devient |L(v) — L(v)], tandis que le membre de droite tend vers
0 lorsque ¢ tend vers 0. On en déduit que |L(v) — L(v)| = 0, i.e. L(v) = L(v). Ceci est vrai pour tout
vecteur de norme 1, et donc aussi par linéarité, pour tout vecteur de R™. En conclusion, L = f/, ce qui
démontre 1’unicité de I’application linéaire L. U

Lemme 6.27. On suppose que g : D C R™ — R est différentiable en a € D et on note L I’application
correspondante comme dans la Définition Alors

1. toutes les dérivées directionnelles de g en a existent et pour tout e € R™ \ {0},
Oeg(a) = Lle].
2. Pour tout v = (v1,...,0p),
Liv] = vi019(a) + - - - + v,0n9(a).
Démonstration. Pour le premier point, on observe que pour tout ¢t € R*,

gla+te) —g(a) _ |lte]l g(a +te) — g(a) — Dg(a)lte] = Dg(a)[te]

7 7 te] ¢
_ Ity latte) — g() = Dy(@lte]
= el T e + Dy(a)le].

Le premier terme tend vers O par définition de la différentielle. On en déduit que g admet une dérivée
directionnelle selon e, et qui vaut Dg(a)[e]. Cela démontre le premier point. De plus, si e est un vecteur
de la base canonique e;, on obtient

Dg(a)lei] = 0ig(a).

On en déduit par linéarité de Dg(a) que pour tout v = (vy,...,v,)),

dvg(a) = Dg(a)[v] = Dg(a)[vier + - + vney]
=v1Dg(a)[er] + - + vaDg(a)len]
=v1019(a) + -+ + v,0ng(a).

Cela acheve la preuve. U

On reconnait donc dans I’application linéaire L la différentielle de g en a qu’on avait déja introduit
dans la section Assimiler. 1l faut prendre garde ici qu’on peut définir la différentielle des que toutes les
dérivées partielles de g existe. Cela n’implique pas pour autant que g soit différentiable (1a fonction f dé-
finie par[6.2]en est un contrexemple). En revanche, le lemme précédent affirme que si g est différentiable,
alors g admet des dérivées partielles dans toutes les directions.

Le lemme précédent affirme aussi que lorsqu’une fonction g est différentiable, on peut effectivement
calculer toutes ses dérivées directionnelles en fonction des dérivées partielles.

Exercice 6.28. En admettant que la fonction

(z,y) =y sin(zy) + o
est différentiable sur R?, exprimer sa différentielle en tout point.
Exercice 6.29. Montrer qu’une fonction différentiable en un point est continue en ce point.

Solution : soit f : D C R™ — RP qu’on suppose différentiable en un point a € D. Alors pour tout = # a,
[f(x) = fa)] < |f(x) — f(a) = Df(a)lx — al| + || Df (a) [z — d]]|
|[f(x) = f(a) = Df(a)[x — a]|
< [z = all + [[1Df (@Il [l — all.

[l —af

Les deux termes du membre de gauche tendent vers 0 quand z — a.
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Proposition 6.30. Soit f : I — R™ Alors f est dérivable si et seulement si f est différentiable.

Démonstration. Notons f = (fi1,..., fn) les composantes de f : pour tout ¢ € I, on a donc f(t) =
(f1(t),..., fn(t)). Dire que f est dérivable signifie que chaque composante f; est dérivable. Si c’est le
cas, alors

o L) = [0 = WO, S3(0)
h—0 h

(AR SO DY, ) - 100

h—0 h T S0 h
On en déduit que f est différentiable en ¢ et D f(¢) est I’application linéaire
h € R" — h(fi(t),..., fL(t) € R™.
Réciproquement, si f est différentiable en ¢ alors il existe une application linéaire L : R — R" telle que

L f(E b £~ LA

=0.
h—0 h

On en déduit que le taux d’accroissement w a une limite, qui vaut L[1]. Ainsi, f est dérivable

en t, de dérivée L(1). O

La preuve montre donc

Df(t): h = Df()[h] = h(fi(t),..., fr(t)).
Exercice 6.31. Soit f : R™ — R une forme linéaire. Montrer que f et différentiable sur R™ et que pour
tout a € R, Df(a) = f.
Exercice 6.32. Soit A une matrice symétrique. On note (-, -) le produit scalaire canonique sur R™. On
définit la fonction
frx— (x, Ax).
Montrer que f est différentiable sur R".

Solution : On forme pour tout z, h € R” la différence
f@+h) = f(2) = (& + h, Ax + b)) — (e, Az) = (h, Az) + (x, Ah) + (h, Ah).

Comme A est symétrique, on a (h, Az) + (x, Ah) = 2(Az, h). Pour tout € R", la fonction L : h — 2(Az, h)
est linéaire. C’est donc un bon candidat pour étre la différentielle de f en x.
On a par ailleurs |(h, Ah)| < ||h||2||Ah||2 par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis

R SR e ER [

Notons M:= ( maxj<i<n ||Aez-||2>. On a donc montré :

12]]2

On en déduit que le taux d’accroissement du membre de gauche tend vers 0 quand h tend vers 0. Ainsi, f est
différentiable de différentielle L.
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Exercice 6.33. Soit

($2 +y2)Sin \/:BQITyQ’ si (x7y) + (070)7

0, sinon.

f:(w,y)ERQH

Montrer que les dérivées partielles de f en (0,0) existent et les calculer. Est-ce que f est différentiable
en (0,0)?

Théoréme 6.34. Si g est de classe C* sur D, alors g est différentiable sur D.

On pourra admettre la preuve de ce théoreme.

Démonstration. On prouve le résultat pour n = 2 (le cas général est analogue mais moins lisible). On utilise la

norme || - ||oo. On fixe a = (ay, az) € R% Soite > 0. Comme ;g et d2g sont continues en a, il existe n > 0 tel
que pour tout || (z1,x2) — (a1, a2)|lec <,
|01g(x1,22) — O1g(ar,a2)] < e, |dag(w1,22) — Dag(ar,az)| <. (6.3)

Pour tout (21, z2) € B((a1,az2),n), on écrit
g(z1,22) — g(a1, a2) = (g(z1,22) — g(21, a2)) + (9(21, a2) — g(ar, az)).
Par le théoréme fondamental du calcul différentiel appliqué a la fonction zo — g(x1, x2),

d

g(x1,22) — g(a1,02) = /0 %(g(acl,ag + t(xe —ag)))dt = /0 Oag(x1, a2 + t(xa — az))(x2 — az) dt.

On en déduit
1
lg(z1,2) — g(x1,a2) — Dag(ar, az)(ze — az)| < |22 — a2|/ |02g(71, a2 + t(z2 — a2)) — 2g(a1, az)| dt.
0

Pour tout ¢ € [0,1], ona ||(z1, a2 + t(z2 — a2)) — (a1, a2)||s < 1. Donc par (6.3),
|029(21, a2 + t(z2 — a2)) — Da2g(ar, az)| < e.

Ainsi,

lg(w1,22) — g(21,a2) — O2g(ai, az)(xre — az)| < €lze — az|.
On montre de méme

lg(w1,a2) — gla1, az) — O1g(a1, az)(x1 — a1)| < elzy — ai.
11 suit que

lg(z1,22) — g(a1,a2) — (v1 — a1)01g(ar, az) — (v2 — az)02g(a1, az)|
<e(lzr — ar] + 22 — az) = 2¢||(21 — a1, 22 — a2) ||

Pour résumer, on a montré que si 0 < [|(z1 — a1, 22 — a2)||ec < 77, alors

9(301,302) - g(alaa2) - (961 - a1)519(a1,a2) - (302 - a2)52g(a1,a2)
[(z1 — a1, 22 — az2)/eo

< 2e.

Ainsi,
lim 9(z1,22) — g(a1,a2) — (21 — a1)drg(ar, az) — (22 — az)Beg(ar,a2) _
(z1,22)—(a1,a2) |(z1 — a1, 22 — a2)||s
Cela montre que f est différentiable en (a1, az), de différentielle
(h1,h2) — h101g(a1, az) + haO2g(a1, az).
Cela conclut la preuve du théoreme. |

Remarque 6.35. On peut voir que lorsque g est de classe C'' sur D, alors 1’ application
a € D~ Dg(a) € LIR";R)

est continue sur D (pour n’importe quelle norme sur £(R"™; R) puisqu’elles sont toutes équivalentes).
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Gradients et variation d’une fonction

On dit parfois que le gradient d’une fonction différentiable g : D — R en un point ¢ intérieur a D
indique la direction de plus grande pente. Cette phrase peut étre comprise dans le sens suivant. Etant
donné un vecteur e € R™ qu’on suppose unitaire pour la norme || - |2, ¢’est-a-dire ||e||2 = 1, la variation
infinitésimale de g dans la direction e est donnée par

o gla+te) — gla)
t—0 t

= deg(a) = Dg(a)le] = (Vg(a), e).

Pour maximiser cette variation infinitésimale, on cherche la direction e pour laquelle (Vg(a),e) est
maximale, autrement dit :

sup (Vyg(a), e).
ecR™,
llell=1

Par le théoréme de Cauchy-Schwarz, pour tout e € R™, ona (Vg(a),e) < ||Vg(a)ll|e]|, avec égalité ssi
e est positivement colinéaire a g(a). Ainsi, le vecteur e qui maximise les variations infinitésimales est

Vg(a)/||Vg(a)| (pourvu que Vg(a) # 0).

6.3.3 Différentiabilité des fonctions vectorielles

Comme pour les dérivées partielles, on peut étendre aux fonctions a valeurs vectorielles la notion de
différentiabilité introduite précédemment pour les fonctions a valeurs dans R.

Définition 6.36. On dit que f est différentiable en a = (ay,...,a,) € D si pour tout 1 < i < p, f; est
différentiable en a. On note

Dfi(a)[n]
heR"— Df(a)[h] =

D fp(a)lh]
La différentiabilité d’une fonction f peut &tre établie par 1’utilisation de taux d’accroissements :

Proposition 6.37. Une fonction f : D C R™ — RP est différentiable en un point a € D si et seulement
si il existe une application linéaire L : R" — RP telle

1f(x) = f(a) = Lz —a]|| _

lim
z—a | — al
Démonstration. Notons f1, ..., f, les composantes de f et supposons qu’elles sont différentiables en

a. Sur R?, on utilise la norme 1. Notons L[h] = (D fi(a)[h],..., D f,(a)[h]). Alors
f(@) = fla) = Lz — a] = (fi(x) = fila) = Dfi(a)[x —dl,..., f(x) = fp(a) = Dfy(a)[z — a).
Donc pour x # a,
|fi(x) = fi(a) = Dfj(a)lx — d]]
If(x) = f(a) = Llz —allh _ ng

[ = all - [ = all

Pourtout 1 < j5 < p,ona

o i) = (@) = DYj(@la —a

a—a [l — all

=0.
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On en déduit que
L F@) = f@) — L —allly

a—a [l — all

=0.

Réciproquement, s’il existe une application linéaire L : R™ — R? telle

po 15 = f(@) = Lz — a)]

va [ = all

=0,

montrons que chaque f;, par exemple f; est différentiable en a. Notons L; la j¢me composante de L,

qui est une application linéaire de R™ dans R. On a
P
[f1(@) = fi(a) = Lafe = a]| < D 1f(x) = fi(a) = Lylz — a]| = | f(x) = f(a) = L[z — a||1.
j=1

On en déduit que

|f1(x) — fi(a) — L[z — d]|

lim = 0.
z—a |z —all
Donc f est différentiable en a et D f1(a) = L1, ce qui conclut la preuve. O

La proposition précédente montre alors que la fonction

f(@)=f(a)=Df(a)[z—a] .
Fioe { el siz 7 a,

siz=a

est continue si et seulement si f est différentiable en a.

On dit que f : D — RP est différentiable sur un ouvert D si elle est différentiable en tout point de
D.

A partir du Théoréeme on obtient le résultat fondamental (en travaillant composante par com-
posante) :

Théoréme 6.38. Soit f : D C R™ — RP une fonction de classe C'. Alors f est différentiable sur D.

6.3.4 Composition de fonctions différentiables

Soient f : D C R™ —» RPetg: EF C RP — RY deux fonctions différentiables sur les ouverts D et
E respectivement.

Théoreme 6.39. La fonction g o f est différentiable sur D et

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a) , a€D.

On se souvient que D f(a) est une application linéaire de R™ vers RP et que Dg(f(a)) est une
application linéaire de R? vers RY. La composée est donc une application linéaire de R™ vers RY, ce qui
est aussi le cas de D(g o f)(a).

On pourra admettre le théoreme...

Démonstration. Introduisons les deux fonctions

f(@)=f(a)=Df(a)[z—a] ;
F(z) = { Te=al sie # 6,

0 siz = a,

9w =gU@)=DgU@y=I @] gy 2 f(q),

Gy) = {0 ly—F(a)ll iy fla),
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Comme f est différentiable en a, F' est continue en a. De méme, comme g est différentiable en f(a), G est
continue en f(a). Notre but est de montrer que

1 904@) —go f(a) - Dy(f(a)) o Df (@) — a]

z—a [l = all

=0.

On observe que pour tout x # a,

gof(x) —go fla) = Dg(f(a)) o Df(a)[x —a] _ g(f(x)) = g(f(a)) = Dg(f(a)[Df(a)[x — al]

[l — all [l — all
_ 9(f (&) = 9(f(a)) — Dy(f(a))[f(x) - f(a)]

[ —af
. D9(f(a))[f(z) — f(a) = Df(a)[x - a]]
[l —a '

Sif(x) # f(a),ona
9(f(x)) — 9(f(a)) — Dg(f(a))[f(x) = f(a)] _ g(f()) — 9(f(a)) — Dyg(f(a))[f(z) = f(a)] ||f(z) = fla)]

|z —all a 1f(x) = f(a)l [ —all

Cette égalité reste vraie si f(xz) = f(a). Par ailleurs,

Dy(f(a)lf(x) = f(a) = Df(a)[z — a]

e = Dy(f(a)) o — Dy(f(@)[F(x)]
On a donc montré que
go f(x) —go f(a) - Dg(f(a)) © Df(a)[w - a] _ G(f(ac)) Hf('r) - f(a)H + Dg(f(a))[F(ac)]
|z — all |z — all '
Ainsi,
Hg o f(l‘) —go f(a) |_ng((1](|(&)) o Df(a)[l’ — G]H < HG(f(w))H |f(|.|1‘; : (J:|(|a)|| + HDg(f(a))[F(x)]H

Comme Dg(a) est linéaire, elle est continue. Or, F' est continue en a. Par composition, lim,_,, Dg(f(a))[F(z)] =
0. En ce qui concerne le premier terme, on sait déja que G est continue en f(a). Comme f est continue en a, on
en déduit que lim,_,, G(f(z)) = 0. Il reste a estimer le terme

If @) = fl@)ll _ If() = f(a) = Df(a)(x —a)]|  [[Df(a)(z —a)]

I = all I — all I — all

Onalim,,, F(z) =0et
T—a
D e
pra (=)

Dans le membre de droite, ||| D f(a)||| désigne la norme opérateur de I’application linéaire D f(a), voir au besoin
la fin du chapitre 2. On en déduit que

P

@I+ |pr (7o)

[ = all

< 1D (a)lll-

tim (G L =S

v—a |z — all
Finalement, on a bien montré que

11 904@) = g f(a) ~ Dy(f(a)) o Df (@) — a]

v—a [ —af

=0. |
La traduction matricielle du théoreme s’écrit en termes de matrices jacobiennes :

Mp(gof)(@) = Mpy(()Mpy(a)-
A partir du Théoréeme on peut démontrer les Proposition [6.13] et [6.22]
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Preuve de la Proposition

Si f: I — R™estC,alors elle est dérivable et donc différentiable par la Proposition [6.30l De plus,
on a pour tous £, h € R :

Df(t)[h] = hf'(t) = (Rfi(t),. ... hfa(t)).

Alors par le Théoreme on en déduit que g o f est différentiable, et sa différentielle vérifie

D(go f)(t)[h] = (Dg(f(t)) o Df(t))[h] = Dg(f())[Df(t)[h]]
= Dg(f(t)[nf' ()]
= Dg(fO)[(f1(8), - -, L7 (1)),

Le vecteur (hf{(t),...,hf} (t)) peut se réécrire Z hf!(t)e;, en notant e; les vecteurs de la base cano-
i=1
nique de R™. Donc par linéarité de Dg(f(¢))

D(go thz (H)Dg(f())le:] —hZfz
Par ailleurs, en appliquant a nouveau la Proposition g o f est dérivable et

h(go f)'(t) = D(g o f)(£)[h].

Donc n
h(go £)(t) =h>_ F(H)dig(f (1))
=1

Comme 1’égalité précédente est vraie pour tout h € R, elle I’est en particulier pour A = 1. On a donc

montré que
n
i=1

Comme chaque f; et g sont C!, le membre de droite de 1’égalité est continue. Donc (go f)’ est continue.
Cela montre que g o f est C', avec I’expression attendue de sa dérivée.
O

Preuve de la Proposition
Par le Théoreme [6.39] on sait que g o f est différentiable, avec pour tout a € D et pour tout h € R™ :

D(g o f)(a)[h] = Dg(f(a))[Df(a)[A]].

-eme

Appliquons cette inégalité€ a h = ¢; (le j

D(g o f)(a)lej] = Dg(f(a))[Df(a)le;]]-

vecteur de la base canonique de R") :

De maniere équivalente,
9i(g© f)(a) = Dg(f(a))[0; f(a)].

Notons g; le i€ vecteur de la base canonique de R™. En écrivant 9; f(a) = (9; fi(a),...,0jfp(a)) =

Z 0; fi(a)e;, il vient

i=1

Za fl Dg Za fz z ))
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C’est la formule attendue. Comme f et g sont supposés C'!, le membre de droite de 1’égalité précédente
est continue. Il en est donc de méme du membre de gauche, ce qui prouve que g o f est aussi C'.
O
6.3.5 Théoréme des accroissements finis
Considérons une fonction f : D — R une fonction C''. Alors pour tout a,b € D tels que

la,b] ={(1 —t)a+tb;t €[0,1]} C D,

on peut considérer la fonction g : t € [0, 1] — f((1—t)a+tb). Par composition, il s’agit d’une fonction
C! sur [0, 1]. Par le théoréme des accroissements finis appliqué a g, on a

l9(1) — g(0)] < sup |¢'(c).
c€]0,1]

Ainsi,

£(b) = f(a)] < sup |g'(c)].

c€]0,1]

Par la régle de la chaine, on calcule
dt)=Df((1 —t)a+tb)(b—a)= (Vf((1—t)a+1tb),b— a).
Par le théoreme de Cauchy-Schwarz,
[(Vf(ta+ (1 =1)b),b—a)| <[[Vf(ta+ (1= )b)2]|b — allz.
On en déduit
Théoreme 6.40.
£ (b) = f(a)] < Sup, IVF (@)l 16— allz.

Exercice 6.41. Soit f : R? — R une fonction C! telle que pour tout (z,y) € R?,

Montrer que pour tout (x,y) € R2,

[ (@, 9)| < [£(0,0)] + max(|z], |y).

93



94



Chapitre 7

Quelques compléments sur les fonctions de
plusieurs variables

Dans ce chapitre, on poursuit 1’étude de la différentiabilité des fonctions de plusieurs variables. On
commence par le théoreme d’inversion globale qui permet de justifier facilement des changements de
variables. Puis on introduit les dérivées partielles d’ordre supérieur. Elles nous permettront d’identifier
les minima d’une fonction.

7.1 Découvrir

7.1.1 Changement de variables

Dans cette section, D et €2 désignent deux ouverts de R™ (pour rappel, cela signifie que tous les
points de D sont intérieurs a D et de méme pour §2).

Définition 7.1. On dit que f : D — R™ est un C difféomorphisme de D sur §) si
1. fest cl,
2. f est une bijection de D sur (),
3. f~Yestde classe C' dans ).

1l est facile de voir que si f est un C'! difféomorphisme, alors sa différentielle en tout point (qui est
une application linéaire) est inversible. C’est I’objet de la proposition suivante.

Proposition 7.2. Soit f : D — R™ un C difféomorphisme sur Q0. Notons h = f~! son inverse. Alors
pour tout a € D, D f(a) est une application linéaire inversible et

[Df(a)]™" = Dh(f(a)).

Preuve : Pour tout a € D, on a h o f(a) = a. Les dérivées partielles de I’application linéaire
i:a €R"— a € R"sontdji(a) = ej (le j°™ vecteur de la base canonique). Comme ho f(a) = a, on
obtient donc 0;(h o f)(a) = e;. En répétant ce calcul pour tous les j, on en déduit que D(h o f)(a) est
I’application identité de R™ dans lui-méme. Par la régle de calcul de la dérivée partielle d’'une composée
(voir (6.1)), il vient donc Dh(f(a))o D f(a) = Id. Ainsi, D f(a) est une application linéaire inversible,
d’inverse Dh(f(a)).

O

La proposition a une réciproque. Pour I’énoncer, nous aurons besoin de la notion de jacobien :

Définition 7.3. On note Jy(a) = det Mpy q,) le jacobien de f en a.
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Le théoreme suivant, appelé théoreme d’inversion globale, donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f soit un difféomorphisme.

Théoréme 7.4. Soit f : D — R™ une application C'. On suppose que f est injective et que
Va € D, J¢(a) = det D f(a) # 0.

Alors I’ensemble Q = f(D) est un ouvert et f est un C* difféomorphisme de D sur ).

7.1.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur
Dans cette section, D est un ouvert de R" et f : D — RP,

Définition 7.5. On dit que f est de classe C? si f est C' et toutes les dérivées partielles de f, i.e. les
fonctions 0; f : D — RP sont aussi C L

On note
0i(0;f) = 05 f.
Théoréme 7.6 (Théoréme de Schwarz). Si f est de classe C? sur D, alors
ainf = ajgz‘f :
Exercice 7.7. Soit f : R? — R définie par

f(z,y) = {%3267@3) si (x,y) # (0,0),

0 sinon.

Montrer que 012 f(0,0) et 921 (0, 0) existent. Déterminer ces deux nombres. Qu’en déduire ?

Définition 7.8. On définit par récurrence les fonctions de classe C™ : f est de classe C™ si f est C*
et toutes les dérivées partielles de f sont C" . De maniére équivalente, f est C™ si f est C"~! et les
dérivées partielles de f d’ordre n — 1 sont C".

7.2 Assimiler

7.2.1 Quelques exemples de changements de variables

Exemple 7.9 (Coordonnées polaires dans le plan). La fonction
C:(r,0) € D=]0,+00[x] — 7,7~ (rcosf,rsinf) € Q =R?\ {(z,0),z < 0}

est un C'! difféomorphisme de D sur ).

Pour justifier cette affirmation, commengons par observer que C est bien a valeurs dans 2. En effet,
pour tout (r,0) € D, sirsinf = 0, c’est que § = 0, et donc 7 cos @ = r > 0. Donc C(r, 0) € Q.

Ensuite, C est C'! (produits de fonction C''). Montrons que C : D — € est surjective. Pour tout
(z,y) € Q, posons r = ||(x,y)|l2 = /22 + y2. Alors le vecteur (£, £) est de norme 2 égale a 1. On se
souvient que 1’ensemble des vecteurs (a, b) de R? tels que ||(a, )2 = 1 est le cercle centré en (0,0) et
de rayon 1. Il existe donc 6 €] — 7, 7r[ défini par

T ) Yy
cosf=— , sinf==.
r r

Comme (x/7,y/1) # (—1,0), on peut bien exclure § = . Alors C(r,0) = (z,y) donc C est surjective
de D sur .
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Par ailleurs, C est injective : en effet, si (rcos@,rsinf) = (' cos@’,r'sin@’), alors en prenant la
norme 2 de ces vecteurs, on trouve r = 1/, puis par injectivité de 6§ — (cos 6,sin ) sur | — 7, [, on en
déduit & = #'. Ainsi, C est une bijection de D sur .

Enfin, on calcule Je(z,y) = r # 0. Le théoréme s’applique : C est un C' difféomorphisme de D
sur 2. On en déduit que C~! est également C'*.

Exemple 7.10. En revanche,
C: (r,0) €[0,400[x] — m, [~ (rcosf,rsinf) € R?\ {(x,0),z < 0}

n’est pas injectif de [0, +o0o[x]| — 7, 7r[ sur son image, et n’est donc pas un difféomorphisme.

Exemple 7.11. La fonction

b:(z,y) €D =RxR* = (Z,22+¢%) € Q=R x R**.
y

estun C'* difféomorphisme de D sur €.

Comme z2 + 32 > 0 pour tout (x,7) € D, on vérifie que ¥)(D) C €. On observe aussi que les
fonctions x — ¢ et (z,y) x2 + y? sont C'! sur D comme somme, produit et inverse de fonctions C'!
, le dénominateur ne s’annulant pas. On peut alors calculer la jacobienne de ) en un point (z,y) € D :

1 =z
e =g 7 )

d’olt ’on déduit le jacobien Jy(z,y) = 2(1 + Z—;) > 0. Soit (u,v) € €. On cherche a résoudre le

systeme
T

5 = U X = Yyu
2?4y = v vur+1) = w
Comme v > 0, on obtient 'unique solution (z,y) = (uy /1357, 4/ 7357) qui appartient & D. L'exis-

tence d’une solution garantit la surjectivité de v tandis que 1’unicité garantit I’injectivité de ). On peut
conclure par le théoréme d’inversion globale que v est un C! difféomorphisme de D sur §).

Dans les deux exercices qui suivent, on utilise le théoreme d’inversion globale de la maniere sui-
vante. On se donne un difféomorphisme 1 d’un ouvert D C R™ sur un ouvert 2 C R™. On note C'(D)
I’ensemble des applications de classe C' sur D a valeurs dans R, et de méme pour C''(2). Alors ’ap-
plication

feC Q) foyp e CH(D)

est bijective, d’inverse
gE Cl(D) —goyle Cl(Q).

Exercice 7.12. Résoudre 1’équation aux dérivées partielles suivante :
alf(way) - an(way) =0

On pourra faire le changement de coordonnées : u =z + y,v = x — ¥.
Exercice 7.13. Soient U = {(z,y) € R? : z < y} et

¢ (z,y) ER® = (2 — 2zy — 32, y)

1. Montrer que ¢ est un C'* difféomorphisme de U sur V = {(u,v) € R? : u + 2v? > 0} (pour la
surjectivité, on pourra dresser le tableau de variations de la fonction x +— % — vz — v — ).

2. Résoudre I’équation aux dérivées partielles suivantes d’inconnue f : U — R :
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7.2.2 Formule de Taylor-Young et extrema

On commence par présenter une version de la formule de Taylor-Young pour les fonctions de plu-
sieurs variables.

Théoréme 7.14 (Formule de Taylor-Young). Soient f : D — R de classe C? et a un point dans
Uintérieur de D. Alors il existe § : D — R tel que lim,_,, §(z) = 0 et tel que pour tout x € D,

F@) = fa)+ Di@)le —a) +5 S 0% (@) — ai)(a; —a) + |l — al*6(a).
1<4,j<n

On pourra trouver une preuve de la formule de Taylor-Young dans la section Approfondir de ce
chapitre.

Exercice 7.15. 1. Dessiner I’allure approchée des courbes de niveau de la fonction f : (z,y) —
22y + 3yz* — 2xy> au voisinage du point (1,1).

2. Méme question pour la fonction
fozy) ot + oyt — 42 — 43 + 2227 — day® — dya® + 82% 4 8y® + 8wy — 8z — Sy + 4
au voisinage du point (1,1).

Dans toute la suite de cette section, D est un ouvert de R? et g : D — R une fonction de classe C'.

Définition 7.16. 1. On dit que g admet un maximum local en (xq,yo) s’il existe r > 0 tel que

V(z,y) € B((w0,90):7), 9(x,y) < g(wo,Y0),

2. minimum local : >
3. maximum local strict : <

4. minimum local strict : >

On remarquera que cette définition ne dépend pas de la norme choisie pour définir les boules
B(($07 y0)7 74)‘

Définition 7.17. 1. g admet un maximum global en (x,yo) si pour tout (x,y) € D,

g(z,y) < g(zo,y0),

2. g admet un minimum global en (¢, yo) si pour tout (x,y) € D,

g(z,y) > g(xo,yo0)-

Ces définitions généralisent les notions de maximum et minimum pour les fonctions d’une seule va-
riable. Quelques rappels dans ce cadre : soit f : R — R une fonction au moins C. Si g est un minimum
local de f, alors f/(xg) = 0. On peut le voir par exemple en considérant les taux d’accroissements : pour
tout A > 0 assez petit,

f(@o + h) — f(=o)
h
On en déduit en passant 2 la limite pour h — 0% que f/(x¢) > 0. Maintenant, pour tout & < 0,

f(zo+h) = f(z0)
h

> 0.

<0.
En passant 2 la limite pour & — 07, on trouve cette fois f’(zg) < 0. Finalement, f'(xq) = 0.
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On peut également obtenir une information sur la dérivée seconde. Dans cet objectif, on écrit la
formule de Taylor-Young : il existe > O et d :]Jzg — r, xo + r[— R une fonction qui tend vers 0 en x
tels que

f(x) = f(zo) + (x — x0) f'(0) + %(95 —20)2f"(z0) + (x — 20)%0(x) , x €Jzo — 1 W0+ 7]

Comme f'(x¢) = 0, il vient

F(2) — f(wo) = 5(x — 20)2f"(a0) + (& — 20)?8(z).

Comme z( est un minimum local, on en déduit que pour tout x proche de z,

@ — 202" (w0) + (2 = 20)?0(2) 2 0

et donc en simplifiant par (z — 2¢)2,
1" (zo) +26(z) > 0.

En faisant tendre x vers x, on obtient finalement que f”(z) > 0. Pour résumer, on a montré que si xg
est un minimum local de f, alors nécessairement f’(zg) = 0 et f”(z) > 0. Ces conditions f'(xg) =0
et f”(x¢) > 0 sont presque suffisantes pour que ¢ soit un minimum local de f.

Plus précisément, si zg € Rest tel que f/(z) = 0et f”(zq) > 0, alors z est un minimum local (on
pourra aisément deviner un énoncé analogue pour les maxima locaux). La preuve repose sur la formule
de Taylor-Young (pour les fonctions d’une variable) : il existe » > O et § :] — r,7[— R une fonction qui
tend vers 0 en x tels que

f(x) = f(zo) + (x — x0) f'(0) + %(95 —20)*f" (o) + (x — 20)?8(x) , x Elwo—r,z0+7].

Comme f'(xo) = 0, on en déduit

f(x) = f(xo0) + %(5'3 —20)*f"(z0) + (x — 20)?5(x) , =z Elmo— 1,30 +7[.

Quitte a réduire 7 > 0, on peut supposer que |§(z)| < 1f"(z¢) lorsque x €]zg — r,zo + r| (ici, on
utilise I’hypothese que lim,_,,, d(x) = 0). Alors pour tout x €]zg — 7, z9 + 7|,

1

f(z) > f(zo) + %(5'3 —20)?f"(z0) — = f"(wo)(z — z0)* = f(wo) + 1(90 —20)%f"(20) > f(w0)

et donc x( est un minimum local.
Ces conditions nécessaires ou suffisantes d’extrémalité peuvent se généraliser aux fonctions de plu-
sieurs variables. On se limite dans la suite a deux variables.

Proposition 7.18. Si g présente un minimum ou un maximum local en (xq,vo) et si g est C*, alors
d19(z0,y0) = 0 = D2g(z0, Yo)-
Définition 7.19. Si Dg(xq,yo) = 0, on dit que (xo,yo) est un point critique.

Preuve : Les fonctions = — g(z,y0) ety — g(xo,y) admettent toutes les deux un maximum ou un
minimum local en x et yg respectivement. Donc

019(x0,y0) = 0 = O2g(x0, yo)-
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Remarque 7.20. Les extremums sont a chercher parmi les points critiques, mais tous les points critiques
ne sont pas forcément des extremums.

On introduit les notations :

r= 5%19(5'30,%), s = 3%29(330,2/0), = 5%29(5'30,2/0)-

Pour pouvoir déterminer si un point critique est un extremum ou pas, on a besoin des dérivées
partielles d’ordre 2, et plus précisément de la formule de Taylor-Young d’ordre 2. Au voisinage d’un
point critique (¢, yo) (ol les dérivés partielles s’annulent), la formule de Taylor-Young s’écrit :

1
g(xo + h1,y0 + h2) = g(xo,yo) + B (V"Zh% +t°h3 + 2SthhZ) + [[(h1, h2)136(ha, ha),

avec lim(y,, 5,)—0 9(h1, h2) = 0. En utilisant la notation matricielle,

1 r s h
oo+ oo+ ) = gCanaw) =5 (it ) (05 ) (1) + N ) B, ha).

Supposons par exemple que (¢, Yo ) soit un minimum local. Alors pour tout (h1, he), g(zo+h1, yo+
he) — g(zo,y0) > 0, ce qui d’apres la formule précédente implique :

(i) (05 ) (1) 2t s, ha) > o

S

On aimerait se débarrasser du reste. Pour cela, on peut procéder ainsi. On se donne un vecteur z =
(21, 22) et on applique ce qui précede au vecteur h = Az = (Az1, A\z2), ot A est un nombre destiné a

tendre vers O :
2 r.s Z1 2 2
Mz o2) ( ; ) ( 2 ) + 2X%||(21, 22)||30(Az) > 0.

S

On divise par \? et on fait tendre A vers 0. Comme limy_,o §(Az) = 0, il vient

o ()(2)e

Comme c’est vrai pour tout (21, z2), on en déduit que la matrice hessienne de g en (x¢,yo) définie par

2 o T S
Vg(xo0,y0) = ( s ¢ )

est positive. Comme elle est symétrique, ses valeurs propres sont positives. On a donc montré que si
(20, yo) est un minimum, alors la hessienne en (xg,yo) est une matrice positive. La réciproque est
presque vraie.

Théoréme 7.21. Soient g : D C R? — R une fonction de classe C?, (xg,10) € D un point critique de
g- Onnote r = d,9(x0,y0), s = 9729(20,Y0), t = 9559(x0, Yo)-
1. (x0,v0) est un minimum local strict si vt — s> > 0 et v > 0,

2. (x0,v0) est un maximum local strict si vt — s?> > 0 et r < 0.

Dans le cas ol t — s < 0, on dit que (20, yo) est un point selle. En notant A1, Ay les valeurs

propres de V2g(zo, o), alors le signe du déterminant 7t — s> = A1 Ay montre que \; et Ay sont de signe
opposé. Supposons par exemple A\; < 0 < Ag. Notons €1 un vecteur propre associé a A; et €2 un vecteur
propre associé a Ay. Alors on peut montrer que 0 est un minimum local de ¢t — f((xo,y0) + te1) et un
maximum local de t — f((xo, yo) + te2).
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Exemple 7.22. Le point (0, 0) est un point critique de la fonction (x,y) — x? — 2. Mais ce n’est ni un
maximum local ni un minimum local.

Meéthode 7.23. Pour étudier les extrema locaux d’une fonction f : U — R de classe C? sur un ouvert
U CR",

1. on calcule les points critiques de f, ¢’est-a-dire les x € U tels que V f(z) = 0,
2. on calcule la hessienne de f en chaque point critique,

3. on détermine s’il s’agit d’extrema (minima ou maxima locaux) en calculant les valeurs propres de
ces matrices hessiennes.

Exercice 7.24. Chercher les extrema locaux des fonctions suivantes sur leur domaine de définition

l. (z,y) — cosxsiny,

2. (z,y) — zy,
3. (z,y) — 2% — 29> — 20 + 1.
4. (z,y) — 2+ %y?’ +3y? — 3z + 1.

7.3 Approfondir

7.3.1 Preuve de la formule de Taylor-Young : Théoreme

On travaille avec la norme || - ||; sur R” (changer de norme revient a changer de fonction J, mais pas
le fait que cette fonction tende vers 0 en a). On introduit la fonction

=Y oif(a)(@; — a;) Z - ai)(z; — aj).
=1 1<z,]<n

Posons pour tout x € D,

0 siz = a.

5(z) = {Wsﬁ(m) siza,

Il s’agit de montrer que lim,_,, §(x) = 0. Pour tout k& € [1,n],

Op(x) = O f(x) — O f(a) — —Z Z% —a;)

= Of () = O f(a Za O f)(a) (i — ai).

Soit ¢ > 0. Comme Oy f est C! pour tout k € [1,n], il existe > 0 tel que pour tout x € B(a,n),
pour tout k£ € [1,n], |Oxp(z)| < €|lz — al1. Cela implique que pour tout y € B(a,n), pour tout
e=(e1,...,6en)s

n
[De(y)le]| = |Zak80 Jex| < Zlaw Mewl < elly —all Y lexl = elly — allllellx

k=1

et donc
I1DeW)l|l1 = sup [Dp(y)le]l < elly — a1

llell1=1

En particulier, pour tout y dans le segment [a, 2] = {ta + (1 —t)z : t € [0,1]}, ona

HIDe@)lll < elly —ally < ellz — ally.
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Alors, par le théoréme des accroissements finis (Théoreme[6.40)), on en déduit que pour tout x € B(a,n),

() = p(a)| < €|z — all,

ce qui se réécrit

F@)~ f@) - Df@w—a] ~ 5 3 S f(a)(wi — ai)(e; —aj)| < lle —al}

1<i,j<n
Cela montre bien que la fonction

1
Iz — all}

() (70 - fl@) - Di(@ —a = 5 3 Bf@@i-a)w-a)) . ota

1<i,j<n

tend vers O en a.

7.3.2 Preuve du Théoréme de Monge : Théoréme [7.21]

Avant de donner la preuve de 1I’énoncé proprement dit, on aura besoin du résultat suivant en algebre
linéaire.

Lemme 7.25. Si A € M3 (R) est une matrice symétrique définie positive, alors il existe o > 0 tel que
pour tout h € R?,
hT Ah > of|h)3.

Preuve du lemme : Noter que Ah est un vecteur (colonne) de R" et h™ Ah est un vecteur colonne de
R, autrement dit un nombre réel !
Comme A est symétrique, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telle que

A = PTDP. Les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres A\; et Ao de A : D = < A0 >

0 o
Alors
W' Ah = W' PTDPh = kT Dk

en posant kK = Ph. En notant k = < ];1 > il vient
2

KT Ah = Mkf 4+ Aok3 > min(\p, Ao) (K2 + k3) = min(Ap, Ao) || k|3

Comme P est orthogonale,

kHQ = HhHQ Ainsi,
RT Ah > min(Ay, Xo)||h||3.

On pose o = min(Ay, A2). Comme A est définie positive, Ay > 0 et Ao > 0, donc o > 0. Cela permet
de conclure la preuve du lemme.
O
On peut alors se lancer dans la preuve du théoreme :
Preuve : On prouve le théoréme dans le cas r > 0. Le cas r < 0 se déduit du précédent en considérant

— f au lieu de f.
r s
=(07)

La matrice



est symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Notons A; et A2 ses valeurs propres. Le
déterminant de A qui vaut rt — s> > 0 est le produit des valeurs propres A; A2. On en déduit que \; et
A2 sont de méme signe. Comme 7 > 0 et rt — s > 0, alors ¢ > s2/r > 0. La trace de A, qui est la
somme des valeurs propres A\; + Ao, vaut  + ¢ > 0. On en déduit que A; et Ao sont toutes les deux > 0.
Autrement dit, A est une matrice symétrique définie positive.

D’apres le lemme, il existe o > 0 tel que pour tout i € R?,

rT Ah > alh||3.

Par la formule (Z.1)), on obtient :

1
g(xo + h1,y0 + h2) = g(zo,y0) + §hTAh + [|(h1, h2) (135 (ha, ho)
(0]
> g(zo,y0) + Ell(hla ho)l13 + 11(ha, h2)|136(ha, h2)
o))
> g(wo,yo) + (5 +d(h, ho)) | (R, ha)|3-

Comme limy,, 1,)-5(0,0) 9(h1, h2)) = 0, il existe 7 > 0 tel que pour tout (hy, ho) € B(0,7), [5(h1, ha)| <
. Alors pour de tels vecteurs (hy, ha),

g(zo + h1,y0 + h2) > g(xo,v0),

ce qui montre bien que (x¢, o) est un minimum local de g.
U

Exercice 7.26. ** Soit f : R — R une fonction de classe C''. On suppose qu’il existe x €]0, 1] tel que
vVt € R, |f'(t)] < k. On définit alors la fonction :

F:(z,y) eR? — (x+ fy),y + f(x)).

1. Montrer que |f(t) — f(s)| < k|t — s

2. Montrer que F(R?) est un ouvert.

, et en déduire que F est injective sur R?.

3. L’objet de cette question est en fait de montrer que F'(R?) = R2.
(a) Montrer que |f(t)| < [f(0)|+ k|t|. En déduire que || F'(x,y)|1 > (1—k)||(z,y)]1 —2|f(0)]
puis que hmH(m’y)HﬁJroo HF(:C, y)H2 = +4-o00.
(b) Soit (g, o) € R2. On définit la fonction

G: (z,y) = |F(z,y) — (0, y0)]2-

Montrer que limj|(;. )| —+00 G(2,y) = +00. En déduire que G admet un minimum global
sur R? (on pourra utiliser une suite (T, Yn)nen telle que

lim G(zp,yn) = inf G(z,y)

n—++00 (z,y)€R

et montrer qu’elle est bornée, avant d’en extraire une sous-suite convergente).

(c) En déduire que la fonction G? admet un minimum global sur R2. On note (., ) un point
ott G2 admet son minimum.

(d) Conclure en calculant VG?(z,, yx).

Exercice 7.27. ** Soient n € N*, R"™ muni du produit scalaire usuel (-,-) et de la norme euclidienne
| - |2, F : R® — R™ de classe C'*. On suppose qu’il existe x > 0 tel que pour tout z, y € R™,

(F(z) = F(y),z —y) > K]z — y|*. (7.2)
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™

AN

. Justifier que F’ est injective.

Montrer que pour tout e € R”, pour tout y € R”, (DF(y)[e],e) > «||e||? (on pourra prendre
x = y + te dans (Z.2) puis faire tendre ¢ vers 0).

Etablir que F est un C' difféomorphisme de R” sur F/(R").
Montrer que lim|‘x||2_,+oo |F(x)]]2 = +oc.
Soit a € R". Montrer que lim |y, o0 [|F'(z) — all2 = +o0.

En déduire que la fonction g : z + ||F(x) — al|3 admet un minimum global sur R”. En calculant
son gradient en ce point de minimum, montrer qu’il existe z, € R™ tel que F'(z,) = a.

Conclure que F'(R") = R"™.
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Chapitre 8

Probabilités discretes

8.1

Evénements aléatoires

8.1.1 Issues et événements

L’ensemble des issues possibles d’une expérience aléatoire est appelé 1’univers, et souvent noté ).
Les issues, c’est-a-dire les éléments de €2, seront souvent désignées par la lettre w.

Exemple 8.1. On peut modéliser

1.
2.

un lancer de dé en prenant Q = {1,2,...,6},

deux lancers successifs d’un méme dé par 2 = {1,2,...,6}2. Une issue est donc un couple (4, ;)
ou ¢ désigne le résultat du premier lancer, et j le résultat du deuxieme lancer,

. un lancer de deux dés, I’'un rouge, I’autre vert, avec 2 = {1,2,... ,6}2. Une issue est un couple

de nombres, le premier indiquant le résultat du dé rouge, le second indiquant le résultat du dé vert,

. un lancer de deux dés identiques par 2:={{7,j} : 1 < 4,5 < 6}. Les issues ne sont plus des

couples, mais des ensembles qui sont soit des singletons : {1},...,{6} (c’est le cas si les deux
dés indiquent le méme résultat), soit des ensembles a deux éléments : {i, j} avec i # j.

. On lance un dé une infinité de fois. Une issue sera alors la suite des résultats obtenus, c’est-a-dire

une suite numérique compris entre 1 et 6. L univers est alors {1,...,6}.

On lance une piece de monnaie et on s’ arréte des qu’on obtient un pile. Chaque issue correspondra
a un nombre de lancers supérieur ou égal a 1. Dans ce cas "univers s’identifie 8 N* U {oco} (on
rajoute {oo} pour I’issue ol on n’obtient jamais pile).

On note P(2) I’ensemble des parties de 2. Les éléments de P(€2) sont donc des parties de €.
On considere un sous-ensemble £ de P(€2) qu’on appelle I’ensemble des événements de 1’expérience
aléatoire. Un événement est donc une partie de €2, autrement dit un ensemble d’issues de 1’expérience
aléatoire.

Exemple 8.2. 1. Lors du lancer d’un dé, on pourra considérer I’événement le nombre obtenu est 1,

2.

ou bien le nombre obtenu est pair.

Lors du lancer répété d’une piece de monnaie qu’on arréte dés qu’on obtient pile, on pourra
considérer I’événement on obtient pile avant le cinquieme lancer.

On choisira toujours 1’ensemble des événements £ de sorte que si A et B sont deux événements,
alors ’ensemble

e AUB={w e Q:we Aouw € B} est un événement, appelé événement A ou B,

e ANB={weN:we Aetw € B} est un événement, appelé événement A et B,

e O\ A={weQ:w¢g A}, noté encore A, est un événement, appelé événement contraire de A.
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On supposera aussi que I’ensemble vide, noté (), qui est la partie de 2 qui ne contient aucun élément,
est un événement. On I’appelle I’ événement impossible.

On peut considérer des suites d’événements : pour chaque entier n € N, on se donne un événement
A,,. On note (A,)nen cette suite d’événements.

Définition 8.3. La réunion d’une suite d’événements (A, )nen est définie par
Unen4p, = {w € Q : il existe n € N tel que w € A, }.

On dit qu’une suite d’événements est complete lorsque

1. les événements sont deux a deux disjoints :
Vn,m € N, A, NA, =0,

2. de réunion S :
UnENAn == Q

On supposera toujours que la réunion d’une suite d’événements est encore un événement.
Enfin, on dit que deux événements A et B sont incompatibles si AN B = ().

Exemple 8.4. 1. Dans le cas du dé, I’événement le nombre obtenu est divisible par 7 est impossible.
Les événements le nombre obtenu est pair et le nombre obtenu est impair sont incompatibles.

2. Dans le cas du lancer de piece, pour chaque n € N*, on peut définir I’événement A,, comme on
obtient pile avant le lancer n. Alors les événements A, ne sont pas deux a deux disjoints. Si on
considere I’événement B,, défini par on obtient pile au lancer n, alors les B,, sont deux a deux
disjoints.

3. Toujours dans le cas du lancer de piece, on note C,, I’événement on obtient pile apres le lancer
2= _ 1 et avant le lancer 2", pour tout n € N*, et Cy I'événement on n’obtient jamais pile,
alors la suite d’événements (C), ),cn est complete.

8.1.2 Probabilités

Une mesure de probabilité vise a donner une idée quantitative de I’importance de chaque événement.
Elle traduit par un nombre la chance que I’événement a de se réaliser.

Définition 8.5. Une mesure de probabilité P sur ) est une application de I’ensemble des événements £
a valeurs dans [0, 1] telle que
1 P(Q) =1, P(0) =0,
si A et B sont deux événements tels que A C B, alors P(A) < P(B),
si A et B sont deux événements tels que AN B = (), alors P(AU B) = P(A) + P(B),

N WD

si (Ap)nen est une suite d’événements deux a deux disjoints, alors
+o0
P(UnENAn) = ZP(An)
n=0

Le dernier axiome signifie que la série a termes positifs Z P(A,,) converge vers le nombre P(UpenAy,).
n
Remarque 8.6. En fait, on peut montrer que les axiomes 1 et 4 dans la définition impliquent les
axiomes 2 et 3.

Proposition 8.7. Si P est une mesure de probabilité, et A, B C (2,
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1. P(A°) =1—-P(A),

2. P(B)=P(A) —P(A\ B)si BC A,

3. P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).
Preuve : En écrivant 2 = A U A€, on obtient

1 =P(Q) = P(AU A°) = P(A) + P(A°)

d’ou la premiere relation. En écrivant A = B U (A \ B), on obtient la deuxieéme égalité. Enfin, en
observant que AU B = AU (B \ (AN B)), la troisieme égalité découle de la deuxieme.

O
Exemple 8.8. 1. Si €2 est un univers fini (comme pour le lancer de dé€), on définit la mesure de pro-
babilité uniforme sur €2 par
4]
VA C Q, P(A) = —.
1]

Ici, |A| désigne le cardinal de A
2. Si Q = {0,1}, on définit la mesure de Bernoulli de parametre p € [0, 1] par

P{1}) =p . P{0}) =1-p.
3. SiQest{0,..., N}, la mesure binomiale est définie par :

Définition 8.9. Soient A et B deux événements. On suppose que P(B) > 0. La probabilité condition-

nelle de A sachant B est

P(A|B) = %

Lemme 8.10. Soit { A, }nen une suite d’événements disjoints deux a deux. Alors pour tout événement
B C €, la série Z P(A,, N B) converge et
n

+oo
> P(A, N B) = P((Unendn) N B).
n=0

On pourra admettre la preuve.
Preuve : Observer que
(UnENAn) NB= UnEN(An N B)

(appartenir a I’ensemble de gauche signifie qu’on appartient a B et a1’un des A,,, tandis qu’appartenir a I’ensemble
de droite signifie qu’il existe n pour lequel on appartient 2 B et a A,, : il s’agit donc du méme ensemble!). De
plus, les A,, étant deux a deux disjoints, il en est de méme des A,, N B :

(Ap,NB)N(ApnNB)=A, NA,NB=(A,NA,)NB=0NnB=40.

On en déduit que la série Z P(A,, N B) converge et sa limite est P(Upen(Ay, N B)). Finalement,

+oo
P((UnenAn) NB) = > P(A,NB).
n=0
(]
Ce lemme a deux conséquences. La premiere est le fait que les probabilités conditionnelles sont des

mesures de probabilité :
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Proposition 8.11. On suppose que P(B) > 0. L’application P(:|B) : £ — R est une mesure de
probabilités sur Q.

On pourra admettre la preuve.
Preuve : Par définition de la probabilité conditionnelle,

P(0NB) P P(QNB) P(B)

OB =5 ~wm ~ TP ="5m "B
De plus, si (A, )nen est une suite d’événements deux a deux disjoints,
- P((Upen4n) N B)

]P)(UnGNAn|B) - P(B)
D’apres le lemme,

P((UnenAn) ZP (A, N B)
d’ou

Z P(A
A mB >
P(UnerAn|B) = =0 — Z Z P(A,|B).

Conclusion : P(:|B) est bien une probabilité.
(]

La deuxiéme conséquence du lemme est la formule des probabilités totales.

Proposition 8.12 (Formule des probabilités totales). Si {A,,}, est une suite compléte d’événements,
alors pour tout événement B C ) :

= Z P(B|An)P(An)

(avec la convention P(B|A,,) P(Ay) = 0si P(A,) = 0).

Preuve : D’apres le lemme, Z P(B N A,) converge vers

P(BN(Up4,)) =P(BNQ) =P(B).
On conclut en utilisant que P(B|A,)P(A,) = P(BN A,).

On en déduit aussitot :

Remarque 8.13 (Formule de Bayes). Sous I’hypothése de la proposition précédente et si P(B) > 0,
P(B) > P(B|An)P(Ay)
n

P(A:[B) =

Pour calculer des probabilités conditionnelles, on utilise souvent un arbre dont les branches portent
les probabilités conditionnelles tandis que les noeuds protent les probabilités d’événements :

Exemple 8.14. Le dépistage d’une maladie conduit a un taux de détection de 90 pour 100. Le taux de
faux positif est de 5 pour 100. Le taux de détection de 90 pour 100 signifie que si 100 individus malades
passent ce test, en moyenne 90 seront détectés comme malade et 10 ne le seront pas. Parallelement, le
taux de faux positif de 5 pour 100 signifie que si 100 individus sains passent ce test, en moyenne 5 seront
identifiés a tort comme malades. Sachant que la probabilité qu’un individu soit malade est environ de
1/650, calculer la probabilité qu’un individu soit sain sachant qu’il a été déclaré malade.
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Modélisons : I’ensemble des issues est constitué par 1’ensemble des individus. Notons A 1’événe-
ment : I’individu est sain, et B I’événement : le test est positif. On traduit I’énoncé : P(B|A¢) = 0.9,
P(B|A) = 0.05, P(A®) = &;. Par la formule de Bayes, on en déduit

P(B]A)P(A)
(BIA)P(A) + P(B|A)P(A)
B 0.05 x (1 — g5) _005x649
S 005x (1—g5) +09x 5 0.05x649+0.9

P(A]B) = =

0,97.

8.2 Variables aléatoires discrétes

Dans toute cette section, on se donne un univers {2 et un ensemble d’événements £ sur 2. On se
donne de plus un ensemble X C R de la forme

X ={a;,icl}

ou [ est soit N soit un ensemble fini. Dans cette écriture, on suppose implicitement que les x; sont
distincts (autrement dit, I’application 7 € I — x; € X est injective).

Définition 8.15. Une variable aléatoire sur X est une fonction X : ) — X telle que pour tout x € X,
I’ensemble

X 1{z) ={weQ: X(w) =2}
est un événement.

Pour x € X, on notera souvent [X = x| I’ensemble X ! ({z}). Si A C X, [X € A] désignera
I’événement X 1(A) = {w € Q: X(w) € A}.

Définition 8.16. La loi d’une variable aléatoire est la fonction x € X +— p(x):=P([X = z]).

Exemple 8.17. 1. SiX = {0,1} etp € [0, 1], on dit que X suit une loi de Bernoulli lorsque p(1) = p
etp(0) =1—p.
2. SiX ={1,..., N}, on dit que X suit une loi uniforme si p(i) = + pour touti € {1,...,N}.

Remarque 8.18. Si A C €2, on note 14 la fonction indicatrice de A définie par

lsix € A,
1A(w)_{ 0siz e A°.

L’indicatrice de I’événement A suit une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

Proposition 8.19. Pour toute partie X' C X,

P(X € X') =) pla).

zeX’

> plx) =1.

zeX

En particulier,

On pourra admettre la preuve.
Preuve : L'ensemble X’ est de la forme {x; : j € J} ou J est une partie de I. Pour tout j € J, notons A,
I’événement [X = z;]. Alors les A; sont deux a deux disjoints et de réunion [X € X”]. On en déduit

Y pla) =Y P(A)) = P(Ujes4;) = (X € X)),

TEX! jeJ
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ce qui montre la premiére assertion. Dans le cas ou X’ = X, on obtient
Y pla) =P(X e X)) =P(Q) =1,
reEX

ce qui prouve la seconde assertion.
O

Définition 8.20. La fonction de répartition associée a une variable aléatoire X : Q) — X est la fonction
Fx : R — [0, 1] définie par
Fx(z) = P([X < z).

Une issue w appartient a I’ensemble [X < z] si et seulement si X (w) < z. De maniére équivalente,
il existe k € I tel que X (w) = xj et x5 < x. Ainsi

[X < .%'] = Uk:xkgx[X = mk]

Dans le membre de droite de I’égalité ci-dessus, on prend la réunion sur tous les indices k tels que
z; < z. On en déduit :

Fx(z) = P(Upap<a[ X = 2i]) = > plag). @.1)

kxp<z
Proposition 8.21. La fonction de répartition Fx est une fonction croissante. De plus,

lim Fx(z)=0 , lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—r+400

On pourra admettre la preuve.
Preuve : La monotonie de F'y provient de la monotonie de la mesure IP par rapport a I’inclusion (cela correspond
a I’axiome 2 de la définition d’une probabilité). Alternativement, on peut utiliser (8.I). Montrons maintenant la
derniere propriété (la limite en —oo se démontre de maniére analogue). Comme F'x est croissante et bornée par
1, sa limite en +o00 existe et est < 1. Montrons que cette limite vaut 1. Soit € > 0. Alors il existe kg € N tel que

Z plzg) > 1—e.

k<ko

Ici, on a utilisé que la série dans le membre de gauche converge vers 1, par la proposition[8.191 Alors d’apres la
formule (8.I)), en posant y = max{xzy : k < ko},

D opler) = ) plag) > 1—e.

k:xp<y k<ko

F(y)

Comme Fx est croissante, pour tout & > y, Fx(x) > Fx(y) > 1 — . Cela prouve que lim, o, Fx(z) = 1
comme attendu.
8.3 Moments des variables aléatoires discretes réelles

La notion d’espérance est la traduction mathématique de 1’idée de moyenne des résultats obtenus en
répétant une méme expérience dans des conditions identiques et indépendantes.

8.3.1 Espérance

Soit X une variable aléaoire sur 2 a valeurs dans X = {z;,i € I} C R, ou I est soit N, soit un
ensemble fini. Chaque x; est un nombre réel.
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Définition 8.22. Si Z |z;|P(X = z;) < oo, on dit que X est intégrable et on définit I’espérance de X

el
par

E(X) =) aP(X = ).
el
Noter que si [ est fini, alors X est automatiquement intégrable.
Remarque 8.23. Soit A un événement. L’indicatrice de A prend exactement deux valeurs O et 1. On en
déduit
E(14) = LP([14 = 1]) = P(A).

Pour une variable aléatoire X, on peut donc exprimer son espérance par la formule suivante :

E(X) =Y aP(X =) =) 2E(lx_y,)-

i€l iel

8.3.2 Composition et linéarité

Proposition 8.24. [Théoreme de transfert] Soient X : () — X est une variable aléatoire et f : X — R
une fonction. Si Z |f(z:)|P([X = x;]) converge, alors f(X) est intégrable et :
el
E(f(X)) =) f@)P(X = zi]).
iel

On pourra admettre la preuve.
Preuve : On prouve ce résultat dans deux cas particuliers. On commence par faire I’hypothese supplémentaire
que f est injective. Dans ce cas, f(X) prend les valeurs distinctes f(z;),7 € I. On en déduit par définition de
I’espérance

E(f(X)) = ) f@)P(f(X) = f(z2).
icl
Comme f est injective, [f(X) = f(z;)] = [X = ;] etdonc P([f(X) = f(;)]) = P([X = 2;]). On en déduit
E(f(X)) =Y f@)P(X = z]),
icl

ce qui conclut la preuve dans ce cas la.

On ne suppose plus que f est injective, mais que X est fini. On a toujours f(X) = {f(z;) : i € I} mais
comme f n’est plus supposée injective, il se peut que les f(z;) ne soit pas distincts. Introduisons alors K C I tel
que {f(zk) : k € K} soit 'ensemble des valeurs distinctes prises par f. Alors par définition de 1’espérance,

E(f(X)) = kesz(wk)P([f(X) = flxw)])-
Pour tout k € K, notons I:={i € I : f(x;) = f(x1)}. Alors
P([f(X) = fzw)]) = P(Uier [X = ai]) = Z, P(IX = 2:]).
En reportant dans I’inégalité précédente, il vient -
E(f(X)) = kEZKf(wk) EZI PX = a]) = kEZK EZI f@)P(X = z]) = keZK EZI f@)P(X = z:]).

Pour obtenir la derniere égalité, on a utilisé que f(z;) = f(x) lorsque ¢ € I. Comme I = Ugeg Iy, et qu’il
s’agit d’ensembles finis, on obtient finalement

E(f(X)) = f(@)P(X = z:])

el
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ce qui acheve la preuve.
O

En particulier, si X est une variable aléatoire intégrable, alors il en est de méme de AX pour tout
A € Retde plus
E(AX) = AE(X).
Un autre cas particulier implique 1’inégalité triangulaire :

Proposition 8.25 (Inégalité triangulaire). Soit X une variable aléatoire intégrable. Alors | X | est inté-
grable et

[E(X)] < E(X])-
Preuve : En utilisant I’inégalité triangulaire pour les séries numériques et en appliquant la proposition
8241a f = |- |, on obtient :
[EQO| =D aP(X = ai])| < Y lilP(X = z]) = E(1X]),
i€l icl

ce qui acheve la preuve.
O

Proposition 8.26. Si X et Y sont deux variables aléatoires intégrables a valeurs dans X et ) respecti-
vement, alors on peut définir I’espérance de X + Y et

E(X+Y)=EX)+E®Y).

On admettra cette proposition.
Il suit de la définition que si X est une variable aléatoire positive (i.e. ne prenant que des valeurs
positives) et intégrable, alors E(X) > 0. En utilisant la linéarité de 1’espérance, on obtient :

Proposition 8.27 (Monotonie). Soient X,Y deux variables aléatoires telles que pour tout w € §,
X(w) <Y(w). Si X etY sont intégrables, alors

E(X) < E(Y).

8.3.3 Variance

Définition 8.28 (Moments d’ordre m). Soit X une variable aléatoire. Si Z |z;| " P([X = x;]) converge,

2

on définit le moment d’ordre m de X par E(X™).

Une variable prenant un nombre fini de valeurs a tous ses moments finis.
Comme conséquence de la proposition [8.24] on obtient :

E(X™) =) af'p(xy).

kel

La proposition suivante peut étre vue comme un cas particulier de I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Proposition 8.29. Soit X une variable aléatoire de second moment fini. Alors X est intégrable et
E(1X]) < [E(IX )2

Une variable de second moment fini est donc de premier moment fini. L’ écart-type permet de mesurer
la distance a la moyenne :
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Définition 8.30. Soir X une variable aléatoire de second moment fini. Alors on appelle variance de X
la quantité

V(X) = E[(X ~E(X))’] = E(X?) - (E(X))*.
La racine carrée de la variance s’appelle [’écart-type.

Pour justifier I’égalité dans 1’énoncé précédent, observons que
E[(X — E(X))?] = E(X” + (E(X))? — 2E(X)X).

Lorsqu’on écrit dans la ligne ci-dessus (E(X))?, il s’agit ici de la fonction constante égale au nombre
(E(X))2. Alors par linéarité,

E[(X - E(X))*) = E(X?) + E((E(X))?) - 2E(E(X)X)
= E(X?) + (E(X))’E(1) - 2E(X)E(X) = E(X?) - (E(X))*.

Dans la ligne ci-dessus, on a utilisé le fait que 1’espérance de la fonction constante égale a 1 est, par
définition de I’espérance, E(1) = 1 x P(Q2) = 1.

Remarque 8.31. La variance n’est pas linéaire : si A € R,
VX + p) = \2V(X).
Preuve :

VX +p) = E(AX + 1)?) = (EOX +p))? = EQX? + 4 + 20puX) — (AE(X) + p)?
= NE(X?) + 42 + 20uE(X) — A2(E(X))? — p® — 22uE(X)
= \2V(X).

O

Remarque 8.32. Si V(X) = 0, la variable X est constante en dehors d’un événement de probabilité
nulle.

Preuve : Par hypothese et en utilisant la proposition 0=V(X)= Z(mz — E(X))*p(as).
el
Comme il s’agit d’une série de nombres positifs, cela implique que pour tout i € I, z; = E(X) ou
p(z;) = 0. On en déduit

P(UicrammolX =) = > plai) =0.
i€z E(X)

De plus, X = E(X) sur Q \ Ujer.0,25(x)[X = 2], ce qui conclut la preuve.

Exemple 8.33. Si X est une variable de Bernoulli de parameétre p, alors
E(X)=1xp=p  V(X)=EX?) ~ (EX))*=1"xp—p*=p(l-p).
Exemple 8.34. Si X suit une loi binomiale de parametre p et n > 1, alors
E(X) = np.

113



En effet,
E(X) =Y kCkp*(1—p)" %= kClpF(1—p)*.
k=0 k=1

On remarque ensuite

B n! B (n—1)! B _
KOy = =B D= = (h=D)) nC,oi-

11 vient alors

E(X)=n)> Chip* (1l —p)" F=np> CrmipF (1 —p)n- D=1
k=1 p

n—1
—npy Cr_ip"(1—p)" V"  =np(p+ (1—p))" ' = np.
k=0

Exercice 8.35. Calculer la variance d’une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres n
et p.
Les deux inégalités suivantes sont treés souvent utilisées dans la théorie des probabilités.

Proposition 8.36. /. Inégalité de Markov Si X est une variable aléatoire intégrable a valeurs po-
sitives et a > 0, alors
E(X)
—
2. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev Si X est une variable aléatoire de second moment fini et
a > 0, alors

P([X > a]) <

P(X — E(X)| > 0) < —).
a
Preuve : Pour tout w € (,
12> 1x>q(w),
ce qui implique
X(w) > X(w)l[x>q(w) = aljx>q (W) (3.2)

La derniére inégalité résulte du fait que si X (w) < a, alors 1[x>4)(w) = 0. Comme (8.2)) est vraie pour
tout w, on adonc X > aly>,). Alors par monotonie de I’espérance,
E(X) = E(al[x>q) = aE(L{x>q)) = aP([X > a),

ce qui prouve I’inégalité de Markov. En appliquant I’inégalité de Markov a (X — E(X))? et a2, il vient
E((X —E(X))*)

a? '
Pour conclure, il suffit d’observer que [(X — E(X))? > a?] = [|X — E(X)| > a] et donc P((X —
E(X))? > a®) = P(|X — E(X)| > a).

Définition 8.37. Si X et Y sont deux variables aléatoires de second moment fini, la covariance de X et
Y est

B((X ~E(X))? > a?) <

Cov (X,Y) = E((X —E(X))(Y — E(Y))) — E(XY) — E(X)E(Y).
Lorsque V(X) > 0et V(Y') > 0, le coefficient de corrélation est donné par
Cov (X,Y)
VX)V(Y)
Exercice 8.38. Montrer la propriété d’invariance d’échelle :

Va > 0,c>0,b € R,d € R, Cor (X,Y) = Cor (aX + b,cY + d).

Cor (X,Y) =
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8.4 Indépendance

8.4.1 Indépendance d’événements

Définition 8.39 (Indépendance de deux événements). Deux événements A, B C § sont dit indépendants
siP(AN B) =P(A)P(B).
Remarque 8.40. SiP(B) > 0, alors A et B sont indépendants ssi P(A|B) = P(A).

Exemple 8.41. Lorsqu’on lance deux dés simultanément, les deux résultats obtenus sont indépendants.
Mathématiquement, 1’univers est 2 = {1,...,6}? muni de la probabilité uniforme et pour tout A, B C
{1,...,6}, les événements A x {1,...,6}et{1l,...,6} x B sont indépendants :

P((A X {1,061 (1 ({1, 6} x B)) = F(A x B) = o (card A x B)
_ %(card A)(card B) = P(A x {1,....6)P({1,...,6} x B).

8.4.2 Indépendance de variables aléatoires

Définition 8.42. On dit que n variables aléatoires X1, ..., X, a valeurs dans X1,...,X, sont indé-
pendantes si pour tout Ay C X1,..., A, C Xy,

P([X1 € AN N[Xy € A,]) = P([X;1 € A1])... P([X, € Ap)).

On en déduit facilement :

Remarque 8.43. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors pour toutes fonctions f
et g de R dans R, les variables f(X) et g(Y") sont indépendantes.

Proposition 8.44. Les variables aléatoires discretes X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si
pour tout x1 € X1,...,x, € Xy,
P([Xl = .%'1,X2 =Z9,... 7Xn = I'n]) = P([Xl = xl])IF’([XQ = .%'2]) . P([Xn = .%'n])

On pourra admettre la preuve.
Preuve (dans le cas ol chaque &; est fini) : Siles X, ..., X, sontindépendantes, alors pourtoutzy € Xy,...,z, €
Xy, notons A; I'événement [X; = x;], 1 < j < n. Alors

P([Xl = ,CCl,XQ :ZCQ,...,Xn = ,CCn]) :]P)([Xl S Al] n---N [Xn S An])

ce qui montre 1’implication directe.
Pour I’implication réciproque, soient A; C &j,..., A, C X,. Pour chaque 1 < j < n, on note z;; les
éléments de A;, ou ¢ parcourt I’ensemble fini d’indices ;. On a donc

Aj = {xij 11 € Ij}.
Alors
(X1 € Alfn---N[Xn € An] = (Uiyen [Xa = zin]) NN (Uier, [Xn = 2i,0])
= U(iy,eoin)€ly o xIn [ X1 = Ziy1] N -+ N [ Xy = 2,0
it eein )T X I [ X1 = Tiy15 0oy Xy = T n].

On en déduit

P([X1 € A4]N---N[X, € Ay)) = > P([X1 = @1,y Xn = 24,n))-



En utilisant I’hypothese de I’énoncé, on obtient

P([X; € A41)Nn---N[X, € A)]) = Z P([X1 = 2i,1]) .. . P([ Xy = @i,,n])

— P(X1 € At])... B(X, € Au)).

ce qui montre que les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes et acheve la preuve.
O

Exemple 8.45. Deux variables de Bernoulli B; et By sont indépendantes si et seulement si les événe-
ments [B; = 1] et [By = 1] sont indépendants.

En effet, d’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que pour tout £1,e5 € {0,1}, on a
P([B1 = e1] N [By = &3]) = P([B1 = &1])P([B2 = €2]).
Considérons le cas €; = €9 = 1. Alors par hypothese,
P([B1 = e1] N [By = &2]) = P([B1 = 1] N [By = 1]) = P([B1 = 1])P([B2 = 1]).
Considérons a présent le cas €1 = 0,e9 = 1. Alors on écrit

[31281]Q[B2:€2]:[Bl:O]ﬂ[BQ:1]:(9\[31:1])ﬂ[32:1]
@A [By = 1)\ ((Br =111 [By = 1]) = (B> = 1]\ ((By = 1] [By = 1]).

Les autres cas se montrent de maniere tout a fait similaire.

Exercice 8.46. Le lancer de deux dés est modélisé par I'univers 2 = {1,...,6}* muni de la probabilité
uniforme, chaque lancer correspondant a une variable aléatoire : X; : (w1,w2) € Q — w;, i = 1,2.
Alors X; et X7 sont indépendantes.

On admet la proposition suivante :
Proposition 8.47. Si X1,..., Xy, Y1,...,Y, sont des variables indépendantes et f : R¥ — R est une
fonction continue, alors f(X1,...,Xy),Y1,..., Y, sont indépendantes.
8.4.3 Espérance et indépendance

Soient A, B C ) deux événements indépendants. En termes de fonctions indicatrices, 1’indépen-
dance de A et B s’écrit
E(1an) =E(14)E(1p).

Comme 14~ = 1415, on peut aussi écrire
E(141p) =E(14)E(1p).

Autrement dit, I’espérance du produit est égale au produit des espérances. Ce phénomene est tout a fait
général sous I’hypothese d’indépendance convenable :
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Proposition 8.48. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans X et ) respectivement. Soient
f:X > Retg:Y — R deux fonctions telles que f(X) et g(Y') sont intégrables. Si X et Y sont
indépendantes, alors le produit f(X)g(Y') est intégrable et

On pourra admettre la preuve.
Preuve (dans le cas ot X et ) sont finis) : Notons X = {x; : ¢ € I} et = {y; : j € J}. Alors la fonction
w € Q— f(X(w))g(Y(w)) prend la valeur f(z;)g(y;) sur 'ensemble [X = z;,Y = y,;]. On en déduit en
suivant les arguments de la preuve de la proposition[8.24] que

E(f(X)g(Y) = > fla)g(y)P(X =z:,Y = y;).

(i,5)€IxJ

Comme X et Y sont indépendantes, il suit que

E(f(X)g(Y)) = > fla)gly)P(X = z:)P([Y = y;])

(i,4)eIxJ
=Y f@)P(X =2:]) Y g(y)P([Y = y5]) = E(f(X)E(g(Y)).
icl jeJ

Comme cas particulier de la proposition précédente, on a

Corollaire 8.49. Si les variables X1, X5 sont indépendantes et intégrables, alors
E(X;X2) = E(X1)E(X?).
Si on suppose de plus que X; et X5 sont de second moment fini, alors
V(X1 + X3) = V(X1) + V(X2).
En effet, en utilisant la proposition [8.49] on a
E((X1 4 X2)%) = E((X1)?) + E((X2)?) + 2E(X1 X5) = E((X1)?) + E((X2)?) + 2E(X1)E(X2).
Par ailleurs,
(E(X1 + X2))? = (E(X1) + E(X2))? = (E(X1))? + (E(X2))? + 2E(X1)E(X2).
On en déduit
V(X1 + Xa) = E(X1 + X2)?) — (E(X1 + X2))? = V(X1) + V(Xa),

comme attendu. Comme conséquence de la définition de la covariance, on a également :
Proposition 8.50. La covariance de deux variables indépendantes de second moment fini est nulle.

Remarque 8.51. Cette condition n’est pas suffisante.
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8.5 Processus de Bernoulli

On considere dans cette section une suite X;,7? € N* de variables indépendantes suivant une loi de
Bernoulli de parametre p. L’indépendance signifie ici que, pour tout n > 1, les variables X;, 1 <1 < n,
sont indépendantes.

Pour toute issue w € €2, on note

T'(w) = min{i € N* : X;(w) = 1}.

Autrement dit, 7" est la variable aléatoire qui donne 1’indice du premier 1. Si I’ensemble du membre de
droite est vide, alors on convient de poser 7'(w) = oo. En fait, ce-dernier cas advient si pour tout i € N*,
Xi(w) = 0. Cet événement est de probabilité nulle : pour tout N € N*,

P(Nie+[Xi = 0]) < P(Mi<i<n [ X = 0]) < L, P([X; = 0)),
ou la derniere inégalité résulte de I’'indépendance des X;. Ainsi,
P(Nien+[X; = 0]) <TIY (1 —p) = (1 —p)™.
Comme ceci doit étre vrai pour tout N € N* et que limpy_; yoo(1 — p)"¥ = 0, on en déduit
P(Njen+[X; = 0]).

Conclusion : hors d’un ensemble de probabilité nulle, 7" prend ses valeurs dans N*.

Fixons n € N*. Alors une issue w € ) vérifie T'(w) = n (le premier 1 apparait en numéro n) si
et seulement si X;(w) = 0 pour tout 1 < ¢ < n — 1 (les n — 1 premiers numéros ont donné 0) et
Xp(w) = 1. Ainsi,

[T = TL] = [Xn = 1] ﬂ mlgiﬁn—l[xi = O]

Par indépendance, il suit que
P([T = n]) = P([X, = INISP([X; = 0]) = p(1 —p)" .

De méme,
[T > ’I”L] = ﬂlgign[Xi = O]

et donc
B(T > n]) = (1 - p)"

Définition 8.52. On dit qu’une variable aléatoire T : ) — N* telle que P([T = n]) = p(1 —p)™ ! suit
une loi géométrique de parametre p.

On note G(p) la loi géométrique de parametre p.
Proposition 8.53. Si T : Q — N* suit une loi géométrique de paramétre p, alors pour tout k, j € N¥,
P(T > j + K|[[T > j]) =P([T" > k]).
Preuve : On revient a la définition de la probabilité conditionnelle :

P([T>j+k]|[T>j]):P([T>j+k]ﬂ[T>j]) _P(T>j+k])

P([T > j]) P([T > j])
C(=ppth o
“ o (1-p)
=P([T > k),
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comme attendu.

L’espérance d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique est

E(T)=> nP(T=n])=> np(l—p)" ' =p> n(l—p" "

n>1 n>1 n>1

La série entiere E x" converge sur | — 1, 1] vers ﬁ Elle est donc dérivable terme a terme sur cet
n>0
intervalle et on a

7(1 _130)2 = Zn:ﬂ"il = an”fl.

n>0 n>1

En appliquant cette égalité & x = 1 — p, on obtient

Exercice 8.54. Montrer que la variance d’une variable aléatoire 7" suivant une loi géométrique de para-
metre p est

1—
p
On introduit a présent pour tout n > 1, la variable aléatoire :

Sp=X1 4+ Xn.

Pour tout w € 2,0 < S, (w) < n.Pour tout k& € {0,...,n}, S,(w) = k si exactement & des variables
aléatoires X1, ..., X, prennent la valeur 1 en w :

Se=K= |J (NierlXi =1]) N (Nigu[Xi = 0).
Ic{1,2,..,n},
\I|=k
Dans le membre de droite, on prend I’'union sur tous les sous-ensembles [ de {1,2,...,n} qui sont de

cardinal k. Ainsi, comme il s’agit d’'une union disjointe et en utilisant I’indépendance des X ;,

P((Sp=H)= > MeP(Xi=1)LgP(X;=0)= > pa—-p™*
I1c{1,2,...,n}, I1c{1,2,...,n},
1| =k 1| =k

Comme il y a C¥ facons de choisir & éléments parmi n, c’est-a-dire C* sous-ensembles I possibles, on
en déduit
P([Sn = k]) = Crp*(1 —p)" .

Ainsi, la loi de S, est 1a loi binomiale de parametres n et p.

Proposition 8.55. La somme de deux variables binomiales indépendantes de parametres (k,p) et (¢,p)
respectivement est une variable binomiale de paramétres (k + £, p).

Preuve : Notons S : Q@ — {0,...,%} une variable binomiale de parametres (k,p) et T : Q —
{0,...,¢} une variable binomiale de parameétres (¢,p). Supposons que S et 7" soient indépendantes.
Alors S +T:Q — {0,...,k + £} vérifie

Vie{0,....k+0}, [S+T=i=U_S=4n[T=i-j.
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Comme les événements [S = j| N [T" = i — j] sont disjoints pour deux valeurs distinctes de j,

B(IS+T =) = S B([S =41 n [T =i - j).
=0

Comme S et T sont indépendantes,

PS+T =1]) = ZP([S = JDP(T =i = j])-

On utilise maintenant que S et 7" sont binomiales :
P(S+T =)= Clp!(1—p)FIC; 7p (1 —p) ™~ =p'(1—p) Y " clc,™.
j=0 j=0
Pour calculer Z CiC,™, on calcule de deux manieres différentes la quantité (1 + z)¥(1 4 2)*. D’une
j=0
part,
k+¢

(I+2)f 1 +2) =1+ = ZCMm

D’autre part,

k ¢
(1+2)%1 +x)* Zij ZCg/:ﬂj/
j=0 5'=0
z . . ./
= Z eachete//
j=0j’=0
k+¢ - i o
DI S ST
=0  j+j'=i 1=0 7=0

Par identification des coefficients de ce polyndme, on obtient donc

ZCJCZ 7= Ciyp

Finalement, A _ A
P([S+T =1i]) = Cop'(1 — )+,

ce qui prouve le résulat attendu.
O

Remarque 8.56. Si les variables binomiales indépendantes S et T de parameétres (k,p) et (¢, p) sont
obtenues comme somme de variables de Bernoulli indépendantes de parametre p, alors S + 1" est une
somme de k + ¢ variables de Bernoulli indépendantes de parametre p, et suit donc une loi binomiale de
paramétres (k + ¢, p), ce qui corrobore le résultat précédent.

Définition 8.57. On dit qu’une variable aléatoire X : Q0 — N suit une loi de Poisson de paramétre
A > 0, notée P(N), si

)\k
AN

Vk € N, P(X=k)=e R



Exercice 8.58. Une variable X suivant une loi de Poisson de parametre A est intégrable et de second
moment fini. De plus,
E(X) = A, V(X) =\

Dans la proposition suivante, on montre que sous certaines conditions, une suite de variables aléa-
toires suivant une loi binomiale converge en un certain sens vers une variable aléatoire suivant une loi
de Poisson.

Proposition 8.59. Soit (p,,)n>1 une suite de réels strictement positifs telle que p, ~ % lorsque n —
+00. Soit (Xy,)n>1 une suite de lois binomiales de paramétres n et p,. Alors

_ AR
VEeN,  Chpk1—p)F =e A—k'
Preuve : On fixe k& € N. On écrit
1 n! npp\"—Fk
k k n—k _ — k _ n
Capn(1=pa)"™ " = k! (n — k)Ink (npn) <1 n > '

Par hypothése, lim,,_, ; o0 (npn)* = A*. De plus,

(1- %)"*’“ _ o(n—k)n(1-222)
n
_ e(n+0(1)) ln(lf%Jro(%))

— oFOM)(=3+o(3))

— o(=Ato(1))
Ainsi, lim,, 1 o (1 — 222)""% — ¢=A_Enfin,
n! nn—1)---(n—k+1) nn...n s
= [ad n Q.
(n — k)Ink nk nk 7
On en déduit lim,,— 4 o0 (n_”w = 1. Finalement,
k, k k )\)‘k
i Chb(1 =t =g

ce qu’il fallait démontrer.
O
La derniere proposition peut recevoir ’interprétation suivante. La somme S,, d’un grand nombre
de variables de Bernoulli indépendantes de petit parameétre suit approximativement la loi de Poisson de
parametre E(.S,,).
La proposition précédente fait partie de la grande famille des théoremes centraux limites, qui sont
I’un des objets principaux de la section suivante.

8.6 Statistiques

Soit X une variable aléatoire (discréte ou a densité). Soient X;,7 € N* des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X. On considere les variables aléatoires

1 S
Xn==-(X1+-+X,) =—.
n n

E(X,) =E(X),  V(X,) = ~V(X).

n

121



8.6.1 Loi faible des grands nombres

Proposition 8.60. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi de second
moment fini. Alors pour tout € > 0,

P[| X, —E(X)| >¢] < ViX)

Preuve : on calcule V(X,, — E(X)) puis on applique 1’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Remarque 8.61 (Intervalle de confiance). La probabilité que I’intervalle

contienne E(X) est supérieure ou égale a 1 — a.

Remarque 8.62. Application pratique : la variance est souvent inconnue mais on peut la majorer :
1. si | X| < M, alors V(X) < M?,
2. si X est de Bernoulli, V(X) < 1/4.

Application numérique : pour n = 1000, au seuil de confiance 90%(= 1 — a), I'incertitude est de

5%(= 1/ %) pour une variable de Bernoulli.

8.6.2 Théoreme de Moivre-Laplace

Nous admettrons le dernier résultat de ce chapitre :

Théoréme 8.63 (Théoreme de Moivre-Laplace). Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes de méme paramétre 0 < p < 1. Alors pour tout a < b,

$2

lim P<Q<L(X' —p)<b> :/biexp(——)dx.
e\ ) T e P
Comme la variable aléatoire

Sp i w ZXk(w)
k=1

suit une loi binomiale de parametre (n,p), on peut reformuler cet énoncé en termes de variables aléa-
toires suivant une loi binomiale. En effet, soit (Z,,),>1 une suite de variables aléatoires telles que
pour tout n > 1, Z, suit une loi binomiale de paramétres (n,p) : pour tout & € N, si k& > n, alors
P(Z, = k) = 0 tandis que si 0 < k < n, P(Z,, = k) = CFp*(1 — p)"~*. L’espérance de Z,, est np et
son écart-type est v/np(1 — p). Alors pour tout o < 3, pour tout n. > 1,

P(a < Z, < 8) = P(a < S, < B).

En prenant o = av/np(1 — p) + npet 5 = by/np(1 — p) + np, on a donc
[[D(agwgl)) :P<CLSM§1)>.
V(Zy) Vel —p)vn

1. Ce qui signifie que pour tout n > 1, X1, ..., X, sont indépendantes.
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Le théoreme de Moivre-Laplace s’écrit donc

i #(o< BpB <o) - [ e ()

Le premier intérét de ce théoreme est de donner une estimation de P(a < Z,, < ) lorsque Z,, suit
une loi binomiale, qui serait impossible a calculer en pratique si on utilisait la formule

B
Pla < —(Zn — B(Zy) < B) = 3 CRpF(1 - p)*.

k=«

Pour mettre en évidence un autre intérét de ce théoréme, on peut imaginer un lancer de pi¢ce tombant
sur pile avec une probabilité p et tombant sur face avec une probabilité (1 — p). On cherche a donner
une bonne estimation de p. Soit 0 < € < 1. Comme la fonction

€ [0, 400 r—>/ exp —) dx

est continue, strictement croissante (car ’intégrande est > 0 en tout point), s’annule en 0 et tend vers 1
en +o00, on en déduit a I’aide du théoreme des valeurs intermédiaires qu’il existe un unique 1 > 0 tel
que

/ mexp(‘xQ)zl_g.

Alors avec une probabilité asymptotique de 1 — ¢, la moyenne empirique X,, s’écarte du paramétre p de

p(1-

moins de n¥———= NG P) <3 f’ ce qui sera une approximation d’autant meilleure que n est grand. Naturelle-
ment, plus on est exigeant sur la probabilité (autrement dit, plus on réduit €), plus le parametre 7 grandit,
et donc plus on doit faire de lancers (i.e. plus on doit augmenter n) pour préserver une marge d’erreur

identique. On a ainsi un moyen d’obtenir une bonne approximation de p avec une grande probabilité.
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Chapitre 9

Intégrales a parametres et intégrales
multiples

Ici, K désigne R ou C.

9.1 Régularité des intégrales a parametres

Soient [ et J deux intervalles de R. Ces intervalles ne sont pas nécessairement des segments, ¢’est-
a-dire des intervalles fermés bornés, de la forme [a, b], ol a < b sont deux réels. Lorsqu’on considére
des intégrales sur J dans le cas ou J n’est pas un segment, on fait référence a la théorie des intégrales
sur un intervalle quelconque étudiée au semestre précédent.

9.1.1 Rappels sur I’intégrale sur un intervalle quelconque

On suppose ici connue la définition de I'intégrale d’une fonction continue (ou continue par mor-
ceaux) sur un segment.

On se donne un intervalle quelconque J dont on note —oco0 < o < 8 < 400 les extrémités. On a
donc J = [, (] (dans ce cas J est un segment), ou J =|a, (], ou J = [«, B[ ou J =]a, B].

1. On dit qu’une fonction continue et positive ¢ : J — R est intégrable sur .J s’il existe M > 0 tel
que pour tout segment [a, b] C J,

o(t)dt < M.
[a,b]

Si J est un segment, ’intégrabilité est automatique.

2. On dit qu’une fonction continue ¢ : J — R est intégrable sur J si |f| (qui est une fonction
continue positive) est intégrable sur J.
3. Dans ce cas, pour tout zg € J, les limites suivantes existent :
Y zo
lim p(t)dt , lim o(t)dt
y—5 Z0 T—=a ).

et on note

B zo Y
/ o(t)dt = lim @(t)dt + lim ©(t) dt.

z—a [ y—LB Zo

4. 11 se peut que les limites précédentes existent sans que  ne soit intégrable. Dans ce cas, on note
encore

B zo
/ f(t)dt = lim @(t)dt + lim ’ o(t) dt

z—a [ y—LB Zo
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et on dit que I'intégrale est semi-convergente.

En pratique, étant donné une fonction ¢ définie sur un intervalle J C R, on procede selon la démarche
suivante :

1. On s’assure que la fonction est continue par morceaux sur ’intervalle J.

2. Sil’extrémité gauche de J n’est pas —oo et n’appartient pas a J (autrement dit, J est de la forme
Je, B[ ou ], B] avec v € R), on étudie la possibilité de prolonger ¢ par continuité en «. Si ¢ est
continue en « ou peut étre prolongée par continuité en a, alors ¢ est automatiquement intégrable
sur tout segment de la forme |o, 2], pour tout z¢ € J.

3. On fait le méme travail en 3.

4. Si a = —oo ou bien s’il n’a pas été possible de prolonger ¢ par continuité en o, on fixe un
xo €la, B et on se donne un a €]a, zo[. Comme ¢ est continue par morceaux sur le segment
[a, z:0], on peut considérer les intégrales [ || et [ ¢.

(a) S’il existe un majorant de ffo |©| qui soit indépendant de a, alors ¢ sera intégrable sur

Ja, z0]. C’est en fait le cas si et seulement si la fonction a — [ || a une limite quand a
tend vers «v. Dans ce cas, on peut affirmer que ¢ est intégrable sur |« z¢] et

xo xo
/a p = lim v

(b) Si ¢ n’est pas intégrable sur |ov, z[, on regarde si la fonction a — [ ¢ a une limite quand
a tend vers . Si c’est le cas, I'intégrale ffo ( est semi-convergente.

5. On fait le méme travail en .

6. Si @ est intégrable sur |, zg] et sur [z, 5], alors ¢ est intégrable sur |a, ] et

B xo B
foo=] e ] -
« « To

Si [Fpet | fo ¢ sont semi-convergentes, alors | f  est semi-convergente et

B xo B
[oo=] e ] -
o o 0

L est absolument intégrable sur I’intervalle [1, +-oo[ mais ne I’est pas

Exemple 9.1. La fonction ¢ —

sur I’intervalle |0, +oo.

En effet, la fonction est continue et positive sur |0, +00|. De plus, pour tout b > 1,

JEe
Ltz b’

Cette quantité est majorée par 1 (qui ne dépend pas de b). Donc la fonction ¢ +— t% est intégrable sur

[1, +oo[, d’intégrale :
oy 1

b——+o0

1
a1

[
e ¢ €

Cette quantité tend vers +oo quand ¢ tend vers 0. En particulier, elle ne peut étre majorée indépendam-
ment de . On en déduit que ¢ — t% n’est pas intégrable sur 0, +o00].

Maintenant, pour tout ¢ €]0, 1],
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cos t

Exemple 9.2. La fonction ¢ — est intégrable sur [1, +oo[ mais pas sur |0, +o0.

La fonction ¢ : t — <5 est continue sur |0, +-o00[. Soit b > 1. Comme pour tout ¢ € [1,+o00],

t
lp(t)] < 1/t%,
p(t)|dt < —
/ 180 1 tz

La fonction ¢ — t2 est intégrable sur [1, 400 d’apres I’exemple précédent. Donc fl 77 peut €tre majoré
indépendamment de b, par exemple (I’intégrande ¢ +— 1/t2 étant & valeurs positives) par f oo dt
On en déduit que || est intégrable sur [1, +00[ et donc ¢ aussi. Montrons a présent que ¢ n “est pas

intégrable sur |0, 1]. Comme la fonction cos est décroissante sur [0, 1], pour tout ¢ € [0, 1],

|cost| cost - cos 1
22 T2

On en déduit que pour tout £ €]0, 1],

1
t 1 1
/ | cost] dt > / cos dt = <— — 1) cos 1.
€ t € €

Donc lim,_q f; || = 400, ce qui montre que ¢ n’est pas intégrable sur |0, 1]. En fait, ’intégrale de ¢
n’est méme pas semi-convergente sur |0, 1. En effet, par intégration par parties,

1 —
/ costdt { CO&t:| / Lntdt
e 12

€ t
:COS —cosl—/ ﬂdt

D’une part,
. COSE
lim = +00.
e—0 €

D’autre part, la fonction ¢ +—» Smt est une fonction continue sur |0, 1] qui se prolonge par continuité en

0. Donc c’est une fonction mtegrable sur [0, 1] et

t t
lim/ sin a _/ sin
e—0

1

On en déduit que

t
lim cos dt = +o00.
e—0 c

Conclusion : I'intégrale de ¢ n’est pas semi-convergente sur |0, 1].

Exemple 9.3. La fonction ¢ : t — Sl?t est d’intégrale convergente sur I’intervalle |0; +00[ mais elle

n’est pas absolument convergente sur ce méme intervalle.

La fonction v est continue sur |0, +00] et se prolonge par continuité en 0. Il suffit donc d’étudier son
intégrabilité en +oo. Soit k£ € N*. On écrit

k

/2k7r \smt! ” i /2(€+1)7r \sint\ y
0 t o 2t t '

Pour tout ¢ € {0,...,k — 1}, par 27 périodicité de sin,

/2(“'1)7r | sin ¢| dt—/% | sin ¢| gt
2UWn t o 0 t+2€7T
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L’intégrande étant positif,

/2(z+1)”|sint| dt>/3ﬂ/4 | sin ¢| dt:/37r/4 sint &t
2UWn t - 7T/4 t+2€ﬂ' 7r/4 t+2€7T

Sur I'intervalle [7/4, 37w /4], 1a fonction sin est minorée par ‘/_ . Donc

/3”/4 sint \f /37f/4 dt
/4 t—|—2€7r t+ 20m

V2 ( 3m 4 2€7T>
=—n|l=————|.
2 T+ 2r
Introduisons 5
ST 1L 2f
uzzln<#> , £>0.
I+ 20
Ainsi

200+1)m ]sint! \/5
dt > —Uy.
/ZZW t 2

On a donc montré que
2km
t
/ ‘Sm at ZW ©.1)
0

Montrons que la série Z uy diverge. D’abord, u, > 0. Ensuite,

¢
1+ 3
Ug:hl<—81£>

1+ 4

3 1
=ln(l+—=) -1 —
n(l+2) —In(l+ )
3 1 1 1
—(Z120(=)) = (= +0O(=
(57 +0(@) ~ (g5 + O()
1 1
=—+0(=).
TRV
On en déduit que uy ~ 4% pour £ — +o00. Par comparaison de séries a termes positifs, la série Z Up
)4
diverge et on a
k-1
li =
i 3
£=0
Revenant a (9.1)), on obtient
2km | o
t
lim |sin ’dt +00
k—+o00 0

Il est donc impossible de majorer fob Isin¢]

t
pas intégrable sur [0, +-o00].
On montre a présent que 1) a une intégrale semi-convergente sur [1, +ool. Par intégration par parties,

/ smtdt —cost b_/bcostdt
t |, Lt

b b cost
=cos]l — sy _ / cos dt.
1

dt indépendamment de b. Conclusion : La fonction ) n’est

b t2
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Par ’exemple précédent, la fonction ¢ +— C?St est intégrable sur [1,+oo[ donc b — || lb C;’St dt a une
limite en +o0 et )
. cost o0 cost
b—+oc0 J1 1 t
Comme |cosb| < 1, limp 4o %Sb = 0. On en déduit que ¢ a une intégrale semi-convergente sur

[1,+oo et
b 400
Sin ¢ t
lim ﬂdt:cosl—/ Edt,
b—+oc0 Jq t 1 12
ce qu’il fallait démontrer.

9.1.2 Continuité sous le signe intégral

Dans la suite, on considere une fonction de deux variables f : (z,t) € I x J — K et on s’intéresse
a la fonction

F:xn—>/f(x,t)dt.
J

Théoreme 9.4 (Théoreme de continuité sous le signe intégral). On suppose que
1. (continuité) la fonction f est continue sur I x J,

2. (domination) il existe une fonction ¢ : J — R continue et absolument intégrable sur J telle que
V(x,t) € I x J|f(z,t)] < p(t).
Alors la fonction F est bien définie et continue sur I.

Dans le théoreme précédent, si J est un segment [a, b|, alors I’hypotheése de domination est superflue
(en fait, elle est automatiquement vérifée sur tout ensemble de la forme I’ x .J, pour chaque segment
I' C 1, ce qui est suffisant pour obtenir la conclusion).

Exercice 9.5. Soit f : [a, b] X [c, d] — K une fonction continue. Montrer que la fonction
Y
Py € fat] x ed o [ 1@
a

est continue sur [a, b] X [c, d].
Notons || || une norme quelconque sur R? (elles sont toutes équivalentes). Soit (zq, yo) € [a, b] X [¢, d] et montrons que F est continue en (g, yo). Soit € > 0. Pour tout
(z,y) € [a,b] X [c,d].
F(z,y) — F(zo0,y0) = F(z,y) — F(z,y0) + F(z,y0) — F(z0,v0)-
Par continuité de f en (2, yo), il existe n1 > 0 tel que pour tout (z, y) € [a, b] X [c,d],si ||[(z,y) — (zo, yo)|| < m1,alors
[f(z,y) — f(@o,90)| < 1

et donc
[f(z,v)| <14 [f(zo,vo)l-

Pour un tel couple (z, y), on a donc

|F(2,y) — F(z,50) = \/y sanar— [ v

[M it ol
Yo
< (1 4+ [f(zo,v0) D]y — vol-

IN

Sion exige de plus |y — yo| < alors

£
2(1+1f(x0,y0)D " .
|F(x,y) — F(z,y0)| < 5

Comme la fonction (z, t) — f(x,t) est continue sur [a, b] X [c, d] et qu’on intégre sur le segment [a, yo], on peut appliquer le théoréme de continuité sous le signe intégral a la
fonction z — F(z,y0) = [YO f(=,t)dt. llexiste donc n2 > O tel que pourtout z € [a, b],si |z — zq| < 2, alors

€

|F(z,y0) — F(z0,y0)| < 3

Récapitulons : notant 7 = min (711,712, m)’Si [I(z, y) = (=0, yo) |l < n.alors |y — yo| < m et|z — zg| < 2. Done

€ 1>
|[F(x,y) — F(zo,y0)| < |[F(z,y) — F(z,y0)| + |F(z,y0) — F(zo0,y0)| < stz =9

ce qui acheve la preuve de la continuité de F" en (g, yo)-
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9.1.3 Dérivabilité sous le signe intégral

Théoreme 9.6. On suppose que

1. (continuité de la fonction et de sa dérivée partielle) la fonction f est continue sur I x J et admet
une dérivée partielle 3 of .. par rapport a la premiére variable qui est aussi continue sur I X J,
2. (domination) il existe une fonction ¢ : J — R continue et absolument intégrable sur J telle que
f
V(xt)eIxJ]fxtH— )| < ().

Alors la fonction F est bien définie et C* sur I, de dérivée

_ [

Dans le théoreme précédent, si J est un segment [a, b], alors I’hypotheése de domination est superflue
(en fait, elle est automatiquement vérifée sur tout ensemble de la forme I’ x J, pour chaque segment
I' C I, ce qui est suffisant pour obtenir la conclusion).

.

Exercice 9.7. 1. Montrer que pour tout ¢ € R, I'intégrale de la fonction x — e™*" cos(tx) converge

sur R.
2. Montrer que la fonction

Fote [ e cos(tz) dx
R

est continue sur R.

3. Montrer que f est C' sur R et que
f't) = —/ ze " sin(tz) dz.
R

4. Montrer que f est solution de I’équation y'(t) + 5y(t) = 0.
5. On admet que fR e dx = /7. En déduire une expression explicite de f.

Exercice 9.8. Soit I un intervalle ouvert, a,b € Ret f : I X [a,b] — R une fonction continue admettant
une dérivée partlelle 3 continue sur I x [a, b]. Soient g1, g2 : I — R deux fonctions C Lsur I telles que
pour tout x € I, g1(z), go(x) €la, b|. Alors

92()
F:xGIH/ f(z,t)dt
91(z)
est O et

F(2) = gh(@) (2, 0(2)) — g(2) F (0, 1 (2)) + /

Introduisons la fonction

\(2) ox

z
Gl = [ i 0
Y
définie pour tout y, z € [a, b] etz € I.Lenombre G(x, y, z) est bien défini comme intégrale de la fonction continue ¢ — f(z, t) sur le segment d’extrémités y et z. De plus,
F(z) = G(z, 91(x), 92(x))-

Pour montrer que F' est C sur I, il suffit donc de montrer que G est une fonction C* sur T x]a, b[X]a, b[. Fixons tg € [a, b]. Alors par la relation de Chasles, pour tout x € I,
Y, 2 € [a,b],
G(z,y,2) = G(=,y,t0) + G(z, to, 2).

Par I"exercice[0.3] 1a fonction
z
(z,z) € I X [a,b] »—>/ f(z,t)dt = G(z, to, z)
to
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est continue en ses deux variables. Il en est de méme de (z, y) — G(z, y, to). On en déduit que la fonction G est continue.
Fixons z € [a, b]. La fonction (z,t) ~— f(z,t) est continue et admet une dérivée partielle continue sur I X [a, b]. Par intégration sur le segment d’extrémités tq et z, le
théoréme de dérivation sous le signe intégral implique que

xH/L; f(z,t)dt

est C1 de dérivée
z Bf
T — / — (z, t) dt.
tg Ox
De méme, pour y fixé, on montre que la fonction
to
am [
Y

f(z,t)dt

est C1 de dérivée

to 9
xH/O—f(x,t)th
y Oz

Cela prouve que G admet une dérivée partielle par rapport a & qui est continue sur I X [a, b] X [a, b] et
oG z of
S = [ S
ox y Ox

Par ailleurs, a x fixé, la fonction

z»—>/t:f(ac,t)dt

est une primitive de la fonction continue t — f(z, t). Elle est donc C' sur ]a, b[ de dérivée
z— f(z,z).

De méme, la fonction

Yy — /t0 f(z,t)dt
Y

est C1 sur|a, b[ de dérivée
y = —f(z,y).

On en déduit que les dérivées partielles de G par rapport a y et z existent et sont continues. Récapitulons :

D= Zeva , Devn=-swy . @)= i@
£ Tr,Y,z) = Y Py T, y ay r,Y,z) = zr,y y £l r,Yy,z) = T, z).

Par la regle de différnetiation des fonctions composées, on en déduit que F" est C? et de dérivée

, aG aG , aG ,
Fi(x) = E(ﬂc,m(m),gz(x)) + E(w,gl(x),gz(w))gl(x) + E(x,gl(x),gz(w))gz(w)

g2(z) Of , /
= / —(z,t)dt — f(z, 91(®))g1 (z) + f(z, g2(x))g5(x),
g1(z) Oz

ce qu’il fallait démontrer.

9.1.4 Différentielle totale exacte

On sait que toute fonction continue sur un intervalle de R admet une primitive sur ce méme intervalle. Est-ce que ce résultat admet une généralisation pour les fonctions de 2 variables ?
Plus précisément, on consideére le probléme suivant : soient f, g : R2 — R deux fonctions de classe C'1. A quelles conditions sur f et g existe-t-il une fonction H de classe ct
sur R? telle que
OH OH
— = — =g 7
oz dy

Autrement dit, quand peut-on trouver une primitive de la fonction
2
(=, y) € R = (f(=,v),9(z,v)) 7

Pour répondre a cette question, on proceéde par analyse et synthese. Autrement dit, on suppose que H existe, et on déploie toutes les conséquences possibles sur f et g en espérant mettre la
main sur des conditions suffisantes pour garantir I’existence de H.

Etape d’analyse Si H existe, alors ses dérivées partielles existent et sont ¢! et donc H est C'2. Par le théoreme de Schwarz, ses dérivées partielles secondes commutent, et
donc

af  8°H 8%H  dg

oy - Oydx - Oz dy T oz

et on obtient donc une premiére condition nécessaire, qui porte sur f et g :
of 99
oy T oz’
Fixons (, y) € RZ. Introduisons la fonction
h:tw— H(tx,ty).

La fonction h est C' par composition de fonctions Cetde plus
, OH oOH
hi(t) = z——(tz, ty) + y——(to, ty) = xf(te, ty) + yg(tz, ty).
z Yy

En écrivant

h(t) — h(0) = /01 B (s) ds,

on obtient donc .
H(o,y) = H0,0) = [ (@f(s2,59) + vo(sw, s0)) ds,

ce qui constitue une expression explicite de la fonction H cherchée (a une constante additive pres).
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Synthése Supposons que
of _ o9

= 92)
oy ox

et posons pour tout (z, y) € RZ,
1
H(z,y) = /0 (zf(sz, sy) + yg(sz, sy)) ds.
Pour (x, y) fixé, la fonction s — x f(sx, sy) + yg(sx, sy) est continue sur R donc le nombre H (x, y) (obtenu comme I’intégrale d’une fonction continue sur un segment) est bien

défini.
Pour « fixé, la fonction p : (y, s) — = f(sz, sy) + yg(sx, sy) est continue sur R2, admet une dérivée partielle par rapporta y :

dp of g
—(y,5) = sz—(sz, sy) + sy— (sz, sy) + g(sz, sy)
Oy 9y Oy

qui est une fonction continue sur R2. Par intégration sur le segment [0, 1], le théoreme de dérivation sous le signe intégral implique que H admet une dérivée partielle par rapport 2 y qui
est continue par rapport a (z, y) et

Mew=[ 2w
-z Y) = —~ \y,s)as
dy o Oy

1 af ag
= / (sx—(sz, sy) + sy— (sz, sy) + g(sz, sy)) ds.
0 dy dy
En utilisant I’hypotheése @2)), il vient
OH 1 dg dg
— (=) = / (s (sz, sy) + sy_— (s, sy) + g(sz, sy)) ds.
dy 0 ox oy

Or
09 (s, s9) + 522 (s, s9) = - (g(s, 51))
x— (s, s —(sz,sy) = — (g(sz, sy)).
™ vty v) =52 y
On en déduit

OH _ 1 9 d
a*y(“”’w*/o s (a(sw,59) + g(s, 51) ds.

Par intégration par parties
OH 1 1 1
—(z,y) = {sg(sx, sy)] - / g(sz, sy)ds + / g(sz, sy) ds = g(x, y).
dy o Jo 0
On montre de méme que la dérivée partielle de H par rapport a = existe et vaut
OH
— (@, y) = f(z,v).
oz
Ainsi la fonction H a bien pour dérivées partielles f et g. Comme il s agit de fonctions continues, H est c! surR2.0n peut écrire

DH(x,y) = f(z,y)dz + g(z,y)dy , Y(z,y) € R,

ennotant dz : R2 — Rla projection sur la premiere coordonnée, et dy : R?2 - Rla projection sur la deuxieme coordonnée.

9.1.5 Théoreme de Fubini
Soient [a, b] et [c, d] deux segments de R. On considére une fonction f : [a,b] X [¢,d] — K.

Théoréme 9.9. On suppose que f est continue sur [a,b] X [c,d]. Alors

b d d b
/f(x,t)dt dz = /f(w,t)dx dt.

Preuve : Par le théoréme de continuité sous le signe intégral, la fonction & fcd f(a, t) dt est continue sur [a, b]. On peut donc considérer son intégrale sur [a, b] et le membre
de gauche de I’identité a démontrer est donc bien définie. Il en est de méme du membre de droite.
Introduisons la fonction F(z,y) = [Y f(=,t) dt. Alors F est continue sur [a, b] X [c, d].

De plus, par le théoréme fondamental du calcul différentiel, F' admet une dérivée partielle par rapport x : ‘3—5 (z,y) = f(z,y),quiest continue sur [a, b] X [c, d].

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral (cas ol le domaine d’intégration est un segment, on n’a donc pas besoin de vérifier I'hypothése de domination), on en déduit que
la fonction

b
G:y € e d] >—>/ F(z,y)dz
a
est bien définie et C'1 sur [c, d], de dérivée
, b OF b
= [ S@unde= [ fay)de.
a Oy a
On peut a présent conclure. D’une part, par définition de G,

b
@ -a =@ = [ [* i@y

D’autre part,

G(d)—G(c>:/CdG%y)dy:/cd/abf(z,y)dzdy

! df(z,y)dydw: ! bf(z,y)dzdy»
L) ",

Ainsi on a bien
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