ANALYSE COMPLEXE 1, PARCOURS SPECIAL L3
NOTES DE COURS

XAVIER BUFF (D’APRES PASCAL THOMAS)

Pré-requis : analyse élémentaire dans R, convergence uniforme, séries entiéres, sé-
ries de Fourier, calcul différentiel dans le plan (matrice jacobienne, arcs paramétrés,
intégrales de fonctions de deux variables réelles). Dérivation des intégrales dépendant
d’un paramétre.

On écrira en général z = x4+ iy olt © := Re z et y := Im 2 sont réels. On assimilera
le nombre complexe x + iy avec le point (z,y) du plan R2 11 faut avoir a Pesprit les
regles de calcul pour les nombres complexes :

7 = (o ki) + (@ iy) = (2 2) +ily+ )
et
22 = (v +ay) (2 +1y') = (22" — yy') +i(wy + 2'y).

Le conjugué d’'un nombre complexe est Z = x — iy, son module est

|z| == Vz2zZ = 22 + 2.

On écrit souvent z en coordonnées polaires, z = |z[e?, ot @ est un angle choisi tel
que cos@ = z/|z|, sinf = y/|z|. On vérifie grace aux régles sur le sinus et le cosinus
d’une somme que zz' = |z||2/[e"*?), ce qui motive la notation exponentielle (il y a
des raisons plus profondes que nous verrons plus loin).

1. FONCTIONS HOLOMORPHES (C-DIFFERENTIABLES).

1.1. Dérivée complexe.

Définition 1. Soit 2 C C un ouvert. Une fonction f : ) — C est C-dérivable en
a € ) si et seulement si la limite sutvante existe :

fla+h) = f(a)

h—0,heC h

=: f'(a) € C,

ot h est un nombre complexe qui tend vers 0 au sens de la topologie de C = R2. Une
fonction f qui est C-dérivable en tout point a € € est dite holomorphe sur ).

im sans préciser que h est complexe.

Remarque : en général nous écrirons seulement 1
h—0

d
Le nombre f’(a) est parfois aussi noté d—f(a).
z

Insistons ici sur le fait qu’il s’agit d’'une limite en deux variables réelles, donc

plus forte qu’une limite en une variable réelle. Souvenez-vous de fonctions comme
2 2

g:(z,y) —~ o 52 qui ont des limites le long de chaque droite passant par (0, 0), mais

pas de limite au sens de R?, puisque par exemple lin% g(z,0)=1# —-1= hII(l) g(0,y).
z— y—
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La C-dérivabilité en a est équivalente, puisque nous n’avons qu’une variable, au fait
que f soit C-différentiable au point a : il existe une fonction £ définie au voisinage de
0 dans C, telle que }llir% e(h) = 0 et une application C-linéaire L : C — C telles que

—

fla+h) = f(a) + L(h) + he(h).
En effet, il suffit de prendre L(h) = f'(a) - h et e(h) = w — f'(a).
Si nous identifions la fonction f : C — C a la fonction F := (P,Q) : R? — R?

définie par
flx+1iy) = P(z,y) +iQ(x,y),

alors la condition de C-différentiabilité de f est plus forte que la condition de R-
différentiabilité de F'. En effet, il faut que la différentielle de F' ait une forme par-
ticuliére puisqu’elle doit correspondre a la multiplication par le nombre complexe
f'(a) = a+1i8, c’est-a~dire 'application

(z +iy) = (@ + i) - (z + iy) = (az — By) +i(Bz + ay).
La matrice jacobienne de F' au point (zg,yy) avec a = xg + iy vérifie donc

oz BB_P Q _B
9Q % ($07QO):[B a]

Les termes diagonaux sont égaux et les termes hors de la diagonale sont opposés.

Proposition 2. Une fonction f : (v + iy) — P(z,y) + iQ(x,y) est holomorphe si
et seulement si F':= (P, Q) est R-différentiable et ses dérivées partielles vérifient les
équations de Cauchy-Riemann :

or 0
or Oy’
op 0
oy Oz’

1.2. Propriétés. Les sommes, produits, quotients et compositions de fonctions C-
dérivables le sont aussi, avec les mémes démonstrations et les mémes formules que
dans le cas réel (la seule différence est que la limite est prise sur des voisinages dans
le plan complexe, de petits disques, qui sont plus grands que les petits intervalles
utilisés sur R).

Il est clair que la fonction identité z — z est holomorphe sur C tout entier, donc
d’aprés ce qui précéde, tout polyndme (en z) est holomorphe sur C tout entier, et
toute fraction rationnelle est holomorphe en-dehors des zéros de son dénominateur.

1.3. Séries entiéres. Nous rappelons la définition des séries entiéres.

Définition 3. Une série entiére est une série de fonctions de la forme Zakzk, avec
k>0
a, € C et z € C.
Théoréme 4. Il existe R € [0,4+00], appelé rayon de convergence, tel que pour tout
r < R, la série est normalement convergente sur D(0,7), et pour tout z tel que
|z| > R, (axz*) est non bornée. De plus, R est donné par la formule d’Hadamard :
1

- limsup, |a]

1k’

. 1 1 _
avec la convention T 0 et 5 = too.
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Le disque ouvert D(0, R) est appelé disque de convergence de la série entiére.

C’est une conséquence des théorémes sur les suites de fonctions dérivables qu'une
série entiére doit étre indéfiniment différentiable (C*°) a l'intérieur de son disque de
convergence, en tant que fonction des deux variables réelles = et y.

Mais on a beaucoup mieux.

Théoréme 5. Soit F':= Y a,2z" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
n>0
+oo
Sa somme [z Y ap,z" est holomorphe sur D(0, R) et

n=0
—+00
_ n—1
= E nanz .
n=1

Démonstration. La série dérivée E na,z"' a méme rayon de convergence R que f.
n>1
Nous devons montrer que pour tout zg € D(0, R) :

+o00
ty P D
Pour z € D(0,R) \ {20}, on a:
f(z)—f(zo)_Jroo -2
zZ— 20 _ZnZ—ZD Zgn

n=1

avec :
gn(2) = an(z" "+ 202" P 2 T 0.
Choisissons r tel que |z9] < r < R et observons que pour tout z € D(0,7), on a :
‘gn(z)‘ < n|an|1""_1

La série Y gn est donc normalement convergente sur D(0,7). Les fonctions g, sont
n>1

continues sur C. La somme G : z — Y g,(2) est donc continue sur D(0,r). En

n=1
particulier, elle est continue en zy. On a donc :

+oo
lim J&) = J(z) = lim G(z) = G(z) = Znanzg” !

zZ—20 Z — ZO Z—r20

O

Corollaire 6. Soit F' := > a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0
n>0
et soit f: D(0,R) — C sa somme. Alors :

(1) La fonction f est indéfiniment C-dérivable sur D(0, R). En particulier, f est
holomorphe sur D(0, R).

(2) Pour tout k >0 :
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(8) Le développement en série entiére de f en 0 est la série de Taylor en 0 :

1
k>0, ap = ®(0).
Démonstration. Les points (1) et (2) se démontrent sans aucune difficulté par récur-
rence. Les détails sont laissés au lecteur. Pour le point (3), il suffit de remplacer z

par 0 dans la formule de la dérivée k°™¢. Le seul terme non nul est alors donné par
n==k. ([l

C’est un fait important, et non-trivial, que toute fonction holomorphe est dévelop-
pable en série entiére au voisinage de tout point de son domaine. La démonstration
est nettement plus difficile. Nous verrons dans le chapitre suivant que c’est une consé-
quence de la Formule de Cauchy.

Exemple. La fonction exp : C — C est définie par la série entiére :

+oo
exp(z) 1= nZ:O oy
Le rayon de convergence est infini. Le disque de convergence est égal a C. La fonction
exp est donc holomorphe sur C. Sa dérivée est :

+oo nz"—1
exp’(z) = E = exp(z).
n=1 ’

2. FORMULE DE CAUCHY ET CONSEQUENCES
2.1. Intégration sur les chemins.

Définition 7. Un chemin dans un ouvert Q est une courbe continue, =y : [a,b] — €,
qui est C' par morceaur, c’est-a-dire qu’il existe une partition de [a, b]
a=aqy<a; <---<ay_1<ay=>b
telle que 7lja;,a;,,) S0it une fonction Ct jusqu’au bord pour 0 < j < N — 1.
On note y(t) = 11 (t) + i72(t), ot v1,72 sont & valeurs réelles.

Nous rappelons qu’une forme différentielle est une expression de la forme

w(z,y) = a(z,y)dz + (z, y)dy,
o «, B sont des fonctions continues (& valeurs complexes) qu’on appelle ses coeffi-

cients.
Exemple : dz := dz + idy.

Définition 8. Etant donnés un chemin ~ dans Q0 et une forme différentielle w a
coefficients continus sur 2, alors

b
[w= [ @i + sownsm)a

Les dérivées de v ne sont pas forcément définies aux points a; de la subdivision ; il
faut comprendre cette intégrale comme une sommes finie d’intégrales sur les intervalles
[aj; aj4a].

Si on se souvient que 7' (t) = 1 (t) + iv5(t), on voit que si w = w(z)dz, alors

/f’ - / bw(v(t))v’(t)dt.
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C’est le plus souvent cette forme que nous utiliserons.
Exemple : ~(t (1 —t)zy +tzg =21 +t(22 — 21), t € [0,1]. Alors

/w-—/‘ £)) Re(zs — 21) + B(y(£)) Im(zz — 21)) dt.

En particulier, si w = dz, on trouve fv dz = z5 — z1, ce qui semble raisonnable!

Proposition 9. Si o : [¢,d] — [a,b] est une bijection croissante de classe C*, alors

fww = fvoaw. On dit que lintégrale ne dépend pas du paramétrage de la courbe.
Si o [e,d] — [a,b] est une bijection décroissante de classe C* (donc o(d) = a,
o(c)=1b) alors [[w=— [

Yoo

Démonstration. Notons [a, b] un des intervalles de la subdivision, il suffit de démontrer
la propriété pour un intervalle, puis de faire la somme. D’aprés la régle de dérivation
des fonctions composées,

d
| o= [ et + satmie)s o
= [ (@Gt + s raw)in= [«

en faisant le changement de variable u = o(t), donc du = o' (t)dt.
Dans le cas ot o est décroissante, 'intégrale de ¢ a d se transforme en intégrale de
b & a, et quand on rétablit I’ordre des bornes on doit changer le signe. ([l

Si ¢ est une fonction, on note dy la forme différentielle
dp Op
—d

9z T By

Nous allons généraliser ’exemple du segment donné ci-dessus.

dp = —dy.

Proposition 10. Soit ¢ une fonction définie et R-différentiable dans un voisinage
de v([a, b]). Alors

/szww—ww»

Démonstration. D’aprés la formule de dérivation des fonctions composées et les éga-

lités ci-dessus,

G 000) = FON 0 + N0,

et on calcule donc aisément l'intégrale de dy d’aprés le théoréme fondamental du
calcul différentiel. ([l

Une courbe C! par morceaux est rectifiable, ¢’est-a-dire qu’on peut calculer sa lon-
gueur et qu’elle est finie. En général, la longueur d’une courbe se définit comme une
limite de longueurs de lignes brisées passant par une subdivision de points de la courbe
de pas tendant vers 0, mais dans notre cas, il suffit de poser la définition suivante.

Définition 11. La longueur d’une courbe v qui est Ct par morceaux est donnée par

/ Vil t)2dt.
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Comme avant, les dérivées sont définies sur chaque morceau, et on a en fait une
somme finie d’intégrales.

Proposition 12. Supposons que w soit bornée sur y([a,b]), alors

K w(z)dz

Démonstration. En chaque point ¢,

< (sup Iw(v(t))l) - L(v).

tela,b]

w(v(#)) (V1 (E) + i (1)) < (sup !w(v(t))o V()2 + ()2

t€la,b]

2.2. Rappel : Formule de Green-Riemann.

Définition 13. Une courbe y définie sur [a, b] est dite courbe de Jordan siy(a) = (b)
et pour tous ty,ty tels que ty < tq, alors y(t1) = ~y(ta) implique t1 = a, ty = b.

Intuitivement, il s’agit d’une courbe fermée qui ne se rencontre jamais elle-méme.
Par exemple, la courbe t — € t € [0,27] est une courbe de Jordan paramétrant le
cercle unité.

Nous admettrons le (difficile) Théoréme de Jordan, qui affirme le fait topologique
que si 7y est une courbe de Jordan dans le plan, alors C\ v([a, b]) admet exactement
deux composantes connexes, une bornée (“a l'intérieur” de 7, entourée par ) et 'autre
non-bornée.

Rappelons qu'un domaine de C est un ouvert connexe de C.

Définition 14. On dit qu’un domaine U C C est un domaine régulier si
— U est borné;
— le bord OU de U est constitué par un nombre fini de courbes de Jordan C' par
morceaux, deux & deux disjointes.
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Définition 15. Soit U C C un domaine régulier et soit w une forme différentielle
continue sur le bord OU de U. On pose

i=1
ot 7, i € {1,2,...,n} sont des courbes de Jordan C' par morceaur paramétrant le
bord de U, orientées de sorte qu’on laisse U & gauche.

Si w = adx + Bdy avec « et B et classe C', on dit que w est de classe C! et on note

Théoréme 16 (Green-Riemann). Soit w une forme différentielle de classe C* sur un
ouvert ) C C, et soit U un domaine régulier tel que U C €). Alors

ol

Ce théoréme a peut-étre été mentionné dans votre cours de calcul différentiel de
deuxiéme année dans le cas ot w est a valeurs réelles. Nous considérons sans probléme
le cas ol « et 8 sont & valeurs complexes : pour obtenir la formule dans ce cadre, il
suffit d’appliquer la version réelle aux parties réelle et imaginaire de chaque coefficient.

Notez un cas particulier important : si w = dy avec ¢ une fonction de classe C2,
alors par le Théoréme de Schwarz

2 2
dw:(aso oRtts

0xdy B Oyox
On retrouve que sur une courbe fermée ~ alors f,y dp = 0, ce qu’on sait d’apres la
Proposition 10.

) dxdy = 0.

2.3. Théoréme et formule de Cauchy.

Théoréme 17 (de Caucﬁy). Soit f : Q — C une fonction holomorphe et soit U un
domaine régulier tel que U C Q2. Alors

f(z)dz = 0.
ouU

Démonstration. Notons f(x + 1y) = P(z,y) + iQ(z,y). Alors, d’aprés les équations
de Cauchy-Riemann,
of o 0Q_ 0q op_ o
dy Oy dy Ox ox ox’
On applique la formule de Green-Riemann a
w = f(z)dz = f(z +iy)dz +if(z + iy)dy.

Etant donné que
oif Of
dw=|————=)dedy =0
“ (31’ 0y)xy ’

I'intégrale est nulle. ]

La formule de Cauchy est la plus importante de toute I'analyse complexe. Nous
allons maintenant donner la formule de Cauchy dans le cas particulier mais déja trés
important d'un disque.
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Théoréme 18. Soit f une fonction holomorphe (c’est-a-dire C-dérivable) et de classe
C' sur un domaine U. Soient a € U et r > 0 tels que D(a,7) C U. Alors, en
notant C(a,r) le cercle de centre a et de rayon r parcouru une fois dans le sens
trigonométrique,

21 Z— 2

Vzo € D(a,r), f(20) = L/c( )Mdz.

Démonstration. Tout d’abord, soit ¢ suffisamment petit pour que le disque fermé
D(zo, ) soit contenu dans le disque ouvert D(a,r). Considérons le domaine régulier
U compris entre les cercles C(zg,0) et C(a,r). La fonction

f(2)

Z— 20

gz

est holomorphe au voisinage de U. D’aprés le théoréme de Cauchy, on a donc

0:/ g(z)dz:/ g(z)dz—/ g(z)dz.
oU C(a,r) C(20,9)

Le signe — devant la seconde intégrale vient du fait que le cercle C'(2g,d) est orienté
dans le sens inverse trigonométrique lorsqu’on laisse U & gauche. On a donc

/ f2) 4 _ / 1) .
C(z0,8) # — <0 Cla,r) # — 20

Considérons maintenant la limite de 'intégrale sur le cercle C(zy,d) quand 6 — 0.
Une paramétrisation de C'(zg,d) est donnée par v5(t) := 2o + de', 0 < t < 27 (il est
facile de voir que changer le point de départ et d’arrivée sur le cercle ne changera pas
I'intégrale).

Alors ~5(t) — 2o = de™ et v5(t) = ide™, donc

2 it\,; S it 27
/ SC) g, - [T Gt 0eTioen ) / F(z0 + de')idt,
folt 0

20,8) 2 — 20 0 dett

et comme f est continue au point 2y, on a (lsir% f(zo + de™) = f(z) uniformément en
—>
t € [0,27]. Donc

2 2
lim/ f(zo + de™)idt = / f(z0)idt = 2mif(z). O
=0 Jq 0
Corollaire 19. (Formule de la Moyenne)

Si f vérifie les mémes hypothéses que dans la Formule de Cauchy, alors

f(a)

1 2

=5 i fla+re™)dt.

Démonstration. Si on applique la formule de Cauchy pour zg = a et z = a + re', on
a dz = iredt = i(z — a)dt, et le quotient se simplifie. O

Le nom de la formule vient du fait qu’on obtient la valeur de f en un point en
faisant la moyenne de ses valeurs sur un cercle autour du point. Comme dt est une
mesure réelle, on voit que cette formule est aussi valable pour Re f et Im f. C’est plus
généralement une propriété des fonctions harmoniques (celles dont le Laplacien est
nul).
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2.4. Conséquences de la formule de Cauchy. Nous pouvons maintenant démon-
trer que les fonctions holomorphes de classe C! sont la méme chose que les fonctions
analytiques, c’est-a-dire localement développables en série entiére. (On peut démon-
trer que ’hypothése de classe C' n’est pas indispensable, mais ce serait trop long a
notre niveau).

Théoréme 20. Soit f une fonction holomorphe (c’est-a-dire C-dérivable) et de classe
Ct sur un ouvert Q. Alors f est développable en série entiere autour de tout a € U avec
un rayon de convergence supérieur ou égal au plus grand r > 0 tel que D(a,r) C U
(qui est la distance de a au complémentaire de U ).

Remarque : ce théoréme dit quune fonction est holomorphe et de classe C' sur un
ouvert si et seulement si elle est analytique sur cet ouvert. C’est donc une réciproque
au corollaire 6. Mais il donne quelque chose de nouveau méme pour une fonction déja
supposée analytique : on avait simplement supposé qu'une telle fonction est dévelop-
pable en série entiére autour de chaque a € U, mais avec un rayon de convergence
de la série qui peut étre beaucoup plus petit. Or comme une telle fonction est néces-
sairement holomorphe et de classe C!, sa série de Taylor en a devra converger sur le
plus grand disque possible centré en a et contenu dans U.

Démonstration. Considérons comme ci-dessus 7 = dist(a, C \ U) (éventuellement in-
fini). Soit ' < r. On peut appliquer la formule de Cauchy dans le disque D(a,r’). De

plus, pour 7" < 1’ et zy € D(a,r"), z € C(a,r), “ZO a < " /r" < 1. Alors

1 1 ! 11 i z—a\”
z—2 (2—a)—(20—a) z—a 1-—2=2 -, g z—a )’

z—a k=0

avec convergence normale pour z € C'(a, 7). On peut donc échanger 'intégration et
la sommation dans la formule de Cauchy :

1 ) 1S £() )
(1) f(ZO) - % /C(a’r/) S Zodz = % - </C(a7,,/) mdz) (20 a)k.

k=

On voit ainsi que cette série converge pour tout zg € D(a,r”), mais comme r” peut
prendre toute valeur strictement inférieure a r, la série obtenue converge dans tout le
disque D(a,r) et admet un rayon de convergence supérieur ou égal a 7. 0

Corollaire 21. (1) Pour tout k €N, si D(a,r) C U,
e
= — ————dz
k! 21 C(a,r) (Z — Cl)k+1 ’
ou C(a,r) désigne le cercle de centre a et de rayon r, parcouru une fois dans le
sens trigonométrique.
(2) (Inégalités de Cauchy).
Sous les mémes hypothéses,

k!
P ()] < = max |f1.

rk Cla,r

Démonstration. Le premier énoncé provient de la relation entre dérivées successives
et coefficients du développement en série de Taylor. Le deuxiéme en appliquant la
majoration d'une intégrale par le maximum du module de I'intégrande multiplié par
la longueur du chemin (ici égale a 27r). O
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Théoréme 22 (de Liouville). Si f est holomorphe et bornée sur C tout entier, alors
f est constante.

Démonstration. On applique les inégalités de Cauchy pour £ = 1 et un cercle de rayon
R aussi grand qu’on veut :

1
!
<
(@] < 5 max |f] > 0

La dérivée de f est identiquement nulle sur C, donc f est constante. O

Corollaire 23 (Théoréme Fondamental de I’Algebre). Tout polynome de degré supé-
rieur ou €gal a 1 possede au moins une racine complexe.

Démonstration. Soit P un polyndéme. Si P n’admet aucune racine, alors dI% est une
fonction holomorphe et continue sur tout C. Si le degré de P est supérieur ou égal a 1,

1
alors lim ———— =0, donc — est bornée sur C, donc constante d’aprés le théoréme
de Liouville : contradiction, donc en fait P devait étre de degré 0. 0

On déduit facilement de ce théoréme que tout polynome de degré n (exactement)
se factorise en n facteurs de degré 1 et admet donc n racines complexes éventuelle-
ment confondues, et que les polynémes a coefficients réels se factorisent en facteurs
irréductibles de degré inférieur ou égal a 2.

3. FORMULE DES RESIDUS ET APPLICATIONS
3.1. Résidu en un podle.

Définition 24. Soit f une fonction C-dérivable (holomorphe) sur un disque pointé
D(a,r) \ {a}, ou r > 0. On appelle résidu de f au point a et on note Res(f,a) le

nombre complexe
1
Py f(z)dz,
2w C(a)
ot C(a,e) est le cercle de rayon e centré en a, parcouru une fois dans le sens trigo-
nométrique, et e € |0, r].

Nous devons montrer que cette définition a un sens, c’est-a-dire que le nombre ainsi
défini ne dépend pas de . Soient 0 < £; < €5 < r. Considérons le domaine régulier

U .= {Z e < ’Z‘ <€2}.

La fonction f est holomorphe au voisinage de U. D’aprés le théoréme de Cauchy,

0= an(Z)dZ = /c(o,gg) f(z)dz — /c(o,gl) f(z)dz

le signe — devant la seconde intégrale venant du fait que le cercle est orienté dans le
sens inverse trigonométrique lorsqu’on laisse U a gauche. On a donc

| rede= [ g
C(0,e2) C(0,e1)
comime requis.

Remarquons également que si f est holomorphe sur tout le disque D(a,r), alors
Res (f;a) = 0 d’aprés le Théoréme de Cauchy.
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Définition 25. On dit qu’une fonction holomorphe f, définie sur D(a,r)\{a}, admet
un poéle d’ordre m au point a si il existe m € N* et g holomorphe sur D(a,r), avec

g(a) # 0, tels que
fe) = =28 e Dl {al.

(z—a)m
Proposition 26. Si f(z) = g(2)/(z — a)™ avec g holomorphe sur D(a,r), alors

g™ (a)

Res (f;a) = T

En particulier, si m = 1 (pole simple) alors Res (f;a) = g(a), si m = 2 (pdle
double) alors Res (f;a) = ¢'(a).

Démonstration. 11 s’agit d’'une conséquence immédiate du corollaire 21 qui affirme
que si 0 < e < r, alors pour tout £ > 0, on a

Ly ),
C

k' N % (0,€) (Z — Cb)k+1

le cercle étant orienté dans le sens trigonométrique. 0

Enoncons un résultat souvent utilisé dans la pratique.
Corollaire 27. Supposons que f = P/Q avec P et Q holomorphes au voisinage de a
et

Pla) #0, Q(a)=0 et Q(a)#0.
Alors f a un pole simple en z = a et
P(a)
Res (f;a) = :

Q'(a)
Démonstration. La fonction () étant holomorphe au voisinage de a, elle y est déve-
loppable en série entiére :

Qz) = Z a(z —a)® avec q €C.
k>0
On a g = Q(a) =0et ¢g = Q(a) # 0. La fonction R(z) = Q(2)/(z — a) est donc

également développable en série entiére :

R(z) =) a(z—a)f et R(a)=q =Q(a).

k>0

En particulier, la fonction ¢g(z) = P(z)/R(z) est holomorphe sur D(a,r) et

Pla) _ P(a)
gla) = = 0
R T oW "
On a f(z) = g(2)/(z—a) avec g(a) # 0. La fonction f a donc un poéle simple en z = a
et d’aprés la proposition précédente,

Res (£30) = 9(a) = g s
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3.2. Théoréme des résidus.

Théoréme 28. Soit Q C C un ouvert, U un domaine régqulier tel que U C § et
A C U un ensemble fini. Si f est une fonction holomorphe sur Q \ A, alors

. f(z)dz = 2m’ZRes (f;a).

a€cA

Démonstration. Notons aq,...,ay les points de A. Fixons € > 0 suffisamment petit
pour que les disques fermés D(a;, €) soient deux a deux disjoints et contenus dans U.
Soit V' le domaine régulier

N
Vi=U- UD(ai,s).
i=1

La fonction f est holomorphe sur V. D’aprés le Théoréme de Cauchy, on a donc

0= f(z)dz = an(z)dz—;/C(

ov

f(z)dz
)

Q;,&

N
= [ f(z)dz—2mi Y Res (fia;). O
oU i=1

3.3. Application au calcul d’intégrales (premiers exemples). Un certain nombre
d’intégrales définies peuvent se calculer en utilisant la formule des résidus, sans utiliser

une primitive de la fonction sous le signe / . Nous allons traiter plusieurs exemples

et énoncer deux lemmes d’un usage fréquent dans ce genre de calcul.

2m
dt
Exemple 1. Calculer I = / ———— avec a > 1.
o a-+sint

A dz _ .
On pose z = e; dou dt = —, sint = Z2—1Z/Z On obtient
iz

2
o) 27+ 2iaz — 1

D’apreés le théoréme des résidus, I/(27i) est égal a la somme des résidus de la fonction

2
z — —————— aux points singuliers contenus dans D(0, 1).
21 2az—1 0 P & (0.1)

On vérifie simplement que le seul pole inclus dans D(0, 1) est 2o = —ia+iva? — 1.
C’est un pole simple. On obtient

Lemme 29. Si f est continue pour |z| > Ry et si zf(z) — 0 quand |z| — +o0, alors

/ f(z)dz =0 quand R — +o0,
TR

ol Y est un arc de cercle {z : |z| = R, 6; < arg(z) < 6,}.

Lemme 30. Si f est continue dans D(z, Ro) et si (z — 29)f(2) = 0 quand z — =z,
alors

/ f(z)dz =0 quand r — 0,
Yr
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ot 7y, est un arc de cercle {z : |z — z| =r, 6; <arg(z — z) < 6o}

Démonstration. Pour ces deux lemmes, il suffit d’utiliser 'inégalité

Lf(z)dz

+oo 1’2

oo L 4a?
o0

Remarquons d’abord que cette intégrale est convergente car en +oo la fonction a
intégrer est équivalente a 1/z2.

< max |f]| x L(7). O
Bl

Exemple 2. Calculer I = / dx.

2
1+ 2%
sur C privé des points z, = el Ces points z; sont des poles simples de f.
Considérons, pour R > 1, le domaine délimité par le circuit I' = [—R,+R] U yr
(orienté en laissant l'aire intérieur a I' a gauche), vg désignant le demi-cercle de
centre 0 et de rayon R situé dans le demi-plan supérieur.

Considérons la fonctions définie par f(z) = Cette fonction est holomorphe

THE),

-R

On a, d’apres le théoréme des résidus :

/_z f(z)dz+ /73 f(2)dz = 2mi <ReS(f; e'T) 4 Res(f; ei%ﬂ)> '

On obtient donc, en faisant tendre R vers +oo et en utilisant le lemme 29 :

I /+oo L '(R (f;€') + Res(f %)) il
= x = 2mi (Res(f;e es(f;e = —.
oo 14t ’ ’ V2
3.4. Application au calcul d’intégrales (autres exemples). Les exemples sui-
vants interviennent dans des calculs de transformées de Fourier.

+o0 P )
Cas 1. / %e“gdx, ou P et () sont des polynomes tels que deg ) > deg P+2
o x
et Q(x) # 0 pour z € R.
On applique la formule des résidus a f(z) = ¢ %. La condition sur les degrés

assure qu’on a une intégrale absolument convergente sur la droite réelle (le module
de 'exponentielle est 1 quand = € R).

On utilise le contour (courbe fermée) constitué du segment de droite de —R a R,
puis un arc de cercle centré en 0 qui va de R & —R, et on fait R — 400. Les poles
sont les zéros de Q).

Si & # 0, il faut choisir le demi cercle dans le demi plan ot le terme exponentiel
sera de module borné par 1.
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: o P(.I') 1x€
Cas 2. lim ——e™ ou & # 0 et P et @ sont des polynémes tels que
R—+00 Q( )

degQ:degP—l—letQ( ) # 0 pour x € R.
Attention, I'intégrale que I’on calcule n’est pas absolument convergente.
On utilise un contour rectangulaire choisi de la méme maniére que ci-dessus. La

contribution de la partie située en dehors de I’axe réel tendra vers 0 a cause du Lemme
de Jordan :

Proposition 31. Soit R une fraction rationnelle sans pdles sur ’axe réel telle que
hm R(z) = 0 et a > 0. Soient X1, X, Y > 0 vérifiant Y > X; + Xo, et v le

l’—> o0
contour donné par le segment vy = [—Xo, X1] orienté dans le sens des x croissants,

le segment v, = [X1, Xy + iY| orienté dans le sens des y croissants, le segment
v = [—Xo + Y, Xy + Y] orienté dans le sens des x décroissants, et le segment
v3 = [—Xq, —Xo + Y] orienté dans le sens des y décroissants. On pose I' pour le
chemin constitué des trois segments 1, o, et 3. Alors
lim / R(z)e"*dz = 0.
min(X1,X2)—+o0
Démonstration. La fraction rationnelle R = P/Q doit vérifier deg@ > deg P + 1,
donc lim).| oo R(2) = 0. Donc il existe 71 tel que si |z| > 71, alors |R(z)| < €, et en
particulier si Y > min(Xy, X3) > 71, on aura |R(z)| < € pour tout z dans I'image de

Y1, Y2, OU V3. )
D’autre part, si z = x + iy, |'**| = e~*. On en déduit, toujours pour Y >

min(XhXQ) Z 1,
’ Y
/R(z)e“”dz S/ ce” Y <
Y3 0

/ R(2)e"*dz|,

71

/ R(2)e"%dz| < e(X, + Xy)e ™™ <eVe™™ <,
Y2

pour Y suffisamment grand. Finalement 'intégrale sur tout I' est majorée par 3. [J

oo

D’autre part,

Cas 3. On peut traiter des cas ot () a des zéros simples sur ’axe réel, mais ces

intégrales doivent s’interpréter en “valeur principale” : il faut prendre la limite de
I'intégrale calculée sur 'axe réel privé d'un petit intervalle symétrique autour du
pole. Cela nécessite d’ajouter au contour un petit demi-cercle autour de chaque pole
réel.
P(x)
Q)
deg(@ > degP + 2, et () admet au plus un zéro simple a 1’origine, et aucun autre zéro
sur ]0, 4+o0[, on utilise le chemin I, , r, avec ¢ < r < R, donné par la concaténation
des chemin suivants :

“+oo
Cas 4. Pour calculer les intégrales de la forme / x? ou 0 < a < 1,
0

() —Hia (r? — )V <t < (R? — )Y,
€ €
t ¢ arcsin — < t < 27 — arcsin —;
Ya(t) := 7 StS T -
() == (R?—))V2 —t —ie, 0<t<(R?—eH)Y2—(r?—2)V2
Ya(t) == , —2m + arcsin = <t < —arcsin S

T T
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= zaiz)

Q(2)
10,27[. On fait d’abord tendre € vers 0 (et on remarque que sur 7ys, 'argument de

2 tend vers 2mwa), puis r — 0, puis R — oo. Les termes correspondant aux arcs de
cercle tendront vers 0. Il faut calculer les résidus de la fonction aux zéros de Q).

On prend pour fonction f(z) , z € C\ Ry, avec 'argument de z choisi dans

4. LEXPONENTIELLE COMPLEXE

Nous savons déja que les polynomes (en z) sont analytiques sur C tout entier, et
les fractions rationnelles sont analytiques en dehors des racines de leur dénominateur.
Il est intéressant de connaitre quelques autres fonctions analytiques explicites. La
plus importante est I’exponentielle (et ses cousines, les fonctions trigonométriques et
hyperboliques).

© _k
Définition 32. On définit ’exzponentielle complexe par exp(z) := Z z

k!
k=0

Proposition 33. L’exponentielle complexe est définie et holomorphe sur C. On a les
relations suivantes :
— exp/(z) = exp(z) pour tout z € C;

— exp(z) = exp(z) pour tout z € C;

— exp(z + w) = exp(z) exp(w) pour tout z € C et tout w € C;
— |exp(z)| = exp(Re z) pour tout z € C;

— |exp(z'9)‘ = 1 pour tout 0 € R.

Démonstration. Le rayon de convergence de la série définissant exp est infini. L’ex-
ponentielle complexe est donc définie et holomorphe sur C tout entier. La fonction
dérivée est la somme de la série des dérivées :

, 0 kakfl +oo prg
exp'(z) = T i — = exp(z).
k=1 ) B n=0
Soit z € C. Etant donné que zF = 2%, on a
n —k k
z z
k=0 k=0

et donc exp(z) = exp(z) par passage a la limite quand n tend vers l'infini. Fixons
w € C et considérons la fonction f : z — exp(z + w) X exp(—=z). La fonction f est
holomorphe sur C comme composée et produit de fonctions holomorphes. De plus, en
utilisant exp’ = exp, on a

f'(z) = exp'(z+w) x exp(—2z) + exp’(z + w) X exp(—=z) x (—1)
= exp(z+w) X exp(—z) — exp(z + w) x exp(—z) = 0.
La fonction f : C — C est donc constante et cette constante vaut

f(0) = exp(w) x exp(—0) = exp(w).
En appliquant ce résultat pour w = 0, on obtient exp(z) xexp(—z) = 1. En particulier,
la fonction exp ne s’annule pas sur C et pour tout z € C, on a

1

exp(—z) = )
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Plus généralement, pour tout z € C et tout w € C,
exp(z + w) exp(—z) = exp(w) dout  exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Maintenant,

jexp()|" = exp(z)exp(2)
= exp(z)exp(z) = exp(z + 2)

~ exp (22 ‘5 : ) — (exp(Re(2))™

On en déduit que |exp(z)| = exp(Rez) pour tout z € C. En prenant z = i6, on en

déduit également que |exp(z’0)‘ = 1 pour tout 6 € R. O
On pose exp(z) = €* ot e := exp(1) et on définit
. 1, . . , 1
cos z := Re(e”) = 3 (¥ +e) et sinz:=Im(e?) = 5 (e —e™™)
i
On a donc
2 : 2 1 2iz —2iz 1 21z —2iz 4
(2)  (cosz)® + (sinz) :Z(e +2+e )—Z(e —2+e ):Z:L

Ceci montre que quand z € R, les valeurs (cos z,sin z) sont les coordonnées d’un
point sur le cercle unité.
Les fonctions cos et sin sont holomorphes avec

cos’ z=—sinz et sin’z=-cosz

(exercice facile!). Cela permet de calculer la longueur d'un arc de cercle, et on trouve
que la longueur de 'arc du cercle unité de 1 jusqu’a cosf + isin 6 est exactement 6,
ce qui permet de retrouver la définition des angles (mesurés en radians).

Proposition 34. I existe un plus petit nombre strictement positif T tel que e’ = 1.
La fonction exp est périodique de période iT. Les fonctions cos et sin sont périodiques
de période T

Définition 35. On définit 7 :=T/2.

Démonstration de la Proposition 34. Un calcul immédiat montre que

e . t2k
t=S (=1)F ——.
cos Z( ) o]
k=0
Les propriétés des séries alternées impliquent que pour ¢ # 0,
t? 2 t4
1-=x< t<1l——+—.
g = > "
1
On a donc cos(0) = 1 et cos(v/3) = —= < 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermé-

diaires, il existe un réel ¢ tel que cos(t) = 0. La fonction cos étant continue, I’ensemble
des t tels que cos(t) = 0 est un fermé non vide. On note Ty > 0 son plus petit élément
positif.

La fonction sin (dont la dérivée est la fonction cos) est donc strictement croissante
sur [0, Ty] et comme sin?(Ty) = cos?(Tp) + sin?(Ty) = 1, on a forcément sin(7Tp) = 1 et



ANALYSE COMPLEXE 1 17

eTo = j. Par conséquent, e“70 = % = 1. De plus, pour t € |0, Ty on a 0 < cos(t) < 1
et donc

cos(4t) = 8cost — 8cos?t +1 < 1.
Donc e # 1 pour t € ]0,4Ty[. Cela montre que T = 4T; est le plus petit réel
strictement positif tel que €7 = 1. Le reste de la proposition suit facilement. [l

5. LA FONCTION Log

Proposition 36. Siexp z; = exp 29, alors z; — z9 € 2miZ. Pour tout z € C\ {0}, il
existe un unique 0 €] — m, | tel que €¥ = z avec w = Log z := log |z| + i6.

Définition 37. On appelle 6 [’argument de z et Log la détermination principale du
logarithme complexe.

Démonstration de la proposition 36. D’aprés la Proposition 33, |exp 21| = |exp 2]
implique Rez; = Rez; ('exponentielle est croissante donc bijective sur R). Donc
2 — 29 € iR. L’étude des variations de sin et cos sur une période montre que y + e
ne prend qu’une fois chaque valeur sur un intervalle du type [a, a 4 27]. 0

Remarque importante : la fonction Log n’est pas continue sur C\ {0}, et il n’existe
pas de choix continu de I'argument sur ce domaine.

Proposition 38. Toute fonction inverse de la fonction exponentielle définie et conti-
nue sur un ouvert connexe sera holomorphe, et sa dérivée égale a 1/z.

Réciproquement, toute fonction F définie sur un ouvert conneze telle que F'(z) =
1/z sera égale a un inverse de l’exponentielle, & une constante additive prés.

Démonstration. Mise a part la valeur précise de la dérivée de I'exponentielle, la dé-
monstration pourrait s’appliquer a tout inverse de fonction.

Soit V' un ouvert connexe assez petit pour que l’exponentielle soit bijective de V'
sur U := exp(V). Soit F' un inverse continu de exp, F': U — V. Alors si z € U et
r > 0 est assez petit pour que D(z,r) C U, considérons h € C tel que |h| < r. 1l
existe des complexes uniques w,w’ € V tels que expw = z, expw’ = z + h. Posons
k:=w" —w. Comme F est continue, k — 0 quand h — 0. Alors
F(z+h)— F(z) w' —w , k 1 1

lim = lim = lim =
h—0 h h—0expw —expw  k—=0exp(w+ k) —expw  expw 2

Par conséquent, sur un ouvert connexe deux inverses continus, ayant la méme dérivée,
différent par une constante.
Réciproquement, si F’(z) = 1/z, dans un ouvert connexe qui ne contient pas 0,

alors
d eF(z) ZF,(Z)BF(Z) o eF(z)
R = — O’
dz z 22
donc eF:) = ¢ (par connexité) et si on choisit un nombre b tel que €’ = ¢, z — F(z)—b
donne un inverse de I’exponentielle. O]
Remarque : s'il est toujours vrai que exp(a + b) = (expa)(expb), on n’a pas

toujours Log (ab) = Loga+Logb. Le probléme est que si a,b € C\R_, le domaine de
la détermination principale du logarithme, on n’a pas toujours arg a+argb €| —m, +7|.

Exemple : a = b= —1 + z‘/Tg Alors ab = —% — i‘/Tg, donc Log (ab) = —i3F. Mais
Loga = Logb = i%”, donc Loga + Logb = i%”. Bien entendu, exp (Loga + Logb) =
exp (Logab), et on observe que la différence entre les deux résultats est 27i.
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Sur tout ouvert ot on peut définir un logarithme complexe log (un inverse continu
de T'exponentielle), on peut définir des puissances complexes par z* := exp (alog z).
Attention, cette définition dépend du choix du logarithme !

Les puissances non-entiéres doivent étre manipulées avec précaution. On vérifie que
20+ = 2925 donc (21/™)™ = z quand m € N*, mais en général on n’a pas toujours
(zw)® = z%w", pour les mémes raisons que ci-dessus.

6. PROLONGEMENT ANALYTIQUE
6.1. Théoréme des zéros isolés.

Théoréme 39. Soit f analytique au voisinage de zy, avec f(zo) = 0. Alors soit il
existe v > 0 tel que pour tout z tel que 0 < |z — zo| <1, f(2) # 0, soit il existe r > 0
tel que pour tout z tel que |z — zo| <1, f(2z) = 0.

Dans le premier cas, il existe a € C, m € N* tels que f(z) ~ a(z—z9)™ au voisinage
de zy. On appelle m Vordre du zéro de f en zy. f admet un zéro d’ordre m en un
point 2 si et seulement si f*)(2) =0, 1 <k <m—1 et f™(z) #0.

Démonstration. 11 existe 79 > 0 tel que pour z € D(zq,79), f(2) = Y pegar(z — 20)".
L’hypothése nous dit que ay = 0.
Considérons A := {k € N : q; # 0}.
— Cas 1 : A = (. Alors le développement en série donne f(z) = 0 pour tout
z € D(z,r0), et on peut prendre r = rq et on a la premiére conclusion.
— Cas 2 : A # (. Soit kg := min A > 1. On peut écrire, pour z € D(zg, 1),

f(2) = ag, (2 — o)k (1 + (2 — 20) Z &(2 - zo)k'“)l) .

a
k=ko+1 kO

Le facteur hors parenthése est non-nul quand 0 < |z — z|. Le deuxiéme terme
dans la parenthése tend vers 0 quand z tend vers zg, donc f(2) ~ ag, (2 — 20)* ;
et il existe r; < 7o tel que la parenthése soit non-nulle pour |z — zy| < 1. On
peut prendre r = ry.
La derniére partie du théoréme se déduit du fait que f*)(z) = klay.
O

On rappelle qu’étant donné un ensemble A C €, un point a € € est un point
d’accumulation de A si pour tout r > 0, il existe z € A tel que 0 < |a — x| < 7; et
que c’est un point isolé de A si a € A et qu'il existe r > 0 tel que D(a,r) N A = {a}.
Le théoréme 39 dit donc que les zéros de f sont soit isolés, soit dans l'intérieur de
I’ensemble des zéros.

6.2. Théoréme du Prolongement analytique.

Définition 40. Soit Q) un sous ensemble d’un espace topologique. On dit que §) est
connexe si pour tout couple d’ouverts disjoints Uy, Us tels que Uy U Uy D €2 alors soit
UlﬁQ:(Z), s01t UQQQIQ

On dit que ) est connexe par arcs si pour tous x,y € ), il existe une courbe
continue 7y : [0,1] — Q telle que v(0) =z, v(1) = v.

Fait : la deuxiéme propriété implique toujours la premiére. Pour des ouverts de C
(ou méme d’un espace vectoriel normé), elles sont équivalentes. Dans le cadre de ce
cours, nous ne considérerons que la propriété de connexité par arcs.
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Théoréme 41. Si 2 est un ouvert connexe de C, que f et g sont analytiques sur €,
et que lensemble A := {z € Q: f(z) = g(2)} posséde un point d’accumulation dans
Q, alors f =g.

Autrement dit, sur un ouvert “d’un seul morceau”, deux fonctions analytiques
doivent, soit coincider partout, soit étre égales seulement en des points isolés.

Corollaire : si f est analytique sur un ouvert 2, non identiquement nulle, et K
compact dans €, alors f~'{0} N K est un ensemble fini.

Autre application : si deux fonctions sont analytiques sur un ouvert connexe qui
intersecte la droite réelle, toute relation algébrique entre ces fonctions valide pour
cette portion de la droite réelle demeurera valide sur tout 'ouvert. On étend ainsi les
identités trigonométriques habituelles, par exemple.

Démonstration. La fonction f — g est analytique sur €2, donc il suffit de démontrer le
théoréme dans le cas ou g = 0.

De plus, f~'{0} n’admet pas de point d’accumulation sauf si f est localement
identiquement nulle : en effet, si a € Q est limite de points de f~'{0} \ {a}, alors
comme f est continue, f(a) = 0, et d’apres le théoréme 39, il existe r > 0 tel que f
s’annule sur D(a,r).

Soit a € Q tel que f(a) # 0.

Supposons qu'il existe b € A et rg > 0 tels que f(z) = 0 pour tout z € D(b,19).

Considérons une courbe v telle que 7(0) = a et (1) = b. On considére I’'ensemble
de tous les paramétres t tels que f soit nulle dans tout un disque autour du point
V(t) -

E:={te0,1]:3r>0:Vze€ D(y(t),r), f(z) =0}.

Nous venons de voir que 0 ¢ E et 1 € E. Donc E # ().

On pose T :=inf F €]0,1[. Si T ¢ FE, alors si f(7(T)) # 0, par continuité, il existe
ro > 0 tel que pour tout z € D(y(T),ro), f(z) # 0; et si f(y(T)) = 0, d’apres le
théoréme des zéros isolés, il existe ry > 0 tel que pour tout z € D(v(T),ro) \ {v(T)},
nous avons f(z) # 0. Par continuité de ~, il existe € > 0 tel que pour T' < t < T + ¢,
v(t) € D(y(T'),19), et donc t ¢ E. Mais alors inf E > T + ¢, contradiction.

Mais si T' € E, alors f s’annule sur un disque D(~(T"),r1) et par continuité de =,
il existe € €]0, 7] tel que pour ' —e < t < T, y(t) € D(y(T),r1). Alors f s’annule
sur un disque de rayon 1 — |y(t) —v(T')| autour de (t), et donc t € E, t < T, ce qui
contredit le fait que T" = inf E. Donc il ne peut pas exister de tel point b, et tous les
(éventuels) zéros de f sont isolés. O

6.3. Exemple d’application : un logarithme complexe.

Proposition 42. La détermination principale du logarithme complexe admet le dé-
veloppement en série suivant sur le disque D(1,1) : pour |h| < 1,

o0

hk
Log (1 + h) Z 1)
k=1
Démonstration. On pourrait le faire par un calcul explicite, assez laborieux. Nous
allons le faire a I'aide du théoréme du Prolongement Analytique, en admettant que
notre inverse local est effectivement analytique (ce que nous avons admis en Section

1).
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Les deux cotés de I'égalité définissent des fonctions analytiques sur D(1,1), qui est
connexe. Pour x €] — 1, +1], les théorémes sur la dérivation des fonctions inverses et
fonctions composées nous donnent

d 1 > .
%log(l +x) = = kzzo(—l) x",

1+

pour toute fonction log qui vérifie €'°8* = z, x > 0.
Le théoréme sur la primitive de la limite d'une suite de fonctions qui converge
uniformément, et le choix qui a été fait de poser Log 1 = 0, montrent que

s N k1
Log(1+x) =) (-1) T
k=0

Comme les points de ]0, 2] sont non-isolés, 'identité sera vraie sur tout D(1,1). O

Exercice (facile) : trouver un développement en série entiére autour de —1 d’un lo-
garithme complexe. Quel sera son rayon de convergence ? Plus généralement, pouvez-
vous le faire autour d’un zy # 0?7 Et quel rayon de convergence obtiendrez-vous ?
Indication : exp(Log zo + Log (z/z0)) = 2.

Plus difficile : quand ces développements coincideront-ils sur l'intersection de leurs
disques de convergence ?

7. PRINCIPE DU MODULE MAXIMUM

Théoréme 43. Soit Q un ouvert conneze, [ analytique sur ), alors si | f| admet un
mazximum local, la fonction f est constante.

Démonstration. Soit a € © un maximum local de | f|, ¢’est-a-dire qu'il existe 7 tel
que pour tout z € D(a, 7o), |f(a)] > |f(2)|. Alors f(a) = |f(a)|e? et si on considére
la fonction g(z) := e~ f(z2), on a pour tout z, |g(2)| = |f(2)], et g(a) = Reg(a) =
lg(a)].

Mais la fonction g vérifie la formule de la moyenne : g(a) = % f027r g(a + re?)do,
pour tout 7 € [0, 70[. Donc en prenant la partie réelle des deux cotés,

2T 2T
Reg(a) = Re <i/ gla+ rew)dé) = i/ Re g(a + re)dd,
0 0

21 2

donc
1 27

— (Reg(a) — Reg(a+re®)) do = 0.

2 Jo

Or d’aprés la propriété de maximum local, Re g(a) = |g(a)| > |g(a +re”)| > Reg(a+

re?), donc lintégrande est toujours positive, et comme lintégrale est nulle, 1'in-

tégrande doit étre identiquement nulle. Finalement, Reg(z) = Reg(a) pour tout

z € D(a,r9). Mais alors g — g(a) est analytique et imaginaire pure, donc constante

sur D(a,rp), donc nulle sur ce disque; d’aprés le Théoréme du Prolongement ana-

lytique, comme €2 est connexe, elle doit étre identiquement nulle sur €2, donc g est

constante, donc f est constante. 0
Remarque : on a démontré au passage que la méme propriété est vérifiée par Re f.

Corollaire 44. Si ) est un ouvert connexe borné, que f est analytique sur § et
continue sur 2, alors il existe zy € 02 := Q\ Q tel que |f(z)| = maxg|f].
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En effet, comme Q est un fermé borné de C, la fonction continue |f| atteint son
maximum dessus. Si ce maximum est atteint en un point a qui n’est pas sur 052, alors
c’est un maximum local (parce qu’il y a un disque D(a,r) C Q) et on peut appliquer
le théoréeme, mais alors f est constante et son maximum est atteint partout, donc sur
la frontiére. Donc dans tous les cas il est atteint sur la frontiére.



