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e Je m’occupe chaque année d’un atelier Maths En Jeans (il s’agit de pro-
poser des problémes de recherche & des lycéens) en collaboration avec des
enseignants du lycée Ozenne de Toulouse et du lycée Pierre-Paul Riquet
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Programme de recherche pour la période 2009-2014

Une bonne partie de mes travaux de recherche porte sur les problemes de
petits diviseurs et de linéarisation en dynamique a une variable complexe. Etant
donnée une perturbation holomorphe d’une rotation, il s’agit de comprendre si
les orbites restent bornées ou si au contraire, des comportements chaotiques
apparaissent. Ces questions ont été abordées par Cremer, Siegel, Brjuno dans
la premiere moitié du 20eme siecle. Dans les années 1980, Yoccoz a fait pro-
gresser de maniere spectaculaire les résultats dans ce domaine, laissant en sus-
pens plusieurs problémes non résolus.

A. Bord des domaines de linéarisation

En 2001, j’ai démontré avec Artur Avila et Arnaud Chéritat qu’il existe des
polynémes quadratiques P,(z) = €2z + 2% ayant un domaine de linéarisation
dont le bord est C*°. Puis, Arnaud Chéritat et moi avons montré que ’on peut
quasiment prescrire n’importe quelle régularité. Par exemple, pour tout n > 0,
il existe des domaines de linéarisation dont le bord est C™ mais pas C™T1.

A1) Avec Artur Avila, je pense savoir généraliser les résultats obtenus pour la
famille quadratique a toute famille de germes qui fixent l'origine et dont
la partie linéaire est une rotation d’angle non constant, sous certaines
hypotheses tres raisonnables. La difficulté principale consiste a étudier le
comportement d’applications holomorphes qui sont des perturbations de
rotations dont ’angle n’est pas un nombre de Brjuno.

A2) Je voudrais comprendre ce qui persiste de ces résultats lorsque ’on con-
sidere des difféomorphismes du cercle & la place des polynémes quadra-
tiques. Les domaines de rotations sont alors des anneaux, et j’ai déja
obtenu des résultats partiels avec Nuria Fagella, Lukas Geyer et Christian
Henriksen. Il s’agirait en partie de compléter ces travaux. Par exemple,
parmi les fractionnelles

fap(z) = bz%{jﬁz
I'ensemble des parametres (a,b) pour lesquels f,; posséde un anneau de
Herman fixe de nombre de rotation o donné est soit vide, soit isomorphe
a un disque. Nous lui avons donné le nom de “disque d’Arnold”. Je
voudrais étudier la régularité du bord des disques d’Arnold dans I’espace
des parametres et montrer que certains disques ont un bord C'*°, tandis que
d’autres ont un bord C™ mais pas C™t!. Je pense savoir démontrer qu’il
existe des disques d’Arnold a bord C'*°, tels que chaque fraction rationnelle
dans le bord d’un tel disque admet une courbe de Jordan invariante de
classe C'°°, la réunion de ces courbes de Jordan formant un tore de classe
C*.

A3) Dans le méme cadre que précédemment, je voudrais comprendre & quoi
ressemble la limite d’une suite de disques d’Arnold. Peut-on trouver des
hérissons dans ’espace des parametres en utilisant des techniques simi-
laires a celles développées par Pérez-Marco pour montrer ’existence de



A4)

A5)

hérissons (ce sont des compacts connexes totalement invariants non trivi-
aux) pour certains polynémes quadratiques.

Les conjectures suivantes ne sont pas résolues. Soit A le disque de Siegel
d’un polynéme quadratique. Tout voisinage de A contient-il un cycle
périodique pour le polyndome quadratique ? Le point critique est-il dans le
bord de A si et seulement si le nombre rotation est un nombre satisfaisant
la condition dite de Herman ? Le bord du disque de Siegel est-il toujours
une courbe de Jordan 7

Afin détudier ces questions, je propose 1’étude d’'un systéme dynamique

fibré :
1
< z ) Ha
N
o

ou ||1/a|| € [0,1/2] désigne la distance de 1/« & Z. Ici, Papplication est
définie sur

1+ 2mae”

log —— 2777
) 1+ 27«
1

«

{(z,a) ‘ a €]0,1/2[\ Q et |1+ 2mae®| > 1+27ra}.

Pour chaque «, on peut étudier I’ensemble des (z,a) dont lorbite est
infinie. Si cet ensemble contient un demi-plan supérieur, la composante
connexe de I'intérieur de cet ensemble qui contient le demi-plan joue un
role analogue a celui du revétement universel d’un disque de Siegel. 11 est
légitime de se poser des questions analogues aux conjectures mentionnées
ci-dessus. Répondre a ces questions devrait étre plus élémentaire que de
traiter directement le cas des disques de Siegel des polyndémes quadra-
tiques.

Je voudrais également comprendre ce que 'on peut obtenir lorsque 'on
considere des applications qui préservent l'aire au lieu de considérer des
applications holomorphes. Combinant les deux, on peut étudier des appli-
cations birationelles de P! x P! qui se restreignent & des difféomorphismes
préservant I’aire dans le tore S1 x S, par exemple:

1—-az 1—-az
(z,w) — (w2

1—a/z’w1—a/z

qui pour a proche de 0 est une perturbation de l'application (z,w) —
(wz,w) qui induit la rotation z — wz sur le cercle w = cste. Un cas
dégénéré correspondant a a = 0 apres changement d’échelle est 'application :

F(z,w) = (wz(1+ 2),w(l + 2))

qui est déja tres riche en probléemes a étudier. Dans ce contexte, est-il
possible de trouver des cercles invariants sur lesquels la dynamique est
conjuguée a une rotation, la conjugaison étant de classe C* sans étre
R-analytique ?



B. Taille des domaines de linéarisation

En 2002, j’ai résolu avec Chéritat une conjecture de Yoccoz concernant la taille
des domaines de linéarisation des polynomes quadratiques P, (z) = €2z + 22
Yoccoz avait donné une minoration de la taille de ces domaines en fonction
des propriétés arithmétiques de . Plus précisément, Yoccoz a introduit une
fonction ®(«) définie a partir de la décomposition en fractions continues de «,
et il a montré que si on note r(a) le rayon de convergence de la série formelle qui
conjugue la rotation d’angle o au polynéme quadratique, alors ®(«)+log r(a) >
Cy pour une constante universelle Cjy. Yoccoz conjecturait que cette minoration
était optimale et nous avons montré qu’en effet, ®(«) + log r(a) < Cy pour une
constante universelle C7. En 2003, nous avons affiné notre résultat, répondant a
une conjecture de Marmi: la fonction ®(«)+log () est uniformément continue.

B1) Nous étudions actuellement une conjecture de Marmi-Moussa-Yoccoz qui
dit que la fonction ®(«) + logr(«) est Holder d’exposant 1/2. Arnaud
Chéritat et moi pensons savoir démontrer que pour tout & > 1/2, cette
fonction n’est Holderienne d’exposant § sur aucun intervalle. De méme,
elle n’est a variation bornée sur aucun intervalle.

B2) En m'’inspirant de travaux de Yoccoz et de Pérez-Marco, dans ma theése
d’habilitation, je donne une démonstration élémentaire du résultat suivant.
Si P(z) = €2z 4+ 22 a un disque de Siegel, alors toute application f
univalente dans le disque unité, fixant 0 avec dérivée 2™ a un disque de

1
Siegel dont le rayon conforme r(f) vérifie r(f) > TOT(P). Les techniques

présentées permettent de controler le rayon conforme des disques de Siegel
pour d’autres familles de polynémes, par exemple, la famille des polynomes
z% + ¢ avec ¢ € C (et d un entier > 2).

B3) Dans la famille

1—az

1—a/z

on peut étudier pour a et t réels, les langues d’Arnold. Pour chaque
nombre de rotation p/q, et pour chaque a > 0, U'ensemble des t € R/Z
pour lesquels f,; : ST — S a nombre de rotation p/q, est un intervalle de
longueur £, /4(a). Lorsque a — 0, £,,/,(a) ~ C,4a9 et je voudrais compren-
dre comment se comporte la constante C,,/, en fonction de p/q. Je pense
qu’il y a un lien tres fort avec la taille des domaines de linéarisation des
polynomes quadratiques. Je voudrais également comprendre comment se
comporte £, /4 (a) pour a fixé, lorsque p, /g, sont les réduites d’'un nom-
bre irrationnel .. Je pense que si f,; a un anneau de Herman de nombre
de rotation , les longueurs £, ,, (a) décroissent exponentiellement vite,
la décroissance exponentielle étant controlée par le module de ’anneau de
Herman.

fa,t(z) — eQiﬂ'tZ

C. Implosion parabolique

Une autre partie de mes travaux porte sur ’étude des perturbations de germes
tangents a 'identité: 'implosion parabolique. Il est & noter que ces travaux ne
sont pas disjoints des travaux cités ci-dessus.



1)

C2)

J’ai obtenu récemment en collaboration avec Tan Lei des résultats qui
permettent de géneraliser partiellement des travaux de McMullen sur la
continuité de la dimension de Hausdorff de I’ensemble de Julia de frac-
tions rationnelles au voisinage d’une fraction rationnelle géométriquement
finie ayant des points périodiques paraboliques. Nous généralisons un
résultat de McMullen dans le cas des perturbations radiales. J’aimerais
comprendre si on peut généraliser les résultats de McMullen dans le cas
des perturbations horocycliques.

Toujours dans le domaine de I'implosion parabolique, je suis actuellement
en train de travailler en collaboration avec Adam Epstein pour comprendre
certains résultats d’Ecalle. Ce que nous essayons de faire, c’est de traduire
les travaux d’Ecalle dans le langage de I'implosion parabolique utilisé par
des chercheurs tels que Douady, Hubbard, Shishikura, etc.... Nous ex-
pliquons notamment comment se comporte le développement en série de
Fourier des applications de cornes de fa(Z) = Z+1+ A/Z lorsque A — 0.
Chaque coefficient de Fourier est une fonction entiere de A, d’ordre 1, dont
le développement en série entiere par rapport a A s’exprime de maniere
complétement explicite en fonction des coefficients de Fourier de cot(nZ)
et de ses dérivées ainsi que des fonctions multizetas

1
C(Sla‘g?)' "’SP) = Z 51,82 . Sp°
Ny

0<ni<n2<...<nyp

Ces techniques devraient permettre de démontrer des résultats concer-
nant certains enrichissement dans ’espace de parametres des fractions
rationnelles quadratiques. Par exemple, la limite au sens de Hausdorff,
lorsque ¢ — +00, des lieux de bifurcations pour les fractions rationnelles

fag(Z) =¥ (Z + 1+ A)2Z).

D. Aire des ensembles de Julia

Avec Arnaud Chéritat, nous avons montré qu’il existe des polynémes quadra-
tiques ayant des ensembles de Julia de mesure de Lebesgue strictement positive.
Ces exemples apparaissent en particulier dans la famille des polynomes :

Po(2) = *™z + 2% avec acR.

Un probleme qui se pose maintenant est de savoir s’il existe des a € R tels que
P, ne soit pas linéarisable et tels que la mesure de Lebesgue de I'ensemble de
Julia J(P,) soit nulle. John H. Hubbard a posé les deux questions suivantes qui
sont liées a ce probleme.

D1)

D2)

D3)

Existe-t-il @ € R pour lequel la mesure de Lebesgue de ’ensemble de Julia
rempli K (P,) est nulle ?

Existe-t-il une constante ¢ > 0 minorant la mesure de Lebesgue de K (P,)
pour tout o« € R ?

Je souhaiterais également comprendre si la fonction qui a « € R associe la
mesure de Lebesgue de K(P,) est continue aux o € R\ Q. Dans sa these,
Arnaud Chéritat montre qu’elle n’est pas continue aux « € Q.

10



E) Transversalité en dynamique holomorphe

Soient ¥ une sphere topologique orientée de dimension 2, f : 3 — ¥ un
revétement ramifié de degré d > 2 préservant l'orientation et X C Y C X
des ensembles finis tels que Y contienne les valeurs critiques de f et X soit
contenu dans f~1(Y).

Dans sa theése, Adam Epstein a défini une sous-variété lisse Def(f, X,Y) de
Pespace de Teichmuller Teich(X,Y") telle que chaque 7 € Def(f, X,Y) admette
des représentants ¢, : & — P! et ¢, : 3 — P! avec

o (fr = ¢, 0 forp=1) est une famille analytique de fraction rationnelles

e ¢, = Y, sur X et envoie donc les cycles de f contenus dans X sur des
cycles de f;.

Les invariants de conjugaison associés a ces cycles sont des fonctions définies
sur Def(f, X,Y). Il est possible de caractériser les codérivées de ces fonctions
en termes de classes d’équivalence de différentielles quadratiques.

Cette tres jolie construction d’Adam Epstein a de multiples conséquences en
dynamique des fractions rationnelles. Des résultats récents de Genadi Levine
suggerent qu’il y a un lien entre cette construction d’Adam Epstein et la conjec-
ture de Fatou qui affirme que I’ensemble des fractions rationnelles hyperboliques
est dense dans l’ensemble des fractions rationnelles. Il s’agit la du probleme ma-
jeur en dynamique holomorphe maintenant que Chéritat et moi avons démontré
Iexistence d’ensembles de Julia polynomiaux d’aire non nulle.

Projet

A court terme, je dois rédiger plusieurs résultats que je sais démontrer. Le
probleme essentiel est le manque de temps dont je dispose pour rédiger ces
résultats. Une décharge d’enseignement me permettrait sans aucun doute de les
rédiger dans ’année qui vient.

e Al) avec Artur Avila
e A2) avec Chéritat, Fagella et Henriksen

e A4) avec Kingshook Biswas, Arnaud Chéritat, Hiroyuki Inou, Lasse Rempe
et Mitsuhiro Shishikura. La rédaction est en fait quasiment achevée. Nous
savons résoudre toutes les questions que nous nous posions.

e B1) avec Chéritat. Arnaud Chéritat a fait une rédaction préliminaire
pour son Habilitation & Diriger les Recherches. Il nous faut maintenant
reprendre cette rédaction pour en faire un article.

e B2) avec Chéritat. Nous avons un article soumis a publication.

e (C2) avec Jean Ecalle, Adam Epstein et Carsten Petersen. Je suis invité a
une conférence sur le sujet a Pise en octobre 2009. Suite a des exposés que
j’ai fait sur le sujet I’année écoulée, Carsten Petersen a fait des suggestions
qui permettent d’améliorer les résultats que nous obtenons a partir des
travaux d’Ecalle. Il devient urgent de finir la rédaction de cet article.
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e D) Jai achevé cette année la rédaction d’un article dans lequel nous don-
nons une démonstration complete de I’existence d’ensembles de Julia d’aire
non nulle. Cet article a été envoyé & Annals en Mathematics en début
d’année et nous attendons les rapports.

e E) avec Adam Epstein et John Hubbard nous somes entrain de compléter
la démonstration des résultats de transversalité. Nous pensons finir une
rédaction dans les mois qui viennent.

A moyen terme, je souhaite étudier
e A3) avec Pascale Roesch,

e B3) avec Kuntal Banerjee (qui fait sa these sous ma direction). Kuntal
Banerjee vient d’achever la démonstration d’une inégalité que nous pen-
sons étre une égalité. Il nous faut maintenant compléter la démonstration.

A plus long terme, je souhaite étudier A5), C1), D1), D2), D3) et E). Jai
quelques idées pour débloquer la situation, mais une plus longue réflexion est
nécessaire.
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