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Résumé

Nous étudions ici la convergence de certains processus de particules vers des super-processus de Dawson-

Watanabe, en utilisant la convergence de leurs dérivées de Radon-Nikodým par rapport à la loi de la

marche aléatoire branchante, comme l'ont fait Lalley et Zheng dans leur article [?] pour les processus

SIR en dimension 2 et 3. Les processus que nous étudierons de cette manière sont les marches aléatoires

branchantes avec dérive, les processus de contact, le modèle du voteur et les modèles de Lotka-Volterra.
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1 Introduction

Les processus de particules que nous étudierons par la suite sont des processus de naissance
et de mort de particules. Ce sont des processus qui peuvent évoluer de la façon suivante : chaque
particule peut donner naissance à un certain nombre d'enfants en un site voisin du sien, ou
mourir. Ces processus évoluent sur le réseau Zd. Le taux auquel une particule située sur le site
x donne naissance ou meurt ne dépend que du nombre de particules situées en x et du nombre
de particules dans un voisinage de x.

Nous allons maintenant introduire quelques notations et du vocabulaire que nous utiliserons
tout au long de ce rapport. Pour commencer, précisons l'heuristique des processus de particules à
travers deux dé�nitions. Nous nous intéresserons en e�et à la fois à des processus à temps continu
et à temps discret, les problèmes se posant dans chacun des cas sont voisins, mais di�érents. Il
est donc intéressant de dresser un parallèle entre ces deux types de processus.

Nous notons p un noyau de marche aléatoire symétrique irréductible sur Zd, véri�ant :

p(0) = 0 et
∑
x

xixjp(x) = δi,jσ
2 < +∞,
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qui représente la manière selon laquelle les particules se déplacent sur le réseau. Pour toute
fonction bornée φ : Zd → R, nous notons Pφ(x) =

∑
e p(e)φ(x + e) la moyenne locale de φ par

rapport à p.

Dé�nition 1.1. Un système de particules à temps continu, de noyau p, taux de naissance bt et
taux de mort kt est un processus de Markov ξt : Zd → N, tel que ξt(x) représente le nombre
de particules présentes en x à l'instant t. Cette population croit si un voisin produit un enfant
en x, et décroit si une particule située en x meurt. Les deux taux bt(x) et kt(x) auxquels ces
évènements se produisent sont des fonctions de x, t, ξt−(x) et Vt−(x) =

∑
e p(e)ξt−(x+ e). Nous

pouvons donc écrire : {
ξt(x)→ ξt(x) + 1 à taux Vt(x)bt(x)
ξt(x)→ ξt(x)− 1 à taux ξt(x)kt(x).

Dé�nition 1.2. Un système de particules à temps discret, de noyau p, et distribution du nombre
d'enfants Π est une chaine de Markov ξn : Zd → N, tel que ξn(x) représente le nombre de
particules présentes en x à l'instant n. La probabilité Πn,x(.) sur N est une fonction de n, x, ξn(x)
et Vn(x) =

∑
e p(e)ξn(x + e), et représente le nombre d'enfants produits à la génération n par

les individus en x. Nous pouvons réécrire ceci de la manière suivante :

ξn+1(x) = k avec probabilité Πn,x(k).

Remarque 1.1. Il existe quelques di�érences dans nos dé�nitions des modèles à temps continu
ou à temps discret. Dans le premier cas, nous donnons deux taux di�érents qui jouent tous deux
un rôle à la fois sur la vitesse à laquelle le processus évolue (doubler bt et kt revient à considérer
(ξ2t, t ≥ 0)) ; et sur le nombre d'enfants d'un individu donné avant sa mort (grossièrement, si bt
et kt restent constants durant toute la vie de la particule, le nombre d'enfants de celle-ci suit une
loi géométrique de paramètre bt(x)

bt(x)+kt(x) , donc doubler bt et kt ne change rien).
Dans le modèle à temps discret, nous ne tenons compte que du nombre d'enfants produit en

chaque site, sous-entendu par les individus des sites voisins. Les variations de vitesse du processus
peuvent être introduites par la suite, par mise à l'échelle, en considérant qu'une étape en position
x à l'instant t correspond à un saut dans le temps de γn ∼ bn+kn, à condition que cette quantité
soit sensiblement la même à proximité de toutes les particules en vie à l'instant n.

Nous allons maintenant dé�nir le type de processus limites que nous espérons pouvoir trouver,
les super-processus de Dawson-Watanabe, comme processus à valeurs dans l'espaceMf (Rd) des
mesures �nies sur Rd.

Dé�nition 1.3. Un super-processus de Dawson-Watanabe de taux de branchement γ > 0, de
dérive θt : Rd → R, de coe�cient de di�usion σ2, issu de X0 ∈Mf (Rd) est un processus (Xt, t ≥
0) à valeurs dansMf (Rd), adapté et presque sûrement continu sur un espace de probabilité muni
d'une �ltration complète (Ω,F ,Ft,P), qui résout le problème de martingales suivant :

∀φ ∈ C∞b (Rd),Mt(φ) = Xt(φ)−X0(φ)−
∫ t

0
Xs(γ

σ2∆φ

2
)ds−

∫ t

0
Xs(θsφ)ds (1)

est une (Ft)-martingale continue issue de 0 et de variation quadratique :

〈M(φ)〉t = γ

∫ t

0
Xs(φ

2)ds.
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L'existence et unicité en loi de la solution de ce problème de martingales est bien connue,
posons Pγ,θ,σ

2

X0
la loi de cette solution sur ΩX,D = D([0,+∞[,Mf (Rd)) l'ensemble des fonctions

càdlàg à valeurs dansMf (Rd).
Remarque 1.2. Un processus de Dawson-Watanabe sans dérive peut aussi être appelé super-
mouvement Brownien.

Dans ce rapport, nous essaierons de prouver la convergence de certaines suites de processus de
particules, convenablement renormalisées, vers des processus de Dawson-Watanabe de la manière
suivante. Nous allons calculer la dérivée de Radon-Nikodým du processus de particules que
nous étudions contre un autre processus de particules pour lequel la convergence vers un super-
processus est connue. Nous nous intéresserons ensuite à la convergence de la suite de dérivées de
Radon-Nikodým, et essaierons de prouver que la limite est la dérivée de Radon-Nikodým d'un
super-processus de Dawson-Watanabe par rapport à un autre. Le lemme suivant nous permettra
de �nir les preuves.

Lemme 1.1. Soit Xn, X des variables aléatoires à valeurs dans un espace métrique E toutes

dé�nies sur le même espace de probabilité (Ω,F ,P), et soit Ln, L des variables aléatoires réelles

positives sur ce même espace, de moyenne 1.

On pose Qn,Q les probabilités sur (Ω,F) de dérivée de Radon-Nikodým respective Ln et L
par rapport à Xn et X sous la loi P, si on a :

(Xn, Ln) =⇒
n→+∞

(X,L),

alors les Qn-distributions de Wn convergent faiblement vers la Q-distribution de X.

Preuve. Soit φ ∈ Cb(E), par dé�nition on a :

EQn(φ(Xn)) = EP(Lnφ(Xn)).

Comme (Xn, Ln) =⇒
n→+∞

(X,L), nous avons, pour tout A > 0,

E((Ln ∧A)φ(Xn)) −→
n→+∞

E((L ∧A)φ(X)).

De plus, comme E(Ln) = 1, et Ln ≥ 0, nous obtenons :

E(|Ln ∧A− Ln|) = E((Ln −A)1{Ln>A}) = 1−A− E((Ln −A)1{Ln≤A}),

converge vers E(|L ∧A− L|) quand n→ +∞. Nous pouvons donc calculer :

lim sup
n→+∞

|E(Lnφ(Xn)− Lφ(X))|

≤ lim sup
n→+∞

‖φ‖∞E(|(Ln ∧A)− Ln|+ |(L ∧A)− L|)

≤ 2‖φ‖∞E(|(L ∧A)− L|).

On conclut en faisant tendre A vers +∞.
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Nous avons maintenant besoin d'un processus de particules dont la limite est bien connue, que
nous pourrons utiliser comme loi de référence par rapport à tous les autres processus. Le processus
que nous choisirons sera la marche aléatoire branchante. Une marche aléatoire branchante est le
plus simple des processus que nous avons dé�ni plus haut. Pour le modèle continu, cela revient
à prendre les taux de naissance et de mort tous deux égaux à une même constante γ.

Dé�nition 1.4. Une marche aléatoire à temps continu et taux γ et de noyau p est un processus
de Markov ξt : Zd → N qui évolue de la manière suivante :{

ξt(x)→ ξt(x) + 1 à taux γVt(x)
ξt(x)→ ξt(x)− 1 à taux γξt(x).

A�n de prouver la convergence des processus de particules que nous étudierons vers des super-
processus de Dawson-Watanabe, nous les renormaliserons en temps, espace et masse, et nous ne
tiendrons compte que de la densité de particules au voisinage d'un point. Plus précisément, si
ξN est une suite de marches aléatoires branchantes de taux γN , nous dé�nissons la suite de
processus à valeurs dansMf (Rd) suivante :

XN
t =

1

N

∑
x

ξNt (x)δ x√
N
.

Le support de XN
t est inclus dans le réseau renormalisé ZdN = Zd√

N
. La convergence en loi

de cette suite de processus à valeurs dans les espaces de mesure est étudiée dans le théorème
suivant :

Théorème 1.1 (Dawson-Watanabe). Si XN
0 =⇒
N→+∞

µ ∈Mf (Rd) alors :

XN =⇒
N→+∞

X,

où X est un super-mouvement Brownien de distribution initiale µ de taux 2γ et de di�usion σ2.

La convergence dansMf (Rd) est la convergence faible des mesures.

On peut prouver le même type de résultat avec des marches aléatoires branchantes à taux
discret.

Dé�nition 1.5. Une marche aléatoire à temps discret de noyau p est une chaine de Markov
ξn : Zd → N qui évolue de la manière suivante :

ξn+1(x) = k avec probabilité e−Vn(x) (Vn(x))k

k!
.

En d'autres termes, c'est un processus de particules à temps discret pour lequel à chaque
étape, toutes les particules meurent en donnant naissance à un nombre d'enfants dé�ni par la
distribution suivante :

Πn,x(k) = e−Vn(x) (Vn(x))k

k!
.
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Remarque 1.3. Nous avons ici choisi d'utiliser un modèle pour lequel la distribution des enfants
suit une loi de Poisson pour simpli�er les futurs calculs. D'autres lois peuvent néanmoins être
utilisées, comme une distribution géométrique, plus proche du modèle à temps continu, mais les
calculs deviennent alors plus complexe.

Soit ξN une suite de marches aléatoires à temps discret à taux 1, nous considérons le processus
renormalisé accéléré d'un facteur γN suivant :

XN
t =

1

N

∑
x

ξNbγNtc(x)δ x√
N
.

On peut encore étudier la convergence de (XN ).

Théorème 1.2 (Dawson-Watanabe). Si XN
0 =⇒
N→+∞

µ ∈Mf (Rd), alors on a :

XN =⇒
N→+∞

X,

où X est un super-mouvement Brownien de taux de branchement γ et de di�usion σ2.

Remarque 1.4. La disparition du facteur 2 dans le taux de branchement du processus limite
est naturel, si nous nous souvenons des règles de correspondance entre les processus à temps
continu et discret. Une multiplication par γ des deux taux de naissance et de mort dans la
marche aléatoire branchante à temps continu correspond à une accélération de taux 2γ dans son
pendant à temps discret.

2 Dérivée de Radon-Nikodým des processus de particules

2.1 Sur les processus de particules à temps continu

2.1.1 Quelques notations utiles

Nous allons dé�nir quelques quantités, valables pour tous ces systèmes de particules, qui nous
seront utiles par la suite, quand nous voudrons calculer les dérivées de Radon-Nikodým.

Pour commencer, nous allons caractériser un processus de particules par un ensemble dénom-
brable de variables aléatoires dont la loi jointe sera facile à calculer.

Proposition 2.1. Soit Xt un système de particules de taux de naissance bt et de taux de mort

kt, nous notons :

• T0 = 0 et Tn+1 = inf {t > Tn|Xt 6= XTn} ;
• tn = Tn+1 − Tn ;
• xn ∈ Zd tel que XTn+1(xn) 6= XTn(xn) qui est unique presque sûrement ;

• δn = XTn+1(xn)−XTn(xn) ∈ {−1, 1}.
Dans ce cas, connaissant FTn, la loi jointe de (tn, xn, δn) est donnée par

P(tn ∈ [t, t+ dt[, xn = x, δn = 1|FTn) = exp

(
−
∫ t

Tn

XTn(Pbs + ks)ds

)
P (XTn)(x)bTn+t−(x)dt,
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P(tn ∈ [t, t+ dt[, xn = x, δn = −1|FTn) = exp

(
−
∫ t

Tn

XTn(Pbs + ks)ds

)
XTn(x)kTn+t−(x)dt.

De plus, il existe une bijection continue entre (Xt∧Tn , t ≥ 0) and (tk, xk, δk, 0 ≤ k < n).

Preuve. Nous allons utiliser la propriété de Markov, on peut écrire :

P(tn ∈ [t, t+ dt[, xn = x, δn = δ|FTn) = PXTn (t0 ∈ [t+ Tn, t+ Tn + dt[, x0 = x, δ0 = δ).

Ensuite, pour déterminer quand, où et de quel type est le premier évènement, il su�t d'utiliser
le "Lemme des réveils".

La dernière a�rmation est évidente.

Nous connaissons maintenant une façon de construire un processus de particules de naissance
et de mort. Il nous su�t de construire cet ensemble continu de variables aléatoires, les unes après
les autres.

2.1.2 Dérivée de Radon-Nikodým des processus de particules à temps continu

Proposition 2.2. Soit P la loi d'un système de particules de taux de naissance bt, de taux

de mort kt, et Q la loi d'une modi�cation de ce processus de particules avec taux bt(1 + αt) et

kt(1+βt), où α, β sont des fonctions continues bornées sur R+×Zd. La dérivée de Radon-Nikodým

du processus jusqu'à l'instant t peut s'écrire :

dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

(X) = exp

{
−
∫ t

0
Xs(P (bsαs) + ksβs)ds)

}
∏

n|Tn<t

(
1 + 1{δn=1}αTn+1−(xn) + 1{δn=−1}βTn+1−(xn)

)
.

Preuve. Nous utilisons pour commencer la Proposition 2.1, pour calculer la dérivée de Radon-
Nikodým Ln de (Xt∧Tn , t ≥ 0) sous les lois P et Q :

Ln = exp

{∫ Tn

0
Xs(P (bsαs) + ksβs)ds)

}
×
n−1∏
k=0

(
1 + 1{δk=1}αTk+1−(xk) + 1{δk=−1}βTk+1−(xk)

)
.

Nous pouvons étendre cette égalité de la manière suivante, soit nt = inf{n > 0|Tn > t}, nous
pouvons calculer la dérivée de Radon-Nikodým jusqu'à l'instant t, de la manière suivante :

E

(
dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

∣∣∣∣∣FTn
)

= E

(
dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

1{n≤nt}

∣∣∣∣∣FTn
)

+ E

(
dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

1{n>nt}

∣∣∣∣∣FTn
)

= Ln1{n≤nt} + Lnt−1
Q(Tnt > t)

P(Tnt > t)
1{n>nt}.
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En e�et, l'information que nous obtenons sur le processus entre les instants Tnt−1 et t est uni-
quement que Tnt > t. Il su�t maintenant de faire tendre n→ +∞ pour conclure.

dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

(X) = exp

{
−
∫ t

0
Xs(P (bsαs) + ksβs)ds)

}
∏

n|Tn<t

(
1 + 1{δn=1}αTn+1−(xn) + 1{δn=−1}βTn+1−(xn)

)
.

Nous allons maintenant écrire cette dérivée de façon plus compacte. Dans ce but, nous allons
rappeler l'expression de l'exponentielle d'une martingale càdlàg.

Dé�nition 2.1. Soit Mt une martingale càdlàg (continue à droite avec des limites à gauche),
l'exponentielle de M est la martingale notée E(M), dé�nie par :

E(M)t = exp

(
Mt −

1

2
[M,M ]ct

)∏
s≤t

(1 + ∆Ms) exp(−∆Ms).

Si M est une martingale purement discontinue, alors on a :

E(M)t = exp

Mt −
∑
s≤t

∆Ms

∏
s≤t

(1 + ∆Ms).

Remarque 2.1. La martingale E(M) est l'unique solution de l'équation di�érentielle stochastique :

Zt = 1 +

∫ t

0
ZsdMs.

Soit (Xt) un processus de particules de loi P, nous pouvons dé�nir les processus de sauts
suivants :
• Le processus de naissance Bt(x) =

∑
0<s≤t ∆Xs(x)+ ;

• Le processus de mort Kt(x) =
∑

0<s≤t ∆Xs(x)−.
Bien entendu, nous avons Xt(x)−X0(x) = Bt(x)−Kt(x). De plus, la propriété de Markov

montre que le processus :

B̂t(x) = Bt(x)−
∫ t

0
bs(x)P (Xs)(x)ds et

K̂t(x) = Kt(x)−
∫ t

0
ks(x)Xs(x)ds

sont des P-martingales.
Dès lors, on a :

dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

= E(M)t,

où on pose :
Mt =

∑
x

(α(x).B̂(x))t + (β(x).K̂(x))t.
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2.2 Dérivée de Radon-Nikodým pour les processus de particules à temps

discret

On note P la loi d'un processus de particules à temps discret de distribution du nombre
d'enfants Π, et Q une modi�cation de ce processus de particules avec distribution Π′.

Ces dérivées de Radon-Nikodým sont plus faciles à calculer, en utilisant l'indépendance du
nombre d'enfants à l'instant n+1 sur chaque site, conditionnellement à Fn. La dérivée de Radon-
Nikodým peut alors s'exprimer comme un produit sur le temps et l'espace :

dQ
dP

∣∣∣∣
FN

(X) =
N∏
n=0

∏
x

Ln,x,

où on a noté :

Ln,x =
Q(ξn+1(x) = Xn+1(x))

P(ξn+1(x) = Xn+1(x))
.

En utilisant les dé�nitions que nous avons donné des processus de particules à temps discret,
nous pouvons écrire :

Ln,x(X) =
Π′n,x(Xn+1)

Πn,x(Xn+1)
.

3 Quelques calculs relatif à la marche aléatoire branchante

Comme nous l'avons dit dans l'introduction, nous allons utiliser une marche aléatoire bran-
chante comme loi de référence pour presque tous nos systèmes de particules. En d'autres termes,
pour étudier la convergence des dérivées de Radon-Nikodým, nous étudierons des fonctionnelles
de marches aléatoires branchantes (à l'exception du modèle de Lotka-Volterra, pour lequel il sera
plus simple d'utiliser le modèle du voteur comme modèle de référence). Par conséquent, quelques
résultats sur les méthodes de calcul des moments d'une marche aléatoire branchantes pourront
être utiles par la suite.

3.1 Représentation de la marche aléatoire branchante à temps continu

Soient Λn(x, y) et Λn(x) des processus de Poisson continus d'intensité γp(x, y) et γ respec-
tivement. Une marche aléatoire branchante ξt à taux γ est la seule solution forte du problème
suivant :

ξt(x) = ξ0(x) +
∑
y,n

∫ t

0
1{ξs−(y)>n}dΛns (x, y)−

∑
n

∫ t

0
1{ξs−(x)>n}dΛns (x).

Si Λ est un processus de Poisson d'intensité λ, nous noterons son processus compensé Λ̂t =
Λt − λt, et pour toutes fonctions φ, on pose :

ξt(φ) =
∑
x

φ(x)ξt(x) et

Lγφ(x) = γ(Pφ(x)− φ(x)).
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Nous pouvons donc réécrire ξ de la façon suivante :

ξt(φ) = ξ0(φ) +Mt(φ) +At(φ) (2)

où nous avons posé

Mt(φ) =

[∑
x,y,n

∫ t

0
φ(x)1{ξs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y)−

∑
x,n

∫ t

0
φ(x)1{ξs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y)

]
et

At(φ) =

∫ t

0
ξs(Lγφ)ds.

Mt(φ) est une martingale, de variation quadratique :

〈M(φ)〉t = γ

∫ t

0
ξs(φ

2 + P (φ2))ds.

3.2 Calcul des moments

Nous voulons étendre l'équation (2) à des fonctions φ(t, x) = φt(x) ∈ C1,3([0,+∞[×Rd).
D'après l'égalité de Riemann-Stieltjes, on a :

ξt(x)φt(x) = ξ0(x)φ0(x) +

∫ t

0
ξsφ̇s(x)ds+

∫ t

0
φs(x)dξs(x).

Nous pouvons alors sommer sur tout x ∈ Zd, pour obtenir :

ξt(φt) = ξ0(φ0) +Mt(φ) +At(φ),

où on a noté :

Mt(φ) =

[∑
x,y,n

∫ t

0
φs(x)1{ξs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y)−

∑
x,n

∫ t

0
φs(x)1{ξs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y)

]
et

At(φ) =

∫ t

0

∑
x

ξs(Lγφs + φ̇s)ds.

Mt(φ) est encore une martingale de variation quadratique :

〈M(φ)〉t = γ

∫ t

0
ξs(φ

2
s + P (φ2

s))ds.

Nous appelons M la mesure-martingale orthogonale de la marche aléatoire branchante.

Dé�nition 3.1. Soit ξt une marche aléatoire à taux γ, la martingale-mesure orthogonale de ξ
est le processus Mt à valeurs dansMf (Rd) véri�ant pour tout φ ∈ C1,3([0,+∞[×Rd) :

M(φ)t = ξt(φ)− ξ0(φ)−
∫ t

0

∑
x

ξs(Lγφs + φ̇s)ds.
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Notons Pt le semigroupe de la marche aléatoire continue Bγ sur Zd qui saute à taux γ vers
l'un de ses voisins selon la distribution p. En d'autres termes,

Pt(φ)(x) = E(φ(x+Bγ
t )).

Si nous appliquons l'équation précédente à la fonction φs(x) = Pt−sφ(x), on a At(φ) = 0, dès
lors :

E(ξt(φ)) = ξ0(Pt(φ)),

De plus, nous pouvons ainsi calculer les autres moments par récurrence, en utilisant la formule
d'Itô. Ainsi, pour le deuxième moment, nous avons :

E(ξt(φ)ξt(ψ)) = ξ0(Pt(φ))ξ0(Pt(ψ)) +

∫ t

0
E(ξs(Pt−sφPt−sψ))ds.

On peut � lire �cette formule de la manière suivante, pour φ = 1{x} et ψ = 1{y} : la probabilité
qu'il y ait une particule en x et une autre en y est égale à la probabilité que deux particules
issues de deux particules initiales di�érentes se retrouvent aux bons endroits, plus celle que la
particule en position x et celle en position y descendent d'un même ancêtre commun à l'instant
s, puis se soient déplacées de manière indépendante pendant un temps t − s pour se retrouver
dans la bonne position.

La formule étendue s'en déduit par linéarité.

3.3 Calculs pour la marche aléatoire branchante à temps discret

Le même genre de calculs peuvent s'étendre aux marches aléatoires branchantes à temps
discret. En fait, nous pouvons aisément prouver par récurrence que :

E(ξn(φ)) = ξ0(Pn(φ)),

E(ξn(φ)ξn(ψ)) = ξ0(Pn(φ))ξ0(Pn(ψ)) +
n−1∑
k=0

E(ξk(Pn−k(φ)Pn−k(ψ))),

où on a posé Pn(φ)(x) = E(φ(x+Bn)), avec Bn une marche aléatoire sur Zd de noyau p.

4 Convergence de la marche aléatoire branchante avec dérive

Dans cette section, nous mettrons en valeur l'une des di�cultés qui peut apparaitre lorsqu'on
s'intéresse aux marches aléatoires à temps continu, di�culté qui disparait lorsqu'on s'intéresse
aux marches aléatoires branchantes à temps discret. Dans ce but, nous étudierons l'une des
modi�cations les plus simples de la marche aléatoire branchante. Nous ajoutons uniquement un
dérive, une di�érence entre la probabilité de naissance et de mort pour chaque particule.
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4.1 Marche aléatoire branchante à temps continu avec dérive symétrique θ

Pour commencer, nous étudions un modèle dans lequel le dérive est distribué de façon symé-
trique sur les taux de naissance et de mort. Avec ce modèle, on peut prouver la convergence de
la dérivée de Radon-Nikodým, sans di�cultés.

Dé�nition 4.1. Une marche aléatoire branchante à temps continu avec dérive symétrique θ ∈
Cb([0,+∞[×Zd) est un processus de particules dans lequel chaque particule a un taux ne naissance
accéléré et un taux de mort ralenti du même facteur. Ce système de particules évolue de la façon
suivante : {

ξt(x)→ ξt(x) + 1 à taux Vt(x)(1 + θ(x, t))
ξt(x)→ ξt(x)− 1 à taux ξt(x)(1− θ(x, t))

Une suite de tels processus, convenablement renormalisée, convergera vers un super-processus
de Dawson-Watanabe de la manière suivante. On note θN une suite de fonctions continues bornées
sur R+× Zd√

N
, que nous étendons par interpolation à des fonctions Cb

(
R+ × Rd

)
. Nous supposons

que θN converge uniformément vers θ.

Théorème 4.1. Soit ξNt une suite de marches aléatoires branchantes à taux N avec dérive

symétrique
θN

N
sur le réseau renormalisé d'un facteur

√
N , on pose :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNt (x)δ x√
N
.

Si XN
0 =⇒
N→+∞

µ, où µ ∈Mf (Rd), alors nous avons :

XN =⇒
N→+∞

X,

où X est un super-processus de Dawson-Watanabe avec taux de branchement 2, di�usion σ2 et

dérive θ.

Preuve. Soit Pθ la loi du processus XN , et PN la loi de la marche aléatoire branchante à taux N ,
renormalisée de la même manière, que nous noterons aussi XN . La dérivée de Radon-Nikodým
pour ces processus renormalisés est égal à celle des systèmes de particules dont ils sont tirés :

dPNθ
dPN

∣∣∣∣
Ft

= E(
1

N
MN (θN ))t,

où MN est la mesure-martingale orthogonale de la marche aléatoire branchanteξN .
Nous utilisons des approximations φNε ∈ C

1,3
b

(
R+ × Rd

)
de θN véri�ant ‖φNε −θN‖∞ ≤ ε. De

la même façon, on note φε une approximation de θ.
De plus, nous savons que la séquence de marches aléatoires branchantes à taux N , renorma-

lisées en espace par
√
N et en masse par N , converge en loi vers le super-mouvement Brownien.
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Dès lors, nous avons simplement à prouver la convergence en loi jointe avec la dérivée de Radon-
Nikodým. On a, pour toute fonction φ ∈ C1,3

b

(
R+ × Rd

)
:

MN
t (φ) = ξNt (φ)− ξN0 (φ)−

∫ t

0
ξNs (LNφ)ds−

∫ t

0
ξNs (φ̇s)ds.

De la même manière, on a :

[MN (φ)]t =
∑
x,y,n

∫ t

0
φs−(x)21{ξNs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y) +

∑
x,n

φs−(x)21{ξNs−(x)>n}dΛ̂ns (x),

on voit donc que [
1

N
MN (φ)]t −

∫ t
0 X

N
s (φ2

s + PN (φ2
s))ds est une martingale de variation quadra-

tique tendant vers 0, donc

[
1

N
MN (φ)]t

L2

−→
n→+∞

2

∫ t

0
Xs(φ

2
s)ds.

De plus, la fonction :

X ∈ D([0,+∞[,Mf (Rd)) 7→
∫ t

0
Xs(φ)ds

est continue, donc en posant φn un ensemble dénombrable de fonctions dans C1,3
b

(
R+ × Rd

)
, on

a : (
XN ,

(
1

N
MN
t (φn)

)
,

(
1

2N2

[
MN (φn)

]
t

))
=⇒

n→+∞

(
X, (Mt(φ

n)) ,

∫ t

0
Xs(φ

n2
s)ds

)
.

Nous utilisons ensuite ce résultat pour l'ensemble dénombrable
(
φNε
)
N∈N,ε∈Q des approxima-

tions de θN , ce qui nous permet de prouver la convergence jointe :(
XN ,

1

N
MN
t (θN ),

1

2N2

[
MN (θN )

]
t

)
=⇒

n→+∞

(
X,Mt(θ),

∫ t

0
Xs(θ

2
s)ds

)
.

Cette convergence jointe nous donne en particulier la convergence jointe de XN et de la
dérivée de Radon-Nikodým, on en conclut la convergence de PNθ vers P 2,θ,σ2

.

Étudions maintenant le même genre de convergence pour des processus à temps discret.

4.2 Marche aléatoire branchante avec dérive, modèle à temps discret

Dé�nition 4.2. Une marche aléatoire branchante à temps discret avec dérive θ ∈ Cb(R+ × Rd)
est un système de particules dans lequel chaque particule a un nombre d'enfants augmenté en
moyenne d'un facteur θ. Ce processus de particule évolue de la manière suivante :

ξn+1(x) = k avec probabilité e−λ
λk

k!

où on a posé λ = λn(x) = (1 + θn(x))Vn(x).
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Comme dans le cas précédent, on considère une suite θN de fonctions continues bornées sur
N
N
× Zd√

N
, que nous étendons par interpolation à des fonctions de Cb

(
R+ × Rd

)
. On suppose que

θN converge uniformément vers θ. On peut alors prouver le même type de résultats :

Théorème 4.2. Soit ξN une suite de marches aléatoires branchantes à temps discret sur la

matrice renormalisée, avec dérive
θNn
N

N
. On pose :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNbNtc(x)δ x√
N
.

Si XN
0 =⇒
n→+∞

µ où µ ∈Mf (Rd), alors on a :

XN =⇒
n→+∞

X,

où X est un super-processus de Dawson-Watanabe avec taux de branchement 1, di�usion σ2 et

dérive θ.

Preuve. Nous supposons dans un premier temps que les dérives θN et θ sont dans C1,3
b (R+ × R),

et que la convergence est uniforme en espace.
Comme précédemment, nous étudions la dérivée de Radon-Nikodým de nos processus. On

pose PNθ la loi de (XN
t )t≥0 et PN la loi de la marche aléatoire branchante sans dérive, renormalisée

de la même manière. Dans le modèle à temps discret, on a :

dPNθ
dPN

∣∣∣∣
Ft

=

bNtc∏
k=0

∏
x

Ln,x,

où on a posé :

Ln,x = e
− 1
N
V Nn (x)θNn

N
(x)

(
1 +

θNn
N

(x)

N

)ξNn+1(x)

.

On peut maintenant réécrire

dPNθ
dPN

∣∣∣∣
Ft

= (1 + oP (1)) exp

 1

N

bNtc∑
k=0

ξNn+1

(
θNn
N

)
− ξNn (PθNn

N
) +

1

N2

bNtc∑
k=0

ξNn+1(θNn
N

2
))

 .
On étudie la convergence de chaque partie de la dérivée de Radon-Nikodým, on commence

par

1

N2

bNtc∑
k=0

ξNn+1

(
θNn
N

2
)

=

∫ t

0
XN
s

(
θNs

2
)
ds+ o(1),

et de la même manière que précédemment, nous obtenons la convergence jointe avec celle du
processus.
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Nous nous intéressons ensuite à :

1

N

bNtc∑
k=0

ξNn+1(θNn
N

)− ξNn (PθNn
N

)

=
1

N

bNtc∑
k=0

[
ξNn+1(θNn+1

N

)− ξNn (θNn
N

)
]
−
[
ξNn+1(θNn+1

N

)− ξNn+1(θNn
N

)
]
−
[
ξNn (PNθNn

N
)− ξNn (θNn

N
)
]

= XN
bNtc(θ

N
bNtc
N

)−XN
0 (θN0 )− 1

N2

bNtc∑
k=0

ξNn+1(θ̇Nn
N

) + ξNn (LN (θNn
N

)) + o(1)

= XN
bNtc(θ

N
bNtc
N

)−XN
0 (θN0 )−

∫ t

0
XN
s (θ̇Ns + LNθNs )ds+ o(1).

Ainsi on obtient la loi jointe du processus et de sa dérivée de Radon-Nikodým.
Nous utilisons ensuite une suite d'approximations de θ par des fonctions régulières pour

compléter la preuve.

Remarque 4.1. Cette preuve de la convergence du processus à temps discret est très proche de
celle de la convergence de la marche aléatoire à dérive symétrique. Ici l'espérance du nombre
d'enfants de chaque particule est égal à 1+θt(x)

2 , ce qui nous amène à considérer une dérive θ
2

pour le processus à temps discret. De plus, le taux de branchement du processus limite vaut 2
dans le cas de la marche aléatoire branchante à dérive symétrique, au lieu de 1 dans le modèle à
temps discret.

Mais s'intéresser à X̃N
t =

1

N

∑
x∈Zd ξ

N
b2Ntc(x)δ x√

N
nous aurait conduit à un super-mouvement

Brownien, avec taux de branchement 2 et dérive θ, ainsi qu'on l'attendait.

Nous allons maintenant nous intéresser à une autre marche aléatoire branchante à temps
continu, pour laquelle la dérive n'est pas distribuée de façon égale sur les taux de naissance et de
mort. Prouver la convergence grâce à la dérivée de Radon-Nikodým du processus devient alors
un exercice bien plus ardu.

4.3 Une marche aléatoire branchante avec dérive asymétrique (θ, θ′)

Dé�nition 4.3. Une marche aléatoire avec dérive asymétrique (θ, θ′) ∈ C1,3
b (R+ × Rd)2

est une
marche aléatoire branchante dont on a accéléré le taux de naissance par un certain facteur, et le
taux de décès par un autre. Le système de particules évolue de la façon suivante :{

ξt(x)→ ξt(x) + 1 à taux Vt(x)(1 + θt(x))
ξt(x)→ ξt(x)− 1 à taux ξt(x)(1 + θ′t(x))

Le théorème que nous aimerions prouver est le suivant : soit (θN , θ′N ) des suites fonctions

continues bornées sur R+ × Zd√
N
, que nous étendons par interpolation à des fonctions dans

Cb
(
R+ × Rd

)
. Nous supposons que θN et θ′N convergent uniformément vers θ et θ′.
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Théorème 4.3. Soit ξNt une suite de marches aléatoires branchantes à taux N avec dérive

asymétrique

(
θN

N
,
θ′N

N

)
, on pose :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNt (x)δ x√
N
.

Si XN
0 =⇒
N→+∞

µ où µ ∈Mf (Rd), alors on a :

XN =⇒
N→+∞

X,

où X est un super-processus de Dawson-Watanabe avec taux de branchement 2, di�usion σ2 et

dérive
θ − θ′

2
.

Nous voudrions prouver ce théorème de la même façon que précédemment.
Comme nous l'avions fait précédemment, nous notons P ′Nθ,θ′ la loi du processus ξ

N , et rappelons

que PN est la loi de la marche aléatoire branchante à taux N . La dérivée de Radon-Nikodým de
ce processus est

dP ′Nθ
dPN

∣∣∣∣
Ft

= E(BN (θN )−KN (θ′N ))t,

où BN (θN )t =
∑

0<s≤t
∑

x θ
N
s (x)∆ξNs (x)

+
, est dé�ni comme le processus de naissance, qui saute

de θs(x) s'il y a une naissance sur le site x à l'instant s, et de la même façon, on note KN (θ′N )t =∑
0<s≤t

∑
x θ

N
s (x)∆ξNs (x)

−
.

On s'intéresse maintenant à la convergence en loi de cette dérivée de Radon-Nikodým.
Commençons par rappeler que

BN
t (θN ) =

∑
x,y,n

∫ t

0
θNs−(x)1{ξNs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y).

De plus, nous avons :

[BN (θN )]t =
∑
x,y,n

∫ t

0
θNs−(x)

2
1{ξNs−(y)>n}dΛns (x, y)

=
1

2
[MN (θN )]t +

1

2
MN
t (θN

2
).

Nous voyons donc que la variation quadratique est assez simple à étudier, en utilisant les
mêmes arguments que précédemment. Il nous faut maintenant prouver la convergence en loi de
1

N
BN
t (θ) vers

1

2
Mt(θ). Mais cette partie semble assez problématique, en raison des di�érences

importantes existant entre BN et KN les processus de vie et de mort.
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Remarque 4.2. A�n de donner un équivalent du processus à dérive asymétrique, nous devons
considérer la suite de processus modi�ée à temps discrets suivante Y N

t = XN

t+
θt(x)
N

, car le processus

à temps continu évolue à un taux 2 + θt(x)
N , et conserver le même type de dérive que dans

le processus XN . Il apparait ainsi que les di�cultés de calculs proviennent d'un problème de
temps, au lieu de conserver la même échelle de temps, dans le cas du processus asymétrique le
temps est accéléré d'un facteur (1 + θ−θ′

2 ) à l'ordre 0, et cette modi�cation nous amène à des
e�ets di�ciles à contrôler pour la dérivée de Radon-Nikodým.

5 Convergence du processus de contact

Un processus de contact est un système de particules de vie et de mort, qui représente l'évo-
lution d'une épidémie dans une population. Les � particules �représentent les individus infectés.
En chaque site, il y a uniquement un nombre �ni de personnes qui sont susceptibles de tomber
malade. Chaque personne infectée peut contaminer une autre voisine à un certain taux, et guérir
à un autre taux. Ces dynamiques ont déjà été beaucoup étudié, et la convergence a été prouvée
dans [?], mais nous cherchons ici à étudier la possibilité d'utiliser une dérivée de Radon-Nikodým.

5.1 Processus de contact à temps continu

Le processus de contact à temps continu peut être dé�ni comme suit : On suppose qu'en
chaque site du réseau Zd se situe un village de M individus. Chaque individu infecté peut
contaminer un individu d'un village voisin à taux 1

M p(x, y). La cible est e�ectivement contaminée
si elle n'était pas déjà malade. Si nous comparons ceci à une marche aléatoire branchante, nous
remarquons que le taux de naissance est moins élevé, donc nous avons également besoin de
modi�er le taux de mort, pour éviter l'écueil de la dérive asymétrique. Chaque particule guérira
à un taux 1 + θ. Formellement, nous posons la dé�nition suivante.

Dé�nition 5.1. Un processus de contact avec dérive θ et taille de villageM est un processus de
particules à temps continu avec taux de naissance (1−Vt−(x)) et taux de mort (1+θ), c'est-à-dire
un processus de Markov évoluant de la manière suivante : ξt(x)→ ξt(x) + 1 at rate Vt(x)(1− Xt(x)

M
)

ξt(x)→ ξt(x)− 1 at rate ξt(x)(1 + θ).

Nous pouvons obtenir le théorème suivant sur la convergence d'une suite de processus de
contact.

Théorème 5.1. Soit ξN une suite de processus de contact à taux N , dérive θ
N et taille de village

N , on pose :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNt (x)δ x√
N
.

Si XN
0 =⇒
N→+∞

µ, où µ est une mesure �nie sans atomes sur Rd, nous avons :

XN =⇒
N→+∞

X,

17



où X est un super-processus de Dawson-Watanabe avec taux de branchement 2, di�usion σ2 et

dérive θ − b, où on a posé :

b =

+∞∑
n=0

E(p(Bn)) =

+∞∑
n=1

P(Bn = 0),

avec Bn une marche aléatoire sur Zd de noyau p.

Ce théorème a déjà été prouvé dans [?], mais d'une façon di�érente. On prouve pour com-
mencer l'existence de valeurs d'adhérence par une argument de tension, puis on montre que toute
valeur d'adhérence est solution du problème de martingales (1). Le but ici serait de donner une
autre preuve plus directe, en utilisant la dérivée de Radon-Nikodým.

Si nous notons QNθ la loi du processus XN , nous avons encore, grâce à la Proposition 2.2 :

dQNθ
dPN

∣∣∣∣
Ft

= E
(

1

N
M̃N

)
t

,

où :

M̃N
t =

∑
x,y,n

∫ t

0
ξNs (x)1{ξNs (y)>n}dΛ̂ns (x, y)−

∑
x,n

∫ t

0
θ1{ξNs (x)>n}dΛ̂ns (x).

Nous allons maintenant traiter le cas θ = b, pour lequel nous souhaiterions prouver que la
dérivée de Radon-Nikodým converge en loi vers 1.

Mais si nous avions cette convergence, nous pourrions calculer l'espérance du logarithme de
cette variable aléatoire :

1

N2
E([M̃N ]t) = E(

1

N2

∑
x,y,n

∫ t

0
ξNs (x)21{ξNs (y)>n}dΛns (x, y)− 1

N2

∑
x,n

∫ t

0
b21{ξNs (x)>n}dΛns (x))

=

∫ t

0

1

N

∑
x,y

E((ξNs (x)2 − b2)ξNs (y))p(x, y)ds −→
n→+∞

0.

Mais nous pouvons prouver que (calculs portés en annexe) :

E(

∫ t

0

1

N

∑
x,y

(ξNs (x)− b)ξNs (y)p(x, y)ds) −→
n→+∞

0. (3)

Ce phénomène est appelé simpli�cation en champ moyen. Il apparait qu'au voisinage de
chaque particule, le nombre moyen de voisin tend vers la constante b.

Ces calculs nous mènent aux résultat suivant : si la dérivée de Radon-Nikodým converge vers
1 en loi, alors on a :

E(

∫ t

0

1

N

∑
x,y

(ξNt (x)− b)2)ξNt (y)p(x, y)ds) −→
n→+∞

0.
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Mais comme b n'est pas entier, nous pouvons choisir ε > 0 tel que ]b− ε, b+ ε[∩N = ∅, dans ce
cas, nous avons également :

E(

∫ t

0

1

N

∑
x,y

(ξNt (x)− b)2)ξNt (y)p(x, y)ds) ≥ E(

∫ t

0

1

N

∑
x,y

ε2ξNt (y)p(x, y)ds) = tXN
0 (ε2).

Il apparait donc que la dérivée de Radon-Nikodým ne peut converger dans ce cas précis. La
simpli�cation en champ moyen n'apparait pas dans ce type de calculs.

Remarque 5.1. Même si nous avions nous ayons "symmétrisé" le processus de contact en accé-
lérant le taux de guérison des particules côtoyant de nombreux malades, il semble di�cile de
terminer une telle preuve de la convergence du processus de contact, car la � fonction �XN

t que
nous intégrons par rapport à la mesure-martingale M n'a pas de limite en dimension d > 2, en
particulier cette limite ne peut pas être b.

Il est impossible d'obtenir une convergence séparer (la mesure martingale d'une part, et la
fonction intégrée d'autre part, comme réalisé dans [?]). De plus, nous ne pouvons plus utiliser la
simpli�cation en champ moyen de notre processus, car la dérivée de Radon-Nikodým conserve
les carrés de variations microscopiques dans la dérive.

5.2 Processus de contact à temps discret

Nous souhaitons maintenant voir quelles seront les di�cultés lorsque nous traiterons du pro-
cessus de contact à temps discret. Commençons par dé�nir la distribution du nombre d'enfant.
Notons qu'il y a deux types possibles d'enfants d'une marche aléatoire branchante qui dispa-
raissent dans le processus de contact : ceux qui représentent l'infection d'enfants déjà infectés,
ce qui se produit avec probabilité ξn(x)

M ; et ceux qui visent plusieurs fois le même individu non-
infecté. Il y aura dans ce cas un seul nouvel individu dans le processus de contact, là où il y en
avait plusieurs dans le cadre de la marche aléatoire branchante. Pour le moment, nous ignorerons
ce second terme.

Un calcul assez simple nous montre que la nouvelle distribution d'enfants doit être :

Πn,x(k) = e−(1− ξn(x)
M

)Vn(x)

(
(1− ξn(x))

M )Vn(x)
)k

k!
.

Nous pouvons maintenant dé�nir ce processus de contact modi�é à temps discret.

Dé�nition 5.2. Un processus de contact à temps discret modi�é avec dérive θ et taille de village
M est un processus de particules à temps discret dont le nombre d'enfants suit la distribution
suivante :

Πn,x(k) = e−λ
λk

k!
,

où λ = λn(x) = (1− ξn(x)
M )Vn(x)(1 + θ).

Remarque 5.2. Ce processus de contact modi�é est une bonne approximation du modèle initial.
En e�et le nombre de particules par site dans le processus de contact est dominé par le nombre de
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particules par site de la marche aléatoire branchante avec dérive θ associée. De plus, l'espérance
conditionnelle du nombre de particules infectées par deux voisines ou plus à l'instant n + 1 au
site x est clairement borné par une constante multipliée par le carré du nombre de voisins de
cette particule. Finalement, un calcul assez simple montre que le nombre de ces erreurs jusqu'à
l'instant t est un oP (N), quand N → +∞, donc ces erreurs n'apparaissent pas dans le processus
limite.

Nous étudions la possible convergence d'une suite ξN de processus de contact modi�és avec
dérive θ

N et taille de village N . Nous notons également, de la même manière que pour la marche
aléatoire branchante avec dérive :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNbNtc(x)δ x√
N
.

Nous pouvons calculer la dérivée de Radon-Nikodým de ces processus par rapport aux marches
aléatoires branchantes. Nous commençons en calculant

Ln,x = exp

[
−Vn(x)((1− ξNn (x)

N
)(1 +

θ

N
)− 1)

]
((1− ξNn (x)

N
)(1 +

θ

N
))ξn+1(x).

Nous pouvons aisément calculer le logarithme de la dérivée de Radon-Nikodým de ce processus
de contact modi�é contre la marche aléatoire branchante :

ln(LNt ) =
1

N

Nt∑
n=0

∑
x

(ξNn+1(x)− Vn(x))(θ − ξNn (x))

− 1

2N2

Nt∑
n=0

∑
x

ξNn+1(x)(ξNn (x)
2

+ θ2)− 2Vn(x)ξNn (x)θ + oP (1).

La convergence de la part de cette dérive qui implique le terme en θ est déjà bien connue. Il
nous reste juste à tenir compte de la part de dérive reliée à ξNn (x). Nous pouvons établir, de la
même manière que pour la marche aléatoire branchante à temps continu que :

E

 1

N

bNtc∑
n=0

(ξNn (x)− b
2)Vn(x)

N

 −→
n→+∞

0.

Mais la convergence de la dérivée de Radon-Nikodým suppose que :

E(
1

N2

Nt∑
n=0

∑
x

ξNn+1(x)(ξNn (x)
2 − b2

4
)) = E(

1

2N

Nt∑
n=0

∑
x

Vn(x)(ξNn (x)
2 − b2

4
)) −→
n→+∞

0,

et de la même manière que précédemment, on peut montrer qu'avoir ces deux convergences de
manière simultanée est impossible.

Remarque 5.3. Une fois encore, nous observons que le problème est ici d'obtenir une limite pour
l'intégrale de ξn(x) contre la martingale orthogonale de la marche aléatoire branchante. Or cette
suite de fonctions n'admet pas de limite, ne serait-ce que càdlàg.
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En dimension 1, dans [?], comme le super-mouvement Brownien admet une densité continue
par rapport à la mesure de Lebesgue, les calculs peuvent être terminés, et on trouve une limite
pour la dérivée de Radon-Nikodým conjointe à la limite des suites de marches aléatoires bran-
chantes. Dans [?], ces méthodes sont utilisées sur un modèle de contagion SIR, pour lequel les
individus qui ont été infectés sont par la suite immunisés contre la maladie. Comme le super-
mouvement Brownien possède une mesure d'occupation à densité continue en dimension 2 et 3,
la preuve de la convergence utilisant une dérivée de Radon-Nikodým peut être utilisée, et permet
de conclure.

La di�culté dans la preuve de la convergence de la dérivée de Radon-Nikodým est di�érente de
la di�culté rencontrée pour la marche aléatoire avec dérive. Ce n'est pas seulement des di�érences
de vitesse locales qui sont ici en jeu, c'est l'existence d'une simpli�cation en champ moyen, qui
n'apparait pas dans la dérivée de Radon-Nikodým, pour laquelle les processus sont observés avec
tous les détails microscopiques. La possibilité de conclure se ramène alors à l'existence d'une
limite càdlàg pour la dérive utilisée ξn(x), ce qui est faux pour des dimensions plus grandes que
2.

Nous allons maintenant donner quelques autres exemples de processus de particules dont la
limite s'obtient par simpli�cation en champ moyen, pour lesquels le calcul de la limite de la
dérivée de Radon-Nikodým se révèle inopérant.

6 Convergence pour le modèle du voteur

Nous allons maintenant introduire deux types de modèles de voteur, avec court ou long rayon
d'interaction. Ces processus ont déjà été étudiés à de nombreuses reprises, et la convergence
d'une suite de ces processus convenablement renormalisés vers des super-mouvements Browniens
a été prouvé dans [?].

Un modèle du voteur est un système de particules tel qu'à chaque site, nous avons un certain
nombre d'individus. Chacun d'entre eux peut avoir une opinion, 0 ou 1. Avec taux 1, l'un d'entre
eux choisi l'un de ses voisins uniformément au hasard, et adopte son opinion. Le processus est
donc dé�ni de la manière suivante.

Dé�nition 6.1. Un modèle du voteur à temps continu avec taille de village M est un système
de particules ξt : Zd → {0, · · ·M} avec taux de naissance (1− ξt(x)

M ) et taux de décès (1− Vt(x)
M ).

Par conséquent, ce modèle évolue de la façon suivante :
ξt(x)→ ξt(x) + 1 à taux Vt(x)

(
1− Xt(x)

M

)
ξt(x)→ ξt(x)− 1 à taux ξt(x)

(
1− Vt(x)

M

)
.

Dé�nition 6.2. Un modèle du voteur à temps discret avec taille de villageM est un système de

particules ξn : Zd → {0, · · ·M} avec une distribution du nombre d'enfants Binomiale
(
M, Vn(x)

M

)
.

Par conséquent, ce modèle évolue comme suit :

ξn+1(x) = k avec probabilité

(
M

k

)
(
Vn(x)

M
)k(1− Vn(x)

M
)M−k.
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6.1 Modèle du voteur à long rayon d'interaction

L'étude du modèle du voteur à long rayon d'interaction consiste à l'étude d'une suite de
modèles du voteur dans lequel la taille de chaque village tend vers +∞. En d'autres termes,
chaque individu possède un nombre de voisins qui tend vers +∞. Soit ξNt une suite de modèles
du voteur à temps continu de vitesse N et de taille de village MN . On pose :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNt (x)δ x√
N
.

Le théorème suivant a été prouvé dans [?].

Théorème 6.1. Si XN
0 =⇒
N→+∞

µ ∈Mf (Rd), alors :

XN =⇒
N→+∞

X

où X est un super-mouvement Brownien avec taux de branchement 2 et di�usion σ2.

Une fois encore, nous calculons la dérivée de Radon-Nikodým de ce processus, de loi RN :

dRN

dPN

∣∣∣∣
Ft

= E
(

1

MN
V N
t

)
,

où :

V N
t =

∑
x,y,n

∫ t

0
ξNs (x)1{ξNs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y) +

∑
x,n

∫ t

0
PNXN

s (x)1{ξNs−(X)>n}dΛ̂ns (x, y).

Les di�cultés que nous avions déjà rencontré dans le processus de contact se retrouvent de
la même manière pour le modèle du voteur.

6.2 Autour du modèle du voteur à court rayon d'interaction

Le modèle du voteur à court rayon d'interaction est dé�ni comme un modèle du voteur
pour lequel il n'y a qu'un unique individu en chaque site. Dans ce cas, nous avons également
convergence vers le super-mouvement Brownien, mais cette fois avec un taux de branchement
multiplié par γ = P(∀n > 0, Bn 6= 0) (voir [?]). Nous pouvons encore calculer la dérivée de
Radon-Nikodým, de la même façon que pour le modèle du voteur à long rayon d'interaction,
mais cette fois-ci contre une marche aléatoire branchante avec taux γN .

Dans le modèle à temps continu, on a :

dRN

dPN

∣∣∣∣
Ft

= E(Ṽ N
t ),

où on a noté :

Ṽ N
t = γ

(∑
x,y,n

∫ t

0
(ξNs (x)− b)1{ξNs−(y)>n}dΛ̂ns (x, y)

+
∑
x,n

∫ t

0
(PNXN

s (x)− b)1{ξNs−(X)>n}dΛ̂ns (x, y)

)
,
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en utilisant la relation b =
γ − 1

γ
. Ces résultats sont semblables à ceux relatifs aux processus

de contact, et conduisent aux mêmes genres de di�cultés. Notons que résoudre ce problème
permettrait également de �nir la preuve pour le modèle du voteur à long rayon d'interaction.

7 Le modèle de Lotka-Volterra, une modi�cation du modèle du

voteur

Nous étudions ici le modèle de Lotka-Volterra, qui est une modi�cation du modèle du voteur.
Par conséquent, la dérivée de Radon-Nikodým sera calculée par rapport au modèle du voteur,
pas par rapport à la marche aléatoire branchante. De plus, pour les calculs relatifs au modèle
du voteur, nous pourrons utiliser la dualité de celui-ci avec la marche aléatoire coalescente (Bx

t ).
Un modèle de Lotka-Volterra est un modèle de compétition entre deux espèces, 0 et 1. Quand
l'un des individus meurt, il est immédiatement remplacé par un nouvel individu, dont l'espèce
dépend des concentrations de 0 et de 1 au voisinage du site. Nous utiliserons ici les notations
suivantes, plus agréables à manipuler, pour les nombres de voisins de chaque espèce d'un site :

f in(x) =
∑
e

p(e)1{ξn(x+e)=i}, i ∈ {0, 1}.

La convergence de l'un de ces processus vers un super-processus de Dawson-Watanabe a
déjà été prouvé dans [?], en utilisant un argument de tension, et la caractérisation des valeurs
d'adhérence par le problème de martingales (1). Regardons maintenant la dérivée de Radon-
Nikodým du processus à temps continu.

7.1 Modèle de Lotka-Volterra à temps continu

Dé�nition 7.1. Un modèle de Lotka-Volterra à temps continu avec paramètres d'interaction α0

et α1 est un système de particules ξt : Zd → {0, 1} avec taux de naissance (1 − ξt(x))(f0
t (x) +

α0f
1
t (x)) et taux de mort f0

t (x)(f1
t (x) + α1f

0
t (x)). Ce processus évolue de la manière suivante :{

ξt(x)→ ξt(x) + 1 à taux (1− ξt(x))(f1
t (x) + (α0 − 1)f1

t (x)2)
ξt(x)→ ξt(x)− 1 à taux ξt(x)(f0

t (x) + (α1 − 1)f0
t (x)2)

Soit ξNt une suite de modèles de Lotka-Volterra avec vitesse N et paramètres d'interaction

1 +
θ0

N
, 1 +

θ1

N
. On note comme d'habitude le processus normalisé de loi R̃N :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNt (x)δ x√
N
.

Commençons par quelques notations. (Bx)x∈Zd est une marche aléatoire coalescente, où Bx

est une marche aléatoire commençant en x. Si Bx et By se rencontrent à n'importe quel moment,
alors ils coalescent, i.e. si Bx

t = By
t alors pour tout s ≥ t, Bx

s = By
s . Nous posons également :

τ(x, y) = inf{t > 0|Bx
t = By

t }
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β =
∑
e,e′

p(e)p(e′)P(τ(0, e) = τ(0, e′) = +∞, τ(e, e′) < +∞)

δ =
∑
e,e′

p(e)p(e′)P(τ(0, e) = τ(0, e′) = +∞)

Notre but serait alors de prouver le théorème suivant :

Théorème 7.1. Si XN
0 =⇒
N→+∞

µ ∈Mf (Rd), alors :

XN =⇒
N→+∞

X,

où X est un super-processus de Dawson-Watanabe avec taux de branchement 2γ et dérive βθ0 −
δθ1.

Pour calculer la dérivée de Radon-Nikodým de ce processus par rapport au modèle du voteur
renormalisé, nous devons donner une représentation du modèle du voteur, de la même manière
que nous avons calculé les moments de la marche aléatoire branchante. Or on sait que le modèle
du voteur à court rayon d'interaction (ξt) est la seule solution forte du problème suivant :

ξt(x) = ξ0(x) +
∑
x,y

∫ t

0
(ξs−(y)− ξs−(x))dΛs(x, y).

Grâce à cette formule, on peut écrire la dérivée de Radon-Nikodým de la manière suivante :

dR̃N

dRN

∣∣∣∣∣
Ft

= E(M1,N
t −M0,N

t ),

où on a posé :

M1,N
t =

∑
x,y

∫ t

0
ξNs−(y)(1− ξNs−(x))f1

s (x)dΛ̂s(x, y) et

M0,N
t =

∑
x,y

∫ t

0
ξNs−(x)(1− ξNs−(y))f0

s (x)dΛ̂s(x, y).

La convergence de la variation quadratique divisée par N est établi de la même manière que
pour le processus de contact, et nous pouvons également prouver de la même manière qu'on ne
peut pas avoir la convergence de la dérivée de Radon-Nikodým .

7.2 Modèle de Lotka-Volterra à temps discret

Dé�nition 7.2. Un modèle de Lotka-Volterra à temps discret avec paramètres d'interaction
α0 et α1 est un système de particules ξn : Zd → {0, 1} avec distribution du nombre d'enfants
évoluant de la façon suivante :

ξn(x)→
{
ξn+1(x) = 0 avec probabilité f0

n(x)− εn(x)
ξn+1(x) = 1 avec probabilité f1

n(x) + εn(x)

où nous notons εn(x) = (α0 − 1)f0
n(x)

2
(1− ξn(x))− (α1 − 1)f1

n(x)
2
ξn(x).
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Soit ξNt une suite de modèles de Lotka-Volterra avec paramètres d'interaction 1 +
θ0

N
, 1 +

θ1

N
.

Nous notons également la loi du processus renormalisé de la façon usuelle R̃N :

XN
t =

1

N

∑
x∈Zd

ξNbNtc(x)δ x√
N
.

Théorème 7.2. Soit XN
0 =⇒
N→+∞

µ ∈Mf (Rd), alors :

XN =⇒
N→+∞

X,

où X est un super-processus de Dawson-Watanabe avec taux de branchement γ et dérive βθ0−δθ1,
où :

β =
∑
e,e′

p(e)p(e′)P(τ(0, e) = τ(0, e′) = +∞, τ(e, e′) < +∞)

δ =
∑
e,e′

p(e)p(e′)P(τ(0, e) = τ(0, e′) = +∞)

On calcule maintenant la dérivée de Radon-Nikodým de ce processus contre le modèle du
voteur, on a :

LNt =

bNtc∏
n=0

∏
x

(
1 + ξn+1(x)

εn(x)

f1
n(x)

+ (1− ξn+1(x))
εn(x)

f0
n(x)

)
,

qui peut être réécrit immédiatement, en utilisant le fait que la mesure martingale orthogonale
du modèle du voteur à temps discret est la mesure purement atomique M telle que :

∀k ∈ N,∀x ∈ Zd, M(k, x) = ξk(x)− f1
k−1(x) = Mk,x;

comme le produit sur l'espace et le temps de :

Ln,x =

(
1 +Mn,x

εn(x)

f0
n(x)f1

n(x)

)
.

Une fois encore, nous voudrions montrer la convergence jointe du processus et de sa variation
quadratique, avec les mêmes problèmes que l'on a toujours eu : εn ne converge pas vers une
constante.

8 Conclusion

Nous avons vu à travers tous ces exemples que les deux plus grands problèmes rencontrés
lorsqu'on tente de prouver la convergence de la dérivée de Radon-Nikodým de notre processus
vers la limite espérée. Le premier d'entre eux ne concerne que les processus à temps continus,
car la dérivée de Radon-Nikodým prend en compte le décalage de temps en OP ( 1

N ) lorsque les
taux ne sont pas symétriques.
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Le second problème est que notre processus, quand il n'y a pas limite càdlàg de la dérive, il
devient alors plus di�cile, et parfois même impossible.

Par conséquent, prouver la convergence de la plupart des processus que nous avons étudié, il
reste nécessaire de prouver la tension de cette suite de processus, puis caractériser la limite en
utilisant le problème de martingales (1).

9 Annexe

Dans cette section, nous allons prouver l'équation (3). Ici, nous notons ξNt une suite de

marches aléatoires branchantes avec tauxN et noyau symétrique pN = p( .√
N

) sur
Zd√
N
, véri�ant :

1

N
ξN0 =⇒

N→+∞
µ.

On note XN
t =

1

N
ξNt , qui est compris comme une mesure sur Rd.

Pour les calculs qui suivront, nous écrirons η une marche aléatoire branchante avec vitesse N
et noyau p sur Zd, commençant avec une unique particule à l'instant t = 0 en position O. Soit(
ηx,i
)
x∈Zd,i∈N une suite de marches aléatoires branchantes indépendantes de vitesse N , partant

d'une particule unique en x à l'instant t = 0.
Nous notons également :
• (Bn)n∈N une marche aléatoire sur Zd de noyau p,
• Π(t) un processus de Poisson d'intensité 1,
• Vt = BΠ(t) une marche aléatoire (à temps continu) sur Zd de noyau p et vitesse 1,
• V ′t , V ′′t , · · · des copies indépendantes de Vt.

9.1 Autour de la marche aléatoire

Ici nous nous intéresserons à Vt la trajectoire d'une unique particule dans une marche aléatoire
branchante. La borne supérieure que nous donnerons ici sera très utile plus tard.

Lemme 9.1. Il existe C > 0 tel que pour tout s > 0 et x ∈ Zd :

E(p(x+ Vs)) < C(1 + s)−d/2

Preuve. Nous avons E(p(x + Vs)) =
∑+∞

k=0 P (Π(s) = k)E(p(x + Vk)), qui peut être réécrit en
utilisant le fait que :

E(p(Vk + x)) = P(Vk+1 = −x) < C(1 + k)−d/2.

Ensuite nous appliquons un résultat de grands déviations pour le processus de Poisson, nous
avons :

P
(

Π(s) <
s

2

)
≤ e−cs,

pour un certain c > 0. Nous avons également :

E(p(x+ Vs)) ≤ P(Πs <
s

2
) +

(
1 +

s

2

)−d/2
.
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9.2 Nombre moyen de voisins d'une particule

Nous étudions maintenant le comportement du nombre moyen de voisins d'une particule dans
la marche aléatoire branchante. Comme dans le processus limite, seule les densités locales ont
un sens, nous allons étudier la quantité suivante :

ZNt (φ) =
1

N

∑
x,y

φ(x)ξNt (x)ξNt (y)pN (x, y).

Dans ce but, nous nous intéressons pour commencer à cette valeur quand la marche aléatoire
branchante commence avec une unique particule en t = 0, on note :

Z ′Nt (φ) =
∑
x,y

φ(x)ηt(x)ηt(y)p(x, y).

Lemme 9.2. Il existe b > 0 tel que pour toute suite τN → 0 telle que NτN → +∞, nous avons :

E(Z ′NτN (1)) −→
N→+∞

b.

De plus, nous avons :

b =

∫ +∞

0
E(p(Vs))ds =

∫ +∞

0
P(Vs +W = 0)ds

=

+∞∑
n=0

E(p(Bn)) =

+∞∑
n=1

E(1{Bn=0}).

Preuve. Nous savons que pour tout t > 0,

E(
∑
x,y

ηt(x)ηt(y)p(x, y)) =
∑
x,y

η0(Pt(x))η0(Pt(y))p(x, y)

+N
∑
x,y

∫ t

0
E(ηu(Pt−u(x)Pt−u(y))

+ηu(PN (Pt−u(x)Pt−u(y))))p(x, y)du,

qui peut être réécrit, en échangeant la somme et l'espérance, et en utilisant la condition
initiale :

E(Z ′Nt (1)) = E(p(V2Nt)) + 2N

∫ t

0
E(p(V2Ns))ds.

Nous utilisons maintenant le Lemme 9.1. pour observer que :

E(p(V2NτN )) ≤ C(1 + 2NτN )−d/2 −→
N→+∞

0.
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De plus nous pouvons calculer l'autre terme :

2N

∫ τN

0
E(p(V2Ns))ds =

∫ 2Nt

0
E(p(Vs))ds

−→
N→+∞

∫ +∞

0
E(p(Vs))ds,

qui est �ni en utilisant encore la borne donnée par le Lemme 9.1.
Nous avons alors :

b =

∫ +∞

0
E(p(Vs))ds

=
+∞∑
n=0

E(p(Bn))

∫ +∞

0
P (Π(s) = n)ds

=
+∞∑
n=0

E(p(Bn))

=
+∞∑
n=0

∑
e

p(e)P(Bn = e)

=

+∞∑
n=1

P(Bn = 0)

=

+∞∑
n=0

P(Bn+1 = 0)

∫ +∞

0
P (Π(s) = n)ds

=

∫ +∞

0
P(Vs +W = 0)ds

Nous voyons ainsi qu'en commençant d'une unique particule, le nombre moyen de voisins
devient très rapidement égal à b. Nous nous intéressons maintenant à la variance de cette quantité,
et tentons de trouver une borne supérieure.

Lemme 9.3. Il existe une constante positive C > 0 telle que pour tout t > 0 et N ∈ N :

E(Z ′Nt (1)
2
) ≤ CNt.

Preuve. Tout au long de cette preuve, nous noterons C une constante assez grande, qui pourra
être modi�ée au fur et à mesure des calculs, mais reste indépendante de N et t. Nous calculons
le second moment de Z ′Nt (1),

E(Z ′Nt (1)
2
) =

∑
a,b,c,d

E(ηt(a)ηt(b)ηt(c)ηt(d))p(a, b)p(c, d).
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Nous avons à calculer une borne supérieure pour le quatrième moment de la marche aléatoire
branchante. Nous utiliserons des symétries pour réduire autant que possible les prochains calculs.
Nous utiliserons souvent la borne du Lemme 9.1. Pour commencer, nous allons réduire ces calculs
à des calculs de troisième moment d'une marche aléatoire branchante :

E(Z ′Nt (1)
2
)

= E(p(V2Nt))
2

+ 4N
∑
a,b

∫ t

0
E(ηs(a)ηs(b)ηs(1))

E(p(b− a+ V2N(t−s)))E(p(V2N(t−s)))ds

+ 8N
∑
a,b,c

∫ t

0
E(ηs(a)ηs(b)ηs(c))

E(p(b− a+ V2N(t−s)))E(p(c− a+ V2N(t−s)))ds.

Nous pouvons alors donner les inégalités suivantes :

E(Z ′Nt (1)
2
) ≤ 1 + CN

∫ t

0

1

(1 +N(t− s))d/2∑
a,b

E(ηs(a)ηs(b)ηs(1))E(p(b− a+ V2N(t−s)))ds.

Il nous su�t juste de donner une bonne borne supérieure pour l'espérance sous l'intégrale :∑
a,b

E(ηs(a)ηs(b)ηs(1))E(p(b− a+ V2N(t−s))

= E(p(V2Nt))

+2N

∫ s

0
E(ηu(1)2)E(p(V2N(t−u)))du

+4N
∑
a,b

∫ s

0
E(ηu(a)ηu(b))E(p(b− a+ V2N(t−u)))du.

Nous pouvons maintenant utiliser le fait que E(ηu(1)2) = 1 + 2Nu, pour borner ce terme
par :

C(1 +

∫ Nt

N(t−s)

1 +Nt

(1 + u)d/2
du) ≤ C(1 +Nt).

En utilisant ceci, nous avons �nalement :

E(Z ′Nt (1)
2
) ≤ C(1 +Nt)(1 +

∫ t

0

1

(1 +N(t− s))d/2
) ≤ C(1 +Nt).

Ce qui termine la preuve de notre lemme.
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Remarque 9.1. Avoir le même genre de bornes dans le cas d = 2 n'augmente pas trop la di�culté,
nous avons juste à tenir compte de quelques modi�cations logarithmiques.

Nous avons maintenant assez d'outils pour prouver le résultat le plus important de cette
section : que les quantités XN

t et ZNt sont proches l'une de l'autre, ce qui nous permet d'obtenir
la convergence du processus, au moins pour t ≥ ε pour le nombre moyen de voisins d'un individu
vers b. Nous allons démontrer le théorème suivant.

Théorème 9.1. Pour toute fonction φ continue Lipschitzienne, pour tous t > 0, nous avons :

E( sup
s∈[0,t]

|
∫ s

0
ZNu (φ)− bXN

u (φ)du|) −→
n→+∞

0.

Preuve. La preuve de ce théorème sera fait en plusieurs étapes. Pour commencer, nous rempla-
cerons les quantités XN

t (φ) et ZNt (φ) par des approximations : au lieu de compter une particule
dans la position qu'elle occupe, on la compte là où était son ancêtre peu de temps auparavant, et
en les multipliant soit par le nombre de descendants de cet ancêtre, soit par le nombre moyen de
voisins parmi les descendants. Nous avons déjà vu plus tôt que ces deux quantités sont proches.

Nous remplacerons également b par une approximation, et nous prouverons alors le théorème
pour les quantités modi�ées.

Pour �nir, nous prouverons que les approximations que nous avons choisi sont assez bonnes
pour résoudre ce problème.

Nous commençons par �xer une suite τN −→
N→+∞

0 tel que NτN −→
N→+∞

+∞. Nous remonterons

de τN dans le passé pour trouver la position de l'ancêtre d'une particule en x, cette quantité est
choisie de façon à ce qu'il y ait beaucoup de sauts durant l'intervalle de temps τN , mais que ce
temps tende vers 0.

En étudiant la propriété de branchement, nous observons qu'une marche aléatoire branchante
commençant avec k particules est exactement la somme de k marches aléatoires branchantes
indépendantes, chacune commençant d'une unique particule.

Pour t > 0, en utilisant la propriété de Markov, on a une famille (ηz,i)
z∈ Zd√

N
,i∈N de marches

aléatoires branchantes indépendantes issues d'une unique particule située en
√
Nz, tel que :

ξNt (x) =
∑
z

ξNt−τN
(z)∑

i=1

ηz,iτN∧t(
√
Nx),

où nous utilisons la convention suivante : pour s < 0, ξNs (x) = ξN0 (x).
Nous pouvons alors poser les approximations suivantes :

X̃N
t (φ) =

1

N

∑
z

φ(z)

ξNt−τN
(z)∑

i=1

ηz,iτN∧t(1)

pour XN , et pour ZN :

Z̃Nt (φ) =
1

N

∑
z

φ(z)

ξNt−τN
(z)∑

i=0

∑
x,y

ηz,iτN∧t(x)ηz,iτN∧t(y)p(x, y)

30



Pour �nir, nous noterons b̃N = E(Z ′NτN∧t(1)) une approximation de b, prouvons maintenant le
théorème pour ces quantités.

Lemme 9.4. Pour toute fonction φ continue Lipschitzienne, pour tout t > 0 on a :

E( sup
s∈[0,t]

|
∫ s

0
Z̃Nu (φ)− b̃NX̃N

u (φ)du|) −→
N→+∞

0.

Preuve. Nous commençons par une notation :

Xz,i
s = ηz,is∧t(1) and

Zz,is =
∑
x,y

ηz,is∧t(x)ηz,is∧t(y)p(x, y).

Nous pouvons réécrire la formule de la di�érence que nous calculons de la manière suivante :

Z̃Nt (φ)− b̃NX̃N
t (φ)

=
1

N

∑
z

φ(z)

ξNt−τ (z)∑
i=0

Zz,iτN − b̃NX
z,i
τN
.

Par conséquent Z̃Nt (φ)− b̃NX̃N
t (φ) est la somme de variables aléatoires indépendantes d'es-

pérance nulle, donc l'espérance de la somme est nulle, et la variance vaut :

E((Z̃Nt (φ)− b̃NX̃N
t (φ))2)

=
1

N2

∑
z

φ(z)2E(ξNt−τN (z))E((Zz,iτN − b̃NX
z,i
τN

)2)

=
XN

0 (Pt−τN (φ2))

N
E((Z ′NτN∧t(1)− b̃NητN∧t(1))2)

≤ C‖φ‖2∞XN
0 (1)τN .

Dans la dernière inégalité, nous avons utilisé le Lemme 9.2., qui donne b̃N −→
n→+∞

b, le Lemme

9.3., le fait que NτN −→
n→+∞

+∞ et l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir la borne supérieure

suivante :

E((Z ′NτN∧t(1)− b̃NητN∧t(1))2)

= E((Z ′NτN∧t(1))2)− 2b̃NE(Z ′NτN∧t(1)ητN∧t(1)) + E((ητN∧t(1))2)

≤ C(1 + (τN ∧ t)N) ≤ CNτN

Nous pouvons donc dominer l'intégrale pour t ≥ τN :∫ t

τN

E(|Z̃Ns (φ)− b̃NX̃N
s (φ)|)ds

≤
∫ t

τN

E((Z̃Ns (φ)− b̃NX̃N
s (φ))2)1/2ds

≤ Cτ
1/2
N ‖φ‖∞X

N
0 (1)1/2t −→

n→+∞
0.

31



Pour dominer l'intégrale entre 0 et τN , il nous su�ra d'utiliser les inégalités suivantes :∫ τN

0
E(|Z̃Ns (φ)− b̃NX̃N

s (φ)|)ds

≤ ‖φ‖∞
∫ τN

0
b̃NE(X̃N

s (1)) + E(Z̃Ns (1))ds

≤ ‖φ‖∞(XN
0 (1)τNbτN +XN

0 (1)E(Z ′NτN (1))

≤ C‖φ‖∞XN
0 (1)τN −→

n→+∞
0.

Les deux bornes obtenues nous permettent de �nir la preuve. En e�et nous avons :

E( sup
s∈[0,t]

|Z̃Ns (φ)− b̃NX̃N
s (φ)du| ≤ E(

∫ t

0
|Z̃Ns (φ)− b̃NX̃N

s (φ)|du)

≤
∫ t

0
E(|Z̃Ns (φ)− b̃NX̃N

s (φ)|)du

≤ C‖φ‖∞XN
0 (1)(τN )1/2t −→

n→+∞
0.

Nous allons maintenant prouver que les approximations des quantités que nous avons choisis
sont proches de celles attendues.

Lemme 9.5. Pour toute fonction φ continue Lipschitzienne, pour tout t > 0, on a :

E(

∫ t

0
|XN

s (φ)−XN,τN
s (φ)|ds) −→

N→+∞
0.

Preuve. Commençons par donner une représentation de la di�érence entre les deux termes en
fonction de marches aléatoires branchantes indépendantes :

|XN
t (φ)− X̃N

t (φ)| = | 1
N

∑
z

ξNt−τN
(z)∑

i=1

∑
x

(φ(x)− φ(z))ηz,iτN∧t(x
√
N)|

≤ 1

N

∑
z

ξNt−τN
(z)∑

i=1

∑
x

|φ(x)− φ(z)|ηz,iτN∧t(x
√
N)

≤ C

N

∑
z

ξNt−τN
(z)∑

i=1

∑
x

‖z − x‖ηz,iτN∧t(x
√
N).

Cette dernière majoration est la somme de variables aléatoires i.i.d., donc d'espérance au plus

C

N
E(ξNt−τN (1))E(

∑
x

‖x‖√
N
ητN∧t(x)),
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et de plus, nous avons :

E(
∑
x

‖x‖ητN∧t(x)) = E(|VNτN |) ≤ C
√
NτN .

Ce qui nous permet de �nir la preuve, car :

E(

∫ t

0
|XN

s (φ)− X̃N
s (φ)|ds) ≤ CtXN

0 (1)
√
τN −→

n→+∞
0.

Pour �nir, il nous faut prouver que Z̃N est une bonne approximation de ZN . En écrivant ZN

comme somme des termes ηz,i, nous pouvons séparer la preuve en deux parties disjointes :

ZNt (φ) =
∑
x,y

φ(x)ξNt (x)ξNt (y)p(x, y)

=
∑
z,z′

ξNt−τN
(z)∑

i=1

ξNt−τN
(z′)∑

j=1

∑
x,y

φ(x)ηz,iτN∧t(x)ηz
′,j
τN∧t(y)p(x, y)

=
∑
z

ξNt−τ (z)∑
i=1

∑
x,y

φ(x)ηz,iτN∧t(x)ηz,iτN∧t(y)p(x, y)

+
∑
z,z′

ξNt−τN
(z)∑

i=1

ξNt−τN
(z′)∑

j=1,(z,i) 6=(z′,j)

∑
x,y

φ(x)ηz,iτN∧t(x)ηz
′,j
τN∧t(y)p(x, y).

Commençons par montrer que le premier de ces deux termes (qui ne compte comme voisins
que les individus qui sont proches parents les uns des autres � et voisins) est à lui seul proche de
Z̃Nt (φ).

Lemme 9.6. Nous noterons par la suite :

ZN,1t (φ) =
∑
z

ξNt−τ (z)∑
i=1

∑
x,y

φ(x)ηz,iτN∧t(x)ηz,iτN∧t(y)p(x, y)

Pour toute fonction φ continue Lipschitzienne, pour tout t > 0, on a :

E(

∫ t

0
|ZN,1s (φ)− Z̃Ns (φ)|ds) −→

N→+∞
0.

Preuve. De la même manière que précédemment, nous commencerons par estimer la di�érence
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entre les deux quantités évaluées de façon probabiliste :

|ZN,1t (φ) − Z̃Nt (φ)|

≤ 1

N

∑
z

ξNt−τN
(z)∑

i=1

∑
x,y

|φ(
x√
N

)− φ(z)|ηz,iτN∧t(x)ηz,iτN∧t(y)p(x, y)

≤ C

N

∑
z

ξNt−τN
(z)∑

i=1

∑
x,y

‖z − x√
N
‖ηz,iτN∧t(x)ηz,iτN∧t(y)p(x, y).

Une fois encore, cette dernière majoration est la somme de variables aléatoires i.i.d., donc
son espérance est au plus égale à :

C

N
E(ξNt−τN (1))E(

∑
x,y

‖x‖√
N
ητN∧t(x)ητN∧t(y)p(x, y)),

de plus, on a :

E(
∑
x,y

‖x‖ηs(x)ηs(y)p(x, y))

= E(‖VNs‖p(V2Ns))

+ N

∫ s

0
E((‖VN(s−u)+V ′Nu

‖+ ‖VN(s−u) + V ′Nu +W‖)p(V2N(s−u)))du

≤ C
√
Ns(1 +

∫ s

0

Ndu

(1 +Nu)d/2

≤ C
√
Ns,

où pour la première majoration, nous avons utilisé l'inégalité suivante :

E(‖Vt−s + V ′s‖p(V2(t−s))) = E(‖Vt−s + V ′s‖E(p(V2(t−s))|Vt−s))

≤ C

(1 + t− s)d/2
E(‖Vt‖).

Nous obtenons maintenant que :

E(

∫ t

0
|ZN,1s (φ)− Z̃Ns (φ)|ds) ≤ CtXN

0 (1)
√
τN −→

N→+∞
0.

Ce qui termine la preuve, très similaire à la précédente.

Nous avons maintenant besoin d'un dernier résultat pour borner le terme d'interférences entre
les particules qui sont voisines, mais qui ne sont pas de proches parents (i.e. que leur dernier
ancêtre commun, s'il existe, soit âgé de plus de τN ).
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Lemme 9.7. Nous noterons par la suite :

ZN,2t (φ) =
1

N

∑
z,z′

ξNt−τN
(z)∑

i=1

ξNt−τN
(z′)∑

j=1,(z,i)6=(z′,j)

∑
x,y

φ(x)ηz,iτN∧t(x)ηz
′,j
τN∧t(y)p(x, y).

Pour toute fonction φ continue Lipschitzienne, pour tout t > 0, nous avons :

E( sup
s∈[0,t]

|
∫ s

0
ZN,2u (φ)du|) −→

n→+∞
0.

Preuve. Commençons par borner E(|ZN,2t (φ)|) pour t > τN :

E(|ZN,2t (φ)|) ≤ ‖φ‖∞
N

∑
z,z′

E(ξNt−τN (z)ξNt−τN (z′))

∑
x,y

E(ητN (x))E(ητN (y))p(x+ z, y + z′)

≤ ‖φ‖∞
N

∑
z,z′

E(ξNt−τN (z)ξNt−τN (z′))E(p(z′ − z + V2NτN ))

≤ C

N

∑
z,z′

ξN0 (z)ξN0 (z′)E(p(z′ − z + V2Nt))

+ C

∫ t

τN

ξN0 (1)E(p(V2Ns))ds

≤ CNXN
0 (1)

2 1

(1 +Nt)d/2
+ CXN

0 (1)

∫ 2Nt

2NτN

ds

(1 + s)d/2
.

Par conséquent, on a :∫ t

τN

E(|ZN,2s (φ)|)ds ≤ CXN
0 (1)

2
∫ Nt

NτN

ds

(1 + s)d/2

+
C

N
XN

0 (1)

∫ 2Nt

2NτN

∫ s

2NτN

du

(1 + ud/2)

≤ C(XN
0 (1)

2
+XN

0 (1)t

∫ +∞

NτN

ds

(1 + s)d/2

−→
N→+∞

0.

Nous nous intéressons maintenant à l'autre intégrale, en utilisant le fait que µ est sans atome
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pour donner la conclusion :

|
∫ τN

0
E(ZN,2s (φ))ds|

≤ C

N2

∑
z,z′

ξN0 (z)ξN0 (z′)

∫ 2NτN

0
E(p(z′ − z + Vs))ds

≤ C

N2

∑
z,z′

ξN0 (z)ξN0 (z′)
+∞∑
n=0

E(p(z′ − z +Bn))

∫ 2NτN

0
P(Π(s) = n)ds

≤ CXN
0 (1)2 1

(1 +N)d/2

∫ 2NτN

0
P(Π(s) > N)ds

+CXN
0 ×XN

0 ({‖y − x‖ < ε}) + CXN
0 (1)2

N∑
n=ε
√
N

(1 + n)−d/2ds

−→
N→+∞

0.

Ce dernier lemme nous permet de �nir la preuve du Théorème 9.1, et en particulier la preuve
de l'équation (3).
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