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Résumé

Nous étudions ici la convergence de certains processus de particules vers des super-processus de Dawson-
Watanabe, en utilisant la convergence de leurs dérivées de Radon-Nikodym par rapport a la loi de la
marche aléatoire branchante, comme lont fait Lalley et Zheng dans leur article [?] pour les processus
SIR en dimension 2 et 3. Les processus que nous étudierons de cette maniére sont les marches aléatoires
branchantes avec dérive, les processus de contact, le modéle du voteur et les modeéles de Lotka-Volterra.
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1 Introduction

Les processus de particules que nous étudierons par la suite sont des processus de naissance
et de mort de particules. Ce sont des processus qui peuvent évoluer de la facon suivante : chaque
particule peut donner naissance & un certain nombre d’enfants en un site voisin du sien, ou
mourir. Ces processus évoluent sur le réseau Z%. Le taux auquel une particule située sur le site
x donne naissance ou meurt ne dépend que du nombre de particules situées en x et du nombre
de particules dans un voisinage de x.

Nous allons maintenant introduire quelques notations et du vocabulaire que nous utiliserons
tout au long de ce rapport. Pour commencer, précisons ’heuristique des processus de particules &
travers deux définitions. Nous nous intéresserons en effet a la fois & des processus & temps continu
et & temps discret, les problémes se posant dans chacun des cas sont voisins, mais différents. Il
est donc intéressant de dresser un paralléle entre ces deux types de processus.

Nous notons p un noyau de marche aléatoire symétrique irréductible sur Z¢, vérifiant :

p(0) =0 et Z:L‘i:pjp(x) = 6; j0% < +o0,
x



qui représente la maniére selon laquelle les particules se déplacent sur le réseau. Pour toute
fonction bornée ¢ : Z¢4 — R, nous notons Pp(z) = 3__p(e)p(x + e) la moyenne locale de ¢ par
rapport a p.

Définition 1.1. Un systéme de particules & temps continu, de noyau p, taux de naissance b; et
taux de mort k; est un processus de Markov & : Z¢ — N, tel que & () représente le nombre
de particules présentes en z a 'instant ¢. Cette population croit si un voisin produit un enfant
en z, et décroit si une particule située en = meurt. Les deux taux bi(x) et ki(z) auxquels ces
événements se produisent sont des fonctions de x,¢,&_(x) et Vi—(z) = >, p(e)é—(x + €). Nous
pouvons donc écrire :

(@) = &(x) — 1 & taux §(x)ke(x).
Définition 1.2. Un systéme de particules a temps discret, de noyau p, et distribution du nombre
d’enfants II est une chaine de Markov &, : Z¢ — N, tel que &,(x) représente le nombre de
particules présentes en x & I'instant n. La probabilité II,, ,(.) sur N est une fonction de n, z, &, ()
et Vo(x) = >, p(e)én(x + €), et représente le nombre d’enfants produits a la génération n par
les individus en x. Nous pouvons réécrire ceci de la maniére suivante :

{ §i(x) — &) + 1 a taux Vi(x)b(x)

&n+1(x) = k avec probabilité II,, , (k).

Remarque 1.1. 1l existe quelques différences dans nos définitions des modeéles a temps continu
ou & temps discret. Dans le premier cas, nous donnons deux taux différents qui jouent tous deux
un role a la fois sur la vitesse a laquelle le processus évolue (doubler b, et k; revient a considérer
(&2t,t > 0)) ; et sur le nombre d’enfants d’un individu donné avant sa mort (grossiérement, si by
et k; restent constants durant toute la vie de la particule, le nombre d’enfants de celle-ci suit une
loi géométrique de parameétre %, donc doubler b; et k; ne change rien).

Dans le modéle a temps discret, nous ne tenons compte que du nombre d’enfants produit en
chaque site, sous-entendu par les individus des sites voisins. Les variations de vitesse du processus
peuvent étre introduites par la suite, par mise a ’échelle, en considérant qu’une étape en position
x a 'instant ¢ correspond & un saut dans le temps de ~,, ~ b, + k,,, & condition que cette quantité
soit sensiblement la méme & proximité de toutes les particules en vie & 'instant n.

Nous allons maintenant définir le type de processus limites que nous espérons pouvoir trouver,

les super-processus de Dawson-Watanabe, comme processus & valeurs dans ’espace M f(]Rd) des
mesures finies sur R?.

Définition 1.3. Un super-processus de Dawson-Watanabe de taux de branchement v > 0, de
dérive 0; : R — R, de coefficient de diffusion o2, issu de Xy € M (R?) est un processus (Xy,t >
0) a valeurs dans M f(Rd), adapté et presque stirement, continu sur un espace de probabilité muni
d’une filtration compléte (£2, F, F, P), qui résout le probléme de martingales suivant :

0,2

Yo € R RN, Mi(0) = Xi(6) ~ Xolo) - [ XT3Nt - [ X0yt )

est une (F;)-martingale continue issue de 0 et de variation quadratique :

(M(8)), = /0 X,(6%)ds.



L’existence et unicité en loi de la solution de ce probléme de martingales est bien connue,
2
posons ]P’}(’g’a la loi de cette solution sur Qx p = D([0, +oo[, M (R?)) 'ensemble des fonctions
cadlag a valeurs dans M ;(R9).

Remarque 1.2. Un processus de Dawson-Watanabe sans dérive peut aussi étre appelé super-
mouvement Brownien.

Dans ce rapport, nous essaierons de prouver la convergence de certaines suites de processus de
particules, convenablement renormalisées, vers des processus de Dawson-Watanabe de la maniére
suivante. Nous allons calculer la dérivée de Radon-Nikodym du processus de particules que
nous étudions contre un autre processus de particules pour lequel la convergence vers un super-
processus est connue. Nous nous intéresserons ensuite & la convergence de la suite de dérivées de
Radon-Nikodym, et essaierons de prouver que la limite est la dérivée de Radon-Nikodym d’un
super-processus de Dawson-Watanabe par rapport a un autre. Le lemme suivant nous permettra
de finir les preuves.

Lemme 1.1. Soit X,,, X des variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique F toutes
définies sur le méme espace de probabilité (U, F,P), et soil Ly, L des variables aléatoires réelles
positives sur ce méme espace, de moyenne 1.

On pose Q,,Q les probabilités sur (2, F) de dérivée de Radon-Nikodym respective L, et L
par rapport ¢ X, et X sous la loi P, si on a :

(Xn,L,) = (X,L),

n—-+o0o
alors les Q-distributions de W,, convergent faiblement vers la Q-distribution de X.

Preuve. Soit ¢ € Cp(F), par définition on a :

Comme (X, L,) = (X, L), nous avons, pour tout A > 0,
n—~+00

E((Ln A A)p(Xn)) — E((L A A)p(X)).

n—-+00
De plus, comme E(L,) = 1, et L, > 0, nous obtenons :
E(lLn NA = Lp|) = B((Ln = A)1qp,>ay) =1 = A= E((Ln — A1y, <a3);
converge vers E(|L A A — L|) quand n — 4o00. Nous pouvons donc calculer :

limsup |E(L,¢(X,) — Lo(X))|

n—-+00

< limsup ||@f|ccB(|(Ln A A) — Lp| 4+ [(L A A) — L)
n—-+4oo
< 2|9llcE((L A A) = L]).
On conclut en faisant tendre A vers -+oo. O



Nous avons maintenant besoin d’un processus de particules dont la limite est bien connue, que
nous pourrons utiliser comme loi de référence par rapport a tous les autres processus. Le processus
que nous choisirons sera la marche aléatoire branchante. Une marche aléatoire branchante est le
plus simple des processus que nous avons défini plus haut. Pour le modéle continu, cela revient
a prendre les taux de naissance et de mort tous deux égaux a une méme constante ~.

Définition 1.4. Une marche aléatoire & temps continu et taux v et de noyau p est un processus
de Markov & : Z% — N qui évolue de la maniére suivante :

{ &(x) = &(x) + 1 a taux yVi(x)
() — &(r) — 1 & taux & ().

Afin de prouver la convergence des processus de particules que nous étudierons vers des super-
processus de Dawson-Watanabe, nous les renormaliserons en temps, espace et masse, et nous ne
tiendrons compte que de la densité de particules au voisinage d’un point. Plus précisément, si
&N est une suite de marches aléatoires branchantes de taux vN, nous définissons la suite de
processus & valeurs dans M s(R?) suivante :

VN

X = 5 L @i

N - . cn zd 24 :
Le support de X;" est inclus dans le réseau renormalisé¢ Z%, = N La convergence en loi
de cette suite de processus a valeurs dans les espaces de mesure est étudiée dans le théoréme

sulvant :

Théoréme 1.1 (Dawson-Watanabe). Si XéVN:ﬁ p € My(R9) alors :
—+00

XN —= X,
N——~+o0

ot X est un super-mouvement Brownien de distribution initiale u de tauz 2v et de diffusion o?.

La convergence dans /\/lf(Rd) est la convergence faible des mesures.

On peut prouver le méme type de résultat avec des marches aléatoires branchantes & taux
discret.

Définition 1.5. Une marche aléatoire & temps discret de noyau p est une chaine de Markov
&, : Z% — N qui évolue de la maniére suivante :

vt Va(@)*

&n+1(z) = k avec probabilité e 1

En d’autres termes, c’est un processus de particules & temps discret pour lequel & chaque
étape, toutes les particules meurent en donnant naissance & un nombre d’enfants défini par la
distribution suivante :



Remarque 1.3. Nous avouns ici choisi d’utiliser un modeéle pour lequel la distribution des enfants
suit une loi de Poisson pour simplifier les futurs calculs. D’autres lois peuvent néanmoins étre
utilisées, comme une distribution géométrique, plus proche du modéle & temps continu, mais les
calculs deviennent alors plus complexe.

Soit ¢V une suite de marches aléatoires a temps discret & taux 1, nous considérons le processus
renormalisé accéléré d’un facteur vV suivant :

1
X = N > ()5 2.

On peut encore étudier la convergence de (X).

Théoréme 1.2 (Dawson-Watanabe). Si XéVN:> 1€ My(RY), alors on a :
—+o00

XN — X,
N—+4o00

ot X est un super-mouvement Brownien de taus de branchement ~y et de diffusion o?.
Remarque 1.4. La disparition du facteur 2 dans le taux de branchement du processus limite
est naturel, si nous nous souvenons des régles de correspondance entre les processus & temps
continu et discret. Une multiplication par v des deux taux de naissance et de mort dans la
marche aléatoire branchante a temps continu correspond & une accélération de taux 2y dans son
pendant & temps discret.

2 Dérivée de Radon-Nikodym des processus de particules

2.1 Sur les processus de particules & temps continu
2.1.1 Quelques notations utiles

Nous allons définir quelques quantités, valables pour tous ces systémes de particules, qui nous
seront utiles par la suite, quand nous voudrons calculer les dérivées de Radon-Nikodym.

Pour commencer, nous allons caractériser un processus de particules par un ensemble dénom-
brable de variables aléatoires dont la loi jointe sera facile a calculer.

Proposition 2.1. Soit X; un systéme de particules de taur de naissance by et de tauz de mort
k:, nous notons :

o T, =0 et Tn+1 = inf {t > Tn|Xt # XTT,,} ;

o tn=Thi1—Ty;

o x, € Z% tel que X101 (20) # X7, (2) qui est unique presque sirement ;

hd 5” = XT77.+1 (xn) - XTn(xn) € {_17 1}

Dans ce cas, connaissant Fr,, la loi jointe de (tn,xn,dy) est donnée par

t
P(tn < [t,t + dt[,.’lﬁ'” =2z, 6n = l‘an) = exp <—/ XT"(PbS + ks)d8> P(XT")(.r)anJ'_t_ (Qﬁ')dt,
T



t

P(t, € [t, t + dt][,zp, = x,0, = —1|Fp,) = exp (— X1, (Pbs + k:s)ds> X1, (2)kr, 44— (z)dt.

Ty
De plus, il existe une bijection continue entre (X¢nr,,t > 0) and (tx, zk, 0k, 0 < k < n).

Preuve. Nous allons utiliser la propriété de Markov, on peut écrire :
P(tn S [t,t + dt[,l’n =z, Op = 5|‘7:Tn) = PXT" (to S [75 + T, t+ 1T, + dt[,l’o =x,0) = 5)

Ensuite, pour déterminer quand, o et de quel type est le premier événement, il suffit d’utiliser
le "Lemme des réveils".
La derniére affirmation est évidente. O

Nous connaissons maintenant une facon de construire un processus de particules de naissance
et de mort. Il nous suffit de construire cet ensemble continu de variables aléatoires, les unes aprés
les autres.

2.1.2 Dérivée de Radon-Nikodym des processus de particules & temps continu

Proposition 2.2. Soit P la loi d’un systéme de particules de tauxr de naissance by, de tauz
de mort ky, et Q la loi d’une modification de ce processus de particules avec tauz by(1 + ay) et
ki(14B;), ot a, B sont des fonctions continues bornées sur RT xZ%. La dérivée de Radon-Nikodgm
du processus jusqu’a l'instant t peut s’écrire :

dQ
dP

0 = ew{- [ X,(Plbaa) + s |

Fi

I U+ 1p,—nam.-(@n) + 15— 1} Br - (n)) -
n|Th<t

Preuve. Nous utilisons pour commencer la Proposition 2.1, pour calculer la dérivée de Radon-
Nikodym L,, de (X¢a7,,t > 0) sous les lois P et Q :

Thn
L, = exp { Xs(P(bsas) + ksﬁs>d5)}
0

n—1
< [T U+ Lpsmnyan (@) + Lis= 138, - (1) -
k=0

Nous pouvons étendre cette égalité de la maniére suivante, soit n; = inf{n > 0|T;, > t}, nous
pouvons calculer la dérivée de Radon-Nikodym jusqu’a l'instant ¢, de la maniére suivante :

dQ dQ
E Fr,| = E 1nens}| P,
(dﬂmﬂ ) (dPFt{t} )

+ E(dQ ]:Tn>

dP . 1{n>nt}
]P)(Tnt > t) {n>n4}-

= Lnl{ngm} + Liny—1



En effet, 'information que nous obtenons sur le processus entre les instants 7;,,_1 et ¢ est uni-
quement que T,,, > t. Il suffit maintenant de faire tendre n — 400 pour conclure.

aQ

dP | 7, (X) = eXp{_/OtXS(P(bsOés)+ksﬁs)ds)}

T (O +1p,—y0m., (@) + 15,1387, (22)) -

n|Tn<t

O

Nous allons maintenant écrire cette dérivée de facon plus compacte. Dans ce but, nous allons
rappeler 'expression de ’exponentielle d’une martingale cadlag.

Définition 2.1. Soit M; une martingale cadlag (continue a droite avec des limites & gauche),
Pexponentielle de M est la martingale notée £(M), définie par :

E(M); = exp (Mt - %[M, M}g) J1+ AM,) exp(—AM,).

s<t

Si M est une martingale purement discontinue, alors on a :

EM); =exp [ My, = > AM, | [J(1+ AM,).

s<t s<t

Remarque 2.1. La martingale £(M) est 'unique solution de I’équation différentielle stochastique :
t
Zy =1 —l—/ ZsdMs.
0

Soit (X;) un processus de particules de loi P, nous pouvons définir les processus de sauts
suivants :

e Le processus de naissance By(z) = Y (., AXs(2)";

e Le processus de mort Ki(z) = Y ,«; AXs()".

Bien entendu, nous avons X;(z) — Xo(z) = By(x) — K¢(x). De plus, la propriété de Markov
montre que le processus :

~

Bi(x) = B(z) — /0 bs(z)P(Xs)(x)ds et
Ki(z) = Ky(z) — /0 ks (2) X4 (x)ds

sont des P-martingales.
Deés lors, on a :

ol on pose :



2.2 Dérivée de Radon-Nikodym pour les processus de particules a temps
discret

On note P la loi d’un processus de particules & temps discret de distribution du nombre
d’enfants II, et Q une modification de ce processus de particules avec distribution II'.

Ces dérivées de Radon-Nikodym sont plus faciles & calculer, en utilisant I'indépendance du
nombre d’enfants & l'instant n+1 sur chaque site, conditionnellement a F,,. La dérivée de Radon-
Nikodym peut alors s’exprimer comme un produit sur le temps et 1’espace :

dQ B
@ £ (X) - H HLTL,za

n=0 x

ol on a noté :

Q(én+1(x) = Xpt1(2))

P(€r(@) = Xns1(2)

En utilisant les définitions que nous avons donné des processus de particules & temps discret,
nous pouvons écrire :

Ln,m =

o Hn,z(Xn—i-l) ’

3 Quelques calculs relatif & la marche aléatoire branchante

Comme nous 'avons dit dans I'introduction, nous allons utiliser une marche aléatoire bran-
chante comme loi de référence pour presque tous nos systémes de particules. En d’autres termes,
pour étudier la convergence des dérivées de Radon-Nikodym, nous étudierons des fonctionnelles
de marches aléatoires branchantes (a 'exception du modéle de Lotka-Volterra, pour lequel il sera
plus simple d’utiliser le modéle du voteur comme modeéle de référence). Par conséquent, quelques
résultats sur les méthodes de calcul des moments d’une marche aléatoire branchantes pourront
étre utiles par la suite.

3.1 Représentation de la marche aléatoire branchante a4 temps continu

Soient A™(z,y) et A"(x) des processus de Poisson continus d’intensité yp(x,y) et v respec-
tivement. Une marche aléatoire branchante & & taux « est la seule solution forte du probléme
suivant :

t t
&i(w) = o(x) + Z/O Lie, (y)>nydAs (2, y) — Z/O Lie, (@)>n}dAY (2).

yn

Si A est un processus de Poisson d’intensité A, nous noterons son processus compensé Ay =
Ay — At, et pour toutes fonctions ¢, on pose :

&(0) = d(x)&(x) et

Ly¢(x) = (P (x) — ¢()).



Nous pouvons donc réécrire £ de la facon suivante :

§i(d) = o(d) + My(d) + Ai(0) (2)

ol nous avons posé

t R t N
Mi(¢) = [Z/O ¢($)1{gs_(y)>n}df\?($,y)—Z/O () Lie,_(y)>nydAT (z,y) | et

x7y7n

A(g) = /0 €,(L,0)ds.

M;(¢) est une martingale, de variation quadratique :
t
@)= [ &lo? + P)is

3.2 Calcul des moments

Nous voulons étendre 1’équation (2) a des fonctions ¢(t,z) = ¢¢(x) € CV3(]0, +oo[xR).
D’aprés I'égalité de Riemann-Stieltjes, on a :

t t
§(@)0n(x) = &o()o(@) + | Edulalds+ [ oua)dtu(a).
0 0
Nous pouvons alors sommer sur tout z € Z%, pour obtenir :

§t(dr) = o(Po) + Mi(d) + Ai(9),

ol on a noté :

t . t R
M(¢) = [Z/O (Z)S(x)l{és(y)>n}dA?(x7y)_Z/O Gs(2)Lie, (yy>nydAy (z,y)

$7y7n
et

Ai(o) = /0 > &(Lys + ps)ds.

M;(¢) est encore une martingale de variation quadratique :

(M) = /0 £.(62 + P(62))ds.

Nous appelons M la mesure-martingale orthogonale de la marche aléatoire branchante.

Définition 3.1. Soit & une marche aléatoire & taux -, la martingale-mesure orthogonale de ¢
est le processus M; & valeurs dans M s(R?) vérifiant pour tout ¢ € CH3([0, +oo[xRY) :

M) = 6(0) = (0) — | S (L6 +du)ds

10



Notons P; le semigroupe de la marche aléatoire continue BY sur Z¢ qui saute a taux -y vers
I'un de ses voisins selon la distribution p. En d’autres termes,

Pi(¢)(x) = E(o(z + BY))).

Si nous appliquons ’équation précédente a la fonction ¢s(x) = Pi—s¢(x), on a Ai(¢) = 0, dés
lors :

E(ﬁt(@) = §O(Pt(¢)>a

De plus, nous pouvons ainsi calculer les autres moments par récurrence, en utilisant la formule
d’It6. Ainsi, pour le deuxiéme moment, nous avons :

t
E(&(0)6 () = &o(Pi(6)o(Pe)) + /0 E(Eu(Prs6Pr—st))ds.

On peut «lire »cette formule de la maniére suivante, pour ¢ = 1,1 et ¢ = 1y, : la probabilité
qu’il y ait une particule en = et une autre en y est égale & la probabilité que deux particules
issues de deux particules initiales différentes se retrouvent aux bons endroits, plus celle que la
particule en position z et celle en position y descendent d’'un méme ancétre commun & l'instant
s, puis se soient déplacées de maniére indépendante pendant un temps ¢t — s pour se retrouver
dans la bonne position.

La formule étendue s’en déduit par linéarité.

3.3 Calculs pour la marche aléatoire branchante a temps discret

Le méme genre de calculs peuvent s’étendre aux marches aléatoires branchantes & temps
discret. En fait, nous pouvons aisément prouver par récurrence que :

E(§n(9)) = &o(Pu(9)),

E(n(0)6n (1)) = &0(Pa(@)&0(Pa(1)) + Y B(&k(Par(d) Pa-i(1))),

k=0

oil on a posé Py, (¢)(x) = E(é(x + By,)), avec B,, une marche aléatoire sur Z¢ de noyau p.

4 Convergence de la marche aléatoire branchante avec dérive

Dans cette section, nous mettrons en valeur 'une des difficultés qui peut apparaitre lorsqu’on
s'intéresse aux marches aléatoires & temps continu, difficulté qui disparait lorsqu’on s’intéresse
aux marches aléatoires branchantes & temps discret. Dans ce but, nous étudierons 'une des
modifications les plus simples de la marche aléatoire branchante. Nous ajoutons uniquement un
dérive, une différence entre la probabilité de naissance et de mort pour chaque particule.

11



4.1 Marche aléatoire branchante & temps continu avec dérive symétrique 6

Pour commencer, nous étudions un modéle dans lequel le dérive est distribué de facon symé-
trique sur les taux de naissance et de mort. Avec ce modéle, on peut prouver la convergence de
la dérivée de Radon-Nikodym, sans difficultés.

Définition 4.1. Une marche aléatoire branchante a temps continu avec dérive symétrique 6 €
Cp ([0, +00[xZ%) est un processus de particules dans lequel chaque particule a un taux ne naissance
accéléré et un taux de mort ralenti du méme facteur. Ce systéme de particules évolue de la fagon
suivante :

{ &(x) = &(x) + 1 a taux Vi(x)(1 + 0(x,t))
&(x) = &(x) — 1 a taux & (z)(1 — O(x,t))

Une suite de tels processus, convenablement renormalisée, convergera vers un super-processus

de Dawson- Watanabe de la maniére suivante. On note 8V une suite de fonctions continues bornées
d 2 . . ~ .

sur R* x %, que nous étendons par interpolation & des fonctions Cy (R+ X Rd). Nous supposons

que OV converge uniformément vers 6.

Théoréme 4.1. Soit & une suite de marches aléatoires branchantes & tauz N avec dérive
N

symétrique N Sur le réseau renormalisé d’un facteur vV N, on pose :

1
=LY e
x€Z4

Si Xévafoo,u, oti ;1 € M(R%), alors nous avons :

XN — X,
N—+o0
ot X est un super-processus de Dawson- Watanabe avec taur de branchement 2, diffusion o2 et
dérive 0.

Preuve. Soit Py la loi du processus XV, et PV la loi de la marche aléatoire branchante & taux N,
renormalisée de la méme maniére, que nous noterons aussi XV. La dérivée de Radon-Nikodym
pour ces processus renormalisés est égal a celle des systémes de particules dont ils sont tirés :

ar) 1 VN (N
— v — —
d_PN 7 g(N (9 ))ta

ott MY est la mesure-martingale orthogonale de la marche aléatoire branchante&? .
.- . . 1 s
Nous utilisons des approximations ¢ € Cb’3 (R+ X Rd) de 0V verifiant ||¢Y — 0V || < €. De
la méme facon, on note ¢. une approximation de 6.
De plus, nous savons que la séquence de marches aléatoires branchantes & taux IV, renorma-
lisées en espace par vV N et en masse par IV, converge en loi vers le super-mouvement Brownien.
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Deés lors, nous avons simplement a prouver la convergence en loi jointe avec la dérivée de Radon-
Nikodym. On a, pour toute fonction ¢ € C;’?’ (R+ X Rd) :

MY (6) = £8(9) /fs (Lno) ds—/ N (d)d

De la méme maniére, on a :
MN t — Z/ gbs ]_{{N >n}dA €T,y +Z¢5 1{€N( )>n}dl/§?(x),

1
on voit donc que [NMN(@]t - fot XN(¢?2 + PN(4?))ds est une martingale de variation quadra-

tique tendant vers 0, donc

2 t
O 2 2 [ X6

De plus, la fonction :
t
X € D([0, +o0, M(R%) / X.(6)ds
0

est continue, donc en posant ¢" un ensemble dénombrable de fonctions dans C; 3 (]RJr X ]Rd), on

<XN7 (]bMtN@”)) <2]i[2 (MY (6™)] )) = <X, (Mt(qbn)),/ot Xs(qg”z)d(s)‘

Nous utilisons ensuite ce résultat pour 'ensemble dénombrable ((bév ) des approxima-

NeN,ecQ
tions de 6%V, ce qui nous permet de prouver la convergence jointe :

(XN,]i[MtN(QN) INE [MN(QN)]t> — (X,Mt(a),/otxs(ag)ds).

n—-+o0o

Cette convergence jointe nous donne en particulier la convergence jointe de X% et de la
dérivée de Radon-Nikodym, on en conclut la convergence de PQN vers P20:0” O

Etudions maintenant le méme genre de convergence pour des processus & temps discret.

4.2 Marche aléatoire branchante avec dérive, modéle a temps discret

Définition 4.2. Une marche aléatoire branchante & temps discret avec dérive § € Cp(RT x ]R{d)
est un systéme de particules dans lequel chaque particule a un nombre d’enfants augmenté en
moyenne d’un facteur 6. Ce processus de particule évolue de la maniére suivante :

k
&n+1(x) = k avec probabilité e_’\%

ot on a posé A = A\ (z) = (1 4 0,(2))Vy(z).
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Comme dans le cas précédent, on considére une suite 8V de fonctions continues bornées sur
N _ z¢
R X —_
N VN

6N converge uniformément vers 6. On peut alors prouver le méme type de résultats :

, que nous étendons par interpolation a des fonctions de Cy (R+ X ]Rd). On suppose que

Théoréme 4.2. Soit ¢N une suite de marches aléatoires branchantes & temps discret sur la

0%
matrice renormalisée, avec dérive WN On pose :
1
N N
Xy = N Z fLNtJ (33)5\/%
reZd
YN . d .
St X§ ST ot R E M4 (R?), alors on a :
XN —= X,
n—-+o0o

ot X est un super-processus de Dawson- Watanabe avec tauz de branchement 1, diffusion o2 et

dérive 0.

Preuve. Nous supposons dans un premier temps que les dérives 6V et 0 sont dans C; 3 (Rt x R),
et que la convergence est uniforme en espace.

Comme précédemment, nous étudions la dérivée de Radon-Nikodym de nos processus. On
pose ]P’év la loi de (X}V);>0 et PV la loi de la marche aléatoire branchante sans dérive, renormalisée
de la méme maniére. Dans le modéle a temps discret, on a :

apPN LVt]
T L kHO 1;[ Lz,

ol on a posé :

)

N
917\[ T fn+1($)
LR <1+ NJ\E >> .

On peut maintenant réécrire

dPY Ak 1 2
o | _ l N (gN) _ eN(polNy 4 — N (0%
apr |, = 0 rerew | 53 6 (o) - & (PoY) + 2 a0}

On étudie la convergence de chaque partie de la dérivée de Radon-Nikodym, on commence

par 1 [Nt v V2 Eo
mgfnﬂ (9% ):/0 X, (95 )ds—l—o(l),

et de la méme maniére que précédemment, nous obtenons la convergence jointe avec celle du

processus.
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Nous nous intéressons ensuite a :

| v
= Zanﬂ — &) (POY)
LNfJ
- = Z €0 0Y0) — €N 0] - [0 0X.0) — €050 03] — [e (PYOY) — €N (0)]
L
= Lth (QLNH) X (65) N2 Z & ( %) +&E7 (LN (0 ]%V)) +o(1)
k=0

t
— Xy (Oh) - X308 - / XN(GY 4 Ly6Y)ds + ofL).
0

Ainsi on obtient la loi jointe du processus et de sa dérivée de Radon-Nikodym.
Nous utilisons ensuite une suite d’approximations de 6 par des fonctions réguliéres pour
compléter la preuve. O

Remarque 4.1. Cette preuve de la convergence du processus & temps discret est trés proche de
celle de la convergence de la marche aléatoire & dérive symétrique. Ici 'espérance du nombre

3 . , N 1+9t(:17) . N N s 12 P 0
d’enfants de chaque particule est égal & ——-—, ce qui nous amene a considérer une dérive 3
pour le processus a temps discret. De plus, le taux de branchement du processus limite vaut 2
dans le cas de la marche aléatoire branchante & dérive symétrique, au lieu de 1 dans le modéle &
temps discret.

~ 1
. 5. , . N _ N . N
Mais s’intéresser a X;' = — > 7a§ 2N (x)éﬁ nous aurait conduit & un super-mouvement

Brownien, avec taux de branchement 2 et dérive 6, ainsi qu’on 'attendait.

Nous allons maintenant nous intéresser & une autre marche aléatoire branchante & temps
continu, pour laquelle la dérive n’est pas distribuée de facon égale sur les taux de naissance et de
mort. Prouver la convergence grace a la dérivée de Radon-Nikodym du processus devient alors
un exercice bien plus ardu.

4.3 Une marche aléatoire branchante avec dérive asymétrique (0, 6’)

; 2
Définition 4.3. Une marche aléatoire avec dérive asymétrique (6,6") € C; S(RT x RY)” est une
marche aléatoire branchante dont on a accéléré le taux de naissance par un certain facteur, et le
taux de déceés par un autre. Le systéme de particules évolue de la fagon suivante :

{ &(x) = & (z) + 1 a taux Vi(x)(1 + 6(x))
&(x) = &(x) — 1 a taux &(x)(1 + 05(x))

Le théoréme que nous aimerions prouver est le suivant : soit (#%,0"V) des suites fonctions
Zd
continues bornées sur R™ x ——, que nous étendons par interpolation & des fonctions dans

VN

Cp (RT % Rd). Nous supposons que 8V et 8’V convergent uniformément vers 6 et 6.
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Théoréme 4.3. Soit & une suite de marches aléatoires branchantes a tauzr N avec dérive
QAT HUV
asymétrique | —, — |, on pose :
Y q (N N ) p

XV =2 Y @i

N
zeZd
Si XévNioou oti p1 € My(R?), alors on a :
XV — X,
N—+o0

ot X est un super-processus de Dawson- Watanabe avec taur de branchement 2, diffusion o et
A
dérive

Nous voudrions prouver ce théoréme de la méme facon que précédemment.
Comme nous I’avions fait précédemment, nous notons Pb’,zg, la loi du processus £V, et rappelons

que PV est la loi de la marche aléatoire branchante a taux N. La dérivée de Radon-Nikodym de
ce processus est

df%N- N ogN N /N
Fi

ot BN(0N)y =30 sey 2o, 0N (2) ALY (:1:)+, est défini comme le processus de naissance, qui saute

de 64(z) ’il y a une naissance sur le site = & I'instant s, et de la méme facon, on note K~ (9'V)

ZO<s§t Do Hg(x)Agév(ﬂf)i'

t =

On s’intéresse maintenant a la convergence en loi de cette dérivée de Radon-Nikodym.
Commencgons par rappeler que

t
BY (oY) = Z/O 02 (2)L(en () onydAL (2, ).

I7y7n

De plus, nous avons :

t
2 n
B0 = 2 [ 0@ e N )

x,y,n
1 1 2
= §[MN(9N)]t+§MtN(9N )-

Nous voyons donc que la variation quadratique est assez simple & étudier, en utilisant les
mémes arguments que précédemment. Il nous faut maintenant prouver la convergence en loi de
1

NBgV (0) vers §Mt(0). Mais cette partie semble assez problématique, en raison des différences
importantes existant entre BY et K les processus de vie et de mort.
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Remarque 4.2. Afin de donner un équivalent du processus a dérive asymétrique, nous devons
considérer la suite de processus modifiée & temps discrets suivante YtN =X t]i 0,(x) » CAr le processus
N

. . . ) . L.
4 temps continu évolue & un taux 2 + t](f ), et conserver le méme type de dérive que dans

le processus X7V. Il apparait ainsi que les difficultés de calculs proviennent d’un probléme de
temps, au lieu de conserver la méme échelle de temps, dans le cas du processus asymétrique le
temps est accéléré d'un facteur (1 + H*Tgl) a l'ordre 0, et cette modification nous ameéne a des
effets difficiles & controler pour la dérivée de Radon-Nikodym.

5 Convergence du processus de contact

Un processus de contact est un systéme de particules de vie et de mort, qui représente 1’évo-
lution d’une épidémie dans une population. Les « particules »représentent les individus infectés.
En chaque site, il y a uniquement un nombre fini de personnes qui sont susceptibles de tomber
malade. Chaque personne infectée peut contaminer une autre voisine & un certain taux, et guérir
a un autre taux. Ces dynamiques ont déja été beaucoup étudié, et la convergence a été prouvée
dans [?], mais nous cherchons ici & étudier la possibilité d’utiliser une dérivée de Radon-Nikodym.

5.1 Processus de contact a temps continu

Le processus de contact & temps continu peut étre défini comme suit : On suppose qu’en
chaque site du réseau Z? se situe un village de M individus. Chaque individu infecté peut
contaminer un individu d’un village voisin a taux ﬁp(m, y). La cible est effectivement contaminée
si elle n’était pas déja malade. Si nous comparons ceci & une marche aléatoire branchante, nous
remarquons que le taux de naissance est moins élevé, donc nous avons également besoin de
modifier le taux de mort, pour éviter I’écueil de la dérive asymétrique. Chaque particule guérira
a un taux 1+ 0. Formellement, nous posons la définition suivante.

Définition 5.1. Un processus de contact avec dérive 6 et taille de village M est un processus de
particules a temps continu avec taux de naissance (1—V;_(z)) et taux de mort (1+86), ¢’est-a-dire
un processus de Markov évoluant de la maniére suivante :

&i(x) = &(x) + 1 at rate Vi(x)(1 — X()

&(z) = &(z) — 1 at rate &(z)(1+6).

Nous pouvons obtenir le théoréme suivant sur la convergence d’une suite de processus de
contact.

)

Théoréme 5.1. Soit £V une suite de processus de contact a taur N, dérive % et taille de village
N, on pose :

1
X = N Z 55\[(95)5%

N
x€Z4
Si XY = pu, ot pu est une mesure finie sans atomes sur R, nous avons :
N—+oc0
XV — X,
N—+o00
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ot X est un super-processus de Dawson- Watanabe avec taur de branchement 2, diffusion o2 et
dérive 0 — b, ot on a posé :

+o0o +oo
b= ZE<p(Bn)) = ZP<Bn =
n=0 n=1

avec B, une marche aléatoire sur Z¢ de noyau p.

Ce théoreme a déja été prouvé dans [?], mais d'une fagon différente. On prouve pour com-
mencer ’existence de valeurs d’adhérence par une argument de tension, puis on montre que toute
valeur d’adhérence est solution du probléme de martingales (1). Le but ici serait de donner une
autre preuve plus directe, en utilisant la dérivée de Radon-Nikodym.

Si nous notons Qév la loi du processus X7, nous avons encore, grace a la Proposition 2.2 :

1 -
F N t

T,y,n

dQy
dPN

ou :

Nous allons maintenant traiter le cas 8 = b, pour quuel nous souhaiterions prouver que la
dérivée de Radon-Nikodym converge en loi vers 1.

Mais si nous avions cette convergence, nous pourrions calculer I’espérance du logarithme de
cette variable aléatoire :

%E([MN]) = Elyz Z/ & () 1w >y A (2, 9) NQZ/ Pl een @)
_ /0 N;E«fév (@) = 0)E (v))p(w, y)ds — 0.

Mais nous pouvons prouver que (calculs portés en annexe) :

(| ;25(55 () = D)EN Wp(, 9)ds) — 0. 3)

Ce phénoméne est appelé simplification en champ moyen. Il apparait qu’au voisinage de
chaque particule, le nombre moyen de voisin tend vers la constante b.

Ces calculs nous ménent aux résultat suivant : si la dérivée de Radon-Nikodym converge vers
1 en loi, alors on a :

/ Z & (x) = b)) (y)p(a, y)ds) —> 0.
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Mais comme b n’est pas entier, nous pouvons choisir € > 0 tel que |b —e,b+ ¢[ON = &, dans ce
cas, nous avons également :

B ¥ > @) - N ot ) > B | > pte ) = X3 (),

11 apparait donc que la dérivée de Radon-Nikodym ne peut converger dans ce cas précis. La
simplification en champ moyen n’apparait pas dans ce type de calculs.

Remarque 5.1. Méme si nous avions nous ayons "symmeétrisé" le processus de contact en accé-
lérant le taux de guérison des particules cotoyant de nombreux malades, il semble difficile de
terminer une telle preuve de la convergence du processus de contact, car la « fonction » X7V que
nous intégrons par rapport a la mesure-martingale M n’a pas de limite en dimension d > 2, en
particulier cette limite ne peut pas étre b.

I est impossible d’obtenir une convergence séparer (la mesure martingale d’une part, et la
fonction intégrée d’autre part, comme réalisé dans [?]). De plus, nous ne pouvons plus utiliser la
simplification en champ moyen de notre processus, car la dérivée de Radon-Nikodym conserve
les carrés de variations microscopiques dans la dérive.

5.2 Processus de contact & temps discret

Nous souhaitons maintenant voir quelles seront les difficultés lorsque nous traiterons du pro-
cessus de contact & temps discret. Commencons par définir la distribution du nombre d’enfant.
Notons qu’il y a deux types possibles d’enfants d’'une marche aléatoire branchante qui dispa-
raissent dans le processus de contact : ceux qui représentent 'infection d’enfants déja infectés,
ce qui se produit avec probabilité f”—]éf) ; et ceux qui visent plusieurs fois le méme individu non-
infecté. Il y aura dans ce cas un seul nouvel individu dans le processus de contact, 14 ot il y en
avait plusieurs dans le cadre de la marche aléatoire branchante. Pour le moment, nous ignorerons
ce second terme.

Un calcul assez simple nous montre que la nouvelle distribution d’enfants doit étre :

k
. (k) = o~ (1= 555V, (2) (( Mk') (3?)> |

Nous pouvons maintenant définir ce processus de contact modifié & temps discret.

Définition 5.2. Un processus de contact & temps discret modifié avec dérive 0 et taille de village
M est un processus de particules & temps discret dont le nombre d’enfants suit la distribution

sulvante :
AR
Hn,x(k‘) =€ H,

ot A = A\ (z) = (1 — 2DV, (2)(1 + 0).

Remarque 5.2. Ce processus de contact modifié est une bonne approximation du modéle initial.
En effet le nombre de particules par site dans le processus de contact est dominé par le nombre de
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particules par site de la marche aléatoire branchante avec dérive 6 associée. De plus, 'espérance
conditionnelle du nombre de particules infectées par deux voisines ou plus & l'instant n + 1 au
site x est clairement borné par une constante multipliée par le carré du nombre de voisins de
cette particule. Finalement, un calcul assez simple montre que le nombre de ces erreurs jusqu’a
Iinstant ¢ est un op(N), quand N — +00, donc ces erreurs n’apparaissent pas dans le processus
limite.

Nous étudions la possible convergence d'une suite £V de processus de contact modifiés avec
dérive % et taille de village N. Nous notons également, de la méme maniére que pour la marche
aléatoire branchante avec dérive :

1
X = LS e @i
xeZ4

Nous pouvons calculer la dérivée de Radon-Nikodym de ces processus par rapport aux marches
aléatoires branchantes. Nous commencons en calculant
& (@) 4

N T
N )+ N) B 1)] ((1- gn]\(/v )>(1 + %))5n+1($).

Ly, » = exp [—Vn(az)((l

Nous pouvons aisément calculer le logarithme de la dérivée de Radon-Nikodym de ce processus
de contact modifié contre la marche aléatoire branchante :

Nt
() = 3 SN @) - V()@ - € @)

n=0 =
Nt
oz 2 N @) EN (@) +6%) — Wi ()N ()0 + op(1).
n=0 <«

La convergence de la part de cette dérive qui implique le terme en 6 est déja bien connue. Il
nous reste juste a tenir compte de la part de dérive reliée a £Y (z). Nous pouvons établir, de la
méme maniére que pour la marche aléatoire branchante a temps continu que :

[Nt] N b
1 (& (z) — 3) V(o)
Elw nzo N e

Mais la convergence de la dérivée de Radon-Nikodym suppose que :

E 1 Al N N 2 b2 - 1 Nt v N 9 b2 0
<m§;£nﬂ<x><£n (2)" = 7)) = (mgoz A€ @) ) 0,

et de la méme maniére que précédemment, on peut montrer qu’avoir ces deux convergences de
maniére simultanée est impossible.

Remarque 5.3. Une fois encore, nous observons que le probléme est ici d’obtenir une limite pour
Iintégrale de &, (z) contre la martingale orthogonale de la marche aléatoire branchante. Or cette
suite de fonctions n’admet pas de limite, ne serait-ce que cadlag.
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En dimension 1, dans [?], comme le super-mouvement Brownien admet une densité continue
par rapport a la mesure de Lebesgue, les calculs peuvent étre terminés, et on trouve une limite
pour la dérivée de Radon-Nikodym conjointe & la limite des suites de marches aléatoires bran-
chantes. Dans [?], ces méthodes sont utilisées sur un modeéle de contagion SIR, pour lequel les
individus qui ont été infectés sont par la suite immunisés contre la maladie. Comme le super-
mouvement Brownien posséde une mesure d’occupation & densité continue en dimension 2 et 3,
la preuve de la convergence utilisant une dérivée de Radon-Nikodym peut étre utilisée, et permet
de conclure.

La difficulté dans la preuve de la convergence de la dérivée de Radon-Nikodym est différente de
la difficulté rencontrée pour la marche aléatoire avec dérive. Ce n’est pas seulement des différences
de vitesse locales qui sont ici en jeu, c’est 'existence d’une simplification en champ moyen, qui
n’apparait pas dans la dérivée de Radon-Nikodym, pour laquelle les processus sont observés avec
tous les détails microscopiques. La possibilité de conclure se raméne alors a l'existence d’une
limite cadlag pour la dérive utilisée &, (z), ce qui est faux pour des dimensions plus grandes que
2.

Nous allons maintenant donner quelques autres exemples de processus de particules dont la
limite s’obtient par simplification en champ moyen, pour lesquels le calcul de la limite de la
dérivée de Radon-Nikodym se révéle inopérant.

6 Convergence pour le modéle du voteur

Nous allons maintenant introduire deux types de modéles de voteur, avec court ou long rayon
d’interaction. Ces processus ont déja été étudiés & de nombreuses reprises, et la convergence
d’une suite de ces processus convenablement renormalisés vers des super-mouvements Browniens
a été prouve dans [?].

Un modéle du voteur est un systéme de particules tel qu’a chaque site, nous avons un certain
nombre d’individus. Chacun d’entre eux peut avoir une opinion, 0 ou 1. Avec taux 1, I'un d’entre
eux choisi I'un de ses voisins uniformément au hasard, et adopte son opinion. Le processus est
donc défini de la maniére suivante.

Définition 6.1. Un modeéle du voteur a temps continu avec taille de village M est un systéme
de particules & : Z¢ — {0,--- M} avec taux de naissance (1 — %) et taux de déces (1 — %)
Par conséquent, ce modéle évolue de la facon suivante :

&(@) — & (@) + 1 a taux V() <1 _ X]t\(;’)
&(x) = &(x) — 1 & taux & (x) (1 _ WJ\?)) .

Définition 6.2. Un modéle du voteur a temps discret avec taille de village M est un systéme de
particules &, : Z% — {0,--- M} avec une distribution du nombre d’enfants Binomiale (M, V"(x))

M
Par conséquent, ce modéle évolue comme suit :

M
&n+1(z) = k avec probabilité < k )(
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6.1 Modéle du voteur a long rayon d’interaction

I’étude du modéle du voteur & long rayon d’interaction consiste & 1’étude d’une suite de
modeéles du voteur dans lequel la taille de chaque village tend vers +o0o. En d’autres termes,
chaque individu posséde un nombre de voisins qui tend vers +oo. Soit & une suite de modéles
du voteur & temps continu de vitesse NV et de taille de village M. On pose :

1 N
=N Z & (1’)5\/%
x€Z4
Le théoréme suivant a été prouvé dans [?].
Théoréme 6.1. Si XY = p e Mp(R?), alors :
N—+o00

XN —= X
N—+o0
ot X est un super-mouvement Brownien avec taux de branchement 2 et diffusion o?.

Une fois encore, nous calculons la dérivée de Radon-Nikodym de ce processus, de loi RN :

dN
ol Vt),
Fi My

dpPN
N an

7yn

ou :

Les difficultés que nous avions déja rencontré dans le processus de contact se retrouvent de
la méme maniére pour le modéle du voteur.

6.2 Autour du modéle du voteur a court rayon d’interaction

Le modeéle du voteur & court rayon d’interaction est défini comme un modéle du voteur
pour lequel il n’y a qu’'un unique individu en chaque site. Dans ce cas, nous avons également
convergence vers le super-mouvement Brownien, mais cette fois avec un taux de branchement
multiplié par v = P(¥n > 0,B, # 0) (voir [?]). Nous pouvons encore calculer la dérivée de
Radon-Nikodym, de la méme facon que pour le modele du voteur & long rayon d’interaction,
mais cette fois-ci contre une marche aléatoire branchante avec taux vyN.

Dans le modéle a temps continu, on a :

dRN -
G| -,

ou on a noté :

(Z / (€(@) =gy (oA (@,9)

?yn

+ Z/o (PY XY (2) - b)l{g_gv_(X)>n}d/A\?($,y)> ;
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-1

en utilisant la relation b = =~ Ces résultats sont semblables & ceux relatifs aux processus
Y

de contact, et conduisent aux mémes genres de difficultés. Notons que résoudre ce probléme

permettrait également de finir la preuve pour le modele du voteur & long rayon d’interaction.

7 Le modéle de Lotka-Volterra, une modification du modéle du
voteur

Nous étudions ici le modéle de Lotka-Volterra, qui est une modification du modéle du voteur.
Par conséquent, la dérivée de Radon-Nikodym sera calculée par rapport au modéle du voteur,
pas par rapport & la marche aléatoire branchante. De plus, pour les calculs relatifs au modéle
du voteur, nous pourrons utiliser la dualité de celui-ci avec la marche aléatoire coalescente (BY).
Un modéle de Lotka-Volterra est un modéle de compétition entre deux espéces, 0 et 1. Quand
I'un des individus meurt, il est immédiatement remplacé par un nouvel individu, dont ’espéce
dépend des concentrations de 0 et de 1 au voisinage du site. Nous utiliserons ici les notations
suivantes, plus agréables a manipuler, pour les nombres de voisins de chaque espéce d’un site :

frZL(x) = Zp(e)l{ﬁn(m—&-e):i}a (&S {Ov 1}'

La convergence de 1'un de ces processus vers un super-processus de Dawson-Watanabe a
déja été prouvé dans [?], en utilisant un argument de tension, et la caractérisation des valeurs
d’adhérence par le probléme de martingales (1). Regardons maintenant la dérivée de Radon-
Nikodym du processus & temps continu.

7.1 Modéle de Lotka-Volterra a temps continu

Définition 7.1. Un modéle de Lotka-Volterra a temps continu avec paramétres d’interaction ag
et oy est un systéme de particules & : Z¢ — {0,1} avec taux de naissance (1 — & (z))(fP(z) +
aofi(z)) et taux de mort f2(x)(fE(z) + arf(x)). Ce processus évolue de la maniére suivante :

{ &(@) = &) + 1 a taux (1 — &(x))(ff (2) + (a0 — 1) fi (2)?)
&(x) = &(2) — 1 a taux &(2)(f () + (01 — 1) 7 (2)?)

Soit &N une suite de modéles de Lotka-Volterra avec vitesse N et paramétres d’interaction

1+ NO’ 1+ Nl On note comme d’habitude le processus normalisé de loi RV :

1
X = N Z fiv(x)(SiN'
z€Z

Commencons par quelques notations. (B”),cza est une marche aléatoire coalescente, o B*
est une marche aléatoire commencant en x. Si B* et BY se rencontrent & n’importe quel moment,
alors ils coalescent, i.e. si Bf = B} alors pour tout s > ¢, BY = BY. Nous posons également :

7(z,y) = inf{t > 0|Bf = B/}
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B = Zp 7(0,e) = 7(0,€") = +o0,7(e,€') < +0)

(5—Zp (7(0,€) = 7(0,€') = +0)

Notre but serait alors de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 7.1. Si XéVN=> p € Mp(R?), alors :
—+00

xN — X,
N—+oco

ot X est un super-processus de Dawson-Watanabe avec taux de branchement 2y et dérive S0y —
60

Pour calculer la dérivée de Radon-Nikodym de ce processus par rapport au modéle du voteur
renormalisé, nous devons donner une représentation du modéle du voteur, de la méme maniére
que nous avons calculé les moments de la marche aléatoire branchante. Or on sait que le modéle
du voteur & court rayon d’interaction (&) est la seule solution forte du probléme suivant :

(@) = o) + X [ (6 ()~ & @i ()
x,Y

Grace a cette formule, on peut écrire la dérivée de Radon-Nikodym de la maniére suivante :

dRN

1,N 0,N
d}'{ﬁ :g(Mt — M, ),

Fi

ol on a posé :

Mw:ZAﬂwm%&WﬂWMMMt

MO = Z/s €N (1)1 (@)dR(x, ).

La convergence de la variation quadratique divisée par N est établi de la méme maniére que
pour le processus de contact, et nous pouvons également prouver de la méme maniére qu’on ne
peut pas avoir la convergence de la dérivée de Radon-Nikodym .

7.2 Modéle de Lotka-Volterra a temps discret

Définition 7.2. Un modeéle de Lotka-Volterra a temps discret avec parameétres d’interaction
ap et ap est un systéme de particules &, : Z¢ — {0,1} avec distribution du nombre d’enfants
évoluant de la facon suivante :

&nt, () = 0 avec probabilité fO(x) — e, (z)

En(r) — { &n+, (x) = 1 avec probabilité fﬁ(a?) +en(z)

ol nous notons ey, (z) = (ap — 1)f2($)2(1 —&u(x) — (g — 1)f%(x)2fn(m)
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0o 0
Soit & une suite de modéles de Lotka-Volterra avec paramétres d’interaction 1 4 N 1+ Nl

Nous notons également la loi du processus renormalisé de la facon usuelle RN :

1
=N Z ff]fwj (z)0 =

zeZ4

Théoréme 7.2. Soit XéVN:> 1€ Ms(R9), alors :
—+00

XV = X,
N—+o0
ot X est un super-processus de Dawson- Watanabe avec tauz de branchement vy et dérive $6y—0661,
ou :
B = Zp (7(0,e) = 7(0,€') = +o0,7(e, ') < +00)

(5—Zp (7(0,e) = 7(0,¢') = +00)

On calcule maintenant la dérivée de Radon-Nikodym de ce processus contre le modéle du

voteur, on a :
[NVt

2 =TI (1 + 6@ H0 + 0= @) ).

n=0 x

qui peut étre réécrit immédiatement, en utilisant le fait que la mesure martingale orthogonale
du modéle du voteur & temps discret est la mesure purement atomique M telle que :

Vk € N,Vz € 2%, M(k,x) = &(x) — fi_1(2) = My o

comme le produit sur I'espace et le temps de :

e = (1 Moo e )

Une fois encore, nous voudrions montrer la convergence jointe du processus et de sa variation
quadratique, avec les mémes problémes que 'on a toujours eu : €, ne converge pas vers une
constante.

8 Conclusion

Nous avons vu a travers tous ces exemples que les deux plus grands problémes rencontrés
lorsqu’on tente de prouver la convergence de la dérivée de Radon-Nikodym de notre processus
vers la limite espérée. Le premier d’entre eux ne concerne que les processus a temps continus,
car la dérivée de Radon-Nikodym prend en compte le décalage de temps en Op( ) lorsque les
taux ne sont pas symétriques.
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Le second probléme est que notre processus, quand il n’y a pas limite cadlag de la dérive, il
devient alors plus difficile, et parfois méme impossible.

Par conséquent, prouver la convergence de la plupart des processus que nous avons étudié, il
reste nécessaire de prouver la tension de cette suite de processus, puis caractériser la limite en
utilisant le probléme de martingales (1).

9 Annexe

Dans cette section, nous allons prouver I'équation (3). Ici, nous notons 55\7 une suite de
d

)
marches aléatoires branchantes avec taux N et noyau symétrique py = p(ﬁ) sur —, vérifiant :

VN

I N
NSO N ST

1 . .
On note XtN = —@f\f , qui est compris comme une mesure sur R?.

Pour les calculs qui suivront, nous écrirons 77 une marche aléatoire branchante avec vitesse N
et noyau p sur Z¢, commencant avec une unique particule & U'instant ¢ = 0 en position O. Soit
(nz’i)x €74 ien UNe suite de marches aléatoires branchantes indépendantes de vitesse N, partant
d’une particule unique en x & l'instant ¢ = 0.

Nous notons également :

e (By)nen une marche aléatoire sur Z% de noyau p,

e II(t) un processus de Poisson d’intensité 1,

e V; = Bri() une marche aléatoire (& temps continu) sur Z% de noyau p et vitesse 1,

o V/ . V/ ... des copies indépendantes de V;.

9.1 Autour de la marche aléatoire

Ici nous nous intéresserons a V; la trajectoire d’une unique particule dans une marche aléatoire
branchante. La borne supérieure que nous donnerons ici sera trés utile plus tard.

Lemme 9.1. Il existe C > 0 tel que pour tout s >0 et x € Z¢ :
E(p(z +V;)) < C(1+5)~"?

Preuve. Nous avons E(p(z + Vi) = S/20 P(Il(s) = k)E(p(z + V)), qui peut étre réécrit en
utilisant le fait que :

E(p(Vi + 2)) = P(Vipy = —2) < C(1 4 k)~

Ensuite nous appliquons un résultat de grands déviations pour le processus de Poisson, nous
avons :

P (H(s) < %) <e

pour un certain ¢ > 0. Nous avons également :
S

E(p(o+V3)) SP(IT < 3) + (1+ 5)_d/2-
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9.2 Nombre moyen de voisins d’une particule

Nous étudions maintenant le comportement du nombre moyen de voisins d’une particule dans
la marche aléatoire branchante. Comme dans le processus limite, seule les densités locales ont
un sens, nous allons étudier la quantité suivante :

2Y(0) = 1 3 o(@)&" @ (e, ).

Dans ce but, nous nous intéressons pour commencer a cette valeur quand la marche aléatoire
branchante commence avec une unique particule en ¢ = 0, on note :

ZN(@) = dla)m(@)m(y)p(e, y).

Lemme 9.2. [l existe b > 0 tel que pour toute suite Ty — 0 telle que N7y — +00, nous avons :

De plus, nous avons :
+oo “+o0o
b = / E(p(Vs))ds = / P(Vs + W =0)ds
0 0
400 +oo
= > E(p(Bn) =Y _E(1{p,—o))-
n=0 n=1

Preuve. Nous savons que pour tout ¢ > 0,

EQ m(@)m)p(@,y) = > no(Pu(x))no(Pe(y))p(x, y)

+77u(PN(Pt—U(x)Pt—u(y))))p(wv y)du,

qui peut étre réécrit, en échangeant la somme et 1’espérance, et en utilisant la condition
initiale :

E(ZN (1)) = E(p(Vane)) + 2N /0 tE(p(VgNs))ds.

Nous utilisons maintenant le Lemme 9.1. pour observer que :

E(p(véNTN)) < C(]. + 2NTN)*d/2N:>wO.
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De plus nous pouvons calculer 'autre terme :

TN 2Nt
o [T EGVans = [ B

E(p(Vs))ds,
v | ER(V)ds

qui est fini en utilisant encore la borne donnée par le Lemme 9.1.
Nous avons alors :

+oo
b = /0 E(p(V;))ds

O

Nous voyons ainsi qu’en commencant d’une unique particule, le nombre moyen de voisins
devient trés rapidement égal & b. Nous nous intéressons maintenant & la variance de cette quantité,
et tentons de trouver une borne supérieure.

Lemme 9.3. I existe une constante positive C > 0 telle que pour toutt >0 et N € N :
E(ZN(1)%) < ONt.

Preuve. Tout au long de cette preuve, nous noterons C' une constante assez grande, qui pourra
étre modifiée au fur et & mesure des calculs, mais reste indépendante de N et t. Nous calculons
le second moment de Z/N (1),

E(ZND)) = Y E@la)m®)m(c)n(d)p(a. bp(e, d).
a,b,c,d
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Nous avons a calculer une borne supérieure pour le quatriéme moment de la marche aléatoire
branchante. Nous utiliserons des symétries pour réduire autant que possible les prochains calculs.
Nous utiliserons souvent la borne du Lemine 9.1. Pour commencer, nous allons réduire ces calculs
a des calculs de troisieme moment d’une marche aléatoire branchante :

E(ZN(1)%)
= E@(Vam))’

n 4N§bj /O E (s (a)ns(0)ns (1)
E(p(b — a+ Van(i—s)) ) E(p(Van(—s)))ds

+ 8NZ/ (ns(a)ns(b)ns(c))

a,b,c

E(p(b — a+ Van(i—s))E(p(c — a + Van—s)))ds.
Nous pouvons alors donner les inégalités suivantes :

¢ 1
) < 1+GNA<1+Nu—gwﬂ

> Ems(a)ns(0)ns(D))E(p(b — a + Van(i—s)))ds.

2

E(Z™ (1)

11 nous suffit juste de donner une bonne borne supérieure pour ’espérance sous l'intégrale :
Z E(ns(a)ns(0)ns(1))E(p(b — a + Vo (t—s))

= p(Vant))

+2N/ (Mu(1))E@(Van (t—u)))du

NS /0 E(1(a) (D) Ep(b — a + Vox(_uy))du.

Nous pouvons maintenant utiliser le fait que E(1,(1)?) = 1 + 2Nwu, pour borner ce terme
par :

Nt 1+ Nt
c(1 +/ — " _du) < C(1+ N¢t).
( N(t—s) (1 +U)d/2 u) = ( )

En utilisant ceci, nous avons finalement :

1
1+ N(t—s))42

E(ZN1)*) < C(1+ Nt)(1 + /t ) < C(1+ Nt).
o (

Ce qui termine la preuve de notre lemme. O
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Remarque 9.1. Avoir le méme genre de bornes dans le cas d = 2 n’augmente pas trop la difficulté,
nous avons juste a tenir compte de quelques modifications logarithmiques.

Nous avons maintenant assez d’outils pour prouver le résultat le plus important de cette
section : que les quantités X}V et Z}¥ sont proches I'une de I’autre, ce qui nous permet d’obtenir
la convergence du processus, au moins pour ¢ > € pour le nombre moyen de voisins d’un individu
vers b. Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 9.1. Pour toute fonction ¢ continue Lipschitzienne, pour tous t > 0, nous avons :

S
E(sup | [ ZY(6) —bXY (@)dul) — 0.
sefo,t] Jo ”—>+°O

Preuve. La preuve de ce théoréme sera fait en plusieurs étapes. Pour commencer, nous rempla-
cerons les quantités X}V (¢) et Z}¥(¢) par des approximations : au lieu de compter une particule
dans la position qu’elle occupe, on la compte 14 ot était son ancétre peu de temps auparavant, et
en les multipliant soit par le nombre de descendants de cet ancétre, soit par le nombre moyen de
voisins parmi les descendants. Nous avons déja vu plus t6t que ces deux quantités sont proches.

Nous remplacerons également b par une approximation, et nous prouverons alors le théoréme
pour les quantités modifiées.

Pour finir, nous prouverons que les approximations que nous avons choisi sont assez bonnes
pour résoudre ce probléme.

Nous commencouns par fixer une suite 7y — 0 tel que N7y — + 0o. Nous remonterons
N—+o0 N—+o00

de 7y dans le passé pour trouver la position de 'ancétre d’une particule en z, cette quantité est
choisie de facon & ce qu’il y ait beaucoup de sauts durant 'intervalle de temps 7, mais que ce
temps tende vers 0.

En étudiant la propriété de branchement, nous observons qu’une marche aléatoire branchante
commencant avec k particules est exactement la somme de k marches aléatoires branchantes
indépendantes, chacune commencant d’une unique particule.

Pour t > 0, en utilisant la propriété de Markov, on a une famille (77) de marches

d
z€ \Zﬁ, €N
aléatoires branchantes indépendantes issues d’une unique particule située en v Nz, tel que :

gt TN

Z Z nTN/\t Nz),

ot nous utilisons la convention suivante : pour s < 0, &N (z) = & (z).
Nous pouvons alors poser les approximations suivantes :

()

XV(0) =+ 3 602) IR

pour XV, et pour ZV :

&Ny (2)

ZADEES e ) 3 T ptey
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Pour finir, nous noterons by = E(Z (1)) une approximation de b, prouvons maintenant le
théoréme pour ces quantités.

Lemme 9.4. Pour toute fonction ¢ continue Lipschitzienne, pour tout t >0 on a :

E(sup | [ ZN(¢) — bnXN(d)du]) — 0.
sefo,] Jo N—+o0

Preuve. Nous commencons par une notation :

X2 = (1) and
77 = an )i (W)p(x, ).

Nous pouvons réécrire la formule de la différence que nous calculons de la maniére suivante :

ZY (¢) — bn X7 ()
&N (2)

= =3 60) )3z b
z

Par conséquent ZN (¢) — by X{¥ (¢) est la somme de variables aléatoires indépendantes d’es-
pérance nulle, donc 'espérance de la somme est nulle, et la variance vaut :

E((ZN(@—E X (9)?)
= Z¢ E(&Y, (2)E((Z5 - by XZ))

_ X0 (Pt]_VTN(d) ))E((Z;]]\Vf/\t( 1) — IN)NTITNAt(l)P)

C|¢l13. X" (1)

Dans la derniére inégalité, nous avons utilisé le Lemme 9.2., qui donne by —+> b, le Lemme
n—-+0oo

IN

9.3., le fait que N1y T) + 00 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir la borne supérieure
n—-+0oo

sulvante :

E((Z3ne(1) = bvniryne(1))?)

= E((Z3re(1))%) = 26NE(Z7) pt (D) e (1) + E((mryene(1))%)
< C(l+ (W At)N) < CN1y

Nous pouvons donc dominer I'intégrale pour ¢t > 7y :

/ E(ZY(6) — by X (9)))ds

TN

< [ B0 - R (9 as
< CnPlolle XY (1) — 0.

n—-+o0o
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Pour dominer 'intégrale entre 0 et 7y, il nous suffira d’utiliser les inégalités suivantes :

/0 " E(ZY (9) - by XN (6)))ds

< 6l / " ENERN (1) + E(ZY (1))ds
< oo (X (D)rivbay + XY (DE(ZY (1))
<

C XYF)rn — 0.
lolloe X (v —
Les deux bornes obtenues nous permettent de finir la preuve. En effet nous avons :

t
E(sup |2V (6) — bn XN (@)du| < E / 1ZN(6) — by XN (6)|du)
s€0,t] 0

IN

/O E(Z (¢) — by XY (6)))du
< COlplla X @) (rn)?t — 0.

n—-+oo

AN

O

Nous allons maintenant prouver que les approximations des quantités que nous avons choisis
sont proches de celles attendues.

Lemme 9.5. Pour toute fonction ¢ continue Lipschitzienne, pour tout t > 0, on a :
LN N
B[ 1X5(6) - XD (9)lds) > 0,
0 N—+oo

Preuve. Commencons par donner une représentation de la différence entre les deux termes en
fonction de marches aléatoires branchantes indépendantes :

&L (2)
XY (0) = XM (9)] = \*Z Z Z 2 (@VN))|
& ()
< NZ Z ZM) TN/\t(x\F)
& (
< —Z Z an 203! po(aVI).

Cette derniére majoration est la somme de variables aléatoires i.i.d., donc d’espérance au plus

C T
*E ft ‘rN Z ‘\|/J TN/\t
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et de plus, nous avons :

EQY |z myne(2)) = E(IViry|) < Cy/N7y.

Ce qui nous permet de finir la preuve, car :

B[ 1XN(0) - £ @)lds) < X () 3 0

n—-+o00
O

Pour finir, il nous faut prouver que Z%V est une bonne approximation de Z~. En écrivant ZV
comme somme des termes n**', nous pouvons séparer la preuve en deux parties disjointes :

ZN(e) = )o@ (@) (wp(,y)

e (R EN L ()

= Z Z Z Z¢ D)2 @) (v)p(e, y)

EtT

- Z Z Z¢ nTN/\t T]TN/\t(y)p(‘rhy)

APNO BN )

+ D Z > Z(b D)2 (@ (y)p (2, ).

2,2 J=1(z,0)#(z",j) ©

Commencons par montrer que le premier de ces deux termes (qui ne compte comme voisins
que les individus qui sont proches parents les uns des autres — et voisins) est a lui seul proche de

Z{ ().
Lemme 9.6. Nous noterons par la suite :

51&7’

= Z Z¢ 2zt (@)E n ()p(2, )

Pour toute fonction ¢ continue Lipschitzienne, pour tout t > 0, on a :

N—+o0

ol / ZNV(g) — ZN(§)|ds) — 0.

Preuve. De la méme maniére que précédemment, nous commencerons par estimer la différence
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entre les deux quantités évaluées de fagon probabiliste :

1z ) — ZN(9)]

gt TN

NZ Z Z\¢> S(2) 02 @) (w)p(, y)

e

< *Z Z ZHZ_\/»”%NM( )nﬁz-}j/\t(y)p(%y)‘

IN

Une fois encore, cette derniére majoration est la somme de variables aléatoires i.i.d., donc
son espérance est au plus égale & :

C
NE ft TN Z \|/:L'J777N/\t nTNAt(y)p(xvy))v

de plus, on a :

E(Z 2|1 () s (y)p(2, y))
= HVNSIIp(Vst))
N B Winteaysg, )+ Wavtem + Vi + WDp (oo
Ndu
< CVNs(1 —_
= ( +/0 L+ Nu)i?
< C(CVNs,
oll pour la premiére majoration, nous avons utilisé 'inégalité suivante :
E([[Vis + V{lIp(Va@-s))) = E([Vies + VJIE(p(Va—s))Vis))

@HC_SWE(IMH).

IN

Nous obtenons maintenant que :

ol /0 12X (6) ~ ZY(9)lds) < CLxY (1) /v — 0.

N—+o00
Ce qui termine la preuve, trés similaire & la précédente. O

Nous avons maintenant besoin d’un dernier résultat pour borner le terme d’interférences entre
les particules qui sont voisines, mais qui ne sont pas de proches parents (i.e. que leur dernier
ancétre commun, s'il existe, soit agé de plus de 7).
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Lemme 9.7. Nous noterons par la suite :

'St ™™ (2) ft TN( ')

Z > > Zeb D (@) ()P, ).

o=l =1 (A ) @

Pour toute fonction ¢ continue Lipschitzienne, pour tout t > 0, nous avons :

E(sup | [ ZY?(d)du]) —

sefo,t] Jo 7H+°0

Preuve. Commencons par borner E(|ZtN2(¢)\) pour t > 7y :
: [6loo
E(1Z @) < T D BE ()6, ()

Z E(1ry () E(nry (y))p(x + 2,y + 2)

HQZ)HOOZE (3 ~ (z)eN (2 Z)E(p(z" — 2+ Vanry )

<
< NZ&) JE(p(2" — 2z 4+ Vany))
4 c/ &Y (DE(p(Vays))ds
N 1 N 2Nt dS
< oNxY() v X (1)/2NTN e

Par conséquent, on a :

t Nt s
| m1z¥*@as < oxi)’ [ (Hd)d/

TN NN
2Nt
du
- Cxn /
0 oNry JonTy ( 1+ud/2)
< c<x<>+x<>/ -
o 0 0 NTN (1+8)d/2
— 0.
N—+oo

Nous nous intéressons maintenant a 'autre intégrale, en utilisant le fait que p est sans atome
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pour donner la conclusion :

IN

IN

IN

| /0 R (4))ds

C N N 2NTN .
N2 ;fo (2)6 (2') /0 E(p(z — 2+ Vs))ds

c N N/t = / 2NN
N2 ;50 (2)& (2 );}E(p(z — 2+ By)) /0 P(I1(s) = n)ds

N 9 1 QNTN
CX,' (1) M‘W/o P(II(s) > N)ds
N
+OXY % X ({ly - 2l < eh) + CXF )2 Y0 (1+n) 2
n=evN
— 0.
N—+o00

O

Ce dernier lemme nous permet de finir la preuve du Théoréme 9.1, et en particulier la preuve

de l’équation (3).

O
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