VA kiStat

ANOVA : analyse de variance univariée

ANOVA : analyse de variance univariée

Résumé

Le chapitre 3 est consacré aux plans factoriels. Il s’agit de I’ap-
pellation appropriée, bien qu’assez peu employée, de I’analyse de
variance, appelée par les anglo-saxons “ANalysis Of VAriance” et,
pour cette raison, bien connue sous I’acronyme d’ANOVA.

Retour au plan du cours

1 Introduction

L’ ANOVA correspond a un modele linéaire gaussien dans lequel toutes les
variables explicatives (les X7) sont qualitatives. Dans ce contexte, elles sont
appelées facteurs (d’ou le terme de plans factoriels) et leurs modalités sont
appelées niveaux. Ces niveaux sont supposés choisis, fixés, par 1'utilisateur,
de sorte que I’on parle souvent de facteurs controlés. De son c6té, la variable
aléatoire réponse Y est toujours quantitative et supposée gaussienne.

Seuls seront traités dans ce chapitre les cas de 1’analyse de variance a un
facteur, a deux facteurs croisés et a trois facteurs croisés. Dans un dernier pa-
ragraphe, nous donnerons quelques indications sur les cas plus généraux dont
certains seront étudiés au chapitre 4.

Les références bibliographiques du chapitre 3 sont les mémes que celles du
chapitre 2.

Les problemes abordés dans chacun des paragraphes de ce chapitre seront,
a chaque fois, les trois problemes clés du modele linéaire gaussien : estima-
tion ponctuelle, estimation par intervalle de confiance et tests. Ils seront traités
dans cet ordre, en particulier parce qu’on a besoin de certaines estimations
ponctuelles pour construire un intervalle de confiance et pour faire un test.
Mais, dans la pratique, on commence en général par faire différents tests pour
choisir le modele le plus adapté aux données considérées, puis on détermine
les estimations des parametres dans le modele ainsi choisi.

Les parametres que I’on va utiliser en ANOVA vont représenter des effets
particuliers du modele pris en compte : effet général et effets principaux des

niveaux du facteur dans un plan a un seul facteur ; effet général, effets princi-
paux des niveaux de chaque facteur et effets d’interactions dans un plan a deux
facteurs... Ces différents effets ne peuvent étre pris en compte si on conserve
le paramétrage standard du modele linéaire (par exemple, dans un modele a
deux facteurs, Yijr = Bjx + Uiji). D’oli la nécessité d’utiliser d’autres para-
métrages. Il en existe plusieurs et nous en présentons deux dans ce chapitre :
le paramétrage dit centré, car il fait intervenir des parametres centrés, et le
paramétrage SAS, utilisé systématiquement dans le logiciel SAS.

Ainsi, pour un plan a deux facteurs croisés, le paramétrage centré consiste a
poser: B = p+ a} + a3 +;i. Le parametre p représente Ieffet général, les
parametres oz} et o2 les effets principaux des deux facteurs et les parametres
7k les effets d’interactions. Les «j sont centrés selon j, les a} selon k et les
v;k selon j et selon k.

Le paramétrage SAS, tel qu’on le trouve en particulier dans la procédure
GLM, consiste, de son coté, a réécrire : B, = m + a} + a% + ¢jk. Les pa-
ramétres m, a, ai et c;j, représentent les mémes notions que celles précisées
ci-dessus, mais ils sont définis en se “callant” sur la derniere cellule, d’indice
(J, K).

2 Cas d’un seul facteur

Lorsque nécessaire, le facteur considéré sera noté F'; cette notation est
certes la méme que celle de la statistique du test de Fisher, mais, dans le
contexte, il ne devrait pas y avoir de confusion; de plus, la notation du fac-
teur sera peu utilisée. Par ailleurs, le nombre des niveaux de F' sera noté J
(J > 2) et I’'indice du niveau courantnoté j (j = 1,...,J).

Pour chaque niveau j, on réalise n; observations indépendantes de la v.a.r.
(quantitative) a expliquer Y (n; > 1), notées y;;,¢ = 1,...,n; ; on pose enfin
n = Z;.Izl n; : n est le nombre total d’observations réalisées dans I’expé-
rience.

Sin; = ng,Vj,j = 1,...,J, ondit que le plan est équilibré ; sinon, on
parle de plan déséquili-bré. Dans un plan équilibré, ng s’appelle le nombre de
répétitions.

Remarque. — On a utilisé ci-dessus le terme de plan. C’est le terme utilisé
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dans tout le contexte de I’ ANOVA, ot I’on parle de plan d’expériences ! ou de
plan factoriel, voire, tout simplement, de plan. En fait, ce terme est d’origine
industrielle et, dans un tel environnement, on parle également d’expérience
planifiée, ce qui sous-entend, d’ailleurs, que les niveaux du (ou des) facteurs
pris en compte sont totalement contr6lés (d’ou le terme de facteur contr6lé).

2.1 Ecriture initiale du modele

On commence par écrire le modele sous la forme :
Yij = B + Ui

— B; est le paramétre associé au niveau j du facteur F'; il est inconnu, a
estimer ; ce parametre représente un effet non aléatoire, encore appelé
effet fixe.

— Ujj est la v.aur. erreur associée a I’observation numéro ¢ du niveau j de
F; on suppose U;; ~ N(0,0%), 02 étant aussi un parametre 2 estimer
(il ne dépend pas de j, autrement dit le modele est homoscédastique) ;
par ailleurs, les v.a.r. U;; sont supposées indépendantes (elles sont donc
ii.d.).

— Y;; estla v.ar. réponse associée a I’observation numéro ¢ du niveau j de
F'; on obtient donc Y;; ~ N(;,0?), les Y;; étant indépendantes.

On peut réécrire le modele sous la forme matricielle

Y =XB+U,

ol Y et U sont des vecteurs de R", /3 est un vecteur de R7 (ici,p = J)et X,
appelée matrice d’incidence, est une matrice n X J ne comportant que des 0 et
des 1; en fait, chaque colonne de X est I’indicatrice du niveau correspondant
de F et nous noterons Z7 I’indicatrice courante. On peut ainsi réécrire :

J
Y=Y 872 +U.

j=1

1. Dans I’expression plan d’expériences, on trouve le terme d’expérience tantdt au singulier
et tantot au pluriel ; nous préférons utiliser le pluriel, d’'une part parce que le méme plan peut
servir a plusieurs expériences, d’autre part parce que le petit Robert cite I’expression “Laboratoire
d’expériences”.

EXEMPLE 1 Considérons le cas J = 3, n1 =2, no =3, n3 =1(n=206). 1l
vient :

1 0 0
1 0 0
01 0
X = 01 0
01 0
0 0 1
Remarque. — Sous la dernieére forme donnée ci-dessus, on voit que le modele

est équivalent a un modele de régression multiple, sans coefficient constant,
dont les régresseurs sont les .J variables indicatrices Z7.

Remarque. — On vérifie que les colonnes de X sont deux a deux orthogonales.
On en déduit que X'X = diag (ny ---ny) : il s’agit d’une matrice réguliere.

2.2 Paramétrage centré

Le paramétrage initial ne permet pas de dissocier d’une part les effets des
différents niveaux du facteur F', d’autre part I’effet général (et les choses se-
ront encore plus problématiques en présence de deux facteurs ou plus). D’ou
la nécessité de réécrire le modele, le probleme étant qu’il existe plusieurs ré-
écritures distinctes (mais, bien siir, équivalentes).

Dans le paramétrage centré, on pose :

J
1
h=7 Zﬁj (moyenne “non pondérée” des ;) ; a; = B — .
j=1

On obtient ainsi 3; = ;1 + «; et on réécrit le modele sous la forme :
Yij = p+ o + Uij.

On notera la relation ijl a; = 0.
— Le parametre y est appelé I’effet général, ou encore I’ effet moyen général.
— Les parametres «; (j = 1,...,J) sont appelés les effets principaux
du facteur F', ou encore les effets différentiels. La littérature statistique
anglo-saxonne parle fréquemment de contrastes, dans la mesure ou il
s’agit de parametres de somme nulle.
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— Dans R™, on peut réécrire le modele sous la forme suivante :

J J
N BiZI U = pn+ > ;27 +U

Y =
j=1 j=1
J—1 J—1
- uH‘n+Zaij—ZJZaj+U
j=1 j=1

J—1

j=1

On obtient maintenant un modele de régression linéaire sur les J — 1
variables ZJ — Z7, avec coefficient constant.

2.2.1 Notation

On notera 3. le vecteur des J paramétres dans ce paramétrage (u et les a;,
j=1,...,J—1)et X, lamatrice d’incidence correspondante, de sorte qu’on
pourra réécrire Y = X 6. + U.

EXEMPLE 2 Dans [’exemple introduit plus haut, X, et 5. ont pour expres-
sion :

=== =00
=

= e s
O O O = =

La matrice X, est toujours de rang 3, mais ses colonnes ne sont plus orthogo-
nales. Toutefois, elles le seraient dans un plan équilibreé.

2.3 Paramétrage SAS

Le principe de ce paramétrage est de se “caller” sur le dernier niveau J du
facteur F'. On pose ainsi

Yij = m+a; + Ui,

avecm = f8yeta; = B; — B85, Vi =1,...,J (desorte que ay = 0). On peut
alors réécrire :

J J J—1
Y= B2 +U=B¥n+> a; 20 +U=ml,+ > a2/ +U.
j=1 j=1 j=1

On voit qu’il s’agit d’un modele de régression sur les J — 1 indicatrices Z7
(j =1,...,J—1), avec coefficient constant. Pour cette raison, le parametre m
est appelé intercept dans SAS, comme le coefficient constant d’une régression.

2.3.1 Notation

On notera maintenant [ le vecteur des J parametres de ce paramétrage (m
etlesa;, 7 =1,...,J — 1) et X, la matrice d’incidence correspondante, de
sorte qu’on pourra réécrire Y = X0 + U.

EXEMPLE 3 En considérant toujours le méme exemple, X et 35 ont pour
expression :

110
110 .
_ Loy _ [ L O 1L o
X,=Wn2' 2= | o | [i8={ @
1 01 a2
10 0

La matrice X est encore de rang 3, ses colonnes n’étant pas non plus ortho-
gonales. On notera qu’elles ne le seraient pas davantage dans le cas d’un plan
équilibré.

2.4 Estimation des parameétres

En applicant les résultats généraux relatifs a I’estimation dans le modele
linéaire gaussien, on obtient les résultats indiqués ci-dessous.
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Vecteur des parameétres dans le paramétrage initial.

nlyol
B = (X'X)" X'y, avec X'X = diag(ny ---ny) et X'y = : )
nJ?oJ
1 J . R
ol Yy, = — Zym On obtient ainsi 8; = ¥,;. De plus B ~
"=
1 1 N
Ny (B,0%diag(— --- —)), de sorte que les composantes B; sont indépen-
ni ng

dantes.

Paramétrage centré.

J
. .1 . . . [
Ilvient: i1 = 7 Z Yo (attention : siles effectifs n; ne sont pas tous égaux,
Jj=1
autrement dit si le plan est déséquilibré, ji n’est pas la moyenne générale des
observations de Y, notée y,,). D’autre part, &; = ¥,; — i, de sorte qu’on

retrouve ijl a; =0.
Paramétrage SAS.

On obtient maintenant m = ¥, ; et a; = Y,;
bienay; = 0.

— Yo, de sorte qu’on vérifie

Valeurs prédites.

Elles sont définies par g;;
trage considéré.

= Bj = Y- Elles ne dépendent pas du paramé-

Résidus.

On obtient @;; = y;j — Uij = Yij — Yo; (ME€me remarque que ci-dessus).

Variance.

Comme pour les valeurs prédites et les résidus, I’estimation de la variance
ne dépend pas du paramétrage choisi. Il vient :

J nj 1 J nj

—Taj)?

—-J —-J

j=1i=1 j=1 1:1

Intervalle de confiance de 3;, de coefficient de sécurité 1 — a.

On obtient I’intervalle de type Student suivant :

g (0%
Toi b~ b, (11—,
Yej \/@ J( 2)

out,_s(1— %) désigne le quantile d’ordre 1 — % d’une loi de Studenta n— J

d.d.Il. On notera que T est I’erreur-type de Ej.
V1

Erreurs-types

. L. , - o
Un calcul simple permet de vérifier que I’erreur-type de Y;; est encore —,
o
V1

n; —1
J . On notera que ces erreurs-types sont

tandis que celle de Ui]‘ est o

constantes dans le cas équilibré.

2.5 Test de I’'effet du facteur F

Tester la significativité du facteur F’ revient a tester la significativité du mo-
dele envisagé. Dans le paramétrage initial du modele, I’hypotheése nulle se met
sous la forme {Hy : 81 = --- = B}, I'alternative étant le contraire de Hy.

Dans les autres paramétrages, H est équivalente aux contraintes suivantes :

— dans le paramétrage centré, a; = --- = a5 =0;

— dans le paramétrage SAS, a; =--- =ay = 0.

Dans tous les cas, le nombre de contraintes indépendantes, g, imposées par
Hyestégala J — 1.
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Sous Hy, le modele s’écrit Y;; = p + U;; (il s’agit du modele constant, ou
modele blanc), et I’on obtient :

(attention : si le plan est déséquilibré, 10 # f1).

On prend alors pour expression de la statistique du test de Fisher la quantité

_ =91
f_ ~0 9
qo

7 et §° désignant, dans R™, les vecteurs des valeurs prédites respectivement
dans le modele considéré (modele avec le seul facteur F') et dans le modele
sous Hj (modele constant). Il vient (voir le 3.1.4)

Ty

1 J
— DD (i — 7).

j=11i=1

J
! )
I = 7757 2 (e — Fad)* avee o7 =
j=1

On compare enfin cette statistique avec f;_1 . ,—; (1 — «), quantile d’ordre
1 — ad’une loi de Fishera J —1etn — J d.d.l.

2.5.1 Synthése des résultats précédents :

variance

le tableau d’analyse de la

Il est fréquent de résumer la construction de la statistique du test de Fisher
au sein d’un tableau, appelé tableau d’analyse de la variance, qui se présente
sous la forme ci-dessous (on notera que la plupart des logiciels fournissent ce
tableau).

sources de || sommes des | d.d.l. carrés moyens valeur de la
variation carrés statistique
de Fisher
SSF MSF
-1 -
Facteur F’ SSF J MSF 71 VSE
E
Erreur SSE n—J | MSE = 55 =52 —
n—J
Total [ SST [n—-1] — —

Les sommes de carrés apparaissant ci-dessus sont définies de la facon sui-
vante :

SSF =

J
Z n] (yo] - yoo)Q;
j=1

on notera que dans le cas d’un plan équilibré (tous les n; sont égaux a nyg et,
par suite, [i = T,,), On peut encore écrire : SSF = ng ijl(&j)Z ;

J nj
= (Wi — )%

j=1i=1

SSE

J ny
SST = SSF+SSE =33 (yi; — Taa)*.

j=11i=1
2.6 Autres tests

Si I’hypothese nulle considérée ci-dessus a été rejetée, autrement dit si le
modele a un facteur est significatif, on peut étre amené a tester d’autres hypo-
theses nulles, dans le but de simplifier le modele. Par exemple, on peut consi-
dérer des hypotheses nulles du type : 3; = B ; a; = 0;a; = 0.

Pour cela, on utilise en général un test de Student (rappelons que, lorsque
q = 1, le test de Fisher est équivalent a un test de Student). En particulier, le
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logiciel SAS propose, pour chaque valeurde j (j = 1,...,J — 1), le test de
Student de I’hypothese nulle {Hy : 5; = (s} ; cela se fait avec la procédure
GLM, au sein de la commande mode 1, lorsqu’on rajoute I’option solution.

Avec des options spécifiques de la commande mode 1, on peut aussi tester la
significativité de I’écart entre deux niveaux quelconques du facteur F'. Enfin,
on peut utiliser la technique de Bonferroni (présentée en 2.2.9) pour construire
des intervalles de confiance conjoints pour les écarts 3; — 3.

2.7

2.7.1 Les données

lllustration

Il s’agit d’un exemple fictif d’analyse de variance a un seul facteur. La va-
riable réponse, en premiere colonne, prend des valeurs entieres comprises entre
10 et 25. Le facteur est a trois niveaux, notés 1,2,3 et figure en seconde colonne.
Iy a9 individus observés, donc 9 lignes dans le fichier des données reproduit
ci-apres.

11
13
15
18
21
19
20
22
23

W wwwNdNDdND P

2.7.2 Leprogramme SAS

Le programme SAS ci-dessous permet de faire les principaux traitements
(graphiques compris) dans le cadre d’'une ANOVA a un seul facteur. Les com-
mentaires permettent de discerner les différentes phases du programme.

x options facultatives pour la mise en page des sorties ;

options pagesize=64 linesize=76 nodate;
title;

footnote "ANOVA 1 facteur - Exemple fictif’;

——_——_—_—_—_—_—

* lecture des donnees H
* (le fichier "fic.don" contient les donnees ;
* et se trouve dans le repertoire de travail) ;
K e e ;
data fic;

infile ’"fic.don’;

input y f;

run;

kT ;
* procedure GLM pour 1’ANOVA ;

proc glm data=fic;

class f;

model yv = £ / ss3;

run;

quit;

kT ;
* on relance avec l’option "solution" ;
K e e e e ;
proc glm data=fic;

class f;

model v = £ / ss3 solution;

run;

quit;

K e e e e e ;
* on relance avec la commande "output" ;
* pour archiver diverses quantites ;

proc glm data=fic noprint;

class f;

model y = £;

output out=sortie p=yy r=uu stdr=erty student=rest;
proc print data=sortie;

run;

quit;



http://wikistat.fr

VAL ikiStat

ANOVA : analyse de variance univariée

proc gplot data=sortie;

axisl label=(’"valeurs observees’)
order=(10 to 25 by 5) length=7cm;

axis2 label=('valeurs’ justify=right ’'predites’)
order=(10 to 25 by 5) length=7cm;

symboll i=none v=dot;

symbol2 i=rl v=none;

plot yyxy y*y / haxis=axisl vaxis=axis2

hminor=4 vminor=4

overlay;
run;
goptions reset=all;
quit;
o
* graphique des residus

proc gplot data=sortie;
axisl label=(’'valeurs predites’)
order=(10 to 25 by 5) length=7cm;
axis2 label=(’resisus’ justify=right ’studentises’)
order=(-3 to 3 by 1) length=7cm;
symbol v=dot;
plot restxyy / haxis=axisl vaxis=axis2
hminor=4 vminor=0
vref=-2 vref=0 vref=2;
run;
goptions reset=all;
quit;
2.7.3 Les sorties de la procédure GLM
PAGE 1 The GLM Procedure

Class Level Information

Class Levels Values
f 3 123
Number of observations 9

PAGE 2 The GLM Procedure

Dependent Variable: y

Source
Model
Error

Corrected Total

R-Square

0.782609

Source

Parameter

Intercept 21
£ 1 -9

Obs y

W do U WN
[N}
=

Sum of
DF Squares Mean Square
2 108.0000000 54.0000000
6 30.0000000 5.0000000
8 138.0000000
Coeff Var Root MSE vy Mean
12.42260 2.236068 18.00000
DF Type III SS Mean Square
2 108.0000000 54.0000000
The GLM Procedure
Standard
Estimate Error Value
.00000000 B 1.11803399 18.78
.00000000 B 1.93649167 -4.65
.00000000 B 1.70782513 -1.76
.00000000 B
f vy uu erty rest
1 12 -1 1.58114 -0.63246
1 12 1 1.58114 0.63246
2 18 -3 1.82574 -1.64317
2 18 0 1.82574 0.00000
2 18 3 1.82574 1.64317
3 21 -2 1.93649 -1.03280
3 21 -1 1.93649 -0.51640
3 21 1 1.93649 0.51640
3 21 2 1.93649 1.03280

F Value Pr > F

10.80 0.0103

F Value Pr > F

10.80 0.0103

Pr > |t

<.0001
0.0035
0.1295
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2.7.4 Estimation des paramétres

L’option solution de la commande model de la procédure GLM permet
d’obtenir I’estimation des parametres du modele correspondant. Ici, SAS nous
fournit les valeurs de m (21), de a1 (—9) et de as (—3). On en déduit les
estimations des parametres (3, (B = —9+21 =12; By = —3+21 =
18 ; Bg = 21), donc des valeurs prédites (yy) et des résidus (uu).

2.7.5 Lacommande output

Dans le fichier obtenu avec I’option out= de la commande output de
la procédure GLM (ici, il s’appelle “sortie”’), on récupere les valeurs prédites
(p=), les résidus (r=), les erreurs-types des résidus (stdr=) et les résidus
studentisés (student=) (on laisse le soin au lecteur de retrouver toutes ces
valeurs).

2.7.6 Les graphiques

Les figures 3.1 et 3.2 donnent les graphiques tels qu’on les obtient en sortie
de SAS.

3 Cas de deux facteurs croisés

3.1 Notations

— Le premier facteur est noté F} et son nombre de niveaux est noté J (J >
2) ; ces niveaux seront indicés par j.

— Le second facteur est noté F’ et son nombre de niveaux est noté K (K >
2); les niveaux de F5 seront indicés par k.

— Les deux facteurs sont croisés, c’est-a-dire d’une part qu’ils sont symé-
triques (on peut permuter leurs roles), d’autre part qu’on réalise des ob-
servations pour chacun des croisements (7, k) ; on notera n;; le nombre
d’observations réalisées pour le croisement (7, k), le nombre total d’ob-
servations étant noté n, de sorte que I’on aura : n = 2;121 Zszl Njk.
Lorsque n;; = ng V(4, k), on dit que le plan est équilibré ; sinon, on dit
qu’il est déséquilibré.

— Chaque croisement (j, k) est en général appelé une cellule du plan facto-
riel.

— Les observations de la variable réponse Y, réalisées au sein de chaque

valeurs
predites
251

20

151

10

T T T T
10 15 20 25

valeurs observees

FIGURE 1 — Graphique valeurs prédites vs valeurs observées.

resisus
studentises
3

%]

'
%]

S S TR N PR S TR (T B R S T
10 15 20 25

valeurs predites

FIGURE 2 — Graphique des résidus.
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cellule, seront supposées indépendantes et seront notées y;ji, © =
1,...,n4; elles seront également supposées indépendantes sur 1’en-
semble des cellules.

Remarque. — On supposera, dans tout ce chapitre, nj; > 1, autrement dit
toute cellule est observée au moins une fois ; on dit, dans ce cas, que le plan
est complet. Lorsqu’au moins une cellule est telle que n;;, = 0, on dit que le
plan est incomplet. Le cas des plans incomplets sera abordé au chapitre 4.

3.2 Ecriture initiale du modéle
On écrit chaque v.a.r. sous la forme :
Yiix = Bjr + Uij-
Matriciellement, cela peut s’écrire :
Y =X5+U.

Y et U sont deux vecteurs de R™, 3 est un vecteur de R’ (ici, p = JK) et
X, matrice d’incidence, est de dimension n x JK.

La matrice X ne contient que des O et des 1, ses colonnes étant constituées
des indicatrices Z7* des cellules. Elle est de rang JK et ses colonnes sont
deux a deux orthogonales. Les éléments 3;; du vecteur 5 sont les paramétres
inconnus du modele, a estimer. Enfin, on suppose toujours Uy, ~ N(0, 02),
les Uy, étant i.i.d., le parametre o2 étant lui aussi inconnu et 2 estimer. On a
donc Y, ~ N (Bjk, o?), les Y1 étant indépendantes.

EXEMPLE 4 Considérons le cas tres simple J = 2, K = 3 et ng = 1 (une
seule observation dans chacune des 6 cellules). Dans ce cas, la matrice d’in-
cidence X est tout simplement égale a la matrice identité Ig.

3.3 Paramétrage centré

On introduit tout d’abord les quantités suivantes :

— Bjo = % Zszl Bjk ; ¢’est la valeur moyenne des paramétres au niveau j
de I} ;

= Bok = l] Z;Zl Bjk ; valeur moyenne des parametres au niveau k de F5 ;

— Bee = 7 Z;']:1 S°% | Bjk ; valeur moyenne générale.

On notera que les différentes moyennes définies ci-dessus sont toujours des
moyennes “non pondé-rées”.

On définit ensuite les parametres centrés de la fagon suivante :

— 1t = Pee : C’est Ieffet général, ou effet moyen général ;

- ajl- = fje — Bee : effet principal, ou différentiel, du niveau j de F7 ;

- aﬁ = Bek — DPee : effet principal, ou différentiel, du niveau k de F5 ;

- Yk = Bjk — 1 — a]l — ai = Bjk — Bje — Bek 1 Bee : effet d’interaction

des niveaux j de Fj et k de F5.
On vérifie, de fagon immédiate, les relations de centrage suivantes :

K

k=1

J K J
daj=Y 07 =0; > v =0Yk=1,...,K; Y y=0=1,..
j=1 k=1 j=1

Finalement, on peut réécrire le modele sous la forme suivante :
1 2
Yije = Bjk + Uik = p+ aj + ag + vk + Ui
D’autre part, un raisonnement analogue a celui fait en 3.1.2, mais un peu

plus lourd (il nécessite I'usage des indicatrices Z7 pour les niveaux de Fj et
ZX pour les niveaux de F5), nous permet maintenant d’écrire :

J—1 K—-1
Y=k, + > aj(Z -2])+ > ai(Z5 - Z5)
7j=1 k=1
J-1K-1 )
+ > - ZZE - 25+ U
j=1 k=1

On retrouve ainsi un modele de régression linéaire avec coefficient constant.

EXEMPLE 5 Reprenons le cas de ’exemple 4. Sous forme matricielle, on
écrira le modéle Y = X .. + U, avec :

1l 1] 1 o] 1 o0 p
1) 1] 0 1 1 al
1] 1]-1 —-1|-1 -1 a?
Xe=1 1]l 1 o|l-1 o] P~ ol
1|-1| 0 1| 0 -1 Y11
I|-1|-1 —1| 1 1 Y12
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Le plan étant équilibré, deux colonnes de X, extraites de deux blocs diffé- EXEMPLE 6 Reprenons une derniére fois I’exemple 4. Sous forme matricielle,
rents sont toujours orthogonales. Par ailleurs, toujours parce que le plan est le modéle s’écrit maintenant Y = X, + U, avec :
équilibré, toutes les colonnes, a l'exception de la premiére, sont centrées.

1(1|1 01 O m
Remarque. — Le paramétrage centré fait intervenir un parametre p, (J — 1) 17110 1,0 1 at
parametres a} indépendants, (K — 1) parametres o7 indépendants et (J — X. — L1710 0j0 0 By = af
1)(K — 1) parametres ;5 indépendants. Au total, il y a bien JK parametres ° 1{0oj1 0{0 0 |~ * a3
indépendants, comme dans le paramétrage initial en ;5. 110]0 1]0 0 c1
Remarque. — Considérons maintenant deux indices distincts j et j/, quel- 11070 070 0 C12
conques mais fixés. On peut écrire : On notera que les colonnes de X, ne sont ni centrées ni orthogonales.

Bjk_ﬁj’k—<ayl_a/)‘F(’ij—’yj'k) Vk=1,...,K.

On remarque que le premier terme est indépendant de k et que le second dis-

parait dans un modgle sans interaction. D’ob I'idée de réaliser un graphique 3.5.7 Paramétrage initial
avec en abscisses les différents indices k, en ordonnées les valeurs moyennes
Y ji; (estimations des [, voir plus loin) et une “courbe” pour chaque indice
J (courbes superposées). Si ces courbes sont sensiblement paralleles, on peut .
négliger les effets d’interactions dans le modele considéré (voir les figures 3.5 Bik = Vojr = Z Yijk-
et 3.6).

3.5 Estimation des parametres

A partir des résultats généraux relatifs au modele linéaire, on déduit :

Njk

; On sait que I’on a
3.4 Paramétrage SAS R o2
Bji ~ N(Bjr, —),
On réécrit maintenant : Njk
Bix = Bk -+ ( Bik — Bix) + Bk — Brx) + ( Bik — Bix — Bk + Brx) les&dlfférents estimateurs étant indépendants. Enfin, ’erreur-type de B, est
= m+ a; + ai + cjk. ——, ce qui permet de construire un intervalle de confiance pour 3;y.

A /njk

Les parametres définis ci-dessus vérifient ainsi les relations : . .
3.5.2 Paramétrage centré

1_ 2 :
ay=ax=0; ¢c;gk=0,Vj=1,...,J; cjp=0,Vk=1,..., K. . N s .
SR r AR J ’ Y Les estimations des paramétres se déduisent dans ce cas de celles ci-dessus.

Bien siir, il y a toujours JK parametres indépendants dans ce nouveau para- Il vient :

) J K
métrage. .
g . ) ) — [t = Pee = Z Z’ oji.- Comme dans le cas d’un seul facteur, on
On peut encore vérifier que 1’on obtient maintenant ooy
J-1K-1 notera que /i n est égal a la moyenne générale des observations de Y que
Y =mlF, + Z a; Z7 + Z aiZ + Z Z cjkzl Z¥ 4+ U, si le plan est équilibré.

K
j=1 k=1 A A 1
~1 — ~ ~1 2 .
. — @} = Bie — Poe = — E oz — 0 (les & sont centrés selon 7).
m étant toujours appelé intercept dans SAS. ! g YK — Yoih = ’ ’

10
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J
A N 1
— 42 = Lok — Poe = 7 Zy — fi (les &2 sont centrés selon k).
Jj=1
_ﬂ/jk‘_ﬁjk_d;_&i_ﬂ: jk_ﬁj. Bok‘Fﬂu
K
_ I -
A SIS A S D W
k=1

(les 4, sont centrés selon j et selon k).
3.5.3 Paramétrage SAS

De la méme maniere, on obtient maintenant :

- yoJK ’

= Yojk — Yeik (GJ =0);
di =Tesr — Yoy (0% =0);

cjk: - yogk ?ojK ~Yesk T Yeik

(¢ = 0, dés que I’'un au moins des deux indices est maximum).

Al

3.5.4 Valeurs prédites et résidus

De facon standard, les valeurs prédites ;. valent Bj k (= Y, etles résidus

U5 valent 4,51 — Y, k- L erreur-type de ;5 vaut et celle de ;5 vaut
Nk
Njk — 1
Nk
choisi) ne sont plus valables avec un modele autre que le modele complet.

. On notera que ces expressions (indépendantes du paramétrage

3.5.5 \Variance

L’estimation de la variance o2 est la suivante :

1 K njk J K Nk
5’2:mzzz Uz]k JKZZZ Yijk — yogk
j=1k=11i=1 j=1k=11i=1

3.6 Tests d’hypothéses

Dans un modele a deux facteurs croisés, trois hypotheses nulles peuvent étre
envisagées afin de simplifier le modele considéré.

3.6.1 Hypothése H, : absence d’effet des interactions

Cette hypothese peut prendre les différentes formes suivantes, équivalentes :

Hy <= 7v1r=0,V(,k) <= cjx=0,Y(,k)

<= Bjr — Bjrest indépendant dek, V(j, j')

<= Bk — Bjrest indépendant dej, V(k, k').

Ainsi, avec le paramétrage centré, H( conduit a réécrire le modele sous la
forme :

Yijk = p+ aj + aj + Uy,
que I’on appelle le modele additif.
La valeur de la statistique du test de Hy est
J K nk

yzgk
1

f = yz]k

)

&2
J

(Jfl

i=1k=1

7

ou g?j ;. est la valeur prédite de y; ;. dans le modele additif. Cette statistique est
a comparer avec le quantile f(;_1y(x—1) ; n—sx (1 — ).

3.6.2 Hypothése H|, : absence d’effet du facteur F,

Cette autre hypothese peut prendre les différentes formes suivantes :

H) <= fra= =010 < a}zO,ijl,...,J
= a;j=0Vj=1,...,J
Convention

Dans tout ce cours, nous ferons les tests de facon hiérarchique, c’est-a-dire
que, dans le cas présent, nous ne testerons I’hypothése H|, que si, au préalable,
Uhypothese Hy n’a pas été rejetée; ainsi, le modeéle de référence pour tester
H{ sera le modéle additif. Cette fagon de procéder n’est pas universelle, mais
elle a le mérite d’étre cohérente et simple a interpréter.

Sous H(’), le modele s’écrit donc :

Yijk = p+aj + U?j/h

11
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La valeur de la statistique du test est maintenant

1 J K njk
= oy D (@55 — 905",
(J =1)(6%) j=1k=1i=1
ot (62)2 désigne I’estimation de o2 dans le modele additif,
1 J K 7njk
(6°) = n—UtE-1) Z Z Z Yiik — i)’
Jj=1k=111=1

et ou y?j’ i est la valeur prédite de y;,;, dans le modele avec F» comme seul
facteur. La valeur f” est & comparer au quantile f;_ ; ,—(j+x—1) (1 — ).

3.6.3 Hypothése H{/ : absence d’effet du facteur F,

Cette derniere hypothese peut prendre les différentes formes suivantes :

=fox = a2 =0Vk=1,...,K

K.

H] < Ba=--
— ai=0Vk=1,...,

On raisonne alors de fagon symétrique par rapport a ce qui a été fait au point
précédent.

Remarque. — Le test de Fisher est également utilisé pour tester la significati-
vité du modele finalement retenu, autrement dit pour tester le modele constant
contre ce modele.

Remarque. — Si I’on choisit le modele additif pour un jeu de données, les

estimations des parametres Bjk avec le parametrage centré sont obtenues di-

rectement en posant 3, = ji + &j + @;, ol les estimations fi, &j et &;

sont celles obtenues dans le modele complet 11 suffit donc d’annuler les esti-
mations des parametres d’interactions pour trouver, a partir du modele com-
plet, les nouvelles estimations des ;. Par contre, il en va différemment
avec le paramétrage SAS : la matrice d’incidence X doit étre modifiée (par
suppression des colonnes relatives aux interactions), on doit ensuite calculer
By = (X’ s) !X’y et en déduire les nouvelles estimations des parametres
m, aJ et a? % Ainsi, le paramétrage centré apparait comme plus naturel que le
paramétrage SAS (ou que tout autre paramétrage).

3.7 Cas particulier d’'un plan équilibré

On dit qu'un plan a deux facteurs croisés est équilibré s’il vérifie nj; =
no, (4, k). Dans ce cas, n = ngJK et diverses écritures se simplifient. On
obtient ainsi :

1 &
Z Yijk;
i=1

Bik = Yojr = .

K

1 _
O

no

§ Yijk =

Bjo ==

yojo

1 X

ok 2
k=

(moyenne de toutes les observations de Y au niveau j du facteur F});

B.K = Yoo (MEme chose) ;

y...

(moyenne générale de toutes les observations de Y).

Les calculs des statistiques des tests vus précédemment peuvent encore se
synthétiser, dans ce cas, sous la forme d’un tableau d’analyse de la variance
(voir plus loin).

Les sommes de carrés apparaissant dans ce tableau sont définies de la fagon
suivante :

12
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TABLE 1 — Tableau d’analyse de la variance (cas équilibré)

sources de sommes des d.d.lL carrés moyens valeurs des
variation carrés statistiques
de Fisher
F MSF
Fy SSFy J—1 MsE = 23 St
J—-1 MSE
F: MSF:
Py SSF, K—1 MSE, = 2512 St
K-1 MSE
SSF12 MSF12
Fy « F: SSF J-1)(K—-1 MSFyp =
L 2| (U=DE=D BT U)K -1) | MSE
E
Erreur SSE n—JK mse= 5E _ 5 —
n—JK
[ Total “ SST [ n—1 [ — — ]
J J
SSFl = No KZ yo]n yooo = Z
Jj=1 J=1
K K
SSFQ = 7o JZ yook yooo = Z
k=1 k=1
J K J K
SSF2 = nOZZ(yojk 7?0]’0 ~ Yeok +yooo = nozz ’yjk ;
Jj=1k=1 Jj=lk=1
J K no
_ 2.
j=1k=11i=1
J K no
— 2

<
Il
-
=~
Il

1i=1

Remarque. — Dans le tableau ci-dessu, les tests de significativité des facteurs
F et F5 sont faits avec, pour modele de référence, le modele complet (c’est-a-
dire, le modele comportant tous les effets initialement introduits ; on I’appelle

encore le modele plein). Si 'hypotheése de nullité des interactions n’est pas
rejetée et qu’on souhaite faire ces tests (significativité de chaque facteur) avec
le modele additif comme référence, au dénominateur de la statistique de Fisher,

SSE + SSF;
on doit remplacer M SE par ﬁ = (6%)?, estimation de o2 dans
le modele additif.
Remarque. — Dans le cas déséquilibré, on ne peut pas construire de tableau

analogue. En effet, le développement de SST (la somme des carrés totale)
en fonction des autres sommes de carrés fait aussi intervenir dans ce cas les
doubles produits (qui sont nuls dans le cas équilibré). Ces doubles produits
ne pouvant pas étre affectés a un effet spécifique, le tableau d’analyse de la
variance n’a plus de raison d’étre dans ce cas.

Remarque. — La définition méme des sommes de carrés n’est plus tres claire
dans le cas déséqui-libré. Cela conduit a introduire diverses sommes de carrés
(trois), appelées de type I, de type II et de type III (toutes égales dans le cas
équilibré). De plus, des sommes de carrés spécifiques au cas des plans incom-
plets existent également et sont appelées sommes de type IV. On trouvera en
Annexe B quelques précisions sur les trois premiers types de sommes de car-
rés. Sauf indication contraire, il est recommandé d’utiliser les sommes de type
III.

3.8
3.8.1

lllustration
Les données

Il s’agit d’un célebre exemple (fictif) d’analyse de variance a deux facteurs
croisés. La variable réponse, en derniere colonne, est le rendement laitier me-
suré sur un échantillon de 40 vaches laitieres de la méme espece. Il y a deux
facteurs contrdlés, tous deux liés a I’alimentation des vaches : la dose, en pre-
miere colonne, a 2 niveaux (1 = dose faible, 2 = dose forte) ; le régime alimen-
taire, en deuxieme colonne, a 4 niveaux (1 = paille, 2 = foin, 3 = herbe, 4 =
aliments ensilés). Pour chaque dose et chaque régime (8 cellules), on a observé
le rendement de 5 vaches. On a donc affaire a un plan complet, équilibré, avec
5 répétitions. Les données sont reproduites ci-dessous.

1 1

13
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1 1 11 2 1 8 lsmeans fl f2 fl1«f2 / out=graph;
1 1 10 2 1 10 run;
11 7 2 1 9 quit;
1 2 12 2 2 10 K ;
1 2 13 2 2 7 * graphiques de controle du modele ;
1 2 14 2 2 10 K ;
1 2 11 2 2 12 goptions device=psepsf gend=’0a’x gaccess=gsasfile;
1 2 10 2 2 11 filename gsasfile ’'vachl.eps’;
1 3 10 2 3 11 goptions colors=(black) hsize=13cm vsize=10cm;
1 3 12 2 3 9 proc gplot data=sortie;
1 3 12 2 3 11 axisl label=(’'valeurs observees’) order=(6 to 22 by 2)
1 3 13 2 3 11 minor=none length=7cm;
1 3 14 2 3 12 axis2 label=(’'valeurs’ Jjustify=right ’'predites’)
1 4 17 2 4 17 order=(6 to 22 by 2) minor=none length=7cm;
1 4 13 2 4 19 symboll v=dot i=none;
1 4 17 2 4 17 symbol2 v=none i=rl;
1 4 14 2 4 16 plot yy*y y*y / haxis=axisl vaxis=axis2 overlay;
1 4 13 2 4 21 run;
goptions reset=all;
quit;
3.8.2 Le programme SAS ittt i

. . goptions device=psepsf gend=’'0a’x gaccess=gsasfile;
Le programme ci-dessous réalise la procédure GLM sur les données des  filename gsasfile ’vach2.eps’;

vaches laitieres, trace les deux graphiques de contrdle du modele choisi (le goptions colors=(black) hsize=13cm vsize=10cm;
modele complet), puis les deux graphiques des interactions. On trouvera des proc gplot data=sortie;

compléments sur cet exemple en Annexe A. axisl label=('valeurs predites’)
order=(6 to 20 by 2) minor=none length=7cm;

(
options pagesize=64 linesize=76 nodate; axis2 label=(’'resisus’ justify=right ’studentises’)
title; order=(-3 to 3 by 1) minor=none length=7cm;
footnote ’ANOVA 2 facteurs - vaches laitieres’; symbol v=dot;
X ; plot rest*yy / haxis=axisl vaxis=axis2
data wvach; vref=-2 vref=0 vref=2;
infile ’vach.don’; run;
input f1 £f2 y; goptions reset=all;
run; quit;
e ; B e et ;
proc glm; * graphiques des interactions ;
class fl1 £2; K T ;
model y = f1 f2 f1xf2 / ss3 solution; goptions device=psepsf gend=’'0a’x gaccess=gsasfile;
output out=sortie p=yy r=uu stdr=erty student=rest; filename gsasfile ’vach3.eps’;

14
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goptions colors=(black) hsize=13cm vsize=10cm;

proc gplot data=graph;

axisl label=('premier facteur’)
minor=none length=6cm;

axis2 label=('moyenne’ justify=right ’des effets’)
order=(8 to 20 by 2) minor=none length=6cm;

symboll i=join v=dot;

symbol2 i=join v=triangle;

symbol3 i=join v=circle;

symbol4 i=join v=#;

symbol5 i=join v=%;

plot lsmeanxfl=f2 / haxis=axisl vaxis=axis2;

order=(1 to 2 by 1)

run;
goptions reset=all;
quit;

goptions device=psepsf gend=’0a’x gaccess=gsasfile;

filename gsasfile ’'vachd4.eps’;

goptions colors=(black) hsize=13cm vsize=10cm;

proc gplot data=graph;

axisl label=(’second facteur’)
minor=none length=6cm;

axis2 label=('moyenne’ justify=right ’des effets’)
order=(8 to 20 by 2) minor=none length=6cm;

symboll i=join v=dot;

symbol2 i=join v=triangle;

symbol3 i=join v=circle;

plot lsmeanxf2=f1 / haxis=axisl vaxis=axis2;

run;

goptions reset=all;

quit;

order=(1 to 4 by 1)

3.8.3 Les sorties de la procédure GLM

The GLM Procedure

Class Level Information

Class Levels Values
f1 2 12
f2 4 1234

Dependent Variable: y

Source
Model
Error

Corrected Total

R-Square

0.793301

Source

f1l
f2
flx£2

Parameter

Intercept
f1
f1
f2
f2

H
=
*
h
N
NN R FERRPRDWONDRE NP

BW N RS W N

[ [
O - ® WO W ™

OO0 00O U W

Number of observations

Least Squares Means

£1 y LSMEAN

Sum of
DF Squares Mean Square F Value Pr > F
7 331.6000000 47.3714286 17.54 <.0001
32 86.4000000 2.7000000
39 418.0000000
Coeff Var Root MSE y Mean
13.69306 1.643168 12.00000
DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
1 0.4000000 0.4000000 0.15 0.7029
3 290.2000000 96.7333333 35.83 <.0001
3 41.0000000 13.6666667 5.06 0.0056
Standard
Estimate Error Value Pr > |t]
.00000000 B 0.73484692 24.49 <.0001
.20000000 B 1.03923048 -3.08 0.0042
.00000000 B . . .
.20000000 B 1.03923048 -8.85 <.0001
.00000000 B 1.03923048 -7.70 <.0001
.20000000 B 1.03923048 -6.93 <.0001
.00000000 B . .
.80000000 B 1.46969385 2.59 0.0145
.20000000 B 1.46969385 3.54 0.0013
.60000000 B 1.46969385 3.13 0.0037
.00000000 B
.00000000 B
.00000000 B
.00000000 B
.00000000 B
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1 12.1000000
2 11.9000000 valeurs
predites
22
£2 y LSMEAN
20
1 9.1000000 18-
2 11.0000000
3 11.5000000 i
4 16.4000000 16
147
f1 £2 y LSMEAN
121
1 1 9.4000000 10
1 2 12.0000000
1 3 12.2000000 8
1 4 14.8000000
2 1 8.8000000 6
2 2 10.0000000 T T T T T T T T T
2 3 10.8000000 6 8 10 12 14 16 18 20 22
2 4 18.0000000

valeurs observees

3.8.4 Commentaires _ . )
FIGURE 3 — Graphique valeurs prédites vs valeurs observées.

La commande 1smeans de la procédure GLM permet, d’une part, d’ob-

tenir en sortie certaines moyennes des ;1 (ici, selon les niveaux de chaque -l
facteur, puis selon les cellules), d’autre part, de récupérer la table SAS, ici 37
appelée graph, qui permet de réaliser les graphiques d’interactions. R
3.8.5 Les graphiques * o .
14 L
Le programme ci-dessus produit les quatre graphiques 3.3 a 3.6. ..‘ MK Y L
0 [ ] P [ ] .‘
4 Cas de trois facteurs croisés B S R R
e L ] L
- % .
4.1 Notations I 5
— Les trois facteurs considérés sont notés F, Fy et F3.
— Le nombre de niveaux de F est noté J, celui de F est noté K et celui de -
Fyestnotée L(J>2; K>2; L >2). 6 8 10 12 14 16 18 20
— Les niveaux de F} sont indicés par j, ceux de F; par k et ceux de F3 par valeurs predites
L.
— Les trois facteurs étant croisés, on considere les J K L cellules (ou triplets) i .
(. k, 0). FIGURE 4 — Graphique des résidus.
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oyenne

oyenne
des e fe%g_ des effets
201
181 18-
167 16
141 14
12\ N
10-&\1\ 10
6
T T 8 T T T T
1 2 1 2 3 4
premier facteur second facteur
£2 *—oo AAA ] 666 )
oo 3 e f1 eee aaAa ] 806
FIGURE 5 — Premier graphique des interactions. FIGURE 6 — Second graphique des interactions.

— Dans chaque cellule, on réalise n, observations de la variable a expli- 4.2.2 Parametrage centre

quer Y eton pose n = Z}']:1 Zszl 25:1 nx¢. On suppose toujours que Il fait intervenir toutes les moyennes partielles (non pondérées) des para-
le plan est complet : Y (5, k,£),njxe > 1; de plus, si V (j,k, £),njp = metres (3. Définissons tout d’abord ces moyennes :
Ny, alors le plan est équilibré. 7 K I
— Onnotera Y, (2 = 1,...,n;e) les v.ar. associées aux observations de Beke = % Z ke s Bjee = % gjke : Bike = % Z Bike ;
Y dans la cellule (4, k, £). j=1 — —1
. 1 J K 1 J L 1 K L
4.2 Modele Boet = TR ZZB;M i Beke = 577 Z Zﬁju i Biee = KL Z Zﬁjkz ;
T j=1k=1 j=14=1 k=1 ¢=1
4.2.1 Paramétrage initial R’
Dans un premier temps, on écrit le modele sous la forme Poes = JKL Z Z Z Bike-

j=1k=1¢=1
Yijke = Bire + Uijne, On réécrit alors le modele sous la forme :

Yijke = T oo +vir i + ke + ke + Uijke = Bjke + Usje.
avec toujours les mémes hypotheses sur les v.ar. U (elles sont ii.d., ight = G @ O Y Y0 Vil + Ogie + Ui Bire & Uijie

N(0,0%)). Il y a donc JK L parametres 3;x, indépendants a estimer, en plus — Le parametre p est I’effet général (1 parametre). Il est défini par : p =
de o2 (ici, p = JKL). Beoe-
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— Les parametres al ai et o sont les effets principaux associés aux diffé-

rents niveaux de chacun des trois facteurs. Ils sont définis par les relations
suivantes :
3
e00 ¢ — Meel = Heee:
Bose s af =P B

04]1‘ = Bjoo - Booo ) Oé% - ﬁoko -

1Is vérifient :

MK
Mx

L
a} = oF Z o
j=1 k=1 =1
Ilyadonc (J — 1)+ (K — 1) + (L — 1) parametres « indépendants.
— Les parametres 'y},f, 'y}g’ et 'yii’ sont les effets d’interactions d’ordre 2
(entre 2 facteurs). Ils sont définis par les relations suivantes :

7]113 = ﬁjko - ﬁj" - ﬂoko + 5... s
’Yjé = /Bjcf - ﬂjoo — ,Boof + ﬂoco N
’7]3? = Boké - Boko - ﬁooé + /Boor

IIs vérifient :

Z %k Z %k

Z’YJK ZV]Z
Ilyadonc (J—1)(K—1)+

(J=1)(L-1)+
~ indépendants.
— Les parametres ¢, sont les effets d’interactions d’ordre 3 (entre 3 fac-
teurs). Ils sont définis par :

K
Z% ZW =
k=1

(K —1)(L—1) parametres

]k:l Bjkf Boki - Bjof - ﬁjko + ﬂooé + Boko + ﬁjoo - 5000-

IIs vérifient :

K L

> Sime =3 ke = 0.
k=1 =1

1)(L — 1) paramétres J indépendants.

J
E Ojre =
j=1

Ily adonc (J — 1)(K —

— Au total, ce nouveau paramétrage fait intervenir

I + -1+ (K-1)+(L-1)
+ (J-DE-1)+(J-1)(L-1)+(K—-1)(L-1)
+ (J-1)(K-1)(L-1)
= JKL

parametres indépendants, ce qui est cohérent.
4.2.3 Paramétrage SAS

Le paramétrage SAS utilise toujours, dans ce cas, le principe consistant a
prendre le dernier niveau de chaque facteur comme niveau de référence. Dans
SAS, on réécrit le modele sous la forme :

m+ a +aj +aj + Cjk + ng + i3+ djge + Uijre = Bike + Uijre-

De facon “logique” (compte tenu de ce qui a déja été fait avec deux facteurs
croisés), les parametres sont définis de la maniere suivante :

Yijre =

m = BikrL;
a; = ﬁ]KL - ,BJKL s ap = Bk — Bukr; ai = Birxe — Bikr;
(a.l] = aK = CLL =0);
C;E = Bjrr — Bixr — Bk + BukL ; 031? = Bike — Bikr — Bixe + BikL ;
i = Bike — Bikr — Birxe + BikL ;
(k= 0,Y5; chy =0,Yk;
c%i’ = 0,Yj; cr=0Vl; cis =0,Yk; i = 0,V¢) ;
djke = Bjke — Bjkr — Birxe — Buke + Bixr + Bikr + Bike — BikL ;

(djke = 0, dés qu’au moins un des indices j, k ou £ est maximum).

Il y a toujours un total de J K L parametres indépendants dans le paramétrage
SAS.

4.3 Estimations

Selon le méme principe que celui vu dans les cas de un ou de deux facteurs,
on obtient, comme estimation de chaque paramétre 3;1;, la quantité :

Njke

Z Yijke-

Bjke = Yejie =
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VA kiStat

ANOVA : analyse de variance univariée

Pour le paramétrage centré, on calcule ensuite toutes les moyennes partielles
(toujours non pondérées) de ces estimations, respectivement notées :

ﬂokf ﬁjoﬂ Bjk:o Boo[ Boko Bjoo ﬂoor
ot 5 1 2 3 12 13 23
Les estimations des parametres p1, o, o, O, Vji» Vji» Vie €t Ojke
s’obtiennent, a partir des estimations précédentes, en utilisant les mémes for-
mules que celles ayant permis de définir ces parametres a partir des moyennes
partielles des ;.

Dans le paramétrage SAS, selon le méme principe, on utilise les mémes for-
mules que celles données plus haut en remplagant les 3 par leurs estimations.
On obtient ainsi les estimations des parametres définis par SAS.

4.4 Tests

La encore, nous préconisons de procéder de fagon hiérarchique pour faire
les tests (de Fisher) de nullité des différentes catégories de parametres.

— On commence donc par tester la nullité des effets d’interactions d’ordre
3:
{HO : 5jk€ =0 ) V(j,k',e)}

Si cette hypothese est rejetée, on garde le modele complet et les tests sont
terminés.

— Si, au contraire, I’hypothese ci-dessus n’est pas rejetée, on prend comme
modele de référence le modele sans interactions d’ordre 3. Dans ce mo-
dele, on teste successivement la nullité des différents effets d’interactions
d’ordre 2 :

{Hy* + 7k =0,V(,k)};
{He® + 50 =0,9(,0};
{H® i =0, Y(k,0)}.

— Si les trois hypotheses sont rejetées, on garde le modele avec les trois
séries d’effets d’interactions d’ordre 2 et les tests sont terminés.

— Sideux hypotheses sont rejetées, on enleve seulement du modele les effets
d’interactions supposés nuls et les tests sont terminés (chacun des trois
facteurs doit étre conservé car il intervient dans au moins une des séries
d’interactions d’ordre deux).

— Si une seule hypotheése est rejetée, on enleve les effets d’interactions sup-
posés nuls et on teste la nullité des effets du facteur n’intervenant pas dans
les interactions (il y en a un et un seul). Si cette derniere hypothese est re-
jetée, les tests sont terminés. Sinon, on enleve le facteur correspondant et
on se retrouve dans un modele d’ANOVA a deux facteurs (les tests sont
également terminés).

— Si aucune hypothese n’est rejetée, on prend alors le modele additif (sans
aucune interaction) pour référence et on teste séparément la nullité des
effets de chaque facteur.

Remarque. — On utilisera encore le test de Fisher pour tester la significativité
du modele retenu.

Remarque. — Dans le cadre d’un plan a trois facteurs, on appelle toujours
modele additif le modele sans aucune interaction.

5 Généralisation

Conceptuellement, il n’est pas difficile de définir des plans factoriels a quatre
facteurs croisés ou plus. Toutefois, leur écriture devient trés vite inextricable.

Il faut noter que, dans la pratique, notamment industrielle, il n’est pas rare
de trouver de tels plans a au moins quatre facteurs. Toutefois, dans ce genre de
situations, on a le plus souvent affaire a des plans incomplets, les plans com-
plets étant trop coliteux a mettre en ceuvre. Il convient alors de choisir de facon
spécifique les cellules dans lesquelles on réalise les observations, de maniére
a obtenir un maximum de propriétés statistiques avec un minimum d’observa-
tions. L’étude de certains de ces plans factoriels incomplets est abordée dans
le chapitre 4.

Enfin, signalons qu’on rencontre également, dans la pratique, des plans a
deux ou plusieurs facteurs hiérarchisés (les niveaux d’un facteur sont condi-
tionnés par les niveaux d’un autre facteur). Nous n’abordons pas ce type de
plans dans ce cours, mais signalons néanmoins qu’il est tres simple de les
mettre en ceuvre avec la procédure GLM de SAS et que c’est dans ce cas que
les sommes de carrés de type I s’averent utiles (voir I’ Annexe B).
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