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Rappels et compléments d’algebre linéaire

Rappels et compléments d’algébre
linéaire

Résumé

Cette vignette rassemble des notations et rappels d’algebre linéaire
de niveau L. Il introduit les principaux théorémes d’approximation
matricielle par décomposition en valeurs singuliéres qui sont a la
base des méthodes statistique factorielles.

Retour au plan du cours.

1 Notations

Dans tout ce qui suit, £ et F' sont deux espaces vectoriels réels munis res-
pectivement des bases canoniques £ ={e; ; j=1,...,plet F ={f;; i =
1,...,n}. On note indifféremment soit un vecteur de E ou de F', un endomor-
phisme de E, ou une application linéaire de ' dans F', soit leurs représenta-
tions matricielles dans les bases définies ci-dessus.

2 Matrices

2.1 Notations

La matrice d’ordre (n X p) associée a une application linéaire de F dans F’
est décrite par un tableau :

1 J P

a1 a ay

— 1 J P
A=\ q a al
al al a?

On note par la suite :

J [A}7 le terme général de la matrice,

al] =
_ 1 D1/ . .

a; = [a;,...,a;] unvecteur-ligne mis en colonne,

a’ = [a],...,al] un vecteur-colonne.

2.1.1 Types de matrices

Une matrice est dite :
o vecteur-ligne (colonne)sin =1 (p = 1),
o vecteur-unité d’ordre p sielle vaut 1, = [1, ...
e scalairesin=1letp=1,
e carrée sin = p.
Une matrice carrée est dite :

Al

0 sii#£j

. ., s J 5T
identité (I,) sia] =] = 1 sii=j

)

e diagonale si a{ = 0 lorsque i # j,

e symétrique si al = aé,V(z‘,j),
e friangulaire supérieure (inférieure) si a] = 0 lorsque i > j (i < j).

2.1.2 Matrice partitionnée en blocs

Matrices dont les éléments sont eux-mémes des matrices. Exemple :

A3(r x (p— 9))
A3((n—r) % (p— s))

Al(r x s)

AP =] AY (=) x )

2.2 Opérations sur les matrices
Somme : [A + B}/ = a? + b/ pour A et B de méme ordre (n x p).
Multiplication par un scalaire : [@A]] = aa’ pour o € R.

Transposition : [A]] = a%, A’ est d’ordre (p x n).

(A'Y =A;(A+B) =A' + B ;(AB) = B'A’;

/! ’ ’
A AT [ A A
Ay A3

2’ 2/
A1 Az
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Produit scalaire élémentaire : o'b = >_"" | a;b; ol a et b sont des vecteurs- 2.3.2 Déterminant

colonnes. ) . . 4 -
On note |A| le déterminant de la matrice carrée A (p x p). Il vérifie :

Produit : [AB]g = alb’/ avec A (1 xp), Bpxq) €t AB(;, ), et pour des ma-

trices par blocs : L . . .
|A] = H a;., si A est triangulaire ou diagonale,
Al A?7[ B! B?]_[AlBl+AB) AlB?+A’B} =
Al A} || B} B3| | AlBl+A3Bl AlB?+AJB] aA] = o”|Al,
|AB| = [A[[B],
sous réserve de compatibilité des dimensions. A B
= [Af[C],
0 C
2.3 Propriétés des matrices carrées ’ Al A2 ‘ _AL[AZ = AL(AD)-1AZ) 0
) ) L . . Al A2 = 1182 2 1
La trace et le déterminant sont des notions intrinséques, qui ne dépendent 2 2
pas'des base.s de représentation choisies, mais uniquement de I’application li- = |AZ||AT - A2(A2)TTAL, )
neaire sous-jacente. sous réserve de la régularité de A} et A3.

2.3.1 Trace | o . .
Cette dernicre propriété se montre en considérant les matrices :

Par définition, si A est une matrice (p X p),

A2/ A2)—1
B = [ I —AY(A)™ | o BAB,
p
trA = Za;,
j=1

0 I

puis en comparant les déterminants [BAB'| et |A|.

et il est facile de montrer : 2.3.3 Inverse

L’inverse de A, lorsqu’elle existe, est la matrice unique notée A ' telle

tra = «, que :
troA = atrA, AAT =ATTA =T,
r(A+B) = tA+uB, elle existe si et seulement si |A| # 0. Quelques propriétés :
trAB = trBA, 1
reste vrai si A est (n x p) et si Best (p x n) (A7) =(A)", (AB)'=B'AT! |ATY= Al
n p
r_ ey i\2
rce = wCC= z; Z;(Cg ) 2.3.4 Définitions
1=1 )=
dans ce cas, C est (n x p). Une matrice carrée A est dite :

symétrique si A’ = A,
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singuliere si |A| = 0,
réguliere si |A| # 0,
idempotente si AA = A,
définie-positive si, Vx € RP,x'Ax > 0,etsiz’ Az =0= 2 =0,
positive, ou semi-définie-positive, si, Vx € RP, x’Ax > 0,
orthogonale si AA" = A’/A =T (A’ = A~1).

3 Espaces euclidiens
FE est un espace vectoriel réel de dimension p isomorphe a RP.

3.1 Sous-espaces
e Un sous-ensemble E; de E est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E s’il

est non vide et stable :

V(x,y) € E; Vo e R,a(x+y) € E,.

e Le g-uple {x1,...,X,} de E constitue un systeme linéairement indépen-
dant si et seulement si :

q
E ax;i=0=>0; ==
i=1

e Un systeme linéairement indépendant £, = {eq,...,e,} qui engendre
dans E un se.v. E, = vec{es,...,e,} en constitue une base et
dim(E,) = card(&,) = g.

aq = 0.

3.2 Rang d’une matrice

Dans ce sous-paragraphe, A est la matrice d’une application linéaire de F =
R? dans F' = R".

rang(A) = dim(Im(A)),
0 < rang(A) < min(n,p),
rang(A) = rang(A’),
rang(A + B) < rang(A) + rang(B),
rang(AB) < min(rang(A), rang(B)),
rang(BAC) = rang(A), si B et C sont régulieres,
rang(A) = rang(AA’) = rang(A'A).

Enfin, si B (p X ¢) est de rang ¢(q < p) et A est carrée (p x p) de rang p,
alors la matrice B’ AB est de rang q.

3.3 Meétrique euclidienne

Soit M une matrice carrée (p X p), symétrique, définie-positive ; M définit
sur I’espace E :

e un produit scalaire : (x,y)y; = x' My,

e une norme : ||x||y; = (x, X>11V/[2,
o une distance : dm(x,y) = ||x — y||M,
(¥)m

La matrice M étant donnée, on dit que :

une matrice A est M-symétrique si (MA)' = MA,

deux vecteurs x et y sont M-orthogonaux si (x,y)y; = 0,
un vecteur x est M-normé si ||x||; = 1,

une base £, = {eq, ..., e,} est M-orthonormée si

V(Z',j), <eia ej>M

o des angles : cos O (x,y) =

=4l
3.4 Projection

Soit W un sous-espace de E'et B = {b!,...,
est une matrice de projection M-orthogonale sur W si et seulement si :

Vy € E,Py e Wet (Py,y —Py); =0.

b7} une base de W ; P(p x p)

Im(A) = vect{a',...,al} estles.e.v.de I image de A ;
Ker(A) = {z € E; Az =0}estles.e.v.de E noyau de A ;
E = Im(A) @ Ker(A) si A est carrée associée & un endomorphisme depdjie matrice idempotente (P2 = P) et M-symétrique (P'M = MP) est
etp = dim(Im(A)) + dim(Ker(A)).

une matrice de projection M-orthogonale et réciproquement.
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3.4.1 Propriétés

Les valeurs propres de P sont 0 ou 1 (voir § 4) :

ue W, Pu=u, \=1, demultiplicité dim(W),
v.1lW,(onnotev € W+) Pv=0, \=0, demultiplicité dim(WW").

trP = dim(W).

e P=B(B'MB)'B'M, ou B = [bl, e 7bq].
e Dans le cas particulier ot les b7 sont M-orthonormés :

4

q
P=BB'M= ijbﬂ"M.
=1

Dans le cas particulier ou ¢ = 1 alors :

bb’ 1
P = M = bb/M.
b’Mb [LIEw"
Si Py,...,P, sont des matrices de projection M-orthogonales alors la

somme P 4 - - - + P, est une matrice de projection M-orthogonale si et
seulement si : P, P; = 0] P;.
La matrice I — P est la matrice de projection M-orthogonale sur W .

Eléments propres

Soit A une matrice carrée (p X p).

4.1

Définitions
Par définition, un vecteur v définit une direction propre associée a une

valeur propre A sil’on a:
Av = )\v.

Si A est une valeur propre de A, le noyau Ker(A — AI) est un s.e.v. de
E, appelé sous-espace propre, dont la dimension est majoré par 1’ordre
de multiplicité de A\. Comme cas particulier, Ker(A) est le sous-espace
propre associé, si elle existe, a la valeur propre nulle.

Les valeurs propres d’une matrice A sont les racines, avec leur multipli-
cité, du polynéme caractéristique :

|A — M| =0.

THEOREME 1. — Soit deux matrices A(nxp) et B(pxn) ; les valeurs propres
non nulles de AB et BA sont identiques avec le méme degré de multiplicité.
Si u est vecteur propre de BA associé a la valeur propre \ différente de zéro,
alors v = A est vecteur propre de la matrice AB associé a la méme valeur
propre.

Les applications statistiques envisagées dans ce cours ne s’intéressent qu’a
des types particuliers de matrices.

THEOREME 2. — Une matrice A réelle symétrique admet p valeurs propres
réelles. Ses vecteurs propres peuvent étre choisis pour constituer une base or-
thonormée de E ; A se décompose en :

p
A=VAV' =) ApvFvE
k=1

o V est une matrice orthogonale [v*, ..., vP| des vecteurs propres orthonor-
més associés aux valeurs propres \i, rangées par ordre décroissant dans la
matrice diagonale A.

THEOREME 3. — Une matrice A réelle M-symétrique admet p valeurs
propres réelles. Ses vecteurs propres peuvent étre choisis pour constituer une
base M-orthonormée de E ; A se décompose en :

p
A=VAV'M = Z A\ vEvF M
k=1

ou'V = [vl ... vP|estune matrice M-orthogonale (V'MV =1, et VV' =
M 1) des vecteurs propres associés aux valeurs propres \y, rangées par ordre
décroissant dans la matrice diagonale A.

Les décompositions ne sont pas uniques : pour une valeur propre simple
(de multiplicité 1) le vecteur propre normé est défini a un signe pres, tandis
que pour une valeur propre multiple, une infinité de bases M-orthonormées
peuvent étre extraites du sous-espace propre unique associé.

Le rang de A est aussi le rang de la matrice A associée et donc le nombre
(répétées avec leurs multiplicités) de valeurs propres non nulles.
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Par définition, si A est positive, on note la racine carrée de A :

P

A2 =N vV M = VAYAVML
k=1

4.2 Propriétés
SiAp # Aj, vE Lavv?
trA = Zi:l Ak |A‘ = szl Ak
si A est réguliere, VA 0
si A est positive, Ap2>0;
si A est définie-positive, A, > 0;

4.3 Décomposition en Valeurs Singuliéres (DVS)

11 s’agit, cette fois, de construire la décomposition d’une matrice X (n x p)
rectangulaire relativement a deux matrices symétriques et positives D(n x n)
et M(p X p).

THEOREME 4. — Une matrice X (n X p) de rang r peut s’écrire :

X =UAYPV =3/ Aubvh (3)
k=1

U (n x r) contient les vecteurs propres D-orthonormés (U'DU = 1,.) de la
matrice D-symétrique positive XMX'D associés aux r valeurs propres non
nulles Ay, rangées par ordre décroissant dans la matrice diagonale A(r x r);
V (p X r) contient les vecteurs propres M-orthonormés (V'MV =1,.) de la
matrice M-symétrique positive X'DXM associés aux mémes valeurs propres.
De plus,

U=XMVA 2 eV =XDUA 2

5 Optimisation
5.1

L’espace vectoriel E de dimension p (resp. F' de dimension n) est muni
de sa base canonique et d’'une métrique de matrice M (resp. D). Soit X une

Norme d’une matrice

matrice (n X p). L’ensemble M,, ,, des matrices (n X p) est un espace vectoriel
de dimension np ; on le munit du produit scalaire :

(X,Y)pp = rXMY'D. )

Dans le cas particulier ot M =

1/
.

I, et D = I, et en notant vec(X) =

!
/ . « L . . .
xP ] la matrice “vectorisée”, ce produit scalaire devient :

(X,Y)y g, =tuXY =

ZZZC y! = vec(X)'vec(Y).

1=1 j=1
La norme associée a ce produit scalaire (4) est appelée norme trace :

tXMX'D,

2
[DSIEVES

||X||fp71n XX’ = SSQ(X

NI

=1 j=1
(SSQ signifie “sum of squares”).

La distance associée a cette norme devient, dans le cas ou D est une matrice
diagonale (D = diag(ws,...,ws,)), le critere usuel des moindres carrés :

n
2 2
(X, Y) =X = Ylliep = Y willxi — yillps -

i=1

5.2 Approximation d’une matrice

Les matrices X, M et D sont définies comme ci-dessus ; X est supposée
de rang 7. On cherche la matrice Z,, de rang ¢ inférieur a r, qui soit la plus
proche possible de X.

THEOREME 5. — La solution du probléme :

mzin{HX - ZHi/LD i Ze My, p, rang(Z) = ¢ < r} %)
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est donnée par la somme des q premiers termes de la décomposition en valeurs
singulieres (3) de X :

q — Z \/711 — A1/2V/

Le minimum atteint est :

IX = Zllygp = Y, M
k=q+1

Les matrices Uy, A4 et V, contiennent les ¢ premiers vecteurs et valeurs
propres donnés par la DVS de X ; Z, est appelée approximation de rang g de
X.

Ce théoréme peut se reformuler d’une maniere équivalente. On note f’\q
(resp. Q\q) la projection M-orthogonale sur E, = Im(V,) (resp. D-
orthogonale sur F, = Im(U,)):

q

P, = Z VM=V, VM

IR

Q, = Y uu"D=U,UD
k=1

Z, = QqXZXf)TI/

PROPOSITION 6. — Avec les notations précédentes :

—

P, = arg maX{HXP’

Ivo

P, projection M-orthogonale de rang q < r},

—

2
Q, = arg néax{HQqXHMp;
q

Q projection D-orthogonale de rang g < r} .
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