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L’objet de cette note est de présenter quelques résultats concernant le transport optimal de mesures
sur un espace métrique & courbure minorée (au sens d’Alexandrov). La principale motivation de cette
étude repose sur des travaux récents (et indépendants) de Lott-Villani et de Sturm [4, 5, 9, 10]. L’objet
de ces articles est de définir une « bonne » notion de courbure de Ricci minorée sur un espace métrique
mesuré. Ces auteurs proposent une définition (en fait, les définitions sont légerement différentes mais
lidée est la méme) s’appuyant sur la théorie du transport optimal de mesures. Il se trouve qu’un espace
métrique d’Alexandrov de dimension (de Hausdorff) finie admet une mesure qui lui est naturellement
associée, la mesure de Hausdorff correspondante. La notion d’espace d’Alexandrov étant une extension
naturelle aux espaces métriques des variétés riemanniennes de courbure sectionnelle minorée, il est
légitime de se demander s’ils vérifient cette notion de courbure de Ricci minorée généralisée.

La présentation des résultats dans cet article est volontairement informelle et donc parfois approxi-
mative. Le lecteur sourcilleux pourra consulter 'article [2] pour les résultats concernant le transport
optimal sur un espace Alexandrov, les articles [4, 5, 9, 10] ainsi que Darticle de synthese de J. Lott [6]
pour la notion de courbure de Ricci minorée sur un espace métrique mesuré et ses propriétés. Nous
renvoyons au livre de C. Villani [11] pour tout ce qui concerne le transport de mesures; signalons
également l'ouvrage [12] du méme auteur qui traite de multiples aspects du transport de mesures, y
compris la notion généralisée de courbure de Ricci minorée. Les résultats de [2] dans le cas d’une variété
riemannienne ont été démontrés par R.J. McCann [7].

1 Transport optimal de mesures

La théorie du transport optimal de mesures englobe (au moins) deux questions distinctes : le
probleme de Monge (historiquement le premier) et le probleme de Kantorovich.

Definition 1.1 Soit (X, d) un espace métrique et p,v € P(X) deur mesures de probabilités boréliennes
sur X. Soit ¢ : X x X — R* une fonction continue.
Le probléeme de Monge consiste a étudier les minimiseurs éventuels de la fonctionnelle :
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parmi toutes les applications mesurables de X dans X telles que la mesure image de p par T vérifie
Ty = v. Un telle application est appelée « application de transport » de p sur v.
Le probléme de Kantorovich consiste lui a étudier les minimiseurs éventuels de :
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parmi toutes les mesures w appartenant & I(u,v) ot Il(u,v) désigne 'ensembles des mesures de pro-
babilités boréliennes sur X x X dont les marginales sont p et v. Un élément de cet ensemble est appelé
« plan de transport » entre pu et v.



Les deux problemes ont en commun de chercher a minimiser un cotit moyen pour des mesures p
et v données. La différence est que dans le cas du probléeme de Monge, on s’interdit de « diviser la
masse » localisée en un point alors que cela est permis dans le cas du probleme de Kantorovich. A une
application de transport T' correspond un plan de transport donné par la relation (Id, T)yp. L'infimum
de la fonctionnelle du probleme de Monge est par conséquent toujours supérieur ou égal a celui du
probleme de Kantorovich.

Remarque 1.2 Les deux problémes sont en réalité de nature assez différente. Par exemple, il existe
toujours au moins un plan de transport (la mesure produit) alors qu’il n’y a pas, en général, d’application
de transport entre deuxr mesures données. Signalons également qu’il est possible prouver ezistence de
plans de transport optimaux sous des hypothéses peu contraignantes, voir par eremple, le début du
paragraphe 3.

2 Notion de courbure de Ricci minorée sur un espace métrique
mesuré

De nombreux invariants riemanniens peuvent étre bornés a ’aide, entre autres, d'un minorant de la
courbure de Ricci de la variété, voir, par exemple, les articles de revue [14, 13]. Dans la plupart de ces
résultats, la dimension de la variété intervient également dans les estimations et celles-ci sont uniformes
lorsque I'on suppose la dimension majorée par une constante donnée. Cette propriété a été étendue au
cas des variétés riemanniennes munies d’une forme volume & densité, on parle alors d’une condition de
courbure-dimension, celle-ci porte sur un tenseur de Ricci modifié (tenseur de Bakry-Emery) [1].

C’est évidemment cette condition de courbure-dimension que 1’on peut espérer étendre a des espaces
métriques mesurés généraux. Cependant sur un espace d’Alexandrov, le probléme de la dimension ne se
pose pas puisqu’il a été démontré que la dimension de Hausdorff est constante (i.e. cette dimension est
constante sur tout ouvert de ’espace et est entiere, des que 1’on suppose que la dimension de Hausdorff
de tout l'espace est finie [3]). Nous nous bornerons donc & donner une définition n’incluant pas de
majorant de la dimension (condition du type CD(K,o0)), celle-ci étant notablement plus simple &
énoncer que la définition générale.

Definition 2.1 (Espace de Wassertein) Soit (X, d) un espace métriqgue complet séparable et Po(X)
l'espace des mesures de probabilités sur X admettant un moment d’ordre deux. Muni de
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(P2(X),dw) est un espace métrique de longueurs complet et séparable, appelé espace de Wassertein
(quadratique).

A Daide de cette définition/proposition, nous pouvons maintenant définir la notion d’espace métrique
mesuré a courbure de Ricci minorée par un réel K.

Definition 2.2 (Condition CD(K,c0)) Soit (X,d, u) un espace métrique mesuré et P$°(X) lespace
des mesures de probabilités admettant un moment d’ordre deuz et absolument continues par rapport a la
mesure . L’espace métrique mesuré (X, d, p) vérifie CD(K, o0) si, pour toute mesure vo, v, appartenant
a P3e(X), il existe une géodésique (V¢)icjo,1)] pour la distance de Wassertein, incluse dans P3¢(X) et
telle que, pour tout t € [0,1] :

Ent, () < (1 —t)Ent,(vo) +t Ent,(v1) — %t(l — )3, (vo, 1),



ou Ent, désigne Uentropie relative a p, définie pour v € P3°(X) par la formule

Entu(u):/ hloghdpu
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avec h la densité de v par rapport a p.

Remarque 2.3 Notez que la définition requiert que la condition soit satisfaite pour UNE géodésique
de lespace de Wassertein. Cette condition semble importante (sinon nécessaire) pour disposer de la
propriété de stabilité évoquée ci-dessous. En d’autres termes, il s’agit d’une condition de K -converité
géodésique (faible) de Uentropie sur l’espace de Wassertein.

Il est possible de montrer que cette définition coincide avec la définition usuelle dans le cas d’une
variété riemannienne munie de la distance riemannienne et du volume riemannien (éventuellement
couplé a une densité, elle est alors équivalente & une hypothese de courbure-dimension). La seconde
propriété importante de cette notion est qu’elle est stable par passage a la limite lorsque ’on considere
une suite d’espaces métriques mesurés convergeant pour la distance de Gromov-Hausdorff mesurée.

Afin d’établir un lien entre l'existence d’application de transport optimale et la propriété C D (K, 00),
esquissons la preuve du fait qu’une variété riemannienne de courbure de Ricci minorée par K vérifie
la condition CD(K,00). La premiere étape est justement de montrer que le transport d’une mesure
absolument continue par rapport au volume riemannien sur une autre mesure est donnée par une
application de transport optimal T'(z) = exp (—V¢(z)). On considere ensuite les applications interpolées
Ti(z) = exp (—tV¢(x)) ; il S’agit de montrer qu’elles sont assez régulieres pour pouvoir leur appliquer la
formule du changement de variables. Le lien avec la courbure de Ricci se fait alors par 'intermédiaire
du déterminant de ces applications. En effet, par définition de T et pour tout vecteur tangent wu,
Papplication ¢ — dT3(u) est un champ de Jacobi le long de la géodésique reliant et T'(x). Le jacobien
de ces applications (et par conséquent la densité des mesures interpolées) vérifie donc une équation
différentielle (du type Sturm-Liouville) faisant intervenir la courbure de Ricci. L’objet du paragraphe
suivant est d’expliquer comment on peut étendre aux espaces d’Alexandrov le résultat d’existence (et
d’unicité) d’une application de transport optimale ainsi que ’expression explicite de cette application.

3 Existence d’une application de transport optimale

La premiere étape pour montrer I’existence et I'unicité d’une application de transport optimale est
I'utilisation de « la dualité de Kantorovich ». Pour le cott quadratique, le résultat s’énonce comme suit :

Théoréme 3.1 (Dualité de Kantorovich) Soit (X,d) un espace métrique complet et séparable, p,v
deuxr mesures de probabilités sur X telles que
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La fonctionnelle apparaissant dans le membre de gauche ci-dessus est appelé probleme dual de Kan-
torovich. Des fonctions (¢, %) qui maximisent cette fonctionnelle sont appelés potentiels de Kantorovich.
Il est facile de constater que la masse de tout plan de transport optimal est incluse dans I’ensemble :

0c¢ = {(z,9); 6(2) +U(y) = d*(w,y)}

ou (¢, 1) sont des potentiels de Kantorovich.
La stratégie pour en déduire qu’il existe une unique application de transport optimale est de montrer
que ’ensemble 0.¢ vérifie la propriété :

Pour p presque tout z, il existe un unique y tel que ¢(z) + 1 (y) = d*(z,y). (1)

En effet, en notant T'(z) 'unique (p p.p.) y vérifiant la condition ci-dessus, il est assez facile de voir
que T est mesurable et vérifie Ty = v. Autrement dit, tout plan de transport optimal est induit par
une application de transport optimale et celle-ci est unique, définie par la propriété (1).

Formellement, la preuve de la proprété (1) est tres simple.

Notons Hy(z) = d*(z,y) — ¢(z) et considérons (x,y) € d.¢. L'hypothese (¢,1) € E. entraine que H,
admet un minimum en x ; par conséquent le gradient de H est nul en ce point et cela donne

2d(z,y)Vdy(x) = Vo(x).

Cela détermine y de maniere unique.

La difficulté (au moins du point de vue de auteur) est de rendre cet argument rigoureux. Cela est
possible lorsque la mesure p est absolument continue par rapport a la mesure de Hausdorff. Le principal
outil technique est I'existence d’une structure de variétés sur une partie dense et de mesure pleine de
X, notée Reg(X). Signalons que cet ensemble ne posséde pas, en général, de propriétés topologiques
sympathiques. Dans [8], les auteurs fournissent un exemple ot son complémentaire est dense. L’énoncé,
découlant de résultats de [3] et de [8], est le suivant.

Théoréme 3.2 (Cartes sur Reg(X)) Il existe un atlas (¢,Uy)pca recouvrant Reg(X), une partie
dense et de mesure pleine de X . Plus précisément, pour tout ¢ € ®, ¢ : Uy — R"™ est un homéomorphisme
bilispchitzien défini sur un ouvert Uy de X. De plus, il existe une partie dense et de mesure pleine Vg
de Uy telle que :

U Vs O Reg(X).
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Enfin, si ¢, € ® sont tels que Uy NUy, # 0, o ¢! est continiment différentiable sur ¢(VyNVy N

Reg(X)).

Ce théoreme permet de définir la notion de fonction différentiable en un point de Reg(X) (on choisit
une carte ¢ telle que z € V;; et on utilise cette carte pour se ramener & la définition usuelle), donc preque
partout. Cet énoncé donne également, a peu de choses pres, 'existence d’une métrique riemannienne
continue sur Reg(X) (voir [8] ou [2] pour plus de détails). Par conséquent, la notion de gradient d’une
fonction est bien définie presque partout.

Le point suivant est de prouver qu'un potentiel de Kantorovich est une fonction différentiable presque
partout. Il est facile de voir que ¢’est une fonction lipschitzienne (car la fonction coiit est lipschitzienne).
Autrement dit, il faut vérifier que le théoréeme de Rademacher s’applique aux espaces d’Alexandrov.

Corollaire 3.3 (Théoréme de Rademacher) Une fonction lipschitzienne sur un espace d’Alezan-
drov de dimension finie est différentiable presque partout.



Preuve : Soit f une fonction lispchitzienne et ¢ une carte. Par construction, ’application fo¢~! est une
application lischitzienne définie sur un ouvert de R™ donc le théoreme de Rademacher usuel s’applique.
On conclut en utilisant de nouveau le caracteére bilipschitz de ¢ et le fait que ¢ soit différentiable sur
Vg donc presque partout. |

Passons a la preuve du lemme. La démonstration originale de McCann dans le cadre d’une variété
riemannienne utilise de maniere cruciale la régularité de 'application exponentielle. Pour pouvoir s’af-
franchir de cette régularité, il convient de remarquer que 'image de presque tout point x par une
application optimale T est un point « régulier » de la fonction distance au point x au sens o, méme si
T'(z) appartient au Cut Locus de z (défini comme P'ensemble des points n’appartenant pas a 'intérieur
d’une géodésique minimisante issue de x), il existe une unique géodésique entre x et T'(x). Ce résultat
s’obtient a partir de la formule de la variation premiere.
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