U.P.S., LICENCE DE MATHEMATIQUES FONDAMENTALES
CORRIGE DES ANNALES DE TOPOLOGIE 2007-2008

Exercice 1.

a)

c)

z € (Uierdi) N (UjesBy) & Jdiel,x € Ajet 3je Jo € By o 3(i,j) e Ix JJx € A;NB; &
T € Ui jyerxa(Ai N By), d’ott la premiere égalité.

De méme, x ¢ (NicrAi)) U (NjesBj) & Jiel,xa ¢ A;etIJje J o ¢ B &

3(i,j) € I x Jyx ¢ A;UB;j & x ¢ U jyerxg (A N Bj), d’ott la seconde égalité.

x € Uicr(Ujes,Aj) & diel,3je Jj,x € Aj & 3Fj € UierJi,x € Aj & & € Ujeyu,.,5, A5, dont
la premiere égalité.

De méme, x € Nier(Njes,4;) @ VielIVje J,x € Aj &Vje€ Uierdi,x € A; &

T € Njeu,e 5,44, d’olt la seconde égalité.

Soit & = (v3)icr- ® € ([[;e; Ai) N([Lie; Bi) ©®Vie L, x; € AjetVie I,z € By &

Viel,x; € AiNB; & x €[], (AN By).

Exercice 2.

2)

b)

Pour tout € A on a f(z) € f(A) donc x € f~1(f(A)). D’ott I'inclusion A C f~1(f(A)).
Soient f injective, A € P(X) et x € f~1(f(A)), i.e. f(x) € f(A). Alors il existe y € A tel
que f(z) = f(y) donc (par injectivité de f) tel que x = y. Autrement dit € A. On a donc
montré que f~1(f(A)) C A (donc = A, d’apres I'inclusion précédente).

Réciproquement, supposons que VA € P(X), f~1(f(A)) = A. Alors Vo € X, f~1({f(2)}) =
Y f({z}) c {=},ie. f(y) = f(x) =y =z, i.e. f est injective.

Exemple (générique) ol l'inclusion est stricte : f non injective, f(z) = f(y) avec  # y A
contenant & mais pas y. Par exemple X =Y =R, f =sin, A = {0}.

FUB) = {f(@) | = € F(B)} = {(z) | f(x) € B} = B f(X), done f(f~'(B)) C B et
si f est surjective (i.e. si f(X) =7Y) on a égalité. Réciproquement, si cette égalité est vraie
pour tout B € P(Y), elle l'est en particulier pour B =Y, d’ou Y = f(X) i.e. f surjective.
Exemple (générique) ou l'inclusion est stricte : f non surjective, B ¢ f(X). Par exemple
X=Y=B=R, f=sin.

y € f(Uierdy) & qx € UicsAjy = fle) e Fiel,3x € A,y = f(x) & Jielye f(4) &
y € Uier f(A;), d’ou I'égalité.

Posons A = NerA;. Alors pour tout i € I, A C A; donc f(A) C f(A;), dou f(A) C
Nierf(As).

Soient f injective et y € Mierf(4;), ie. Vi € I,3x; € A;,y = f(x;). Tous les x; sont
antécédents de y donc (par injectivité de f) égaux. Soit x cette valeur commune, Vi € I,z =
z; € A;, donc x € A, donc y = f(x) € f(A). On a donc montré que si f est injective,
Nierf(A;) C f(A) (donc = f(A), d’aprés l'inclusion précédente).

Exemple (générique) ou U'inclusion est stricte : f non injective, y € Y, chaque A; contenant

un antécédent de y mais 'intersection des A; n’en contenant aucun. Par exemple X =Y =R,
f=sin,y=0,1=1{1,2}, Ay = {0}, As = {7}.

x € fﬁl(UiejBl') =4 f(as) € UjerB; & i € I,f(SC) € B, & Jdielx e fﬁl(Bz) S
Uier f~1(B;), d’ott I'égalité.

Méme chose en remplacant partout U par N et 3 par V.

r e (fFYB)) & f(z) ¢ Be xe fY(B)), don I'égalité.

Par contre, y € f(A°) & Jx ¢ A,y = f(x), tandis que y € (f(A))° & Vo € A,y # f(x).
On a donc d’une part, si f est injective, VA € P(X), f(A°) C (f(A))¢ (et c’est en fait une

1



caractérisation de linjectivité puisque f({z}°) C (f({z}))® & Yy # z, f(y) # f(x)), d’autre
part, si f est surjective, VA € P(X), (f(A))¢ C f(A°) (et c’est en fait une caractérisation de
la surjectivité puisque (f(0))¢ C f(0°) & Y C f(X)). Mais si f n’est ni injective ni surjective,
il existe des A pour lesquels on n’a 'inclusion ni dans un sens ni dans lautre : si f(z) = f(y)
avecx £ yetsiz ¢ f(X), soit A= {z}, alors f(A°) contient f(y) et pas z, tandis que (f(A))°
contient z et pas f(z) (= f(y)).

Exercice 3. S’il existe une bijection f : N — A et une bijection g : N — B alors I'application
N xN — Ax B,(p,q) — (f(p),g(q)) est une bijection. Il suffit donc de prouver que N x N est
dénombrable. (p,q) — 2P(2¢ + 1) — 1 est une bijection de N x N dans N.

Exercice 4. Un ensemble est dénombrable ssi il est au plus dénombrable et infini. Or si I'un
des A; est infini, la réunion aussi. Il suffit donc de prouver qu’une réunion au plus dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

S’il existe une surjection f : N — I, et pour chaque ¢ € I une surjection g; : N — A;, alors
I'application N x N — U;er4;, (p,q) — 9g¢p)(q) est surjective. On conclut en composant par une
surjection de N dans N x N (cf exercice précédent).

Exercice 5. Pour tout P non nul € Q[X], notons Fp 'ensemble (fini) de ses racines, et posons
Fy = (. L’ensemble des nombres algébriques est par définition U preq(x)Fp. 1l est infini car il
contient Q (un rationnel a est racine de X —a € Q[X]). Il s’agit donc de prouver qu’il est au plus
dénombrable. 11 suffit pour cela (cf exercice précédent) de prouver que Q[X] 'est. Cela se déduit
(cf exercice précédent) du fait que Q[X] = UnenQn[X] et que chaque Q,[X] est dénombrable,
puisque Q,,[X] est en bijection avec Q" ", produit fini non vide de dénombrables, donc (cf exercice
3) dénombrable.

Exercice 6. L’application P(N) — {0, 1}N qui & toute partie A de N associe son indicatrice 14
(qui vaut 1 sur A et 0 sur A°) étant bijective, il suffit de prouver que P(N) n’est pas dénombrable.
Or pour tout ensemble E (en particulier pour E = N), il n’existe pas de bijection de E dans P(FE)
(théoreme de Cantor).

Exercice 7. D est 'union des D,, = {i € I,z(i) > 1/n} pour n € N*. Pour toute partie finie F'
de Dy, S > Sp > card(F')/n donc card(D,) < nS, donc si S # +oo, chaque D, est fini donc D
est au plus dénombrable.

Soit (Jas, bi[)icr une famille d’intervalles ouverts non vides disjoints (—oco < a; < b; < +00).
Pour tout ¢ € I posons z(i) = arctanb; — arctana; (avec par convention arctan(+oc) = m/2 et
arctan(—oo) = —7/2). Ainsi, D = I (tous les z(¢) sont non nuls) et pour toute partie finie F' de
I, Sp <m,donc S <7 < +00. Donc I est au plus dénombrable.

Exercice 8. Classons les ensembles d’ouverts 7 possibles par leurs cardinaux, compris entre 2
(Trnin = {0,X}) et 8 (Trae = P(X)). Remarquons que dés que 7 contient les 3 singletons ou les
3 paires, 7 = P(X).

|[7]=3< T ={0,X, A} avec A partie propre de X : 8-2=6 choix pour A.

7| =4 T ={0,X, A, B} avec A, B parties propres distinctes. Premier cas A C B (ou
B C A mais dans ce cas on renomme ces deux parties), par exemple A = {a}, B = {a, b} :

6 choix possibles pour (a,b). Second cas A, B complémentaires : 3 choix possibles pour

(A, B).

7| =5< 7 ={0,X,A,B,C}. Premier cas A, B,C sont deux singletons et une paire
(leur réunion) : 3 choix possibles. Second cas A, B, C sont deux paires et un singleton

(leur intersection) : 3 choix possibles.



[7T|=6< 7 ={0,X,A,B,C,D} avec A, B,C, D = deux singletons, leur réunion, et une
autre paire : 6 choix.
Total : 1+64+94+6+6+0+1=29.

Exercice 9. Cet ensemble de parties de Z (contient bien () et Z et est bien stable par réunions,
mais) n’est pas stable par intersections finies : par exemple {1,2} et {2,3,—4} appartient & cet
ensemble, mais pas leur intersection. Ce n’est donc pas une (’ensemble des ouverts d’) une topologie

sur Z.

Exercice 10. Il faut et il suffit que AN B et AU B appartiennent a {(), A, B, E}.
OrANB=A< ACBs AUB=Betdeméme, ANB=B< BCA&< AUB=A.
Lorsque A ¢ Bet B¢ A, AN B est différent de A, B, E et AU B est différent de 0, A, B donc la
seule possibilité restante est ANB =0 et AU B = E, c’est-a-dire B = A°.

En conclusion, la condition est : A C Bou B C Aou B = A°.

Exercice 11. Notons 7 cet ensemble de parties de X. Ona X = Dy € 7,0 = D, € T,
Dy;N D, = D, avec n = pged(¢,m), mais 7 n’est pas une topologie sur X car pas stable par
réunions (méme finies) : Dy U D3 = {2,3} ¢ T car si 2,3 € D,, alors 6 € D,,.

Exercice 12.

a) ) € T, R € T (car 0 est au plus dénombrable). Soient U,V € 7. Si U ou V est vide
UNV =0 € T. Sinon, U¢ et V¢ sont au plus dénombrables donc leur réunion aussi, donc
UNV e 7. Soient U; € T et U = U;erU;. Si tous les U; sont vides, U = ) € 7. Sinon,
soit ¢ tel que U soit au plus dénombrable. U€ est inclus dans U donc est lui aussi au plus
dénombrable, donc U € 7.

b) Soient O,, € T et O = NypeNnOy. Silun des O, est vide, O =) € 7. Sinon, O° = U,,eNO¢ est
une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables, donc O€ est au plus dénombrable,
donc O € 7.

¢) Soient U,V € T, non vides. Alors (UNV )¢ =U°UV® est au plus dénombrable, or R ne lest

pas, donc U NV ne l'est pas, en particulier U NV est non vide.

d) Pour la topologie usuelle sur R, une intersection dénombrable d’ouverts n’est pas toujours
un ouvert : Npen+] — 1/n,1/n[= {0} et deux ouverts non vides peuvent étre disjoints :
] —1,0[N]0, 1[= 0.

Exercice 13. 7 n’est pas stable par intersections : soient O = (0,0), A = (1,0), U,V les disques
ouverts de rayon 1 et de centres respectifs O, A, alors U,V appartiennent a B donc a 7, mais

UNV ¢ T puisque U NV est non vide mais ne contient aucun élément de 5.
Exercice 14.
a) BCT & CC7T,puisque B CC et 7 stable par réunions.

b) Par construction, () € C et C est stable par réunions. On a X € C ssi UpegO = X. Si C est

stable par intersection finies alors en particulier VO, O’ € B,ONO’ € C. Mais réciproquement,

si cette propriété est vérifiée, soient U, V' € C, alors U = U;e 0,V = Uje ;05 avec O;, 0} € B,
donc UNV =Ug jyerxsWi; avec W; ; = 0;N0; € C, donc UNV €C.

Exercice 15. Il est immédiat que C est inclus dans cet ensemble. Réciproquement, soit U

appartenant a cet ensemble, choisissons pour chaque x € U un O, € B tel que x € O, C U et

posons Q = U,ecpyO, (variante, pour ne pas utiliser ’axiome du choix : posons 2 = la réunion,
quand x parcourt U, de I'union de tous les O € B tels que z € O C U). Alors Q@ C U (car les O
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dont €2 est réunion sont inclus dans U) et U C §2 (car tout x € U appartient & au moins 'un des O

dont © est réunion), donc U = 2, donc U € C (car les O dont {2 est réunion appartiennent a 5).

Exercice 16. Par convention, E € G C 7. De méme, ) = U;cpA; donc E € 7. Par construction,
T est stable par réunions. Pour la stabilité de 7 par intersections finies, cf premieére question de
I'exercice 1. Donc 7 est une topologie sur E.

Soit 7’ une topologie contenant F. Alors 7 est stable par intersections finies donc contient G. De
plus, 7’ est stable par réunions, donc 7 C 7’. Donc 7 est la topologie la moins fine contenant F

(i.e. intersection de toutes les topologies qui contiennent JF).
Exercice 17.

a) A n’est pas fermé car (par exemple) (1/n,0) appartient a A et tend vers (0,0) ¢ A quand
Ientier n tend vers +oo. (En fait, A = AU ({0} x [0,1])). Il n’est pas ouvert non plus car
(par exemple) (14 1/n,0) n’appartient pas & A et tend vers (1,0) € A quand Uentier n tend
vers +o00. (En fait, A° est dense dans R?).

b) B est fermé, comme image réciproque du fermé {0} par 'appication continue R? — R, (z,y) —
y —arctan x (généralisation : cf exercice 58.b). Par contre B n’est pas ouvert car B n’est pas
fermé car (par exemple) (0,1/n) appartient & B¢ et tend vers (0,0) € B quand n — oo. (En
fait, B¢ est dense dans R?). (Ou encore : comme R? est connexe, et que B est un fermé de
R? différent de R? et de ), B n’est pas ouvert).

¢) C est ouvert, comme image réciproque de 'ouvert ]1,2[x] — oo, 3[ par lappication continue
R? — R?, (z,y) — (#2/3 + y?/5,y + z*). 1l n’est pas fermé car (par exemple) (0,5 + 1/n)
appartient & C et tend vers (0,v/5) ¢ C quand n — +oo. (En fait, C = {(z,y) € R? |1 <
22/34+94%/5 <2ety <3—2*}). (Ou encore : comme R? est connexe, et que C est un ouvert
de R? différent de R? et de 0, C n’est pas fermé).

Exercice 18. 7 est une topologie sur X : vérification immédiate (ou encore : cas particulier de
Pexercice 10).

B=0siBpAB=AsiX#B>A X = X.

En appliquant cela & D = BY (donc B = (ZO))C et D D A< B C A on obtient : B = X si
B¢ A, B=A°si(l # B C A, § = 0.

Tout ce qui précede reste correct si A = () ou A = X, mais on peut toujours (si X # @) supposer
que A # (), puisque 7 est la méme dans ce cas que dans le cas A = X.

Comme FrB = B\ é, on trouve alors (si A # 0) : Fr(0) = Fr(X) =0, Fr(B) = A°si ) # B C A°
ousi X #B DA Fr(B)=Xsi B¢ A°et B p A.

(En particulier si A=X : FrB=0si B=0 ousi B= X, et FrB = X sinon).

Exercice 19.

a) La topologie usuelle sur R? (donnée par la distance associée & n’importe quelle norme) coincide
avec la topologie produit, pour laquelle tout produit de deux ouverts de R est ouvert. Ou
moins “savamment” : considérons que la topologie usuelle sur R? est donnée par la distance
associée a la norme ||(x,y)|| = max(|x|, |y|). Les boules ouvertes pour cette distance sont les
carrés Ja—r, a+r[x]5—r, B+r[. Pour tout (x,y) €]a,b[x]c, d][, il existe un tel carré contenant
(z,y) et inclus dans ]a, b[x]c, d[.

b) C’est la boule fermée de centre (a,b) et de rayon |r| pour la distance associée & la norme
euclidienne ||(z,y)|| = v/22 + y2 (dont la topologie associée est la topologie usuelle sur R?).

Or dans un espace métrique, toute boule fermée est un fermé de la topologie associée.
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¢) Cette bande B est ouverte, par la méme méthode que dans a) (en remplagant |c, d| par R). De
méme, |—o0, a[xR et b, +00[x R sont ouverts, donc leur réunion aussi, donc le complémentaire
[a,b] x R est un fermé contenant |a, b[x R. Montrons que c’est le plus petit : pour toute suite
(Tn,yn) €la,b[xR convergeant vers (z,y) € RZonaa <z, <betz, - xdonca<z<b,
donc (x,y) € [a,b] x R. Conclusion : B = [a,b] x R et FrB = {a,b} x R (généralisation : cf

exercice 57).

Exercice 20. () =] — z,z[ pour z = 0, R =] — z, z[ pour z = 400, | — z,z[N] — v, y[=] — 2, z[ pour
z = min(x, y), et pour tout I C [0,+oc] non vide, U,¢cs] — z, x[=] — 2, z[ pour z = sup I. Donc T
est une topologie sur R.

L’intérieur de {a} est {) et son adhérence (donc aussi sa frontiere) est | — oo, —|a|] U [|a|, +-o0[ (car

lintérieur de son complémentaire | — 0o, a[U]a, +oo[ est | — |al, |al]).
Plus généralement, Uintérieur de [a,b] est | — z,z[ oi ¢ = min(—a,b) si a < 0 < b et () sinon,
I'intérieur de son complémentaire | — oo, a[U]b, 400[ est | — a,al si a > 0, ]b,—b[ si b < 0, 0 si

a < 0 < b, donc I’adhérence de [a, b] est | — oo, —a]U[a, +oo[sia > 0, | — 00, b]U[—b,+o0[ si b <0,
R sia <0 <, donc la frontiere de [a, b] est | — oo, —c]U ¢, +oo[sia < 0 < b (avec ¢ = min(—a, b)),
] — o0, —alU[a,+oo]sia >0, ] — oco,b]U[—b,+oo[si b <0.

Exercice 21.

e} o o

a) Fr(A) C (A) donc Fr(A) est inclus dans I'intérieur de (A) , C’est-a-dire dans <;1> . Par

o o

ailleurs, Fr(A) C Fr(A) C A. Donc Fr(A) C (A) N A, ce qui, si A est ouvert, donne

o o

Fr(A) C (A)C NA=0. Si A est fermé on en déduit Fr(A) = @ (puisque Fr(A) est toujours égal
a Fr(A¢)). Mais pour A quelconque le résultat est faux : exemple dans R, A = Q, Fr(4) = R.

b) AC AcC Adone ANFr(A) = & Fr(A) = Fr(A)\ Ao A\A=A\ Ao A=A Aest
ouvert.

c¢) D’apres b) et puisque Fr(A¢) = Fr(A), A est fermé & A°NFr(4) = 0 < Fr(A) C A.

d) D’prés b) et c), A est ouvert et fermé < Fr(A) C AN A < Fr(A) = 0.

e) Fr(A) C FrA car le c A\ A car ZB A car A D A.
Fr(/ol) C Fr(A) car ;1\;1 C Z\jl car A C A.
Soit A =] — 00,0[U]0, 1[U{2} : A =] — 00,0[U]0,1[, A =] — 00, 1] U {2}, Fr(A) = {0,1},
Fr(A) = {0,1,2}, Fr(4) = {1,2}.

Exercice 22.

a) Fr(AUB) = AUB\AUB C (AUB)\AUB = (A\ AU B)U(B\AU B) C (A\A)U(B\B) =
Fr(A) UFr(B).

b) Soient A =] — 00,0 et B = [0, +o0[, alors Fr(AU B) = Fr(R) = ) tandis que Fr(A) UFr(B) =
{oru{o} = {o}.

¢) On a toujours Fr(A) C A € AUB. Supposons AN B = () et montrons que Fr(A) est aussi

o
inclus dans (A U B)¢, ainsi on aura Fr(A) C Fr(AUB), et de méme en échangeant A et B, d’olt
I'inclusion dans un sens (lautre sens a été vu dans a) ). Par passage aux complémentaires,

l'inclusion & démontrer devient (AU B)N A C A. Or par hypothese, (AU B) N A est inclus
dans (AU B) N (B)¢, qui est un ouvert inclus dans (AU B) N B¢ donc dans A, ce qui conclut.

Exercice 23.



o _
a) Les deux applications X — X et X — X sont croissantes, donc leurs deux composées «, 3

aussi.

. o o o _
b) A C Aet X — X est croissante, dot A C a(4). X C X, dot a(4) C A. La sec-
onde suite d’inclusions se démontre de méme, ou se déduit de la premiere par passage aux

complémentaires.

c) De a) et b) on tire a(}O’) C o(F) et COJ C o(G@). Appliqué a F = Aet G = 13“, ceci donne
aoa = a. On en déduit 8o = 3 par passage aux complémentaires (ou on le démontre de
méme).

d) Plus généralement soient A, B disjoints avec B ouvert (et A quelconque). Alors B¢ est un
fermé contenant A donc contenant A, donc son intérieur contient a(A), donc a(A) est disjoint
de B, donc (d’aprés la deuxieme inclusion de b) ) disjoint de a(B). (Par ailleurs, a(A) et

a(B) sont toujours ouverts par définition).

e) cf f)

£) A =]0,1[Ul1,2[, 4 = [0,2] U {3} U [4,5], a(A) =]0,1[U]4,5[, B(A) = [0,2], a (?1) — B(A) =
0,2[, 8 (4) = a(4) = [0,1] U[4,5].

Exercice 24. Notons B le complémentaire de A. Toute partie dense rencontre A < toute partie

de B est non dense < B est non dense < A est d’intérieur vide.
Exercice 25.

a) Soit A = U;erA;. Pour tout i € I, A; C A donc A; C A, d’olt UjerA; C A. Pour prouver
I'inclusion réciproque dans le cas I fini, il suffit de remarquer que pour toutes parties A, B de
E, AU B est un fermé contenant contenant A U B, donc contenant le plus petit d’entre eux,
AUB.

b) Soient B = {1/k,k € N*} et C = B = BU{0}, alors A; = {1/i} x B={1/i}xB = {1/i} xC,
donc Ujen-A; = B x C, tandis que U;en+A; = B x B a pour adhérence B x B = C x C. Ceci

fournit donc un contre-exemple & ’égalité dans (a).

¢) NierA; est un fermé contenant N;c;A; donc contenant son adhérence. L’inclusion peut étre
stricte méme si I est fini : exemple dans R, A; =] — o0, 0[, A3 =|0, +o0].

o

o
d) Par passage aux complémentaires on en déduit : Nier (BZ) D (NierB;), et il y a égalité

o]

lorsque I est fini ; (N;erBi) D User (Bl) mais I'inclusion peut étre stricte méme si I est fini.

Exercice 26. Remarque préliminaire (qui servira a la fois pour a et pour b) :
VeeR,Vge GNR,Inc€cZ,0<r—-ng<g

(il suffit de prendre n = E(z/g)).

a) Montrons d’abord que o € G (autrement dit : «Z C G). Sinon, il existerait une suite g, € G
décroissant strictement vers . On aurait alors g, — g1 € G N R tendant vers 0, ce qui
contredirait o > 0. Montrons que réciproquement, G C aZ. Appliquons la remarque a un
reGetag=a. Alorsr: =z —na € GNI0,af donc r =0 donc x = na.

b) Pour tous a,b € R avec a < b, appliquons la remarque & = a et & g € GN|0,b — a[. Alors
a<(n+1)g<ng+b—a<bdonc GNa,b[ est non vide (il contient (n + 1)g).
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¢) (SiG = {0}, « = —oc0). Les sous-groupes fermés de R sont {0}, les aZ avec oo > 0 (isomorphes
aZ),etR.

d) Si G = aZ alors 1, € aZ donc A = \/1 € Q. Réciproquement si A = p/q avec p,q € Z
premiers entre eux, Z + \Z = (¢Z + pZ)/q = aZ pour a = 1/q.

Exercice 27.

a) Solent H un tel sous-groupe et G son image dans R par 'homéomorphisme log. Si G est
dense dans R, H est dense dans RY. Si G = oZ alors H = exp(G) = {f" | n € Z} pour
B =expa (= inf(HN]1,400[) si @ > 0). Soient K un sous-groupe de R* non inclus dans R
et H=KNRY,ve K\ H (donc K = HU~vH). Si H est dense dans R, K est dense dans
R*. Si H = {1}, K ={-1,1}. Si H ={8" | n € Z} avec 3 > 1, comme 72 € H, il existe
no € Z tel que v = —3™/2_ et on peut se ramener & ng = 0 ou 1 (selon la parité de ng), donc
K=HU-H~Zx{-1,1}ou K ={6" | n€Z} ~7Z avec § = —/J.

b) Soient H un tel sous-groupe et G son image réciproque par z — exp(iz) (donc 27 € G). Si
G est dense dans R, H est dense dans U. Si G = oZ alors In € Z,« = 27/n donc H = le

sous-groupe des n racines n-iemes de I'unité.

¢) Soit H = {exp(in) | n € Z}. D’apreés (b) (comme 7 ¢ Q) H est dense dans U, d’ott le résultat
par projection.

Exercice 28. (Remarque : Réciproquement, pour toute topologie sur X, 'application “adhérence”
vérifie ces 4 propriétés). Posons G = {¢p(A),A C X} et H = {A C X,9(A) = A}. On a
évidemment H C G mais réciproquement, par (4), G C H. La stabilité par intersection sera plus
facile a prouver en utilisant la formulation H. Unicité : soit F ’ensemble des fermés d’une telle
topologie, alors F = G = H. Existence : Montrons que H vérifie les axiomes de 1’ensemble des
fermés d’une topologie et que pour cette topologie, A = p(A). Par (1), ) € H. Par (3), X € H. Par
(2), H est stable par unions finies. De plus, par (2), ¢ est croissante (i.e. A C B = ¢(A) C ¢(B)),
donc VA; € H, soit A = NA;, on a Vi, p(A) C ¢(A;) = A4;, dot p(A) C NA; = A, d’ou par (3)
A € 'H. Enfin, pour tout A C X, ¢(A) € G et VB € H tel que A C B, ¢(A) C ¢(B) = B.

Exercice 29.

a) D’abord, chaque V(f;A,e) est bien un voisinage de f pour 7 puisqu’il contient f et que
c’est un ouvert de 7, et méme un ouvert élémentaire : V(f;A,e) = [[,c; Oi avec O, =
1f(z) —¢, f(x) +¢[ (ouvert de R) si x € A (fini) et O, = R si z € I'\ A. Montrons ensuite que
tout voisinage V' de f pour 7 contient un tel V(f; A,¢) : V contient un ouvert Q0 contenant
f, et (par définition de T) Q est une réunion d’ouverts élémentaires. Il existe donc un ouvert
élémentaire O tel que f € O C V. Par définition des ouverts élémentaires, O est de la forme
[I;c; Oi avec O; ouverts de R, presque tous égaux a R c’est-a-dire qu'il existe une partie finie
A de I telle que Vi € T\ A,0;, = R. Puisque f € O, on a Vi € I, f(i) € O;. En particulier
Ve € A, Je, > 0,]f(x) — ea, f(x) + €4[C Oy. Posons € = mingeae,. Alors V(f;A,¢e) C O.

b) Pour tout = € I, la projection p, : E — R, f — f(x) est continue, donc si f, — f alors
Pz (fr) — p(f) 1e. fu(x) — f(x). Réciproquement, supposons que Vz € I, f,(x) — f(x).
Soient A fini C I et € > 0. Pour tout = € A il existe N, tel que Vn > N, |fn(z) — f(z)| < e.
Posons N = maxzcaN,. Alors Vn > N, f,, € V(f; A,e). On a donc f,, — f. Autre méthode,
permettant de prouver directement 1’équivalence : soit N muni de la topologie discrete et
N son compactifié d’Alexandrov (cf exercice 78). Une suite (2)nen (3 valeurs dans un
espace topologique X qui pour nous sera E ou R) tend vers z € X (quand n — 400) si et
seulement si application & : N — X (définie par Z(co) = z et ¥n € N,Z(n) = x(n)) est
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continue. Donc f, — f < f : N — E continue < (par définition de la topologie produit)
Vo €I, pyof: N — R continue < Vz € I, f,,(z) — f(z).

Soient f € E, A fini C I et £ > 0, montrons que V(f; A,e) NS # 0 : définissons g € E par
glx)=f(z)size Aet glx) =0six ¢ A, alors g € V(f; A,e)NS.

Notons pour tout f € E, S(f) = {z € I|f(z) # 0}. (Par exemple pour f = une fonction
constante non nulle, S(f) = I, non dénombrable par hypothése). Raisonnons par contraposée :
Supposons f, € S et f, — f et montrons qu’alors S(f) est au plus dénombrable. Pour tout
x € S(f) on a d’aprés b) AN, Vn > N,z € S(f,), en particulier In,z € S(f,). Donc
S(f) C UnenS(fn), union dénombrable d’ensembles finis, donc au plus dénombrable.

Soit f € E telle que S(f) soit non dénombrable, alors d’apres c¢) f € S, pourtant d’apres
d) f n’est pas limite d’éléments de S. Donc ’ensemble des voisinages de f n’est pas a base
dénombrable.

Exercice 30. 7 est une topologie sur X : cf exercice 18.

a)

b)

(Rappel : V est voisinage de z ssi V' contient un ouvert contenant x). Si x = a, les voisinages
de z sont toutes les parties de X contenant a. Si x # a, le seul voisinage de x est X.

(cfexerc1ce18)A (Z)s1a§7_-‘A ={a}siae A#X, X=X A= Xsiae A, A=X\{a}
sia¢ A#0,0=0. Fr(0)) =Fr(X) =0, Fr(4) = X \ {a} si A #0, X.

Dans tout espace topologique, §)' et Is((}) sont inclus dans ) = () donc sont vides, et pour toute
partie A, A’ = A\ Is(A). Reste & déterminer Is(A) pour A non vide. Soit z # a, = est un
point isolé de A ssi il existe un voisinage de x qui ne rencontre A qu’en x, donc (d’apres a) )
ssi A = {z}. Par contre, a est un point isolé de Assia € A. Onadonc: sia € A, Is(4) = {a}
et A/ =X \{a};siaé¢ Aet Aaaumoins deux éléments, Is(4) = D et A’ = X \ {a} ; si
A={z} avec x # a, Is(A) = {z} et A’ = X \ {a,z}.

Exercice 31.

Ay

Z
As

a pour intérieur | — oo, 1[U]1,2[ et pour adhérence | — o0,2] U {3,14} donc pour frontiére
{1,2,3,14}. A, =] — 00,2], Is(4,) = {3, 14}.

est fermé d’intérieur vide. Dans Z = Z, tout point est isolé. Fr(Z) = Z.

est (dénombrable donc) d’intérieur vide. Dans A3 = A3 U {—1,1}, tout point de Aj est isolé
et £1 sont points d’accumulation de Az. Fr(A3) = As.

Q est d’intérieur vide et dense dans R. Dans Q = R, tout point est point d’accumulation de Q.
Fr(Q) =R.
Exercice 32. A=BUCUD avec B =] — o0, —1] x {0}, C = [-1,0[x[-1, 1], D =]0,1[x[-1,1]
donc (cf exercice 25.a) A= BUCUD = (] — o0, —1] x {0}) U ([-1,0] x [-1,1]) U ([0,1] x [-1,1]) =

(J =00

ACAdoncA—(Bﬂ;l)U(Cﬂjl)U(Dﬂ;)l)

, =1 x{0}) U ([=1,1] x [=1,1]).

pu(]-1,0[x]—1,1) U(]0,1[x] —1,1]) =

(-1,1[x]-11)n(R* x R).

Fr(

A)=A\A=BU({-1,0,1} x [-L1) U (~1,1] x {~1,1}).

Is(A) = 0 donc A’ = A.

Exercice 33. Posons B = A\ {z} et raisonnons par contraposée. Soit = tel qu'il existe un

intervalle ouvert I contenant x pour lequel I N A est fini (donc I N B aussi). Alors I N B est fermé

(comme union finie de singletons, qui dans R sont fermés) donc O := I \ B est un ouvert, qui
contient x, et disjoint de B, donc x ¢ B, i.e. x ¢ A’
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Exercice 34. Soit A = U;crA;. Montrons plus généralement que si (A;);er est localement finie
alors A = UjerA;. On a déja une inclusion (cf exercice 25.a). Réciproquement soit z € A,
montrons que x appartient & 'un des A;. Soit V un voisinage de 2 ne rencontrant A; que pour
1 € J (fini), et soit B = U;csA;. Pour tout voisinage W de x, U := W NV est voisinage de z
donc ) #UNA=WnNVNA) =Wn(VNB)CWnNB, donc x € B, ie. (cf exercice 25.a)
3 e Jx € A

Exercice 35.
a) A=A UIs(A) CAUAet AUACIsS(A)UA'UA=AUA=A, dou I'égalité.

Supposons A C Bet z € A’ i.e., en posant C = A\ {z}, € C. Alors, en posant D = B\ {z},
onaC CDdoncz€Die z€B.

b) Soit A = U;erA;. D’apres 'implication précédente, Vi € I, A, C A’, i.e. Ujer(A}) C A'.
Exercice 36.

a) ) €T et X =0°eT. Soient UV € 7. Si U ouV est vide, UNV = () € 7. Sinon,
(UNV)e =UcUVe est fini donc & nouveau, U NV € T. Soient U; € T et U = U, U;. Si
tous les U; sont vides alors U = () € 7. Sinon, il existe j € I tel que Uy soit fini, or U¢ C U7,
donc U¢ est fini donc & nouveau, U € 7. 7 est donc bien une topologie sur X.

Soient x,y € X distincts (quelconques ! ). Pour tous ouverts U 5 =,V 3y, (UNV)¢ = U°UV*
est fini donc différent de X, i.e. UNV # ). Donc 7 n’est pas séparée (du tout ! ).

b) Soient z,y € X distincts et U = {y}°. Alors U est ouvert, z € U, y ¢ U.
Exercice 37.

a) Simplifions i) par équivalences (en posant O = F° et G = Q°) : i) < pour tout ouvert O de
X contenant z, il existe un voisinage V' de x et un fermé G inclus dans O tels que V C G &
pour tout ouvert O de X contenant z, O contient un voisinage fermé G de z.

i) = ii) Soit W un voisinage de z, il contient un ouvert O contenant x et un tel O contient, par

i), un voisinage fermé G de x, donc G C W.

i1) = i) Soit W un voisinage de z, il contient, par ii), un voisinage fermé G de z et un tel G
contient un ouvert U contenant z, donc U C G C W.

iii) = i) Soit O un ouvert contenant X, il existe, par iii), un ouvert U contenant x tel que U C O.

G := U est un voisinage fermé de z.

b) Soient X régulier et Y C X. Alors Y est séparé, et z admet dans X un systéme fondamental
(Gi)ier de voisinages fermés. Les G; NY forment alors un systeme fondamental de voisinages
de x dans Y, et sont fermés dans Y.

¢) Soit X vérifiant i). Raisonnons par contraposée : soient F' un fermé différent de X et x € F°,
il existe (d’apres i) ) un ouvert 2 contenant F' tel que x ¢ Q, donc tel que Q # X.

Exercice 38.

a) Soit X complétement régulier, montrons que X vérifie la propriété i) de 'exercice 37. Soit F
fermé ne contenant pas a. Il existe f : X — [0, 1] continue telle que f(F) C {0} et f(a) = 1.
On peut alors prendre V = f~1(]1/2,1]) et Q = £=1([0,1/2]).

b) Soient X completement régulier, Y € X, G un fermé de Y, et a € Y \ G. Alors G est de la
forme FNY avec F fermé de X ne contenant pas a. Il existe f : X — [0, 1] continue t.q.
f(F) C {0} et f(a) = 1. En posant g = la restriction de f &4 Y on a donc g : Y — [0,1]
continue t.q. g(G) C {0} et g(a) = 1.



)

Soient X, Y complétement réguliers (donc séparés, donc X xY est séparé), F' un fermé de X xY
et (a,b) € F°. Alors F° est un ouvert contenant (a, b) donc il existe U ouvert de X et V ouvert
deY t.q. (a,b) eUxV C Fie. t.q. a¢Ub¢ Vet FC(UxV) = U*XY)U(X xVe).
1l existe f : X — [0,1] continue telle que f(U¢) C {0} et f(a) =1, et g: Y — [0, 1] continue
telle que g(V¢) C {0} et g(b) = 1. Définissons f : X x Y — [0,1] par h(x,y) = f(x)g(y).
Alors h(F) C {0} et h(a,b) = 1.

Exercice 39. Soit X normal.

2)
b)

X est séparé donc tout singleton est fermé.

Soient F,G fermés disjoints. Soit f : X — [0,1] continue telle que f(F) C {0} et f(G) C
{1}. Alors [0,1/2[ et ]1/2,1] sont deux ouverts de [0, 1], disjoints, contenant respectivement
0 et 1, donc leurs images réciproques par f sont deux ouverts de X, disjoints, contenant

respectivement F et G.

Remarque : contrairement & la régularité (exercice 37) et & la complete régularité (exercice
38), la normalité n’est pas stable par sous-espace. Cela tient & ce que deux fermés disjoints

du sous-espace peuvent étre les intersection de ce sous-espace avec deux fermés non disjoints.

Exercice 40. Notons B ’ensemble des |a, b[ pour a,b € R.

a)

Pour prouver que 7 est une topologie sur R il suffit (cf exercices 14 et 15) de montrer que
R est une réunion d’éléments de B et que 'intersection de deux éléments quelconques de B
est aussi une réunion d’élements de B, ce qui se vérifie aisément. 7 est séparée car pour tous
réels x # y, par exemple x < y, il existe a,b,c € R tels que a < z < b <y < ¢, et alors ]a, b|

et ]b, ¢ sont deux éléments de B (donc de 7), disjoints et contenant respectivement x et y.

Soit C I'image de Q? par I'application (a,b) —]a,b[. Q? est dénombrable (car Q 'est) donc
C aussi. Comme B est une base d’ouverts de 7, pour montrer que C aussi il suffit de vérifier
que tout élément de B est une réunion d’éléments de C : Ja, b[= U¢, deq,a<c<d<b]C; d[ car D est
immédiat et C vient de ce qu’entre deux réels distincts il y a des rationnels (si < y, soit ¢
un entier > ﬁ (il en existe car l'ordre sur R est archimédien), alors 'intervalle |qz, qy[ est

de longueur > 1 donc contient au moins un entier p, d’ott z < p/q < y).

Soit O € T. Pour tout = € O, soient a, = inf({a € O | a < z}) et by =sup({b €0 | x < b}).
Soit I I'image de O par application (non injective !) x —]a,, b, [. Alors les éléments de I sont
non vides, deux a deux disjoints, et leur réunion est O. De plus, I est au plus dénombrable
(cf exercice 7). Réciproquement, soit J une famille d’intervalles ouverts non vides deux &
deux disjoints dont la réunion est O. Montrons (sans méme supposer a priori J au plus
dénombrable) que J = I. Pour cela notons, pour tout = € O, w, ["unique élément de J auquel
x appartient. Alors J = {w, | z € O} donc il suffit de prouver que Vz € O,w, =|a,, b,[. Par
construction on a déja w, Clag,b,[, i.e. wy =|cg, dy[ avec a, < ¢, < x < d < b,. De plus,
Czydy & O, donc ¢, = a, et dy = by.

Exercice 41.

a)

Soient (Op)nen une base dénombrable d’ouverts et (U;);e; un recouvrement ouvert de FE.
Soient J C N l'ensemble des n tels que O,, soit inclus dans au moins I'un des U;, disons U, ,
et K C I I'ensemble des i,, quand n parcourt J. Par construction, K est au plus dénombrable.
Pour tout x € F, montrons que x € Ugc Uy : soit ¢ € I tel que x € U, il existe n € N tel

que x € O, CU;, doun € J, d’ol, pour k =i,, k€ K et x € O, C Uy.
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b) On peut supposer tous les O,, non vides (en éliminant ceux qui sont vides, ceux qui restent
forment encore une base). Pour tout n soit a, € O,, et soit A = {a, | n € N}. Alors tout
ouvert non vide contient au moins 'un des O,,, donc rencontre A. Donc A est dense.

Exercice 42. (Dans cet exercice, “dénombrable” est a prendre partout au sens de “au plus
dénombrable”). Remarquons d’abord que tout ouvert dénombrable est inclus dans P°.

a) Solent ¢ P, V un voisinage dénombrable de z, et O un ouvert tel que x € O C V. Alors

(d’apres la remarque) O C P¢. Ceci prouve que P€ est voisinage de chacun de ses points, donc
ouvert.
Soient B une base dénombrable d’ouverts et C le sous-ensemble des ouverts dénombrables de
cette base. D’apres la remarque, UpccO C P€. Réciproquement, pour tout z € P¢, soit V
un voisinage dénombrable de z, il existe O € B tel que x € O et O C V, donc O € C, d’ou
T € UpecO. Donc P¢ = UpecO, union dénombrable de dénombrables, est dénombrable.

b) (P est ouvert donc P est fermé). Soit x € P, montrons que x est non isolé dans P. Pour
tout voisinage V' de z, V est non dénombrable donc V' \ {z} aussi donc (puisque P° est
dénombrable) V \ {z} ¢ P, ie. (V\{z}) NP #0.

Exercice 43. f(A) C f(A) est du cours (c’est I'une des cararctérisations équivalentes de la
continuité d’une application). Redémontrons-le 4 partir de la caractérisation “pour tout fermé B
de F, f~1(B) est un fermé de E”, appliquée & B = f(A) : f~'(B) est un fermé de F et contient
A (puisque B contient f(A), cf exercice 2.a), donc A C f~1(B), i.e. f(A) C B.

Remarque : linclusion réciproque est fausse en général. Par exemple si £ = R*, FF =R, f(x) =
1/z et A =[1,+o0], alors f(A) = f(A) =]0,1] tandis que f(A4) =10,1] = [0, 1].

L’adhérence de f(A) dans f(E) (pour la topologie induite) est toujours f(A) N f(E), qui d’aprés
ce qui précéde contient f(A). En particulier si A = E, f(A) est dense dans f(E).

Exercice 44. Soit h = (gof)~! (continue). Pour prouver que f est un homéomorphisme, montrons
que f est bijective, de bijection réciproque h o g (continue) : on a d’une part (hog)o f = idg et
d’autre part fo(hog) =idp, puisque fo(hog)of = foidg = f =idpo f et que f est surjective.
On en déduit que g = (go f) o f~! est aussi un homéomoprphisme.

Exercice 45.

a) Six € A, xa est continue en z ssi x ;' (1) € V(z) i.e. ssi x € A. Si z € A°, x4 est continue

o _
en x ssi xac = 1 — x4 lest, donc ssi @ € A ie. x ¢ A. Donc x4 est discontinue en z ssi
r € A\ A=FrA.

o o
b) D’arpes a, x4 est continue sur X ssi Fr(A4) =), i.e. A= A, i.e. A est a la fois ouvert et fermé.

¢) D’apres b, toutes les x4 sont continues sur X ssi tous les A sont & la fois ouverts et fermés,
i.e. ssi 7 est la topologie discrete.

Exercice 46.

a) 0eP(E)CT, X=X\0eT.

Soient U; € T et U = U, U;. Si tous les U; sont inclus dans E alors U € P(E) C 7. Sinon,
soit j € I tel que X \ U; soit une partie au plus dénombrable de E. Alors X \ U C X \ U; est
aussi une partie au plus dénombrable de E donc U € 7.

Soient U; € T et U = N;eU;, avec I fini ou dénombrable. Si a appartient & tous les U; alors
tous les X \ U; sont des parties au plus dénombrables de E donc X \ U = U;er(X \ U;) aussi
(puisque I est au plus dénombrable), donc U € 7. Sinon, a ¢ U donc U € P(E) C 7.

Donc 7 est une topologie pour laquelle toute intersection dénombrable d’ouverts est un ouvert.
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b)

Soient z,y € X distincts, cherchons U, V ouverts disjoints tels quex € U ety € V. Six,y # a,
U = {z} et V = {y} conviennent. Sinon, par exemple = a (donc y # a), U = X \ {y} et
V = {y} conviennent.

Pour toute topologie 7’ sur X, si {} est un voisinage de z, les suites & valeurs dans X qui
convergent vers x sont les suites stationnaires, égales a x a partir d’'un certain rang. Ceci
s’applique & tout x € X si 7' est la topologie discrete, et & tout x € E si 7/ = 7. Montrons
que le résultat reste vrai si x = a et 7" = T (bien que {a} ne soit pas un voisinage de a pour
7T, ce qui prouve au passage que 7 n’est pas la topologie discrete).

Supposons x,, — a dans (X,7T) et posons D = {z,, | x, # a}, alors X \ D est un ouvert
contenant a, donc il contient tous les x,, & partir d’un certain rang N, i.e. Vn > N, z, = a (la

réciproque est immédiate).

Soient b = f(a) et O,, = f~1(Jb—1/n,b+1/n[) (ouverts), alors f est constante sur f~*({b}) =
Nnen=Oy (cf exercice 2.d) qui est un ouvert (d’apres a) ) et contient a, donc qui est de la
forme X \ D avec D au plus dénombrable. Donc f(X) = {b} U f(D) est au plus dénombrable.

Exercice 47.

2)

b)

Supposons f continue et z,, — a. Pour tout voisinage V de f(a), f~1(V) est un voisinage de
a donc il existe N tel que Vn > N,z,, € f~1(V) i.e. tel que ¥n > N, f(z,) € V.

Supposons que a admet une base dénombrable de voisinages (V;,)nen (que 'on peut supposer
décroissante, quitte & remplacer V;, par N}_, Vi) et que f n’est pas continue en a, et montrons
que f n’est pas séquentiellement continue en a. Par hypothese, il existe un voisinage V de
fla) tel que Vn e N, f(V,,) ¢ V, ie. Jz, €V, f(x,) ¢ V. Une telle suite (z,,) converge vers
a car VN € N,Vn > N, z, € V,, C Vi, et pourtant f(z,) /4 f(a) puisque Vn € N, f(z,) ¢ V.

(On vérifie sans peine que 7g est bien une topologie sur R). Soit z,, — a dans (R, 7g), et
D ={z, |n € N,z, # a}. Alors R\ D est un ouvert de 7 contenant a, donc il contient
tous les x, a partir d’un certain rang N, i.e. Vn > N,z, = a. Les suites convergentes de
(R, 7g) sont donc les suites stationnaires. Elles sont convergentes pour toute autre topologie,
en particulier pour 7. Donc id : (R,7g) — (R,7F) est séquentiellement continue en tout
point. Pourtant elle n’est continue en aucun point, car tout a € R a des voisinages pour la
topologie usuelle 7z qui ne sont pas voisinages de a pour 7y : par exemple Ja — 1,a + 1[. Ceci

prouve que sans ’hypothese faite dans b), la réciproque de a) est fausse.

Exercice 48. Soit z € A, montrons que f(xz) € A. Soient V un voisinage de f(z) et N € N.
Comme f est continue, f~1(V) est un voisinage de x. Comme x € A, il existe donc n > N tel que
Yn € f7HV), ie. Yni1 = f(yn) € V. Donc f(x) € A. Ceci prouve que f(A) C A.

Si f est un homéomorphisme alors f(A) est ensemble des valeurs d’adhérence de la suite f(y,) =

ys1 done f(A) = A.

Exercice 49.

a)

Montrons que chacun des deux est homéomorphe & R. Soit D une droite de R?. Soient
A,B € D distincts et f : R — D,t — tB + (1 —t)A. f est bijective, continue (car R —
R2 t +— tB+ (1—1)A est continue, par continuité de ses deux composantes). f~! est continue
car si par exemple x4 # xg, f 1 (2,y) = (v —24)/(xp —24) (5i x4 = 7B, 0n ays # yp et
une formule analogue avec les y). Soit I =]a,b[ avec —0o < a < b < 400, montrons que I est
homéomorphe & R. Sia = —ocoet b =400, I =R. Sia € R et b =400, par translation
on se rameéne au cas a = 0, or In : ]0,4+00o[— R est un homéomorphisme. Si a = —oo et

b € R, par x — —x on se rameéne au cas précédent. Si a,b € R, par translation on se
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ramene au cas a = —b, puis par homothétie au cas b = 7/2, or tan : | — 7/2,7/2[— R est un

homéomorphisme.

L’application R* — H,z + (x,1/x) est une bijection, continue (car R* — R2,z — (z,1/x)
est continue, par continuité de ses deux composantes), et la bijection réciproque est continue
(car c’est la restriction & H de la projection R? — R, (x,y) — z, qui est continue). P est
homéomorphe & @ := {—1,1} x]0, +oo[ (car R est homéomorphe & ]0, +oo[ par exp, et {—1,1}
est homéomorphe & {—1,1}). L’application @ — R*,(s,z) — sz est une bijection continue,
et la bijection réciproque est continue (comme restriction d’une application & valeurs dans R?
dont chacune des deux composantes est continue).

Exercice 50. Expliquons d’abord pourquoi (avec cette définition de la connexité) une partie I de

R (munie de la topologie induite) est connexe ssi I est un intervalle. Si I est un intervalle, d’apres

le théoreme des valeurs intermédiaires, il n’existe pas de fonction continue de I dans R qui prenne

les valeurs 0 et 1 sans prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et 1, donc I est connexe. Si I

n’est pas un intervalle, il existe © < a < y tels que x,y € I et a ¢ I. En définissant f sur I par

f(t)=0sit <aet f(t) =1sit>aon prouve que I est non-connexe.

a)

b)

Si—1<a<1,]—1,a[U]a,1[ n’est pas un intervalle (ou directement, n’est pas connexe : en

reprenant Uargument ci-dessus).

De méme si —1 < b < 1, [—1,b[U]b, 1] n’est pas connexe. Par contre pour b = —1, B\ {b} =
] — 1,1] est un intervalle donc est connexe, et de méme pour b = 1.

Par rotation, C'\ {c} est homéomorphe & C\ {(1,0)}. L’application f :]0,2x[— C\ {(1,0)}
définie par f(z) = (cosx,sinx) est une bijection continue et f~1(a,b) = arccosa si b > 0 et
7 + arccos(—a) (ou, ce qui revient au méme, 2w — arccosa) si b < 0 donc (cf exercice 52.a)
=1 est continue. Donc C'\ {(1,0)} est homéomorphe & ]0,2x[, donc C \ {c} aussi. Vue sa
définition, la connexité est une propriété topologique (i.e. préservée par homéomorphisme).

Comme |0, 27| est connexe, C'\ {c} aussi.

S’il existait un homéomorphisme f de B dans A, il donnerait par restriction un homéomor-
phisme de B\ {1} dans A\ {f(1)}, donc d’un connexe dans un non-connexe, absurde (on peut
ici choisir —1 au lieu de 1). S’il existait un homéomorphisme g de B dans C, il donnerait par
restriction un homéomorphisme de B\ {0} dans C'\ {¢g(0)}, donc d’un non-connexe dans un
connexe, absurde (on peut ici choisir, au lieu de 0, n’importe quel b €] — 1, 1[). S’il existait un
homéomorphisme h de A dans C, il donnerait par restriction un homéomorphisme de A\ {0}
dans C'\ {h(0)}, donc d’un non-connexe dans un connexe, absurde (on peut ici choisir, au lieu

de 0, n’importe quel a € A).

Premiere variante : Si C' était homéomorphe & une partie X de R on aurait d’apres c) :
Ve € X, X \ {«} est un intervalle, i.e. tous les points de X sont du méme c6té de z, i.e.
2 = min(X) ou max(X), donc X aurait au plus deux points, donc C' aussi, absurde.
Deuxiéme variante : Si C' était homéomorphe & une partie X de R, comme C' est connexe (par
arcs, ou comme adhérence du connexe C'\ {(1,0)}), X serait un intervalle de R, qui (comme
(') contiendrait au moins deux points a < b (et méme, une infinité). Pour a < = < b on aurait
z € X et X \ {z} non connexe, donc X non homéomorphe a C.

Troiseme variante : Si C était homéomorphe a une partie X de R, comme C est connexe et
compact, X serait de la forme [a,b], avec a < b puisque C' n’est pas un singleton, donc X

serait homéomorphe a B. Comme B n’est pas homéomorphe a C, c’est impossible.

Exercice 51.
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a) L’adhérence de B pour T4 est U'intersection des fermés de A qui contiennent B, i.e. I'intersec-
tion des FNA avec F fermé de X contentant B. L’intersection de ces F est B donc l'intersection
de ces FNAest BN A.

b) Posons A = BUC. D’aprés a), B fermé dans A < B= BNA« B=BU(BNC) < BNC C
B < BNC C BNC. Donc B fermé dans A et disjoint de C' < BNC = BNC =0 < BNC = ).

[e] [e]
c) Si BC A, B= BN A est un ouvert de 74 inclus dans B, donc inclus dans l'intérieur de B
pour 74. Exemple ou ces deux ensembles sont distincts : X = R, 7 = la topologie usuelle,

A =B =Ry. Pour T4, B est ouvert donc son intérieur est B = R,. Pour 7, B = R}.
Exercice 52.

a) Pour tout k, par définition de la topologie induite sur Fy, Uinclusion iy : F, — X,z +— x est
continue. Or fip, = foi,. Donc si f est continue, fip, aussi. Réciproquement, supposons
que toutes les fip, sont continue et montrons que f l'est. Soit F' un fermé de Y, chaque
FNnF, = fl}i (F) est un fermé de Fy, donc de X (puisque F) est fermé dans X), donc
F = Ui<k<n(F N Fy) est un fermé de X. Remarque : on aurait la méme propriété en
remplaant le recouvrement fermé fini par un recouvrement ouvert quelconque, en remplagant
partout dans la preuve “fermé” par “ouvert”.

b) Contre-exemple justifiant ’hypotheése de finitude : soient f : R — Y non continue et pour tout
r € R, F;, = {x} (fermé), alors R = U,crF: et chaque f|p, est continue. Contre-exemple
justifiant ’hypotheése “fermés” : soient f : R — R lindicatrice de Ry, F; = Ry, F5 = R*,

alors f n’est pas continue, bien que ses restrictions a F; et F5 soient constantes donc continues.

c) Soient Iy = [0,1/2] et Fy = [1/2,1] (fermés recouvrant [0,1]). fp, est continue, comme
composée de 1) par I'application continue [F; — [0,1],¢ +— 2t — 1. Méme raisonnement fp,,
car la formule f(t) = ¢(2¢) est vraie non seulement pour 0 < ¢ < 1/2 mais aussi pour ¢t = 1/2,
puisque f(1/2) = (0) = ¢(1). D’apres a), f est donc continue.
Exercice 53. f est continue ssi pour tout ouvert U de A, f~1(U) est un ouvert de X, i.e. ssi pour
tout ouvert O de Y, f~1(ONA) est un ouvert de X. Or f~1(ONA) = f~1(i~1(0)) = (io f)~1(0).
Donc f est continue ssi i o f 1est.
Exercice 54. Il suffit de prouver que si A est dense dans X et O ouvert de X alors AN O
est dense dans O, c’est-a-dire rencontre tout ouvert non vide de O. Soit U un ouvert non vide

de O, alors (comme O est ouvert) U est un ouvert non vide de X donc A rencontre U, donc
(ANO)YNU = ANU #0.

Exercice 55.

a) L’intérieur d’un produit est le produit de intérieurs et idem pour les adhérences (cf exercice
57) donc C = C et C = [-1,1]2.
o o _— J—
b) De méme, D = C x ) =0 et D =C x {0} = [-1,1]? x {0}. Remarque : C est ouvert dans
R? mais C' x {0} n’est pas ouvert dans R3.
Exercice 56. Soient B une base d’ouverts de X et B’ une base d’ouverts de Y. Alors une base

d’ouverts de X x Y est donnée par B” = {U x V | (U,V) € B x B'}. Si B,B’ sont (au plus)

dénombrables, B x B’ aussi donc B” aussi.
Exercice 57. Puisque Fr(A) x B = (A x (et analogue en échangeant les roles de A
et B),ona (Fr(A) x B)U (A x Fr(B)) = ( x B)N(Ax B)] = (Ax B)\ (A x B). Soit
C = A x B, il suffit donc de prouver que C = A x B et C = Ax B. La topologie produit sur X x Y’



est définie par une base d’ouverts, les ouverts élémentaires i.e. les U x V avec U ouvert de X et V
ouvert de Y. 5’ est donc I'union des ouverts élémentaires inclus dans C, or UxV C AxB< U C A
et V. C B. D’ou COJ’ = ;1 X % De méme, C° est Punion des ouverts élémentaires inclus dans C°, or
UxV C(A°xY)U(X x B%) & U C A°ou V C B, d'ot T° = ((A°) x Y) U (X x (B%)), d'ot
C=AxB.

Exercice 58.

a) La bijection X — I'(f),z — (=, f(x)) est continue, comme restriction de I’application X —
X xY,xz— (z, f(x)) qui est continue car ses deux composantes idy et f le sont. La bijection
réciproque I'(f) — X, (z,y) — « est continue, comme restriction de la projection (continue)
de X xY dans X.

b) Supposons Y séparé, et montrons que T'(f)¢ est ouvert. Soit (z,y) € T'(f)°, ie. y # f(x).
Il existe V, W ouverts disjoints de Y tels que y € V et f(x) € W. Posons U = f~1(W).
Alors U x V est un ouvert (élémentaire) de X x Y contenant (x,y) inclus dans I'(f)¢ (puisque
(u,v) eU XV & flu)e WiveV =uv# f(u).

¢) D’aprés b) pour f = idy, si X est séparé alors A est fermée. Réciproquement supposons A
fermée et vérifions que X est séparé. Soient z,y deux points distincts de X. On a (z,y) € A°
donc il existe un ouvert élémentaire U x V de X x X contenant (x,y) et inclus dans A, i.e.

il existe U, V' ouverts disjoints t.q. x € U et y € V.
Exercice 59.

a) Les U x V tels que U soit un ouvert de X contenant a et V un ouvert de Y contenant b
forment une base de voisinages de (a,b) dans le produit X x Y. Il suffit donc de montrer que
(sous les hypotheses) chacun de ces U x V' contient (zy,yx) pour une infinité de valeurs de k.
Pour un tel U x V, par hypothese, il existe N tel que Vn > N, x,, € U, et il existe une infinité
de k tels que yr € V. En enlevant ceux de ces k qui sont < N, il reste une infinité de k tels

que (g, yx) €U x V.
b) Contre-exemple X =Y =R, 2, =y, =(-1)",a=1,b=—1.
Exercice 60.

a) H est réflexive : poser hy = f, ainsi fHf via h. H est symétrique : si fHg via h, poser
ki = hy1_¢, ainsi gH f via k. H est transitive : si eHf via h et fHg via k, poser £; = ho; si
t<1/2et l; =ko_y sit>1/2, ainsi eHg via L.

b) OHidg via h¢(x) = tz donc R est contractile. Pour toute application continue & : [0, 1] x R* —
R* telle que ho(z) = x, h1(z) est du méme signe que = donc h; est non constante, donc R*

n’est pas contractile.

c) S'il existe c € Y et h: [0,1] x Y — Y continue t.q. ho(y) = y et h1(y) = c alors en posant
ki = hyo f on trouve fHc, donc toutes les f sont homotopes a l’applicaiton constante ¢ (donc

homotopes entre elles).

Exercice 61. Soit m = (z,y,2) € P/, ie. 2> +y?+22=1et 2 # 1, alors
(pm) = {(0,0,1)+ A(z,y,z—1) | A € R} donc (pm) N P est réduit au point w(m) := (£, -, 0).

1—27 1—-27

7 est continue car I’application correspondante de P’ dans R3 l'est car ses trois composantes le

sont. w : P' — P est bijective et m~!(u,v,0) = Punique (z,y,2) € P’ t.q. = = (1 — 2)u et

u2+112 —1

WD si bien que 7! est continue.

y = (1 — 2z)v, qui correspond & z =
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Exercice 62. Soient (E,d) un espace métrique (donc séparé) et F, G deux fermés de E, disjoints.
Posons f(z) = % (f est bien définie car d(z, F') +d(x,G) =0 = z € FNG = absurde).
Alors f : E — [0,1] est continue et vaut 0 sur F et 1 sur G.

Exercice 63. Les seules parties de diameétre nul sont () et les singletons.

On a §(A) < §(A) puisque A C A. Montrons que réciproquement, §(A) < §(A) c’est-a-dire
Va,y € A,d(x,y) < §(A). Soient donc x,y € A. Pour tout € > 0 il existe z’/,y' € A tels que
d(z,2") < eet d(y,y’) < e, dou (par inégalité triangulaire) d(z,y) < d(z',y') + 2¢ < §(A) + 2e.
Donc d(z,y) < inf.so(6(A) + 2¢) = §(A).

Exercice 64. La symétrie et I'inégalité triangulaire pour § viennent des mémes propriétés pour
d. Quant au fait que §(x,y) =0 < x =y, il vient de la méme propriété pour d et de Uinjectivité
de f. Donc ¢ est une distance sur X, et par construction f : (X,0) — (f(X), d) est une isométrie.
Si (X,T) est un espace topologique et f : (X,7) — (E,7;) un homéomorphisme, d’aprés ce
qui précede f : (X,d) — (E,d) est une isométrie, donc un homéomorphisme pour les topologies
associées 75,7y. Donc idy = f~to f:(X,7) — (X,7s) est un homéomorphisme, i.e. 7 = T,
donc (X, T) est métrisable.

Exercice 65.

a) Soit B I'ensemble des boules B(a, 1) avec a € A et n € N*. Il s’agit (cf exercices 14.a et 15)
de montrer que pour tout ouvert O de E et tout x € O, il existe B€ Bt.q. x € BC O. 1l
suffit pour cela de le prouver dans le cas ot O est de la forme B(z,e) (puisque tout ouvert
contenant x contient une telle boule). On cherche donc, étant donnés x € E et ¢ > 0, un
a € Aetunn € N* tels que d(z,a) < 1/n et B(a,1/n) C B(x,e). Pour assurer cette inclusion
de boules il suffit (par inégalité triangulaire) que d(z,a) + 1/n < e. Il suffit donc de choisir n
entier > 1/e puis (par densité) a € A t.q. d(z,a) < min(1/n,e —1/n) (par exemple on choisit

n>2/e puis a € A t.q. d(z,a) < 3).

b) Si A est dénombrable alors A x N* aussi donc B aussi.

Exercice 66. Si: [0,1] est métrisable de type dénombrable et ces deux propriétés sont stables par
homémorphismes, sous-espaces, et produits dénombrables (variante pour de “type dénombrable” :
pour un espace métrique, étre de type dénombrable équivaut a étre séparable — cf exercices 41 et
65.b — et on peut montrer que tout sous-espace d’un métrique séparable est séparable et qu’'un
produit dénombrable de séparables est séparable, mais avec précaution, car A, dénombrables
# [],,en An dénombrable). Seulement si : soit X de type dénombrable (donc contenant une suite
dense (an)neN), €t métrisable (ce qui permet de définir ¢ comme dans I’énoncé). ¢ est évidemment
continue. Reste & montrer qu’elle est injective et que la bijection réciproque, de I'm(p) dans X, est
continue. Autrement dit (ce qui prouvera les deux simultanément) : Vz € X,Ve > 0,3V € V(¢(x))
t.q. ¢(y) € V = d(z,y) < e. Soit n t.q. d(z,a,) < /2, alors V := {r,|r, — d(z,a,)| < £/2}
convient. (Autre méthode possible : continuité séquentielle).

Exercice 67.

a) Siles E, sont de type dénombrable alors E := ], .n En aussi. Pour métriques complets,
cf cours. Tout fermé d’un métrique complet est complet (et la propriété d’étre de type

dénombrable passe aux sous-espaces).

b) Soit U ouvert dans X polonais. Alors f: U — R,z — 1/d(z, X \ U) est continue a valeurs
dans R séparé, donc V := I['(f) est homéomorphe & U. D’autre part V = g~!({1}) pour
g: X xR —R,(z,t) — t.d(x, X \U) (continue) donc (d’aprés a) V est polonais.

Exercice 68.
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a) f est continue (car chacune de ses composantes est idx, continue). Notons A son image (la
diagonale de XN, i.e. le sous espace des suites constantes & valeurs dans X) et g : X —
A,z — f(x). Alors g est continue bijective, et sa bijection réciproque n’est autre que la
restriction & A de n’importe laquelle des projections p, : XN — X, qui sont continues. Donc
g est un homéomorphisme. Sa restriction h : A — g(A) = f(A),a — g(a) = f(a) est donc
un homéomorphisme. De plus f(A4) = [[,cn An N A est un fermé de [, .n An puisque la
topologie sur ce produit coincide avec la topologie induite de XN et que A est un fermé de XN
car X est séparé (propriété analogue a lexercice 58.c) : pour tout & = (z,)nen € A€, soient
p,q € N t.q. x, # x4, il existe Up, U, ouverts disjoints de X contenant respectivement x,, x4 ;
posons U, = X pour 7 # p,q, et U = [],,cn Un, alors U est un ouvert de XN, contenant x et
inclus dans A°.

b) Dans X séparé, soient A,, polonais et A = N,enA,. D’apres a), A est homéomorphe & un

fermé de [ A, donc & un polonais d’apres ’exercice 67.a. Donc A est polonais.

neN

c) R\ Q= Nueqds avec A, = R\ {z}. D’apres l'exercice 67.b, chaque A, est polonais. Donc

d’apres b) (et en untilisant la dénombrabilité de Q) R\ Q aussi.

Exercice 69.

exp n’est pas uniformément continue sur R puisque y,, —x, — 0 n’implique pas exp y,,—exp z,, — 0,
puisqu’il existe des suites y, y, = T, + hy telles que y, — x, = h,, — 0 et expy, —expz, =
(exp xy)(exp hy, — 1) ~ (exp y)hy 7+ 0 @ par exemple h, = 1/n et x,, = Inn.

In n’est pas uniformément continue sur ]0, +oo[ puisqu’il existe des suites x,, h, > 0 telles que
hn — 0 et In(zy, + hy) — In(z,) = In <%) 40, ie. % 4 1, ie. hy/x, /0 : par
exemple h,, =z, = 1/n.

Vo ou plus généralement = — z* pour 0 < a < 1, est uniformément continue sur [0, +o00[ car
pour 0 <z <y, 0 <y* —z* < (y—xz)™

x+— 1/x | ou plus généralement z — z pour o < 0, n’est pas uniformément continue sur |0, +oo]

puisqu’il existe des suites x,, h, > 0 telles que h,, — 0, h,/z, — 0 et (x, + h,)* — 2% =
22((1 4 hy/20)* = 1) ~ ah,z®~! /4 0 @ par exemple z,, = 1/n et h,, = n®"1L.

x+— x* , ou plus généralement x — z® pour a > 1, n’est pas uniformément continue sur |0, +o0o[ par

le méme argument, avec cette fois x,, = n et h, = n'=*.

- Toute fonction continue d’un métrique compact (comme [a, b]) dans un métrique (comme R)

est uniformément continue.

Exercice 70. Il suffit de le prouver par exemple pour f = arctan, car ensuite, pour une autre
f continue de limites ¢4 en oo on aura, en définissant g : [—7/2,7/2] — R par g(x) = f(tanz)
si x # +7/2 et g(£n/2) = £y : g continue d’'un métrique compact dans un métrique donc
uniformément continue, arctan uniformément continue sur R, donc f = g o arctan aussi.

Or arctan est uniformément continue car 1-lipschitzienne (par le théoréme des accroissements finis).
Méthode plus directe (mais plus laborieuse) : soit f : R — R continue admettant en 00 des limites
finies £, et soit € > 0. Soit M tel que Vo > M, |f(x) — 1| <e/d et Vo < —M,|f(z) — (-] < e/4.
Soit (par uniforme continuité de f sur [—M, M]) n €]0,2M| tel que Vz,y € [-M, M|, |z —y| <n =
|f(z)— f(y)| < e/2. Alors, pour tous z,y € R tels que |z —y| < n, montrons que | f(z) — f(y)| < e.
Premier cas : si x,y sont non seulement 7n-proches, mais tous deux dans un méme intervalle
] — 00, —M] ou [-M, M] ou [M,+oo] ¢’est immédiat (on a méme |f(x) — f(y)| < €/2). Second

cas : M ou —M est compris entre les deux (donc n-proche des deux), disons par exemple M
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(donc xz,y > M —n > —M). Alors, en appliquant le premier cas & (z, M) et & (y, M) on obtient
@) = fW)l < [f(@) = FM)[+ |f(M) = f(y)| <e/2+¢e/2=¢€.
Exercice 71.

a) Sur U = F°, 2 — d(z, F) est continue et ne s’annule pas (car F fermé).

b) Sur U,, fr est uniformément continue car 1/a?-lipschitzienne (comme composée de U, —
[, +00[, z +— d(x, F), 1-lipschitzienne, et de [a, +oo[— R,t + 1/t, 1/a>-lipschitzienne par le

théoréme des accroissements finis).
c) zeU<=d(xz,F)>0s3a>0dzF) > .

d) E=R*, F ={0}: pour x € U =]0,+00[, fr(z) = 1/z (non uniformément continue, cf

exercice 69).
Exercice 72.

a) Vérifions d’abord que ce sont bien des distances. La seule propriété non évidente est 'inégalité
triangulaire. Elle résulte du fait que toutes deux sont de la forme f o d avec f croissante et
telle que f(a 4+ b) < f(a) + f(b). 61 est uniformément équivalente a d car d; < d et pour
01(z,y) < 1, d(z,y) = d1(x,y). d2 aussi puisqu’elle est uniformément équivalente a §; d’apres

b).

b) Vt > 1, min(1,¢#) = 1 est bien compris entre —— et 2L car t < 1+¢ < 2t. Vt € [0,1],

1+t 1+t
min(1,¢) = ¢ est bien compris entre %H et 127+tt car 1 <1+t <2. Doncdy <; < 20y. Soit
D =1Im(d)\ {0}. On ad < adq ssi Vt € D,t < 1‘% ie ssiVt € D,14+t < a. Un tel a existe

ssi D est borné, i.e. ssi (E,d) est borné.

Exercice 73. Pour k = 0, (z,,) n’a aucune valeur d’adhérence dans R ssi, dans le compact
[—00, +00], sa (ou ses) valeur(s) d’adhérence appartien(nen)t & {£oo}, donc ssi |z,| — co. Exem-
ple : z, = n.

Pour k > 0, le plus simple est d’“ entreméler” k suites y(0),...,y(k — 1) convergeant vers k limites
distinctes (o, ..., £, c’est-a dire de poser xpg4r = y(r)y pour ¢ € N et r € {0,...,k —1}. On
peut méme choisir chaque suite y(r) constante i.e. y(r), = ¢, (en particulier pour ¢, = r, ce
procédé donne z,, = le reste euclidien de n par k). Mais on peut aussi “entreméler” une suite
supplémentaire y(k) telle que |y(k),| — oo.

Si on fait ce rajout, pour k£ = 1, on obtient une suite divergente ayant une seule valeur d’adhérence.

Exemple : 29 = 0, %2441 = ¢q.

Exercice 74. Soit (U;);c; un recouvrement ouvert de K, on cherche J fini inclus dans I tel

que (U;)ses soit encore un recouvrement de K. Autrement dit (en notant U; = O; N K) : soit

(O;)icr une famille d’ouverts de E dont la réunion contient K, on veut prouver que K est inclus

dans U;c yO; pour une partie finie J de I bien choisie. Il existe k € I tel que a € O. Il existe

alors N € N tel que Vn > N,a,, € Of. Pour n de 0 & N, soit i, tel que a, € O,;,. Alors

J :={k,ig,...,in} convient.

Exercice 75.

a) A+ B est I'image dans R (séparé), par lapplication + (continue) de A x B (compact).

Variante : soient ¢, = a, + b, avec a, € A,b, € B. Par compacité de A et B, Iy, agy(n) —
a € A puis 3, b,oyn) — b € B, d'ott en posant 0 = p o1 1 oy — ¢ := a+b. Variante
intermédiaire : soient (an,b,) € A x B. Par compacité de A x B, 30, (ag(n), bo(n)) — (a,b) €
A x B, dou ¢y — c:=a+b.
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b)

Soient ¢,, = a,+b, avec a, € A,b, € Betc, — ¢, montrons que c € A+B. 3p,ay,m) — a € A,
d’ott by(ny — ¢ —a donc ¢ —a € B. Variante : (supposons A, B non vides, sinon c’est
immédiat). Soit ¢ adhérent & A+ B. Yn € N,Ja € Aetb e Bt.q. |c—(a+b)| < 1/n donc les
F,:={a€ A,d(c—a,B) <1/n} forment dans le compact A une suite décroissante de fermés
non vides. Soit a € Nyen+Fy, alors d(¢ — a, B) = 0 donc ¢ — a € B. Autre variante : soit ¢
adhérent 8 A+ B. Ve >0,3Jda€ Aetbe B t.q. |c—(a+b)| <e¢, donc d(c — A, B) =0, donc

(cf exercice 87b) le compact ¢ — A et le fermé B sont non disjoints.

Pour que la premiere méthode de (b) ne s’applique pas il faut que A, B contiennent des
suites (an), (b,) sans valeur d’adhérence telles que a, + b, — ¢ ¢ A+ B. Par exemple
A = {ap,n € N}, et B = {b,,n € N} avec a, — +00,b, — —oo (ce qui implique A, B
fermés) mais a,, + b, — 0 et ¥p,q € N,a, + b, # 0. Cherchons donc a,, — +o0 et h,, — 0 (on
posera b, = h,, —a,) t.q. ¥p,q € N, h, # a4 — a,. On peut prendre a,, = n, et h, ¢ Z t.q.
hn, — 0, par exemple h, =1/(n+ 2).

Exercice 76.

a)

Le cas ou B est réduit & un point a été traité en cours. On sait donc déja que (pour A compact
fixé) Vo ¢ A,3U,,V, ouverts disjoints tels que A C U, et z € V,.. Puisque B est disjoint de
A on peut appliquer ceci aux € B. On a alors B C U,cpV, donc (par compacité de B)
il existe C' fini inclus dans B tel que B C UgzecVy. Posons V = UgzecV, (ouvert contenant
B) et U = NzecU,. Ainsi, U est ouvert (puisque C est fini), contient A (puisque chaque U,
contient A), et est disjoint de chaque V, pour x € C (puisque U C U, C V), donc disjoint

de leur réunion V.

Dans E compact (donc séparé), soient A, B deux fermés disjoints. Alors A, B sont compacts
donc on peut leur appliquer a).

Soient X localement compact et (cf exercice 78) E son compactifié d’Alexandrov (dont X est
un sous-espace). Alors d’apres b) E est normal, donc (cf exercice 39.a) completement régulier,

donc (cf exercice 38.a) X est complétement régulier.

Exercice 77.

a)

Soit F' un fermé de X x Y, montrons que py (F')¢ est voisinage de tous ses points. Soit donc
y ¢ py(F). Vo € X, (z,y) ¢ F donc AU, > z,V, > y ouverts tels que U, x V, soit disjoint de
F. Par compacité de X, il existe alors Z fini C X t.q. X = UyezU,. Posons V= Ny cz Vo
(ouvert contenant y. Alors V est disjoint de py (F') car X x V est inclus dans UyezU, X V.,
donc est disjoint de F.

(Remarque : la réciproque est vraie en supposant seulement X séparé, cf exercice 58.b). Soit
I' CY x X le graphe (fermé) de f. La projection ¢y : ¥ x X — Y est fermée d’apres (a)
(en composant par 'homéomorphisme évident X x Y ~ Y x X). Soit K un fermé de X,
FUK) =py((Y x K)NT) est donc un fermé de Y.

L’application f : [0,1] — R définie par f(0) = 0, f(x) = 1/x si ¢ # 0 a un graphe fermé.
Autre exemple : f: [-7/2,7/2] — R définie par f(z) = tanz si x # £7/2, f(£n/2) = 0.

Suivons les indications (il faut au passage vérifier que la base d’ouverts proposée en est bien
une) puis montrons que py (A) est égal & X.

11 contient évidemment py (A) = X. Il s’agit donc de montrer qu’il ne contient pas oo, c’est-
a-dire que Vr € X, (x,00) ¢ A. Soit donc z € X, et soit i € I tel que z € U;. Alors (z,00)

appartient a l'ouvert U; x (Y \ U;), qui est disjoint de A.
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Donc X = py (A) est fermé dans Y, donc {oo} est ouvert, donc 3U € E tel que Y\ U C {0},
c’est-a-dire tel que U = X. Donc X € E.

Exercice 78.

a) Posons A = {X \ K, K compact de X} et vérifions que 7’ := 7 U A est une topologie sur X.

b)

- X € A car 0 est un compact de X.
-0eT.

-Si0,0 €eTalorsONO' €T.Si0eTet O =X\K € Aalors ONO' = ON(X\K) € T.
Si 0,0’ € A alors ON O’ € A car une réunion de deux compacts de X est un compact
de X.

- Montrons que 7" est stable par réunions quelconques. 7 Dest, A aussi (car une intersection
quelconque - non indexée par ) - de compacts de X est un compact de X), donc il suffit de
prouver quesi O € T et O' = X\ K € Aalors OUO’ € T'. Or OUO’ = OUX\K = X\ K’
avec K' = K \ O, fermé de K donc compact, donc O U O’ € A.

Supposons X non compact et montrons que oo est adhérent & X, c’est-a-dire : que tout ouvert
O de X contenant co rencontre X. Soit donc O = X \ K € A, alors ONX = X \ K # () car
X # K puisque X est non compact.

Soient O; € T (i € I) et O} = X\ Kj € A(j€J) tels que la réunion soit égale & X (ce
qui implique J # (). Posons O = U;c10; et K = NjesK;. On a donc X C OU (X \ K),
c’est-a-dire K C O. Et on cherche a extraire un sous-recouvrement fini, c’est-a-dire on cherche
I' fini inclus dans [ et J’ fini inclus dans J tels que, sil'on pose O" = Ui O; et K’ = Nje K7,
on obtienne X C O’ U (X \ K'), c’est-a-dire K’ C O’. Comme K est compact inclus dans
O = U;10;, il existe déja I’ fini inclus dans I tel que K C O’ := U;e;rO;. Reste & montrer
que tout ouvert O’ contenant K = N;csK; (en particulier celui-1a) contient une intersection
finie de K, c’est-a-dire : 3J’ fini inclus dans J t.q. NjesK; C O'. Choisissons jy € J, alors
le compact Kjj, est inclus dans O" UUj;, K donc il existe J” fini inclus dans J '\ {jo} tel que
Kj, C O"UUje K5, d’ott le résultat voulu (en posant J" = J" U {jo}).

Montrons méme que X est séparé si et seulement si X est localement compact. Soient z,y
distincts dans X. Si z,y € X il existe toujours O, O’ disjoints appartenant & 7" (et méme a
T’ tels que z € O et y € O’ (puisque X est séparé). Donc X sera séparé ssi Vo € X, pour
y =00, il existe O € T et O’ = X \ K € A, disjoints (ce qui implique O ¢ A donc O € T),
tels que = € O. Autrement dit, X est séparé ssi Vo € X il existe dans X un compact K et
un ouvert O tels que z € O et O C K, donc ssi tout point de X admet un voisinage compact,
donc ssi X est localement compact.

Exercice 79. ( a) : cf cours)

b)

c)

Dans R, les F,, := [n, +oo[ forment une suite décroissante de fermés non vides, d’intersection
vide.

cf exercice 78 question ¢ : de toute famille K; (pas nécessairement une suite décroissante) de
compacts (il suffit en fait que 'un d’entre eux soit compact et les autre fermés) dont I'intersec-
tion est incluse dans un ouvert, on peut extraire une sous-famille finie dont 'intersection est
déja incluse dans cet ouvert. Ici, si la famille finie en question est (K;);es, son intersection
est K, pour n = max(.J).

Par construction, H est un compact non vide d’apres (a), et f(H) C H. Pour prouver

I'inclusion réciproque il suffit (cf exercices 37.c, 38.a, 39.a, 76.b) de prouver que tout ouvert O
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contenant f(H) contient H. Or pour un tel O, I'ouvert 2 := f~1(O) contient H donc d’aprés
(¢), contient I'un des H,,, dou H C Hy,+1 = f(H,) C O.

Exercice 80. Il suffit de prouver que F : X — C([0,1],R),x — F(x) = f(z, ) est continue (puis
de composer par la forme linéaire continue fol). Soient a € X et € > 0. Pour tout b € [0,1], par
continuité de f au point (a,bd), il existe U, voisinage de x et V; ouvert de [0,1] contenant b t.q.
Vo € Up,Vy € Vi, [f(2,y) — f(a,b)| < €/2, en particulier |f(a,y) — f(a,b)| < €/2, donc [f(z,y) —
f(a,y)| < e. Par compacité, il existe B fini inclus dans [0, 1] tel que les V}, pour b € B recouvrent
[0,1]. Soit U = MpepUy (voisinage de a). Pour tout © € U on a Vy € [0,1], |f(z,y) — f(a,y)| <€
ie. |[F(z) — F(a)|leo <.

Exercice 81.
a) Soit ¢ t.q. a €]ay, B; : en prenant J = {i} on montre que a € A, donc A # ().

b) Soient j t.q. m €lay, B[, et © € AN|a;,m]. Il existe J fini inclus dans I tel que [o, z] C
Uie]]aiaﬁi[' SOlt J/ = J U {.7}3 alors Vy € [aaﬁ] N [avﬂj [7 [a,y] C UiG.]/]aivﬁi[v dOHC [avﬁ] N
[, 3;{C A. On en déduit & la fois que m € A et m = (.

¢) R est séparé, et tout réel admet un voisinage de la forme [o, 3]. 1l suffit donc de montrer
que [a, 3] est compact. Soit (Uy)rex un recouvrement ouvert de [, 3]. En appliquant ce
qui précede a la famille de tous les intervalles |ay;, 5;[ inclus dans au moins un Uy, on trouve
qu’un nombre fini d’entre eux suffit a recouvrir [, 3] : [, 8] C Uieslay, Bi] avec J fini et
Jei, Bi[C Ug,. Soit L = {k; | i € J} (fini), alors [e, 8] C UgerUs.

Exercice 82. Un produit fini d’espaces localement compacts est localement compact (car un
produit de séparés est séparé, un produit fini de voisinages est un voisinage et un produit de

compact est compact).

Exercice 83. (Pour a & i, on utilise simplement que les compacts de R™ sont les fermés bornés)
a) Oui (quelle que soit la norme). S™"~! est évidement bornée, et fermée car c’est || || =1 ({1}).
b) Non (sauf si (r,s) = (n,0) ou (0,n)) car cet ensemble est fermé mais non borné.

¢) Non car (quelle que soit la norme) non borné (contient les kI,,, dont la norme euclidienne
est kv/n et la norme opératorielle est k). Cet ensemble est également non fermé dans M, (R)
(parce que c¢’est un ouvert propre et que M, (R) ~ R"™ est connexe, ou simplement parce

qu’il contient les I,,/k mais pas leur limite quand k — o).

d) Non (sauf si n = 1) car cet ensemble est (quelle que soit la norme) fermé mais non borné : il
contient les matrices diagonales diag(k,1/k,1,...,1), dont la norme euclidienne est
k2 +1/k% + n — 2 et la norme opératorielle est k (si k > 1).

e) Oui. O,(R) est fermé (c’est 'image réciproque de {I} par I'application P — P.P* qui est
continue car ses composantes sont polynomiales, ou simplement continue comme composée
d’applications continues. O, (R) est également borné : la norme euclidienne d’une matrice
orthogonale est y/n et sa norme opératorielle est 1. Autre méthode pour n = 2 : O3(R) est

compact car (homéomorphe au) produit des deux compacts (cfa) S* et {—1,1} = S°. L’homéo

est donné dans un sens par ( ) — ((a,b),ad — be) et dans lautre par : ((a,b),e) —

a c

b d
b ea

que son espace de départ est compact et son espace d’arrivée séparé).

(a _€b> (on pourrait se contenter de la continuité de la bijection dans ce sens, en utilisant
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f) Non (sauf si n = 1) car cet ensemble (est fermé mais) non borné, puisqu’il contient (par
plongement diagonal) O5(C) = {(Z _E(Elb> | a,b € C,a’ +b? = 1}, qui est déja non borné

car I’ensemble des couples (a,b) € C? tels que a? +b? = 1 est non borné puisqu’il contient les
(z,iy) avec z,y € R, 22 —y? =1 (cf b).

g) Oui (méme raisonnement que pour O,(R)).

h) Non car (fermé mais) non borné car c¢’est 'ensemble des matrices réelles ((g 2) telles que

a’?—b>=d?>—c®=1et ac=bd, donc a = ecoshz,b=sinhz,d = ¢ coshz, c = e¢’ sinh x avec

e,/ = £1 et x € R. Ou simplement : contient en particulier les matrices telles que b = ¢ = k,

a=d=+1+ k2.

i) Oui comme quotients séparés de sphéres (compactes, cf a). RP" = S(R"™!)/(x ~ —x) =
S"/(x ~ —x), CP"* = S(C"™)/(x ~ uz,|u] = 1) = S /(z ~ ux,|u] = 1). Ces deux
quotients sont séparés car dans chcun des deux cas, la projection est ouverte (puisque résultant
d’une action de groupe) et la relation d’équivalence a un graphe fermé (en utilisant la compacité

du groupe et de 'espace sur lequel il agit).

j) Non, un e.v.n. non nul est toujours non borné donc non compact. Celui-ci n’est méme pas

complet,.

k) H est homéomorphe au compact K := [], N[0, ﬁ_l] car la bijection naturelle de K dans H
est continue (et méme uniformément, directement ou par compacité) : Va,y € H, pour que
S (2 — yn)? < e il suffit (en choisissant N tel que > 2y 1/(n + 1)* < £/2) que pour n =
0,....N—=1, |z, —yn| < \/% Autre preuve de continuité : puisque K est métrisable il suffit
de prouver la continuité séquentielle, qui est un cas particulier du théoréeme de convergence

dominée.

Exercice 84. Pour n > 1, S (spheére unité de R"™!) et R™ sont non homéomorphes car I'une
est compacte et 'autre seulement localement compact. Cependant, (pour n’importe quel point
p de la sphere) S™ \ {p} est homéomorphe & R™ (par la projection stéréographique, cf exercice
61). Il va en résulter que S™ est homéomorphe & R”. Plus généralement, montrons que pour X
localement compact et K compact, la condition “il existe p € K tel que K\ {p} soit homémomorphe
4 X7 est (évidemment nécessaire mais) suffisante pour que K soit homéomorphe & X. Soit donc
¢ : K\ {p} — X un homéomorphisme, et ¢ : K — X la bijection prolongeant ¢ (¢(p) = o).
Pour montrer que 1 est un homéomorphisme on peut se contenter de prouver que v est continue,
c’est-a-dire que VO € 77,1~ (O) est un ouvert de K. Si O € T c’est clair car ¢y ~1(0) = ¢~1(O).
Si O =X\ K€ A, cest parce que (X \ O) = ¢~ *(K’) est un compact donc est fermé dans
K.

Exercice 85.

a) L’injectivité vient du fait qu’un réel = a parfois deux développements ternaires dont un “im-

propre” ie. de la forme x = > ;37" avec a;, = 2 & partir d’un certain rang N + 1, mais
que dans ce cas son autre développement (le “propre”) est x = Y 3,3~ avec 3, = «a,, pour
n<N, By =1+ay,et 8, =0pour n > N : comme 3y =1+ ay, on ne peut pas avoir a
la fois an, Bn € {0,2}.

C est en bijection avec {0,2}N" donc (cf Soutien 1, exercice IV.2) avec R.

b) C est compact car fermé dans le compact [0,1], car égal au complémentaire d’une réunion
d’intervalles ouverts (]1/3,2/3][, 11/9,2/9[, 17/9,8/9], ...).
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c) 1= XC)=A(]1/3,2/3[U]1/9,2/9[U]7/9,8/9[U...) =1/34+2/9+4/27T+ ... =
(1/3) > 7o (2/3)F = 1_1(/23}3) =1, donc A(C) = 0, donc le seul intervalle ouvert inclus dans C
est @, donc le seul ouvert inclus dans C' aussi.

d) Soit z =Y 07 a,37™ € C (avec a,, € {0,2}). Pour montrer que z est non isolé il suffit de
trouver une suite z,, € C, x, # z, r, — . Si o, = 0 & partir d’un certain rang N, on peut

prendre (pour n > N) z,, = x + 2.37" ; sinon, on peut prendre x,, = Y ,_, ap3~".

Exercice 86. R n’est pas compact car pas borné pour la distance usuelle, qui induit la méme

topologie que d (cf exercice 72.a). R est évidemment borné pour d puisque d < 1.
Exercice 87.

a) Exemple dans R? : A = {(z,1/x) | z € R*} (fermé comme immage réciproque de {1} par
I'application continue R? — R, (x,y) — zy) et B = R x {0} (fermé comme produit de deux
fermés, cf exercice 57). Exemple dans R : A= {n+1/(2n) | n € N} et B =N (chacun fermé

comme ensemble des termes d’une suite sans valeur d’adhérence).

b) d(A, B) est l'inf de lapplication B — R,b — d(A,b). Cette application est continue (car
1-lischitzienne) donc si B est compact cet inf est atteint, autrement dit il existe b € B t.q.
d(A, B) = d(A,b). Comme b n’appartient pas au fermé A, d(A,b) > 0.

¢) B est évidemment compact (car fini et séparé).
Pour montrer que A est fermé, montrons que la suite P, = (n + 2)X™ n’a aucune valeur
d’adhérence (dans R[X], et méme dans L*([0,1])). Si (P,) admettait une sous-suite Py
convergeant vers f dans L([0,1]), d’une part on aurait Ny (f) > 1 (puisque Vn, N1(P,) > 1),
d’autre part (par le lemme de Riesz-Fischer) P,(,) admettrait une sous-suite convergeant
presque partout vers f. Or Vt € [0,1], P,(t) — 0. On aurait donc f presque-partout nulle,
d’ott N1(f) =0 : contradiction.
Variante (permettant d’éviter Riesz-Fischer pour montrer que f serait presque-partout nulle) :
P, tend vers 0 non seulement simplement sur [0, 1], mais uniformément sur tout intervalle
[0,1—1/k] avec k € N*, donc aussi pour la norme L; sur [0,1—1/k]. Donc P, aussi. Donc
f serait (presque partout) nulle sur chaque [0,1 — 1/k| donc sur [0, 1].
Variante encore plus “pédestre” : un calcul élémentaire donne, pour n > m,

1 .
Ny (P — P) = 282240 — 1) — 222 (247,50 — 1) avec by, = (255) 77, puis

lim,,— oo (limy, oo N1 (P, — Pp)) = limy— 00 z—ﬁ +1 = 2 donc pour toute sous-suite Py, on
aura lim,, oo (limg oo N1(Ppp) — Pp(q))) = 2 # 0 donc la sous-suite ne sera pas de Cauchy,

donc pas convergente.

d(A, B) = inf,en Z—ﬁ = 1, mais cet inf n’est pas atteint.

Exercice 88. Remarquons d’abord que pour tout y € E, la distance d(A,y) = infyeca d(x,y) est
atteinte (par compacité de A et continuité de x — d(z,y)). Doncd(A,y) <r < Jx € A, d(x,y) < r.
On en déduit que Upe o B'(z,7) = {y € E,d(4,y) < r} = I'image réciproque du fermé | — oo, r] par
Papplication continue £ — R,y +— d(A,y) : c’est donc un fermé de E.

Exercice 89. Les K. sont bien des ouverts contenant K. Montrons que tout ouvert U contenant
K contient un K.. Pour cela, posons F = U° (fermé disjoint de K). F est disjoint de K, ssi
d(F,K) > e. 1l s’agit donc de prouver que d(F, K) > 0 : cf exercice 87.b.

d(f(=),f(y)

A(z.y) peut avoir un sup égal & 1 (donc non

Exercice 90. Faux. La fonction F(z,y) :=
atteint), car elle n’est (définie et) continue que sur E x E '\ A, et non pas sur le compact E X E.
Exemple E = [0,1] et f telle que |f'| < 1 sur |0,1[ mais |f'(0)] ou |f'(1)] = 1. Par exemple

f(x) = sinz ou 22/2.
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Exercice 91. Posons g(z) = d(z, f(z)) : g: E — R est continue donc atteint son inf, que nous

noterons k. Il existe donc g € E tel que k = g(zo).

a)

b)

Si g n’est pas fixe par f, k est > 0.

On a f(xg) = xo car sinon (en appliquant 'hypothese sur f & @ = xo,y = f(x0)) on trouverait

un z (= f(xo)) tel que g(z) < g(xo).

Exercice 92.

a)

d)

Sion avait d(z, F,;) = € > 0, on aurait Vn > 0,d(x, f*(z)) > e donc Vg > p,d(fP(z), fi(z)) > €
donc la suite f™(z) n’admettrait pas de sous-suite convergente, ce qui contredirait la compacité
de E. Donc d(z, F,) = 0 c’est-a-dire = est adhérent & F,. Donc z appartient & tout fermé
contenant F,, en particulier & f(E) (qui est fermé car compact comme image continue d’un
compact dans un séparé). Ceci prouve la surjectivité de f (U'injectivité est évidente).

Autre méthode pour le début de la question (plus naturelle a priori) : soit ¢ strictement
croissante t.q. la suite des f#(™ (x) converge, donc soit de Cauchy. Ve > 0,3IN,Vp > q >
N,d(f¢®P)(z), f#9(z)) < e. On en déduit d(F,,z) < d(f*®)=¢@)(z),z) < e, et ce pour tout
e >0, donc d(Fy,z) =0.

Remarque 1 : on a en fait prouvé que pour toute suite strictement croissante s(n) (en partic-
ulier pour s(n) = n) si on pose ¥(n) = ¢(s(n + 1)) — p(s(n)), on a fY™ — .

Remarque 2 : on a utilisé que f(E) est fermé. Plus généralement, pour toute application
continue f : X — Y et toute partie A de X, I'inclusion habituelle f(A4) C f(A) devient une
égalité lorsque X est compact et Y séparé (exercice).

L’idée est de construire une suite ¥(n) > 0 (inutile qu’elle soit strictement croissante, mais on
peut toujours si on veut faire en sorte qu’elle le soit) telle qu’on ait & la fois fem) () — x et
Y (y) — y. On aura alors d(z,y) adhérent & I’ensemble des d(f™(x), f*(y)) pour n > 0,
donc (puisque cette suite est croissante) d(x,y) > d(f(z), f(y)). Reste a contruire un ) qui
soit le méme pour x et y. Pour cela, deux méthodes :

- ou bien (en utilisant la remarque 1 de a) partir d’'un ¢ qui soit le méme pour x et y,
ce qui est toujours possible par double extraction (en choisissant d’abord p t.q. P (x)

converge, puis o t.q. f°7(")(y) converge, et en posant ¢ = po 7).

- ou bien remarquer que 'application f x f : Ex E — E X FE est encore une dilatation (pour
une distance adéquate sur F X E) et lui appliquer le début du (a) : (x,y) est adhérent &

Flay).-

Prouvons que f est une isométrie (il en sera de méme pour g). D’apres (a), f o g est surjective
donc f aussi. Dapres (b), d(z,y) = d(go f(x),g0 f(y) = 6(f(x), f(y)) = d(z,y), dou
6(f(x), f(y)) = d(z,y).

Une telle bijection f est continue (car 1-lipschitzienne) donc f~! aussi (car E compact) donc

f~! est une dilatation donc est une isométrie, donc f aussi.

Exercice 93. 1l suffit (cf exercice 47.b) de montrer que si z,, — a alors f(z,) — f(a). Posons
K ={z, |n e N}U{a} et K’ := f(K), il suffit donc de montrer que la restriction g : K — K’
de f est continue. Or K est compact (cf exercice 74) donc (par hypothese sur f) K’ est compact.

Comme toute bijection continue d’un compact dans un séparé est un homéomorphisme, il suffit

donc de montrer que g~

L. K’ — K est continue : pour tout fermé F de K, F est compact donc

(g7 HF) = g(F) = f(F) est compact, donc fermé dans K'.

Exercice 94. Parmi les 29 topologies 7 trouvées dans ’exercice 8,
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a) il y en a 19 pour lesquelles X est connexe, i.e. telles que 7 ne contienne pas deux parties

propres complémentaires (un singleton et la paire complémentaire) :
T={0,X}
T ={0,X, A} avec A partie propre de X : 8-2=6 choix pour A.
T ={0,X, A, B} avec par exemple A = {a}, B = {a,b} : 6 choix possibles pour (a,b).
7| =5 7 ={0,X,A, B,C}. Premier cas A, B,C sont deux singletons et une paire

(leur réunion) : 3 choix possibles. Second cas A, B,C sont deux paires et un singleton

(leur intersection) : 3 choix possibles.

b) a part P(X) pour laquelle X a trois composantes connexes, pour les 9 topologies restantes X
a deux composantes connexes :
T ={0,X, A, B} avec par exemple A = {a} et B = {b,c} : 3 choix possibles
[7T|=6< 7 ={0,X,A,B,C,D} avec A, B,C, D = deux singletons, leur réunion, et une
autre paire : 6 choix.

Exercice 95.

a) Démontrons la contraposée. Si Fr(C) = (), I'intérieur de C est égal & son adhérence, donc
C, compris entre les deux, est égal aux deux donc est a la fois ouvert est fermé, donc son
complémentaire aussi, donc si C' est une partie propre de A, A est non connexe.

b) Il suffit d’appliquer (a) & C = BN A, car la frontiere de C' dans A (muni de la topologie induite)
est égale & F'r(B) N A. Remarque : ceci est un analogue, dans le cadre de la connexité, de la
propriété de “passage de la frontiere” dans le cadre de la connexité par arcs.

Exercice 96. Soient f continue non constante de AU B dans {0,1}. Par connexité de A et B, f
est constante sur A et constante sur B : par exemple f =0 sur A et f =1 sur B. Par continuité,
f=0sur AN(AUB) =AU (AN B), dou contradiction si zx € AN B (0 = f(z) = 1).

Exercice 97. Notons ~ la relation d’équivalence dont les classes sont les composantes connexes
(x ~ y < il existe une partie connexe de X contenant & la fois = et y). Soient x € X, i tel que
x € O;, et O ouvert (complémentaire) U;»x,0;. Siy € O; alors (par connexité de O;)  ~ y. Si
au contraire y € O alors x «4 y puisque pour tout Y € X contenant a la fois = et y, Y est non
connexe car il est I'union disjointe de ses deux ouverts non vides O; NY et ONY. En résumé,

pour z € Oy, x ~y < y € O;, donc la composante connexe de = est O;.

Exercice 98. 1l suffit d’appliquer le cours : “ Soit (4;);er une famille non vide de parties
connexes d’un espace X telle que pour tous ¢, j € I, il existe une suite finie d’indices g, ..., %, € [
t.q. do=1d,in=jet Vk=0,...,n—1: A; NA; , # () ; alors U;cr A; est connexe.”

Exercice 99.

a) Soient C cet ensemble, (x1,y1), (x2,%2) € C, et (z,y) = t(z1,y1) + (1 —1)(x2, y2) avec t €0, 1].
Alors x €]z, 22[C I,y €]y1, y2|C I, etx = toy+ (1 —t)x2 < ty1 +(1—t)y2 =y, donc (z,y) € C.

b) Soit F(z,y) = f(y) — f(z). F(C) est un connexe de R* donc est inclus dans R (et f
strictement croissante) ou dans R* (et f strictement décroissante).

¢) Un élément z de I est une extrémité de I ssi I\ {z} est connexe.
d) f est un homéo donc f et f~! conservent la propriété c.

e) Si E est un singleton {a} (i.e. I = [a,b[ ou ]b,a]), f(a) = a donc f est strictement croissante.
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Exercice 100. Soit g(x) = f(x) —z, g : [0,1] — R est continue, ¢g(0) = f(0) > 0, g(1) =
f(1) =1 <0, donc (théoréme des valeurs intermédiaires) 3z € [0,1],0 = g(z) = f(x) — .

Les applications ]0,1] —]0,1],z — x/2, [0,4+o00[— [0, +o0[,z — x + 1 sont continues sans point
fixe. Idem pour l'application f : [0,1] U [2,3] — [0,1] U[2,3] qui vaut 2 sur [0, 1] et 0 sur [2, 3].

Exercice 101. Soit g : A — B définie par g(z) = x si x € [-1,1], g(-2) =2, 9(2) =3 : ¢
est un homéomorphisme. Soit f un homéomorphisme de R dans R tel que f(A) = B. Alors f
envoie chaque composante connexe de A sur une composante connexe de B, et envoie les singletons
sur les singletons, donc envoie [—1,1] sur lui-méme (en particulier f(1) <1 et {—2,2} sur {2,3}.
Mais ceci est impossible car f est strictement croissante (d’ott f(—2) < f(1) < 1) ou strictement
décroissante (d’on f(2) < f(1) <1)or 2et 3> 1.

Exercice 102. Il suffit de construire une bijection continue f d’un non connexe X dans un
connexe Y (f~! sera donc non continue). Exemple X =] — 1,0JU]1,2[, Y =] — 1,1[, f(z) = = si
x <0, f(x) =2 —1six > 0. Autre exemple : f = idg, X = E muni de la topologie discrete,

Y = F muni de la topologie grossiere, pour £ un ensemble ayant au moins deux éléments.
Exercice 103.

a) Soient U,V ouverts complémentaires t.q. p € U et ¢ € V. Sip,q € A C X alors A est non
connexe (car dans A, ANU et ANV sont deux ouverts non vides complémentaires). Donc

P, q ne sont pas connectés.

b) Soient p,qg € Q avec p < ¢q. Soit r €|p,q[\Q. D’apres a) appliqué a U =] — oo, r[NQ et
V =]r,+00[NQ, p, ¢ ne sont pas connectés dans Q.

¢) T contient aussi les demi-droites de la forme | — 00,b] = Us<pla,d] et Ja, +oo[= Upsqla, b].
Soient p,q € R avec p < ¢q. D’apres a) appliqué & U =] — oo, p| et V' =]p,+o0[, p,q ne sont

pas connectés dans (R, 7).

d) Soit U ouvert fermé de X contenant g, montrons que p € U. Soit D la droite d’équation
y = —1, U N D ouvert fermé non vide de D qui est connexe, donc UND = D, ie. D C U,
en particulier (0,—1) € U, donc (puisque U ouvert dans X) il existe N € N tel que Vn >
N, (0,—5%5) € U, donc U N A, est un ouvert fermé non vide de A,, connexe, donc A, C U,
en particulier (0

s 77) € U. Et ce pour tout n > N, donc (puisque U fermé dans X) p € U.
Ceci prouve que dans X il n’existe pas U,V ouverts complémentaires t.q. p € U et g € V.
Pourtant, p, ¢ ne sont pas connectés puisque la composante connexe de ¢ est D (qui ne contient
pas p). En effet, D est une partie connexe de X contenant g et c’est la plus grosse, car pour
toute partie A de X contenant strictement D, ou bien A contient un point d’'un A,, pour un
certain n € N* et alors AN A, est un ouvert fermé de A différent de @, A, ou bien A C A et

alors D est un ouvert fermé de A différent de (), A, donc dans les deux cas A est non connexe.

Exercice 104. Soient p € X et C' ’ensemble des points de X reliés a p par une chaine simple finie
d’éléments du recouvrement ouvert A = (U;);er. 1l existe U; contenant p, qui vérifie donc U; C C
(par une chaine de longueur 0), en particulier p € C' donc C # (). Pour tout g € C, il existe un
U; contenant ¢, qui vérifie donc U; C C, donc C est ouvert. Pour tout ¢ € C¢, il existe un U;

contenant ¢, qui vérifie donc U; N C' = (), donc C° est ouvert. Donc si X est connexe, C' = X.
Exercice 105.

a) Solent x,y € E*. Si x,y sont non colinéaires, [z,y] C E*. Si x,y sont colinéaires, soit z non
colinéaire & x,y (un tel z existe, par hypothése sur la dimension), alors [z, 2] U [z,y] C E*.

Remarque : en dimension 1 c’est faux, R* n’est pas connexe.
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b)

S(E) donc connexe (par arcs) car c’est l'image de E* par 'application continue x — z/||z||.
La couronne C' = B(0,b) \ B’(0,a) aussi pour 0 < a < b < 400, car C est I'image de E* par
Papplication continue f : z +— (z/||z||)¢(||z|]), ol ¢ est n’importe quelle application continue
surjective de 0, 4+oo[ dans |a, b[, par exemple p(t) = a + 1:7‘2‘ arctant si b < 400, p(t) =a+t
si b= +4o00. (En fait ce ¢ est un homéomorphisme, donc f : E* — C aussi). Autre méthode :
soient z,y € C, posons z = z(||y||/||x]]), alors [z,z] C C et z,y sont reliés par un arc dans la
sphere de centre 0 et de rayon ||y||, donc par un arc dans C.

A est bornée donc il existe R > 0 tel que A C B(0, R). Alors S(0, R) est une partie de A°
connexe par arcs, et tout point de A€ est relié a un point de S(0, R) par un segment (radial)
inclus dans A¢. Donc A€ est connexe par arcs. Remarque : méme conclusion (par translation)
dans le cas olt A est (bornée et) étoilée par rapport & un autre point que 0.

E\ S(E) est réunion de deux ouverts disjoints, B(0,1) et B’(0,1)¢. Le premier est convexe
donc connexe. Le second est connexe d’apres ¢ (ou directement d’aprés b appliqué & a =1 et
b = +00). Ce sont donc les composantes connexes de E'\ S(E) (cf exercice 97).

Exercice 106.

a)

b)

Soit G un supplémentaire de F' dans R™ : dim(G) > 1 donc G* est connexe par arcs. F' aussi
(F est méme convexe) donc F° = F' @ G* est connexe par arcs.

Soit f une forme linéaire de noyau F : F¢ = CT U C~ avec CT = f71(]0,4+[), C~ =
f71(] — o0, 0[) ouverts, et (convexes donc) connexes par arcs, donc (par le méme raisonnement
que dans Pexercice 7 question d) ce sont les deux composantes connexes de F¢. Va € F, soit
E,=CTU{a}uC~. Alors C" U{a} est convexe donc connexe par arcs, C~ U {a} de méme,
or ils sont non disjoints, donc leur réunion F, est connexe par arcs (ou plus directement : E,
est étoilé par rapport a a). Pour tout A strictement inclus dans F', A° = U,cp\ 4 Eq l'est donc
aussi (car les E, sont non disjoints). (Ou simplement, en choisissant un point a € FF'\ A : E,

est connexe et dense dans A°).

Sin > 2, (R™)* est connexe (par arcs), tandis que Vz € R,R \ {z} a deux composantes
connexes, donc R” et R ne sont pas homéomorphes. Soit ¢ €]a, b[, alors [a,b] \ {c} a deux
composantes connexes (les deux ouverts de [a, b], connexes et disjoints, [a, c[ et ]c,b]). Soit D
un disque fermé de R2. Pour tout # € D, ou bien x € Fr(D) et alors D \ {z} est convexe
donc connexe (par arcs), ou bien x € D et alors D \ {z} est également connexe (par arcs,
méme démonstration que pour E* dans l’exercice 105, ou s’en déduit en disant que E* est
homéomorphe & une partie dense de D \ {x}). Donc [a,b] et D ne sont pas homéomorphes.

Exercice 107. Posons g(u) = f(u) — f(—u). Alors g(S™~!) est un intervalle non vide de R,
symétrique (car g(—z) = —g(x)) donc contenant & la fois des réels > 0 et des réels < 0, donc

contenant 0. (Inutile d’utiliser que - par compacité - cet intervalle est fermé borné).

Exercice 108.

a)

b)

C U S est connexe car c’est adhérence de C' qui est connexe (comme image continue du
connexe R™*). Mais il n’est pas connexe par arcs car aucun chemin dans C' U S partant de
C n’atteint S, car en notant M; = 1 (cost,sint), si d(M;,S) =

T — 0 alors t — 400 (&
détailler).

1
t+1
C, S, T sont connexes par arcs (comme images continues de connexes par arcs) et I rencontre

C et S, donc CUITUS est connexe par arcs. Mais il n’est pas localement connexe, car par
exemple (—1,0) € S n’admet pas (dans cet espace) de base de voisinages connexes.

Exercice 109.
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2)

b)

c)

a € C(a) donc C(a) # 0. Pour tout x € C(a), soit B une boule ouverte de centre z et incluse
dans O, alors B C C(a). Donc C(a) est ouvert.

Soit x € O adhérent & C'(a). Soit B une boule ouverte de centre = et incluse dans O, alors B
rencontre C(a) donc B C C(a) donc x € C(a). Donc C(a) est fermé.

Si O est connexe on a donc C(a) = O, donc O connexe par arcs.

Exercice 110.

2)

b)

On se ramene facilement au cas d’une boule B de centre O et au cas x = 0. Soit alors
y = (t1,...,t,) € B, la suite (xo,...,Tp+1) convient, avec xzy = (to,...,tx—1,0,...,0).

Soient O un ouvert connexe de R™, a € O, et C(a) 'ensemble des z € O reliés & x par un
c.p.a. . D’apres a), toute boule ouverte qui rencontre C(a) est incluse dans C(a), donc on
peut raisonner exactement comme dans l’exercice précédent et montrer que C(a) est un ouvert

fermé non-vide de O donc C(a) = O, donc O est connexe par c.p.a. .

Exercice 111.

a)

)

f(U) est la réunion des f(U,) quand z parcourt f~1(O). Or pour un tel x, f(U,) est un
connexe contenant f(z) et inclus dans Y’ donc est inclus dans la composante connexe de
f(z) dans Y, qui est O. D’ou f(U) C O.

On a O C Y’ par définition. Montrons que O est par ailleurs disjoint de f(X \ U), i.e. que
Vo ¢ U, f(x) ¢ O, i.e. que Vo € f~1(0),z € U : il suffit de constater que si z € f~1(0) alors
reU, CU.

Pour tout y € Y\ f(X \ U), soit (puisque Y’ C f(X)) z € X t.q. y = f(z). Alorsz ¢ X \U
ie. x €U, donc y € f(U), d’ou la troisieme inclusion.

Onadone f(U)=0=Y"\ f(X\U).

Si X est compact alors f(X) aussi (image continue dans un séparé). Side plus X est localement
connexe, soient Y/ un ouvert de f(X) et O une composante connexe de Y’, montrons que O
est un ouvert de f(X) (ce qui prouvera que f(X) est localement connexe). On applique a) :
X' = f~1(Y") est un ouvert de X’ donc (par connexité locale de X) les U, sont ouverts, donc
U aussi, donc X \ U est un fermé du compact X, donc est compact, donc f(X \ U) compact,
donc fermé dans f(X), donc O =Y’ \ f(X \ U) est un ouvert de f(X).

Si X7, X5 sont deux parties de Y compactes et localement connexes alors 1’espace topologique
X constitué de leur union disjointe ’est aussi. Or ’application canonique de X dans Y est

continue et son image est X7 U X5. Donc ¢) se déduit de b).

X, est évidemment (compact et) localement connexe. X7 est homéomorphe & |0, 1] donc (non
compact et) localement connexe. X; U X5 n’est pas localement connexe car dans cet espace,
tout voisinage de (0,0) inclus dans 'ouvert | — 1, 1[x] — 1, 1] est non connexe.

Définissons f sur X := [—3, —1JU]0, 1] (localement connexe mais non compact) par f(x) =
0,z +2)six €[-3,—1] et f(z) = (z,sin(1/x)) si z €]0,1]. Alors f est continue et (cf ¢) )
f(X) n’est pas localement connexe.

Exercice 112. GL,(R) est non connexe car union disjointe de deux ouverts non vides,
GL}(R) :=det™1(]0, +0[) et GL,, (R) := det~1(] — o0, 0[).
Soient A, B € GL,(C), posons ¢(z) = zA+ (1 — z)B. Comme det o ¢ est un polynéme, ’ensemble

Z de ses racines est fini, donc (cf ci-dessous) C\ Z est connexe (par arcs), donc son image H(A, B)

par ¢ aussi. De plus (par construction) H (A, B) est une partie de GL,,(C) contenant A et B. Ceci

prouve que GL,(C) est connexe (par arcs).

28



Preuve que pour toute partie finie (ou plus généralement, au plus dénombrable) Z du plan com-
plexe, Z¢ est connexe par arcs.

Pour tous z,y € Z¢, soient D une droite passant par = et ne rencontrant pas Z (il en existe une
infinité non dénombrable) puis D’ une droite passant par y et ne rencontrant pas Z et non parallele
a D (& nouveau, il en existe une infinité non dénombrable), et soit z le point d’intersection de D
et D'. Alors [z, z] U [z,y] forme un chemin dans Z¢ de x & y.

Preuve que pour toute partie finie (ou plus généralement, bornée et au plus dénombrable) Z du
plan complexe, Z¢ est connexe par arcs.

Soit Z' = U,ez[0, 2], alors Z’ est étoilé et borné donc (cf exercice 105.c) Z'® est connexe. Par
ailleurs, Z’¢ est dense et inclus dans Z¢. Donc Z¢ est connexe.

Preuve que pour toute partie finie (ou plus généralement, constituée de points isolés) Z du plan
complexe, Z¢ est connexe par arcs.

Soient x,y € Z°¢. Pour tout a € Z N [z,y], soit g, > 0 tel que B(a,2e,) N Z = {a} et d(a,z) > &,
et d(a,y) > e,. Dans le segment [z,y] remplacons, pour chaque a € Z N [z,y], la portion
[a — equ,a + equ] (ot u = ﬁ) par 'un des deux demi-cercles de mémes extrémités. On forme
ainsi un chemin continu de x a y dans Z°¢.

Remarque 1 : Toute partie de R"™ constituée de points isolés est au plus dénombrable, donc les
cas traités dans la premieére preuve englobent ceux non seulement de la deuxiéme, mais aussi de la
troisieme.

Remarque 2 : Soit D une partie au dénombrable d’un e.v.n. E de dimension > 2, alors E \ D est
connexe par arcs : Vz,y € E'\ D, soit P un plan de F contenant z,y, alors (en appliquant ce qui
précede & Z = D N P, au plus dénombrable) il existe un arc joignant = a y dans P\ Z donc dans
E\D.

Exercice 113. Si une boule fermée B’(a, R) est non connexe, il existe une partition en deux
ouverts-fermés non vides de B’(a, R) (qui sont donc des fermés de X donc des compacts). Soient
K celui des deux qui ne contient pas a, et r = d(a, K) = infyex d(a,z) (donc r < R). Par
compacité de K, il existe b € K tel que r = d(a,b). Alors b € B'(a,r) = B(a,r) donc pour
tout ouvert O de X contenant b, O N B(a,r) # 0. En particulier (puisque b € K) pour O ouvert
de X tel que K = O N B'(a,R) (un tel O existe puisque K est ouvert dans B’(a, R)). 1l existe
donc ¢ € O N B(a,r), dou d(a,c) < retce ONB'(a,R) =K, ce qui contredit la définition de
r. Donc toutes les boules fermées B’(a, R) sont connexes. Donc toute boule ouverte aussi, car

B(a, R) = Uy<rB’'(a,r) (et tous ces B'(a,r) ont @ en commun). De méme, X = U,.cr+B'(a,r) est

connexe.
Exercice 114.

a) Par construction, (d; est bien une distance puisque arctan est injective et que d(u,v) = |u—v|
définit la distance usuelle, et) (R, d;) est isométrique (donc homéomorphe) a (| —7/2,7/2], d),
donc les ouverts de R pour d; sont les arctan=!(O) pour O ouvert usuel de | — /2, 7/2[, donc
(comme arctan est un homéomorphisme de R dans | — 7/2, 7/2[ pour les topologies usuelles)
ce sont exactement les ouverts usuels de R.

Variante : id : (R,d) — (R, d;) est continue par continuité de arctan : R —] — /2, 7/2[ (pour
les topologies usuelles), et id : (R,d;) — (R, d) est continue par continuité de tan.

b) (R,d;) n’est pas complet puisqu’il est isométrique a (] — 7/2,7/2[,d) qui n’est pas complet
car pas fermé dans (R, d).
Variante : la suite z,, = n est de Cauchy pour d; (puisque pour d, arctan n est convergente donc
de Cauchy), mais pas convergente dans (R, d;) (sinon la limite £ € R vérifierait di(n,f) — 0
ie. arctanf = /2, or w/2 ¢ arctan(R)). Remarque : ceci prouve que la complétude n’est
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pas une notion topologique, i.e. préservée par homéomorphisme, puisque d et d; définissent
la méme topologie sur R mais que R est complet pour 'une et pas pour 'autre.

Non puisque R est complet pour d mais pas pour dy. En fait, id : (R,d) — (R,d;) est
uniformément continue par uniforme continuité de arctan : R —] — 7 /2, 7/2[ pour la distance
usuelle (cf exercice 70), mais pas id : (R, d;) — (R, d) car tan n’est pas uniformément continue
pour la distance usuelle, puisqu’une suite qui (comme arctann) converge vers 7/2 (donc est
de Cauchy) a une image par tan qui tend vers +oo donc est non bornée (donc n’est pas de
Cauchy).

Exercice 115.

a)

b)

Ce sont les distances associées aux (restrictions des) normes usuelles || [|; (sur L!([0,1],R))
et || |loo (sur Pespace des fonctions bornées de [0, 1] dans R).

(E, ) est complet (cf cours, ou exercice 122) mais pas (F,d) car F n’est pas fermé dans
(L([0,1],R), || ||1) : une suite de fonctions continues peut converger pour || ||; vers une
fonction f non continue. En fait E est dense dans L!([0, 1], R) donc n’importe quel f € L*\ E
fournit un contre-exemple. Par exemple f(z) = z* avec o €]—1,0[ et f,(z) = f(z) siz > 1/n,
folx) = f(1/n) siz < 1/n.

Remarquons d’abord que pour || ||, B est la boule unité ouverte donc est ouvert mais non
fermé. Il n’est donc pas non plus fermé pour || |1, puisque || |1 < || [Jco-

Montrons que pour || |1, B n’est pas ouvert car pas voisinage de tous ses points, par exemple
pas voisinage de la fonction 0. Il suffit de trouver une suite de fonctions continues f, telles que
[ fnlleo > 1 et ||fnlls — 0. Par exemple, fr(z) =0siz>1/net fo(z)=1—nzsiz <1/n.

Exercice 116.

2)
b)

c)

Méme méthode que 114.a en remplacant arctan par In.

Pour d, une suite (z,,) de X est de Cauchy ssi elle converge dans R (donc en fait, dans [0, +-00]).
Elle est de Cauchy pour § ssi In(z,,) est de Cauchy pour d, i.e. converge dans R donc ssi (z,,)
converge (au sens usuel) dans exp(R) =]0,+oo[. Les suites de X qui sont de Cauchy pour
d mais pas pour § sont donc celles qui convergent (au sens usuel) vers 0. Remarque : ceci
prouve que la continuité de In n’est pas uniforme pour la distance usuelle. (Par ailleurs, exp
non plus n’est pas uniformément continue, d’apres I’ exercice 69).

(X,9) est isométrique a (R,d) donc complet. (X, d) est non complet car non fermé dans
(R, d).

Exercice 117. Pour montrer que B est base d’une topologie sur R il suffit (cf exercices 14 et 15)
de vérifier que R = Upegl (ce qui est immédiat) et que ¥O,0’ € B,Yx € ONO',30" € B,z €
0" cONO' :siz e Rilsuffit de prendre O =]a, b] avec a,b € R,a <z < b et ]Ja,b[C ONO’ ; si
x = —o0 alors —oo € O N O’ donc O, 0’ sont tous deux de la forme [—oo, a[, donc 'un est inclus

dans l'autre, donc il suffit de prendre O = le plus petit des deux ; si x = 400, idem. La topologie

sur R induite par 7 admet pour base {O NR | O € B} donc est la topologie usuelle.

b)

c)

Dans (R,7), —oo est adhérent & R car tout voisinage de —oo contient un [—oo,a| donc
rencontre R. Idem pour 4+o0o0. Donc R est dense.
(R, T) est homéomorphe & [—1,1] (muni de la topologie usuelle) d’apreés c), donc connexe.

f est prolongeable en f : R — R continue (nécesairement unique d’apreés b) ) ssi f admet

X

7 - 1+|z| "
est [—1,1] et la restriction g : R — [~1,1] de f est un homéomorphisme (car g~ !(y) =

L’image de f
y
-yl

en oo des limites (éventuellement infinies). C’est le cas pour f(x) =
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d)

1 1

pour y €] — 1,1[ donc g~! est continue sur | — 1,1[, et lim_; 97! = —oo = g7 1(—1) et

lim; g7 = 400 = g71(1)).
D’apres ¢) (R, T) est métrisable (cf exercice 64). L’espace métrique obtenu est isométrique &

[—1, 1] muni de la distance usuelle, donc est complet (car pour cette distance, [—1, 1] est fermé

dans R qui est complet).

Exercice 118.

2)

d(z,2') est la longueur (dans C muni de la distance usuelle) du plus court chemin de z a
z' inclus dans une réunion finie de demi-droites d’origine O. Cette interprétation permet de
vérifier facilement les trois propriétés qui font de d une distance (appelée “distance S.N.C.F.”).
Notons ¢ la distance usuelle. On a § < d (donc id : (C,d) — (C,d) est continue) mais
id : (C,d) — (C,d) n’est pas continue, car |z, — z| — 0 % d(zn,2) — 0 (exemple z = 1,

zn = €'/ ™). Donc ces deux distances ne sont pas topologiquement équivalentes.

Soit (z,) une suite de Cauchy pour d. Alors pour ¢ elle est aussi de Cauchy, donc admet
une limite z. Si z =0 on a d(z,,0) = §(zn,2) — 0. Si z # 0, soient 0 < € < |z]| et N t.q.
Vn > N,|z,| > eet Vp,q > N,d(zp,2z,) < 26. OnaalorsVn > N, z, € Rtzy, donc z € Rz

et d(zn, 2) = |2n — 2| — 0.

Exercice 119.

a)

b)

Soit N t.q. Vp,q > N,d(xp,z4) <1 et solent a = xny et R = max(d(a, zo),...,d(a, zn-1),1).
Alors Vn € N, d(a, z,,) < R.

Soit (x,) de Cauchy et (d’aprés a) ) K une boule fermée contenant tous les x,. Si K est
compacte, (z,) admet une sous-suite qui converge (dans K). Donc (puisque (z,) est de

Cauchy) (z,) elleeméme converge.

Les compacts de X sont toujours fermés et bornés. Si les fermés bornés de X sont compacts
alors en particulier les boules fermées de X sont compactes. Réciproquement si les boules
fermées de X sont compactes alors pour tout fermé borné K de X, K est un fermé d’une telle

boule donc fermé d’un compact donc compact.

Exercice 120.

a)
b)

c)

x est isolé ssi {z} est ouvert i.e. ssi {z} est d’'intérieur vide.

Si X est dénombrable et sans points isolés, il est réunion dénombrable de fermés d’intérieur

vide (les singletons) donc (exercice 125.¢) n’est pas associé & une métrique compléte.

Q est dénombrable et sa topologie usuelle est sans point isolé donc (d’apres b) ) non associée

a une métrique complete.

Exercice 121. La seule question “difficile” est la complétude.

Soit (z(™) une suite de Cauchy dans E, on a lim, ;. d(z®,2(®) = 0i.e. lim, ;o k(zP), 2(0)) =
400 i.e. VM,3dNp,Vp,q > NM,k(:B(p)w(‘J)) > M i.e. les deux suites P, z(?) coincident pour

(p)

tous les indices < M i.e. Vk < M, ;vgf) = x,(f). Posons xj, = cette valeur commune des z;° pour
tous les p > Nys avec M > k. Alors, VM, V¥p > Ny, k(zP), ) > M donc lim,_, k(z®), 2) = 400

done lim,, o, d(z?), z) = 0.

Exercice 122.

a)

Vf.g € BIX,E), 6(f,9) € RT (car si a € X, 6(f,9) < d(f(a),g(a)) + sup,cx d(f(a), f(z)) +
sup,ex d(g9(a), g(x))). Les trois axiomes d’une distance sont évidemment vérifés par 6.
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b)

Si (B(X,E),d) est complet alors (E,d) aussi, car il est isométrique au sous-espace (fermé)
des applications constantes. Réciproquement si (F,d) est complet, soit (f,)nen une suite
de Cauchy dans (B(X, E),d). Pour tout € X, Papplication (B(X,FE),0) — (E,d), f —
f(z) est 1-lipschitzienne donc (f,(z)) est de Cauchy dans (E,d) donc converge. Notons
f(z) sa limite. Pour tout € > 0, soit N tel que Vp,q > N,6(fp, fy) < €. Alors Vo €
X,¥p,q > N,d(fp(z), fy(z)) < € donc Yz € X,Vp > N,d(f,(x), f(z)) < € donc ¥p >
N,sup,cx d(fp(x), f(x)) < €. On en déduit (que f € B(X,E) et) que (fp, f) — 0 quand
p — 00.

Soient f, € Cyo(X,E) et f € B(X,E) t.q. 6(fn,f) — 0, et @ € X. Montrons que f est
continue en a. Soit € > 0. Soit n t.q. 0(fn,f) < €/3. Soit V voisinage de a tel que

Vo € V,d(fn(x), fn(a)) < e€/3. Alors Vo € V,d(f(z), f(a)) < e. Ceci prouve que Cp(X, E) est
fermé dans B(X, E), donc complet d’apres b) si E Dest.

Exercice 123.

2)

c)

Les d,, et les d), := min(1,d,) sont symétriques et vérifient I'inégalité triangulaire, donc d
aussi. De plus si d(f,g) = 0 alors f, g coincident sur chaque K,,, donc sur leur réunion X, i.e.
f=g

Soit (fy,) une suite de Cauchy dans (E, d). D’apres I’exercice précédent, chaque C(K,,, C) est
complet pour d,,, (ou ce qui est équivalent — cf exercice 72.a — pour d,,,), donc les restrictions
fn (™) des fn & K, convergent uniformément vers une fonction f™ continue sur K,,. Comme
la suite des K,, est croissante, la restriction de f(™*tD & K,, est f(™. Il existe donc une
fonction f sur UpenKpn = X dont la restriction & chaque K, est f(™). f est continue sur
chaque K, donc sur chaque K donc sur I'union de ces ouverts UmeNKmH D UnenKpm = X.
Montrons que d(fy, f) — 0. Soit € > 0. Soit M tel que >, 27™ < ¢€/2. Comme f, — f
uniformément sur Ky, il existe N tel que Yn > N,>"  _,,27"d, (fn,f) < €/2. Alors,
Vi > N,d(fn, f) <e. -

(E n’est pas réduit a {0} et) d est bornée (par 2) donc ne provient jamais d’une norme sur E.

Exercice 124.

2)
b)

R est évidemment réflexive et symétrique, et la transitivité vient de I'inégalité triangulaire.

Va,y € &, la suite réelle d(z,, y,) est de Cauchy donc admet une limite ¢. Si d(z!,, z,) — 0 et
d(yn,y),) — 0 alors (par I'inégalité triangulaire) d(x,,y.,) — £.

d((zn); (Yn)) = 0 & (x5) = (yn) résulte de la définition de R. La symétrie et I'inégalité
triangulaire pour § résultent des mémes propriétés pour d.

Siz, =z et y, =y pour tout n € N, 0(f(z), f(y)) = limd(xy,,yn) = d(z,y), donc f est
bien une isométrie de (E,d) sur (f(E),8). f(E) est dense dans E car pour tout (z,) €
E, flzp) — (z,,) puisque limy, 00 0(f(2p), (zn)) = limp_oo limy, oo d(zp, z,) = 0, puisque
limy, ;00 d(2p, ) = 0 (cf Soutien 2-3 exercice 17). Pour toute suite de Cauchy (X,,) dans
E, soit (par densité de f(E)) (z,,) une suite de E telle que §(f(xn), Xn) — 0. Alors (f(ay))
est aussi de Cauchy (pour §), donc (x,,) aussi (pour d), et X, — (z,,) puisque f(x,) — ().

Soit ¢g une isométrie de E sur une partie dense d’un espace complet (F,d'). (F,d) est donc
isométrique a la fois & (f(E),d) et a (g(E),d’). Notons k : f(E) — g(E) I'isométrie composée.
Puisque k est uniformément continue, que f(E) est dense et que F' est complet, k admet un
(unique) prolongement (uniformément) continu h : £ — F. De plus on a par construction
d'(h(z),h(y)) = d(z,y) pour tous x,y € f(F) donc (par continuité et densité) pour tous
T,y € E. Enfin h est surjective car Im(h) est d’une part isométrique a E donc complet donc
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fermé dans F, et d’autre part dense dans F' (puisqu’il contient Im(k) = g(E) qui est dense).
(Une autre fagon de prouver la surjectivité serait de construire (de fagon analogue) la bijection
réciproque). Ceci s’applique & E = Q et FF = R (Dedekind a donné une autre construction
de R & partir de Q, par les “coupures”).

Remarque 1. Une alternative & a)b)c) (beaucoup plus rapide mais moins intuitive) pour
construire “le” complété E de (E,d) est de définir une application D de E dans l’espace de
Banach B(E,R) en posant D(z) = d(z, ) : E — R,y — d(x,y), de vérifier que || D(x) —
D(y)||oe = d(x,y), et de poser E = D(E).

Remarque 2. (Pour répondre & la question d’un étudiant : a-t-on oui ou non besoin de 'axiome

du choix ?7) Dans la réponse & ¢) on I'a implicitement utilisé (deux fois : pour la densité et
pour la complétude). Pour la densité on peut 1’éviter comme suit. Soit X € E et e > 0. Pour
chaque x = (,)nen € X puisqu’on a pour n assez grand 6(f(z,), X) <€, on a §(a,, X) <€
ou a, désigne la valeur de f(z,) pour le plus petit de ces n. Soit A = {a, | x € X}, alors
A est une partie non-vide de f(F) incluse dans la boule B(X,¢€). Par contre sans l'axiome
du choix dénombrable, on a seulement une application naturelle isométrique du E de Iénoncé
dans le F de la remarque 1, mais je ne crois pas qu’on puisse prouver qu’elle est surjective (ou
ce qui revient au méme, que le E de Dénoncé est complet). Mais ces finasseries me semblent
vaines car cet axiome du choix dénombrable est de toutes fagons indispensable (je crois) dans

le théoréeme de prolongement, qu’on utilise dans d) pour prouver I'unicité du complété.

Exercice 125.

a)

Procédons par récurrence. €2y est dense donc rencontre 'ouvert non vide U. Soit x1 € U N Q.
U Ny est un ouvert contenant 1, donce il existe r; €]0, 1] t.q. m c UNQg. Soit n > 2
et supposons construits xi,...,Tp_1 €t 71,...,7,_1. §, est dense donc rencontre 'ouvert
non vide B(xp—1,7p—1). Soit x,, € B(zp—1,7n-1) N Q. B(xp_1,7n—1) N L, est un ouvert

contenant x,, donc il existe r,, €]0,1/n] t.q. B(xn, ) C B(xp—1,Tn—1) N Qy.

Les B(zy, ) forment une suite décroissante de fermés non vides dont le diametre tend vers 0,
dans un espace complet, donc leur intersection est un singleton {z}. On a d(z,,z) <r, < 1/n
donc x,, — x. Mais surtout, x € U N 2 donc §2 rencontre U, et ce pour tout ouvert non vide
U, donc 2 est dense.

o
Soit R = U,en R, avec R, = 0. Alors les ,, := (Rin)C sont des ouverts denses donc ) =
Nneny est dense, donc son complémentaire U,en R, est d’intérieur vide, donc R aussi, donc
R # X.

Exercice 126. cf cours.

Exercice 127.

a)

Par construction, les deux premiers axiomes d’une distance sont vérifiés. Reste a prouver
Pinégalité triangulaire dg(m,p) < do(m,n) + do(n,p). Si deux des trois points sont égaux
c’est immédiat. Sinon, cela vient de a« +1/m +1/p <2a+1/m+2/n+1/p.

Puisque dn(m,n) < a = m = n, toute suite de Cauchy pour d, est stationnaire, donc

convergente.

f n’a pas de point fixe, pourtant si m # n, do(f(m), f(n)) =a+1/(m+1)+1/(n+1) <
do(m,n). (Ceci montre que le théoréme de Picard devient faux si on remplace I'hypothese
“f est k-lipschitzienne pour un certain k € [0, 1[” par 'hypothese plus faible “d(f(x), f(y)) <

d(z,y) quand x # y”, qui assure seulement 'unicité d’un point fixe mais pas son existence.
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Un exemple du méme type mais plus naturel est fourni par f(z) = v/1 + 22, sur R muni de
la distance usuelle).

Exercice 128. & est linéaire continue, de norme < fol( Jy udu)dz = 1/6, donc k-lipschitzienne
pour k =1/6 < 1. Or E est complet. Donc ® admet un unique point fixe. Or les points fixes de
® sont exactement les applications f deux fois dérivable de [0, 1] dans C vérifiant f”(t) = ¢tf(t) et
£(0) = f/(0) = 0. Par ailleurs, la fonction nulle est solution évidente de ce probleme.

Exercice 129.

a) f(x) —2/3 = %;i/;’ > 0Wax > —2/3 donc f(E) C E. f'(x) = —14/(3z + 2)? donc Vz €

E,|f'(z)| <7/8 < 1donc f est contractante donc dans E (complet car fermé dans R complet),

f admet un point fixe.

b) g a deux points fixes +v/2 (celui de f était donc \/5)7 donc g n’est pas contractante (et méme
pas lipschitzienne puisque quand z — —2/3, |¢'(z)| — +0o0).

Exercice 130.

a) E est isométrique & C([0,1],R) muni de la norme sup (via lapplication qui & f associe

x +— f(z)e %), donc est un espace vectoriel normé complet (cf exercice 122).

b) On veut que Vf,g € E,d(Tf,Tg) < %d(f,g). Notons S l'application linéaire associée &
Papplication affine T, i.e. S(h)(z) = [; ah(t*)dt. On veut donc que Vh € E,||S(h)| < i|A]
(autrement dit, que ’application linéaire S soit continue, de norme < 1/2). Essayons a priori
de majorer || S(h)|| en fonction de ||h||. Par définition de ||h|| on a Va € [0, 1], |h(z)| < eMZ| A,
dott |S(h)(x)| < [ aeMdt|h||, dou ||S(h)]| < C|lh|| avec C = supgepey e M [T aeM dt
(et ce C est la plus petite constante possible, car pour h(z) = eM® I'inégalité devient une

égalité). Il s’agit donc d’ajuster M de telle fagon que C soit < 1/2. Comme b > 1, C <

SUPg< <y € M7 [ aeMtdt = a/M. 1l suffit donc de prendre M > 2a.

¢) f est solution de (E) ssi f est un point fixe de T. D’ou (d’apres a et b) Pexistence et 'unicité
d’un tel f.

Exercice 131. C([0,1],R) est complet (pour la norme sup) et T est affine (contractante mais
pas strictement), de partie linéaire S (de norme 1). S?(f)(x) = f0<t<m.0<s<¢(t) fe(s))dsdt donc

1 .
k:=|S]]? = Jocter.0cscp dsdt = [y @(t)dt <1 (par hypothese sur ).
Exercice 132.
a) d n’est autre que la distance associée & la norme | > a; X?|| = sup, |a;|.

b) Soit J : R[X] — ¢ Dinjection linéaire >.!" ja; X" — (ag,...,a,,0,0,...). On a || J(P)|s =
||P|| (ce qui prouve que || || était bien une norme). J(P,) tend vers a := (0,1,1/2,1/3,...)
puisque la norme de la différence vaut 1/(n + 1). Or a n’est pas “nulle & partir d’un certain
rang”, autrement dit n’appartient pas & Im(.J). Donc Im(J) est non fermé dans ¢*° donc non
complet, donc (par isométrie) (R[X], d) n’est pas complet. (Variante sans parler ouvertement
de ¢>° : montrer “directement” que la suite (P,) est de Cauchy mais ne converge pas dans
RIX])).

¢) Pour d(P,Q) = sup;cp,1) [P(t) — Q(?)], idem en regardant tout polyndome comme une fonc-
tion bornée non plus sur N (comme suite de coefficients) mais sur [0,1] (comme fonction
polynomiale), et en considérant une suite de polynémes qui converge uniformément sur [0, 1]
vers une fonction (nécessairement continue mais) non polyndémiale (de tels exemples abondent,
d’apres le théoreme de Weierstrass ; en regardant de plus pres la preuve de ce théoreme, en
expliciter un). Pour d(P, Q) = fol |P(t) — Q(t)|dt, idem en regardant cette fois tout polynéme
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comme un élément de L1([0,1]), et en utilisant le méme exemple, puisque sur [0, 1] la conver-

gence uniforme implique la convergence L'.

Exercice 133.

a),b)
c)

d)

cf exercice 115 (en remlagant R par C)

(C) |l lso) = (C]| |I1) est isométrique a (C,| |) donc complet, donc C est fermé dans (E,d)
et dans (F,d).

Dans (F,dx), B est la boule unité fermée de centre 0 donc est fermé. Comme (E,ds) est
complet on en déduit que (B, dw) aussi.

Montrons que dans (E,dy), B est encore fermé. Supposons donc f,, € B et f,, — f € E pour
dy et montrons que f € B. Montrons plus généralement que si ||h, — k|1 — 0 et Vn,h, <g
presque partout alors h < g A-presque-partout (ceci, appliqué a h,, = |fn], h = |f| et g = 1,
montrera que | f | < 1 presque partout donc, par continuité, partout).

Premieére méthode : par le lemme de Riesz-Fischer (celui qui sert & prouver la complétude des
L?), (hy,) admet une sous-suite qui converge presque partout vers h, d’ou (puisque Vn, h, < g
p-p-) g —h >0 p.p. (donc partout si g, h sont continues).

Deuxiéme méthode : Vz,y € [0, 1]7f[x7y] hpd\ — f[%y] hdX\ d’ott (puisque Vn,f[x,y] hnd) <
f[m,y] gd\) f[r’y] (9 — h)dX > 0 donc pour tout borélien A, [,(g — h)d\ >0, donc g —h >0
A-p.p. (donc partout si g, h sont continues).

Troisieme méthode (plus élémentaire, en utilisant plus tot la continuité de h et ¢) : on montre
comme précédemment que Vz,y € [0,1], f[Ly] (g—h)dX > 0, d’ot, si g, h continues et en notant
F' une primitive de g — h : Yz € [0,1],Vy # z, % >0 d’ou Vz € 0,1], F'(z) > 0 c’est-
a-dire g — h > 0.

Par contre (et ceci re-démontre que (E,d;) n’est pas complet puiqu’il posseéde un fermé non
complet) (B, d;) n’est pas complet, car B n’est pas fermé dans L!([0,1],C) : une suite de
fonctions continues majorées en module par 1 peut tres bien converger dans L1([0, 1], C) vers
une fonction non continue (plus précisément, vers une classe d’égalité presque partout de
fonctions dont aucune n’est continue). Exemple : f,(t) = 1 pour ¢ < 1/2 — 1/n, 0 pour
t>1/241/n, f, affine entre les deux.

Exercice 134. Le noyau de toute application linéaire continue est fermé (comme image réciproque

du fermé {0}). Réciproquement soit f : E — k une forme linéaire dont le noyau H est fermé,

montrons que f est continue. Si f = 0 c’est clair. Sinon, f est surjective (c’est 1a qu’on utilise que

c’est une forme) donc il existe a € E tel que f(a) = 1. Comme —a n’appartient pas au fermé H, il
existe alors § > 0 tel que —a+ B(0,6) N H = (), ce qui équivaut & B(0,8) N (a+ H) = O c’est-a-dire
a B(0,6) N f~1({1}) = 0. Pour tout z € E tel que f(z) # 0 on a donc z/f(z) ¢ B(0,9), i.e.
llz|l/|f(z)| > 6, i.e. |f(z)] <||x||/d. Donc f est continue (de norme < 1/4).

Exercice 135.

2)
b)

Par continuité en 0 de s — sz, pour s assez petit sz € V', donc pour ¢ assez grand x/t € V.

Supposons V' convexe.

Pour montrer que py (z +y) < pv(x) + pv(y), il s’agit de vérifier que tous s,t > 0 tels que
xesVetyetVonapy(z+y) < s+t Cest di au fait que pour de tels s, ¢, x+y € (s+1)V
(car (z +9y)/(s+1t) = Mzx/s)+ (1 —N)(y/t) € V pour A = s/(s+1)).

Quant a Pégalité uy (tz) = tuy (z) pour t > 0, elle est immédiate pour ¢t = 0 et pour ¢ > 0 elle
se déduit de ’égalité des deux ensembles dont ces deux termes sont les infs :
{s>0|teesV}=t{r>0]|zerV}.
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c¢) Vue I'égalité ci-dessus, il suffit de prouver que VA € U, uy (Az) = py(z). A nouveau, cela se
déduit de I’égalité des deux ensembles dont ces deux termes sont les infs :
{t>0]| Az etV}={t>0]xectV} (puisque V/A=V).

d) Il reste & prouver que si V est borné et x # 0 alors py(z) # 0. Soient M > 0 tel que
V € B(0, M) et x # 0. Alors pour ¢t < ||z||/M, = ¢ tV, donc py (z) > M|z

e) On vient de prouver que py > M| || en utilisant que V' était borné. Utilisons de méme que
V est un voisinage de 0 : il existe £ > 0 tel que B(0,e) C V. Alors pour ¢ > ||z||/e, x € tV,
done py () < |l|/e.

Exercice 136.

a) N(0X) = N(F) =0 (car 0 € F) et pour A # 0, x € X & Az € \X, dou N(AX) =
infoex |[Ax|| = AN (X). L’inégalité triangulaire pour N se déduit de celle pour || || par passage
aux inf. Donc N est toujours une semi-norme. C’est une norme ssi N(X)=0= X = F. Or
Nz+F)=0<d(z,F) =0« x € F, tandis que 2 + F = F < x € F. Donc N est une
norme ssi F' C F i.e. ssi F est fermé.

b) ¢ est linéaire, et continue de norme < 1 puisque Vo € E,.VX € E/F, X = p(z) @z € X =
N(X) < =]

c¢) Supposons E complet et soit X,, une suite de Cauchy dans (E/F,N). Soit Y;, = X,(,) une
sous-suite telle que N(Y,+1 —Y,,) < 27". On montre par récurrence 'existence d’une suite
(yn) telle que y,, € Yy, et ||ynt1 — yn|| < 277, Cette suite est de Cauchy dans E. Soient y sa
limite et Y = ¢(y). D’aprés b), Y,, — Y. Donc X,, —» Y.

Exercice 137.

a)b) Cf (par exemple) poly d’intégration de D.Bakry p.42 & 45, puisque les espaces (P sont des cas

particuliers d’espaces LP (pour la mesure de comptage sur N).

¢) Cf poly d’intégration p.46 : la proposition 29 prouve que si p < g, l'injection de P dans ¢7 est
continue de norme < 1. Pour montrer que la norme est exactement 1, il suffit de remarquer
qu’il existe des x € P tels que ||z|l; = ||z]|p : les suites x dont tous les termes sont nuls sauf

un.

d) D’apres I'inégalité de Holder, Vo € P, Vy € 09,3, |zryk| = ||lzylli < ||z|lpllyllq < oo, donc (| )
est bien définie. Elle est visiblement bilinéaire. De plus, puisque |(z|y)| < ||z||p||lyllq, elle est
continue de norme < 1. (En fait la norme est exactement 1, par le méme genre d’argument

que dans c).

Exercice 138. Remarque : il existe sur ¢! des formes linéaires f non continues : il suffit de
choisir dans ¢! un supplémentaire F du s.e.v. engendré par les e(*) et de prendre f nulle sur F et
f(e(’“)) = k. Par la méme méthode, pour tout k-e.v.n. E de dimension infinie, le dual topologique
E' = L(E k) est strictement inclus dans le dual algébrique E* = L(E, k)

ai) Vk € N, |ni| < [[[ull|-lex]l = [[Tull]-

a.ii) Par continuité de u, u(a) =Y apn, d’ou |u(a)| <> |arnk| < |lall117loo-
On a donc Va € ¢4, [u(a)| < [laf|1[|7lloc, i-e- [[Jufl] < [Inll-

b.i) D’aprés a.i on a bien Vu € (1), ®(u) € £°. Quant a la linéarité de @, elle se prouve
composante par composante puisque ¢ est un sous-e.v. de CN. Or la linéarité sur (¢!)" (et

méme sur le dual algébrique (£1)*) de u — u(e®) est immédiate.

b.ii) découle de a.i et a.ii.
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b.iii)

Va € 01, |anyn| < |lal1]lyllcc < oo donc u, est bien définie sur £!. Elle est évidemment
linéaire. De plus (toujours d’apres 'inégalité ci-dessus) elle est continue (de norme < ||y||oo)-
Donc u, € (¢')". Par construction, u,(e®)) = y; donc ®(u,) = y, et ce pour tout y € £,

donc ® est surjective.

Exercice 139.

2)

N, est toujours une semi-norme sur E, (i.e. Ng(Af) = |[A|Ny(f) et Ng(f+h) < Ny(f)+Ny(h)).
Remarquons que N, soit une norme il suffit que Z7 = X, mais cette condition suffisante
n’est pas nécessaire. A priori, Ny est une norme ssi Vf € E,fg = 0 = f = 0, ie. ssi
Vf€eE,Z; CZy = Zy = X, ie. ssi pour tout fermé F' de X, Z§ C F'= F = X. En effet,
Vf e E, Z; = f~1({0}) est fermé, mais réciproquement, puisque X est un espace métrique,
tout fermé F' de X est de la forme Z; pour un certain f € E : il suffit de poser f(z) = d(z, F').
Donc N, est une norme ssi Zg (Pensemble des points ot g ne s’annule pas) est dense dans X,

ou encore ssi Z, est d’intérieur vide. (Dans b) et ¢), cette condition est vérifiée).

Soit E' l'espace de Banach des fonctions continues bornées de X dans C (muni de la norme
| lloo). L'application T : E; — E’, f — fg fournit un isomorphisme isométrique entre (E,, Ng)
et (Im(T), || ||). Donc (E4, Ng) est un espace de Banach ssi (Im(7'), || ||c) en est un, i.e. ssi
Im(T) est fermé dans F’.

St infzex |g(z)] > 0, Im(T') = E’ donc (E4, Ng) est un espace de Banach.

Si X =[-1,1] et g(x) = z, Im(T") = le sous-espace des applications h pour lesquelles il existe
une fonction f continue sur X telle que h(0) = 0 et Vo # 0, f(x) = h(z)/x, ou encore :
le sous-espace des applications h continues sur [—1,1] telles que h(z)/x admette une limite
finie en 0, ou encore : le sous-espace des applications continues sur [—1, 1], nulles en 0, et
dérivables en 0. Cette condition de dérivabilité n’est pas stable par limites uniformes, ce qui
va permettre de montrer que Im(7") n’est pas fermé dans E’ (donc que (E4, Ny) n’est pas de
Banach) : il suffit d’exhiber une suite d’applications h,, € Im(T) convergeant uniformément
sur [—1,1] vers une application h non dérivable en 0 (donc n’appartenant pas & Im(7")), par
exemple h(z) = |z|. La suite h,,(x) = |2|*+1/™ convient (pour montrer la convergence uniforme
on peut calculer explicitement ||h, — h||eo, ou alors appliquer le second théoréeme de Dini :
sur [—1,1] les h,, sont croissantes et h est continue, donc la convergence simple est en fait
uniforme). Ou moins explicitement, soit (par Stone Weierstrass) P, une suite de polynémes

convergeant uniformément vers h sur [—1, 1], la suite h,, := P,, — P,(0) convient.

Exercice 140.

a)

(cf cours) L(E) est naturellement une algebre unitaire (dont la multiplication est la compo-
sition). La norme ||| ||| vérifie I'inégalité requise (autrement dit la multiplication — bilinéaire
— est continue de norme < 1), et pour cette norme L£(E) est complet puisque les applications

linéaires continues & valeurs dans un Banach forment, pour la norme subordonnée, un Banach.

(Par hypothese, e # 0 donc |le]| # 0). Posons N(z) = ||z||/|le||, ainsi N(e) = 1. N est encore
une norme pour laquelle A est encore complete. De plus, N(ab) < N(a)N(b) puisque |le|| > 1

puisque ||e]| = |le.e|]| < ||e[|>. Donc (A4, N) est encore une algebre de Banach unitaire.

Si [la]| < 1, posons b= >"°°  a™ (série normalement convergente) avec par convention a’ = e.
Alors (e — a)b =b(e — a) = e donc e — a € G(A).

e € G(A) donc G(A) est non vide. Montrons qu'il est ouvert : soit ¢ € G(A), il s’agit de

trouver une boule de centre ¢ incluse dans G(A). D’apres ¢) on a ||a|| < 1 = ¢ —ac € G(A)
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ie. [[de7t| <1=c—deG(A). Or ||de || < ||d||[[c™]. On adonc ||d|| < 1/|c7||=c—d €
G(A), donc la boule de centre ¢ et de rayon 1/ ¢ est incluse dans G(A).

o(a) est fermé, comme image réciproque du fermé G(A)¢ par 'application continue A — Ae—a.
o(a) est borné car d’apres ¢, [A| > |la|| = e—(a/A) € G(A) = X ¢ o(a). C’est donc un compact
de C.

L’application I : G(A) — G(A),z — z~! est involutive. Il suffit donc de montrer qu’elle
est continue, en tout point z € G(A). Or (pour h tel que x + h soit inversible) I(xz + h) =
I(e + 27 *h)I(z), et lim,_o2x~'h = 0. Il suffit donc de prouver que limj_oI(e + k) = e.
Diaprs c, [k < 1= I(e+k) = S720(—k)" = [+ k) el < 72, K" = Ly — 0

n=0

quand k£ — 0.
La série > o0 a™/n! est normalement convergente puisque > oo ||al|”/n! = elldl < co.

N N N o
Posons Sy = 37, _ola+0)"/nt =32 4> ,—oa?b?/(plg!) (dont la limite quand N — oo est
e2T? —e2e?) et montrons (sous I'hypothese ab = ba) que limy .o, Sy = 0. Si a et b commutent,
en développant (a +b)" il reste Sy = —3_ o n 4o n @07/ (plg!), dou
ISNIl < T = 320 q< v pras lal” [0/ (1Y) =

N N N
> =0 2q=o llalP[[0l[?/(plg!) — 325 o (llall + [[o])™ /n!.
Quand N — oo, Ty — ellallellbl — ellall+lbll = 0 done e*t? — e%b = limy_.o0 Sy = 0.

En particulier e* est inversible (d’inverse e~ ).

Exercice 141.

a.i)

a.ii)

b)

(F,| |lo) est isométriquement isomorphe & I'espace de Banach (C(RT,R),| ||oc) (ot RT =
[0, +-00] est muni de la topologie induite par celle de R.).

(Les f, appartiennent évidemment a F'). Soient Ag,...,Any € R tels que ZnN:O Anfn = 0.
Alors pour N <t < N +1, fg,..., fn—1 sannulent en ¢ mais pas fy, donc Ay = 0. Il reste
Zg;ol Anfn = 0. On recommence, et on montre ainsi de proche en proche que tous les A,
sont nuls. Ceci prouve que (f)nen est libre. L’e.v.an. F est donc de dimension infinie donc

(théoreme de Riesz) non localement compact.

La bilinéarité de ¢ est immédiate. De plus Vf,g € F,|lo(f,9)|lcc < I flloollglloc, done ¢ est
continue, de norme < 1. Pour f = g = fy (par exemple), on a ||[©(f,9)lcc =1 = || flloollgllc0-
Donc la norme de ¢ est exactement 1.

Exercice 142. Remarquons d’abord que si 1" est un opérateur compact alors il est borné sur la

boule unité, donc continu, donc ses sous-espaces propres Ey := Ker(T — \id) sont fermés.

a)

Notons K le compact T(B(0,1)) et B la boule unité ouverte du sous-espace vectoriel E}.
Alors AB = T(B) C T(B(0,1)) C K donc B est incluse dans le compact K/ et dans le
fermé F, donc dans 'intersection des deux, qui est un compact inclus dans F). Donc B est
relativement compacte dans E. D’apres le théoreme de Riesz, ce s.e.v. est donc de dimension

finie.

Soit A = T(B(0,1)) = ensemble des fonctions f de classe C! sur [0, 1] telles que f(0) =0 et
I/ lso < 1. Pour prouver que A est compact, utilisons le théoréme d’Ascoli (désormais hors
programme) : [0, 1] est compact, A est équicontinue (car les f € A sont 1-lischitziennes), et
pour tout x € [0,1], A(z) est inclus dans le disque de C de centre 0 et de rayon z, donc est
relativement compact. Donc A est compact, i.e. T est un opérateur compact.

u € Ker(T — Nid) & Vz € [0, 1],foz u(t)dt = du(z) & Au(0) = 0 et uw = A/, done si A # 0,
Ker(T — \id) est la droite vectorielle engendrée par 1’application [0,1] — C,z — e®/X | tandis
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que Ker(T) = {0}. (Les sous-espaces propres de T sont donc bien de dimension finie, comme
prévu par a) ).
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