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1 Introduction

Pourquoi une nouvelle intégrale? En L1 et L2, nous avons vu la théorie de
Iintégrale de Riemann, qui permet de définir 'intégrale d’une fonction continue
ou monotone par morceaux définie sur un intervalle. Cette intégrale s’étend sans
probléme aux fonctions définies sur RP. Mais elle ne permet pas de répondre
a un certain nombres de questions. C’est le but de l'intégrale de Lebesgue
(développée en autre par Johannes Stieltjes, Henri Lebesgue, Emile Borel et
Andrei Kolmogorov dans le cadre de la théorie des probabilités).

e Certaines fonctions comme 1gn[,1) sont non intégrables pour la théorie de
Riemann, mais vont 1’étre dans la théorie de Lebesgue (avec une intégrale
nulle).

e La théorie de Lebesgue permet de mesurer des ensembles tres irréguliers,
comme le tryadique de Cantor, ou le tapis de Sierpinski.

e Elle permet d’intégrer des fonctions définies sur des ensembles autres que
R ou R", comme les spheres.

e Elle permet d’inclure le calcul des probabilités et ’axiomatique de Kol-
mogorov dans le cadre de la théorie générale de 'intégration.

e Elle permet de mettre dans une méme théorie la sommation des séries et
le calcul intégral, et donc en particulier dans le cadre de la théorie des
probabilités, de n’avoir qu’un seul formalisme pour les variables aléatoires
discretes et les variables aléatoires continues.

e Elle permet d’obtenir des théoremes de convergence beaucoup plus puis-
sants et robustes que dans la théorie de Riemann.

Plan du cours

1. Espaces mesurables, fonctions mesurables, mesures.
2. Intégrale des fonctions mesurables. Théoremes fondamentaux

Produit d’espaces mesurables, théoremes de Fubini et applications.

-~ W

Espaces LP, dualité, eléments d’analyse.

5. Transformation de Fourier.
Rappel de théorie des ensembles.
e Les opérations fondamentales de la théorie des ensembles sont : union,

intersection, complémentaire, différence symétrique, produit d’ensembles.
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Indicatrice d’'un ensemble : 14(z) est la fonction qui vaut 1 sur A et 0 sur
A¢. Cette notation permet de faire des calculs rapides sur les ensembles.
Par exemple,

lanp = 1alp, 1ac =1—14, laap =14 —15|.
Union d’une famille quelconque d’ensembles

Udi={z | VielLze A}

iel

On définit de méme 'intersection.

Ensembles dénombrables. Un ensemble dénombrable est un ensemble
en bijection avec N. Un ensemble est dit au plus dénombrable s’il est fini ou
dénombrable.

2

2.1

Exemples : R n’est pas dénombrable, non plus qu’aucun intervalle non
vide de R. Par contre, Q, les nombres dyadiques, les décimaux, etc., sont
dénombrables.

Une union finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable. C’est faux
pour un produit dénombrable, méme d’ensembles finis.

S’il existe une injection de F dans N, alors F est au plus dénombrable.

S’il existe une surjection de N sur F, alors E est au plus dénombrable.

Espaces et fonctions mesurables, mesures.

Ensembles mesurables, tribus

Dans tout ce qui suit, on considere un ensemble 2. On va chercher & “mesurer”
des sous-ensembles de 2. La structure de la famille d’ensembles qu’on va
mesurer est donnée par la notion de o-algebre, ou tribu.

Définition. 1. Algébres de Boole. C’est un sous ensemble de P(S2) qui est
stable par complémentaire, intersection, et qui contient l’ensemble vide.
1l est alors stable par toutes les opérations finies de la théorie des ensembles.

Exemples d’algebre de Boole :

1.

P(Q).
Les réunions finies d’intervalles (sur R).
La plus petite algebre de Boole qui contient 'ensemble A (2, A, A°, ().

De facon générale, la plus petite algebre de Boole qui contient une famille
donnée £ d’ensembles. On la note A(£). Remarquer que si & est finie,
alors A(E) est aussi finie. Le démontrer a titre d’exercice.
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Définition. 2. Une o-algébre A (ou tribu) est une algébre stable par union
dénombrable : si (Ay)nen € A, alors |, An € A.

Remarque 1. Si A est une algébre de Boole, pour qu’elle soit une tribu, il est
équivalent de demander (au choix) que

1. A soit stable par union croissante dénombrable.
2. A soit stable par intersection dénombrable décroissante.

Conséquence : une algébre de Boole finie est une o-algébre.

Définition. 3. Un espace mesurable (2, A) est un ensemble Q@ muni d’une tribu
A de parties de .

Une intersection quelconque d’algebres est une algebre. Ce n’est pas le cas
d’une réunion. Il en va de méme d’une intersection quelconque de o-algebres.

On peut ainsi définir la plus petite algebre de Boole qui contient £ : A(E) :
c’est I'intersection de toutes les algebres de Boole qui contiennent &, et la plus
petite o-algebre (tribu) qui contienne £. On la note o (&)

Remarque 2. Une partition de §2 est une famille de parties S; telle que S;N.S; = 0
sii # j et telle que U;S; = Q.

Pour une partition finie de Q, soit £ = (S1,...,S,), on peut entiérement décrire
A(E). Elle contient 2™ éléments. C’est la famille de toutes les réunions finies d’éléments
de €. Cette tribu est alors finie.

Pour une partition dénombrable £ de Q, o(£) est formée de toutes les réunions de
sous-familles de €. Elle n’est alors pas dénombrable, car I'ensemble des sous-ensemble
d’un ensemble dénombrable n’est pas dénombrable.

Tribu induite Si on a une tribu A et que C' € A, 'ensemble des B € A tels
que B C C est une tribu sur C. On la note Ag

Définition. 4. La tribu des Boréliens de R est la plus petite tribu qui contienne
les intervalles.

Proposition 1. La tribu des boréliens est

[a,b
la,b
(] — 00,a[, a €R).

1.0 ], a<b).

(
(Ja,b[, a < ).

g

Q

o([a,b], a <b, a,be Q).
o(Ja,b[,a < b, a,b e Q).

o(] —o00,al, a € Q).

NS moA % te

etc.
Remarque 3. Les réunions finies d’intervalles (de toutes les formes, bornés ou
non) et une algébre de Boole. Ce n’est pas une o-algébre. La famille des réunions

dénombrables d’intervalles n’est pas une o-algebre.

D’autres définitions de la tribu borélienne de R.
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Proposition 2. La tribu borélienne est la plus petite tribu qui contienne les
ouverts de R.
C’est aussi la plus petite tribu qui contienne les fermés.

Démonstration. — Ceci repose sur le fait élémentaire suivant : tout ouvert est
une réunion dénombrable d’intervalles ouverts

On écrit, pour un ouvert O, O = U1, ou J est 'ensemble des intervalles
la,b[, a < b, a,b € Q, Ja,b[C O.

On peut aussi démontrer qu’un ouvert est une réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints, mais c’est plus difficile. |

Les boréliens (de méme que toutes les familles d’ensembles mesurables en
général) sont impossible & décrire par leurs propriétés (comme les ouverts ou les
fermés). Il est d’ailleurs assez difficile d’exhiber un ensemble non borélien.

Remarque 4. Pourquoi se limite-t-on a des unions dénombrables? Si I’on veut que
les points soient dans une tribu, et si on acceptait les unions non dénombrables, alors
toutes les parties de R seraient mesurables : ceci aboutirait a une contradiction, car on
verra plus loin qu’il est illusoire de vouloir mesurer toutes les parties de R : certaines
d’entre elles sont si monstrueuses qu’aucune définition raisonnable de leur longueur ne
peut avoir de sens.

Quand on dispose d’une tribu sur un ensemble 2, on en dispose aussi d’une
sur toutes les parties de €2. En pratique, on se limitera aux sous-ensembles
mesurables (c’est a dire appartenant & la tribu) de Q.

Définition. 5 (Tribu induite). Soit (2, A) un ensemble mesurable, et Qy C
un élément de A. Alors,

Aqg, ={A €A, BCQ}
est une tribu sur Qq, qu’o appelle la tribu induite de Q sur Q.

Pour démontrer qu'une propriété est vraie pour tous les boréliens, on démontrera
en général qu’elle est vraie pour des boréliens simples (comme les ouverts), et
on 'étendra a tous les boréliens a l'aide de la proposition suivante, qui est
fondamentale.

Théoréme 1 (Théoréme des classes monotones, version ensembliste).
Une classe M de parties est une classe monotone si

1. Qe M.
2. SiA,Be M, AC B alors B\ A€ M.
3. Si A, est une suite croissante d’élements de M, alors U, A, € M.

Si & et une famille de parties, on note M(E) la plus petite classe monotone
qui la contienne.
Alors, si € est stable par intersection finie, alors M(E) = o(E).

Nous verrons plus bas en quoi ce théoréeme est un outil trés puissant. La con-
dition fondamentale est bien siir la stabilité de £ par intersection (par exemple
la classe des intervalles, ou des intervalles fermés bornés, etc..).
Démonstration. — Pour démontrer, on commence par remarquer qu’'une tribu
est une classe monotone, et donc que M(€) C o(£).

December 3, 2007 4 Licence - Intégration



Université Paul Sabatier Année 2007/2008

On remarque aussi qu'une classe monotone stable par intersection est une
tribu (car elle est déja stable par complémentaire).

On va donc montrer que M () est stable par intersection.

On définit

My ={BeM(E), BNE e M(E),VE € £}

et
My ={BeM(E), BNE € M(E),VE € M(E)}

Alors, M est une classe monotone, et My aussi.

Puisque M est une classe monotone est que £ est stable par intersection,
M contient &, donc M(E).

Puisque M; contient M(E), alors My contient £ et donc M(E). Clest

exactement ce qu’on voulait démontrer.

2.2  Mesures, fonctions additives d’ensembles.

Avant de parler de mesures, nous commencons par un lemme fondamental et
facile, sur lequel repose toute la théorie de la mesure.

Lemme 1 (Lemme fondamental). Soit a, , une double suite de réels posi-
tifs, qui est croissante en n et en p.

Alors, limy, limy, ap, , = lim,, lim,, ay, p.

De plus, si ny et pr sont des sous-suites qui convergent vers l'infini, alors
on a encore

lima,, ,, =limlima,,,.
A MNk,Pk n » n,p

Sa démonstration est élémentaire et laissée & titre d’exercice. Attirons
Pattention sur le fait qu’ici les limites sont & considérer au sens de [0, co].

Remarquons tout de méme qu’on peut toujours se ramener au cas des suites
bornées, quitte a choisir une fonction strictement f croissante de R a valeurs
dans un intervalle borné (par exemple arctang, et & changer a,, en b,, =

f(an,p)-

Définition. 6. Sur une algébre de Boole A, une fonction additive d’ensembles
est une application A — [0, 00] telle que

1. p(@)=0

2. w(AUB) = p(A) +u(B) si ANB=1.

Exemples :

1. Sur les parties de R ou de N, le cardinal de A.

2. u(A) =0si A est fini, et u(A) = oo si A est de cardinal infini.

Remarque 5. Pour une fonction additive d’ensembles, si A C B, alors pu(A) <
u(B). De méme, pour tout couple (A, B) d’éléménts de A, non nécésairement disjoints,
on a

(AU B) < u(A) + pu(B).
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Cette définition est insuffisante. On veut un peu plus : une propriété de
continuité. On appelera cela une mesure.

Définition. 7 (Mesures). Soit (Q, A) un espace mesurable ( c’est & dire un
ensemble muni d’une o-algébre). Une application p : A — [0, 00| est une mesure
81

1. C’est une fonction additive d’ensembles.

2. S1 A, € A, et A, est une suite croissante d’ensembles, avec A = U, A,
alors

p(A) = lim pu(Ay,).

Un espace mesuré est la donnée d’un triplet (Q, A, u), ot Q est un ensemble, A
est une tribu de parties de ), et u une mesure sur A.

Insistons sur le fait que la limite dans la définition précédente peut étre finie
ou infinie. Mais si © est de mesure finie (1(€2) < 00), alors pour tout A € A,
#(A) < oo et la limite est toujours finie.

Remarque 6. II est équivalent de demander, en plus d’étre une fonction additive
d’ensembles, de vérifier
Si A, est une suite disjointe d’élements de A, et A = U, A,,, alors

p(A) = u(An).

Ou bien encore
u est une application de A dans [0, 00| telle que (@) = 0 et, pour toute partition
(A,) de A (composée éventuellement d’éléments vides),

w(A) =" pu(An).

De méme, lorsque () est fini, il est équivalent de demander que, si A, est une
suite décroissante et A = NpA,, alors p(A) = lim, u(Ay). I suffit pour cela de
changer A,, en A;,.

Une fois de plus, insistons sur le fait que la somme peut étre finie ou infinie.
Remarquons aussi que cette série étant a termes positifs, la somme ne dépend
pas de 'ordre de sommation. Cela est cohérent avec le fait que A = U, A,, est
indépendant de 'ordre dans lequel nous avons énuméré les ensembles A,,.

Si p1 est une mesure, alors pour toute suite décroissante A,, telle que p(Ap) <
00, u(Ay) converge vers (N, Ay).

Pour le voir, on applique ce qui précede & Ag \ A,.

Mais ceci peut étre faux si p(2) = oo (voir 'exemple plus bas de la mesure
de décompte sur N).

Définition. 8 (Masse). u(Q2) s’appelle la masse de la mesure. Une mesure de
masse 1 est une probabilité.

L’exemple le plus simple de mesure est la masse de Dirac. Soit x € €2. On
définit
0z (A) = 14(x).

C’est une mesure, comme on le vérifie immédiatement.
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Donnons un autre exemple élémentaire. Sur (N, P(N)), pose pu(4) = A
(c’est une notation pour désigner le cardinal (ou encore le nombre de points)
de A). Alors p est une mesure. On le vérifie aussi immédiatement. Cette
mesure s’appelle la mesure de décompte sur N. Sur cet exemple, si nous

prenons A, = [n,0), alors nous obtenons une suite décroissante d’ensembles
dont I'intersection est vide, mais (A, ) = oo ne converge pas vers (N, A,) =
(D) = 0.

11 est souvent plus facile de travailler avec des mesures finies. On s’y ramene
souvent a condition que la mesure ait une propriété élémentaire d’éétre o-finie.

Définition. 9 (Mesures o-finies). On dit que la mesure p est o-finie s’il existe
une suite croissante B, d’éléments de A telle que U, B,, = Q et u(By,) < co.

La plupart des mesures intéressantes (et toutes celles rencontrées dans ce
cours) seront o-finies. Mais par exemple, la mesure, définie sur toutes les parties
de R par p(A) = 0 si A est au plus dénombrable, et p(A) = oo sinon, est une
mesure, qui n’est pas o-finie.

Une des conséquences du théoreme des classes monotones est la

Proposition 3. Soit (2,.A) un ensemble mesurable et £ une famille de parties
stable par intersection finie, telle que (&) = A. Alors, si p1 et ps sont deux
mesures finies qui coincident sur € et qui ont méme masse, elles sont égales.

Démonstration. — On vérifie immédiatement que I'ensemble des éléments de
A € A qui vérifie p11(A) = p2(A) est une classe monotone.
[ |

Remarque 7. Insistons sur le fait qu’il faut que les mesures soient finies. Sinon,
par exemple, si u1 est la longueur d’un intervalle (dont on verra plus tard qu’elle se
prolonge en une mesure) et si g2 = 2u1, p1 et p2 coincident sur les intervalles [a, oof,
mais ne coincident pas partout.

Parmi les opérations qu’on peut faire sur les mesures, les principales sont

Proposition 4. 1. Si p est une mesure et A\ € [0,00), alors Au est une
mesure.

2. Si py et ps sont deux mesures, sur (Q,A) alors il en est de méme de
M1+ 2.

3. Si py, est une suite croissante de mesures, et si l’on définit p(A) = lim, u,(A),
alors pu est une mesure.

4. (Restriction) Si A € A, alors pa(B) = p(B N A) définit une mesure sur
la tribu induite A4.

5. (Extension) Si A € A et que pa est une mesure sur (A, Aa) ot Aa est la
tribu induite, alors la formule (1(B) = pa(AN B) définit une mesure sur
(Q, A). La restriction de 'extension est la mesure de départ, linverse n’est
pas vrai. L’extension de la restriction de p a A est la mesure pua(B) =
w(ANB).

Ainsi, on peut identifier toute mesure définie sur un sous-ensemble mesurable
A a une mesure sur l’espace tout entier.
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Attention, dans le point 3, on autorise bien évidement la limite a avoir lieu
dans R, = [0, oq].

Les deux premiers points sont triviaux, le dernier vient de du lemme fonda-
mental 1.

Démonstration. — (Du point 3 de la proposition).

Il est évident que p = lim,, p,, est une fonction additive d’ensembles. Il n’y a
qu’a montrer que c’est une mesure. Pour cela, on considere une suite croissante
d’ensembles A4, avec A = U, A, et an p = pin(4,).

Alors, d’apres le lemme fondamental (Lemme 1)

w(A) =lim(p,(A) = limlim(p, (Ap) = limlim p,, (A,) = lim p(A4,).
n n p p n p

La premiére et la derniere égalités proviennent de la définition de p et la
seconde du fait que p, est une mesure. |

Comme conséquence, on voit ainsi que si u, est une suite de mesures, alors
> Hn est encore une mesure.

Ainsi, la mesure de décompte sur N n’est rien d’autre que ), 6,. C’est une
mesure o-finie.

Remarque 8. Si u est une mesure o-finie sur 'espace mesurable (2, A), alors
il existe une partition (Bp)nen de Q telle que u(Bn) < oo, Vn. Dans ce cas, si
un(B) = uw(AN By), un est une mesure finie sur (2, .A), comme on I'a déja vu. Alors
(et puisque (By) est une partition de Q2), pp =Y fin. Ainsi, toute mesure o-finie est
une somme (infinie) de mesures finies.

Il n’est pas tres facile de construire des mesures non triviales dans le cas non
dénombrable. Mais le théoreme des classes monotones nous assure de 1'unicité
d’une mesure sous des conditions élémentaires.

Pour construire une mesure, on part en général d’une fonction additive
d’ensembles sur une algebre Ag, et on la prolonge a la tribu o(Ap). On se
sert pour cela du théoréeme suivant.

Théoréme 2 (Carathéodory). Soit u une fonction additive d’ensembles finie
sur une algébre Ag. Pour que p se prolonge en une mesure sur A = o(Ay), il
faut et il suffit que, pour toute suite décroissante A,, d’éléments de Ag telle que
NpA, =0, alors u(A,) — 0.

Dans ce cas, le prolongement de p de Ay a A est unique.

Nous n’allons pas démontrer ce théoreme. La condition est évidement nécessaire.
L’unicité provient du théoreme précédent. Quand a l'existence, ce n’est pas
tres difficile mais assez long : le principe est le suivant (nous laissons a titre
d’exercice la vérification des détails au lecteur) :

On commence par étendre la fonction additive d’ensembles aux unions dénombrables
et aux intersections dénombrables d’éléments de Ay, en utilisant des limites.
Par exemple, si 4,, € Ay, est A, croissante, pour A = U, A,,, on pose u(A) =
lim,, u(A,,). Ceci est possible justement & cause de la propriété de p sur Ay, qui
montre que la limite ne dépend pas de la suite choisie.

On définit ensuite p*(A) = inf{u(B), A C B}, ou B varie dans la classe des
réunions dénombrables d’éléments de Ag. et p.(A) = sup{u(B), B C A} ou B
varie parmi les intersection dénombrables d’éléments de Ag.

Alors, 'ensemble des éléments tels que px(A) = p*(A) est une o-algebre qui
contient Ag, et sur cette o-algebre p, = p* définit bien une mesure. Puisque
cette o-algebre contient Ay, elle contient A et on a donc étendu la mesure a A.
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Remarque 9. De fagon générale, si Ao est une algébre de Boole qui engendre une
o-algébre A (A = 0(Ao)), et si u est une mesure o-finie sur A, alors pour tout A € A
tel que pu(A) < oo, et pour tout € > 0, il existe un B € Ag tel que u(AAB) < e.

On le voit aisément en appliquant le théoréme des classes monotones, ou bien plus
simplement en remarquant que de tels ensembles A forment une o-algébre qui contient
Ap.

Mais le raisonnement du théoréme de Carathéodory est plus subtil, car il demande
a pouvoir encadrer A entre deux ensembles A1 C A C Az. On ne peut pas le faire
avec des éléments de Ao, mais on peut le faire avec respectivement des intersections
dénombrables et des unions dénombrables d’éléments de Ag.

Tout ceci nous amene a la construction de la mesure de Lebesgue sur un
intervalle.

Théoreme 3. Soit I = [0,1], et By la classe des boréliens de I. Alors, il
existe une unique mesure p sur By telle que, pour tout intervalle [a,b] C I,

,u([a’ b]) =b—a.

Ce théoreme est tout sauf trivial. On a bien stGr le méme énoncé sur
n’importe quel autre intervalle [A, B].

Démonstration. — On commence par appeler Aq la famille formée des réunions
finies de sous-intervalles de I, quelle que soit leur forme.

Une telle réunion peut étre écrite de fagon unique comme une réunion finie
d’intervalles disjoints. C’est une algebre de Boole, et pour un élément J de
cette famille A4g, on définit sa mesure le Lebesgue A(J) comme la somme des
longueurs des intervalles disjoints qui le composent.

C’est évidement une fonction additive d’ensembles (relation de Chasles). 11
faut encore démontrer qu’on peut appliquer le théoréeme de Carathéodory.

Pour cela, on utilise la propriété suivante :

Pour tout J € Ag et tout € > 0, il existe un élément compact K € Ay tel
que

1. K CJ.
AJ\K) <e

Les éléments compacts que nous considérons sont ici les réunions finies
d’intervalles fermés. lexistence d’'un tel K est alors évidente (ou presque) si
I’on raisonne séparément sur chacun intervalle disjoint qui compose J.

La propriété fondamentale des compacts que nous utilisons est que si (K,)
est une suite décroissante de compacts et que N, K, = 0, alors il existe un ng
pour lequel K,,, = 0.

Ensuite, on considére une suite .J,, d’éléments de Ay qui décroit vers (). On
veut démontrer que A(J,) — 0. On fixe € > 0, et pour tout J,, on considere
K, compact, inclus dans J,, tel que A(J,, \ K,,) < €/2".

Alors, si K, = K1N...NK,, K, est une suite décroissante de compacts, on
a

Jn \ KTL - U;l:l(‘]p \ KP)a

et donc

AT \ Kon) zn: A\ K,) gZQi
1 p=1
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Par ailleurs, N, K, C NpJ,, = 0. Puisque les K,, sont compacts, alors il existe
un ng tel que K,, =0, et donc u(K,,) = 0.
Pour n > ng
A(‘]n) < /\(‘]no) = )\(J"(J \K'fbo) S €,

et on a fini.
[ |
On peut alors définir la mesure de Lebesgue sur R tout entier de la fagon
suivante

Définition. 10. Soit I,, = [—n,n] et A\, la mesure de Lebesgque sur l'intervalle
[-n,n]. On pose pour un borélien A C R

pn(A) = A (ANL,).

Alors p,, est une suite croissante de mesures. La limite de cette suite est par
définition la mesure de Lebesgue sur R.

Fonctions de répartition et mesures bornées sur R.

Si p est une mesure bornée (disons de masse 1) sur R, alors on considere la
fonction F),(x) = p(] — 00, z]). On Iappelle la fonction de répartition de p. Le
théoreme précédent nous montre qu’elle caractérise entierement la mesure .

Elle a les propriétés suivantes

1. F}, est croissante, continue a droite.
2. limg o Flu () =0, limy 4 oo Flu(z) = p(R) = 1.

Une fonction vérifiant ces deux propriétés sera appelée une FR (fonction de
répartition).

Remarquons qu’une FR a des limites a gauche en tout point. Si 'on note
F(z_) la limite & gauche de F en z, il n’y a au plus qu'un nombre fini de points
pour lesquels F(z) — F(z_) > 1 (Il y en a au plus nF().)

L’ensemble des x pour lesquels F(z)—F(x_) > 0 est donc au plus dénombrable
(c’est la réunion des ensembles précédents).

Un ensemble dénombrable a toujours un complémentaire dense. Donc, I’ensemble
des points de continuité d’'une FR est toujours dense.

Théoreme 4. Soit F une FR. Alors, il existe une (et donc une seule) mesure
bornée sur R telle que F' = F),.

La mesure (de Stieltjes) associée & F' sera noté pp (et plus tard parfois dF'
lorsqu’on parlera de I'intégration de fonctions).

Démonstration. — La démonstration se fait exactement comme dans le cas de
la mesure de Lebesgue. La difficulté est qu’il faut faire attention aux sauts de
F (qui vont correspondre aux masses de Dirac dans la mesure p).

Pour cela, on prend comme algebre les réunions finies d’intervalles dont les
extrémités sont dans les points de continuité de F'. Pour un tel intervalle (a, b),
quels que soient ses bords (ouverts ou fermés), on pose p(a,b) = F(b) — F(a).
On applique alors la méme méthode que pour la mesure de Lebesgue.

Remarquer que si p(] — 00,b]) = F(b), on doit avoir pour tout intervalle,
dont les extrémités ne sont pas nécéssairement dans D, u(]a,b]) = F(b) — F(a)
et de méme

u(la,b]) = F(b) = F(a-), p(la,b]) = F(b-) = F(a),...
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Cela permet de définir i sur 'algebre Aqg des réunions finies d’intervalles. On
considere alors ’ensemble (dense) D des points de continuité de la fonction F', et
on considere l'algebre de Boole A; des réunions finies d’intervalles & extrémité
dans D. On a o(A;) = B(R). Puisque les extrémités d’intervalles d’un élément
de A; sont des points de continuité de F', on peut établir le méme résultat que
pour la mesure de Lebesgue : pour tout élément de A de A; et tout € > 0, il
existe un élément compact K de A; inclus dans A tel que u(A\ K) < e On
peut alors faire la méme démonstration que pour la mesure de Lebesgue sur
[0, 1].

Nous laissons les détails au lecteur.

[ |

Le théoreme précédent permet de décrire toutes les mesures bornées sur R.
Si la mesure n’est pas bornée, on peut faire la méme chose & condition que
la mesure p donne une masse finie & tous les intervalles bornés (ou de fagon
équivalente & tous les intervalles compacts). Ces mesures forment une sous-
classe des mesures o-finies, qu’on appelle les mesures de Radon.

Pour une telle mesure, on ne pose pas F(x) = u(] — 0o, z]), qui peut étre
infini. On choisit plutot

F(z) = pn(]0,2]) six >0 et F(z) = —p(]x,0]) siz < 0.

De cette fagon, on aura toujours une fonction F' croissante continue a droite,
avec F'(0) = 0, et qui vérifie

p(la, b)) = F(b) — F(a),

pour tout intervalle ]a, b].
On a alors

Théoréme 5. Soit F' une fonction croissante continue a droite nulle en 0. 1l
eziste une unique mesure de Radon p sur R telle que
F(z) = p(]0,z]) six >0 et F(x) = —u(]z,0]) siz <O0.

La démonstration se fait exactement comme plus haut pour les mesures
finies. Le choix du point 0 pour avoir F(0) = 0 est arbitraire et n’a rien de
particulier.

Revenons aux mesures finies. Les points de discontinuité de F}, sont les
points x tels que u({z}) # 0, puisque

F,(x) - Fu(e-) = u({x}).

Ces points sont en nombre dénombrable. Enumérons les en une suite (z,)

et posons a, = u({z,}).
La mesure v = ) 0, satisfait

v(A) < u(A), VA € B(R).

Une telle mesure (somme de masses de Dirac) est dite purement atomique.
La mesure p; = p — v est une mesure (positive) qui vérifie pour tout x
u1({z}) = 0. Une telle mesure est dite sans atome. Il est est équivalent de
dire que sa fonction de répartition est continue.
(Un atome est une partie de mesure positive qu’on ne peut pas découper en
ensembles mesurables de mesure strictement plus petite.)
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Nous avons ainsi décomposé la mesure y en p = p1 +v, ou i; est sans atome
et p est purement atomique.

Parmi toutes les mesures de Radon sur R, le role particulier joué par la
mesure de Lebesgue est expliqué par le théoreme suivant.

Théoréme 6. Pour un borélien A € B(R), et pour tout x € R, posons
A+xz={y | y—x € A}.

Alors A+ x est un borélien et N(A+z) = A(A). (En d’autres termes, la mesure
de Lebesgue est invariante par translation.)

De plus, si une mesure de Radon p est invariante par translation, alors il
existe une constante c telle que = cA.

Démonstration. — Pour montrer que A + x est un borélien, nous fixons x et
nous remarquons que
{A | A+z} e BR)

est une o-algebre, qui contient les intervalles et donc toute la tribu borélienne.
Montrons que la mesure de Lebesgue est invariante par translation. Pour
A€ B(R) et M € (0,00), posons AM = AN[-M, M]. Posons, = étant fixé

M={A | YM € (0,00), M(AM 4 z) = \(AM)}.

On vérifie immédiatement que M est une classe monotone. Elle contient les
intervalles [a, ], donc toute la tribu borélienne. On voit donc que, pour tout
x € R, pour tout M € (0,00) et pour tout borélien A,

MNAM 4 z) = A(AM).

Il suffit de maintenant de faire converger M vers I'infini pour obtenir le résultat.

Démontrons 'unicité. Considérons une mesure de Radon y invariante par
translation. Si u(]0,1]) = 0, alors par translation p(]p,p + 1]) = 0 pour tout
p € Z et donc p est nulle. Il n’y a rien a démontrer. Sinon, quitte & multiplier
4 par une constante, on peut toujours supposer que p(]0,1]) = 1. Démontrons
qu’alors g = A.

Remarquons tout d’abord que, pour p € N, p > 1, 'intervalle ]0,1] est la
réunion disjointe de p translatés de l'intervalle ]0, %} Ces intervalles ont tous

meéme mesure, et donc

p
d’ou ] 1
(0, =) = —.
p p
Par translation, on trouve que
kE k+1 1
M(],’ 7]) =
p P p

December 3, 2007 12 Licence - Intégration



Université Paul Sabatier Année 2007/2008

pour tout k € Z, et par suite

pour tout K <reZ,pe N, p>0.

Les mesures p et A coincident donc sur les intervalles ]a,b] & extrémités
rationnelles, qui forment une classe stable par intersection qui engendre la tribu
borélienne. Elles coincident donc partout. |

2.3 Fonctions mesurables

Définition. 11. Soient (Q1,A1) et (22, Az) deux espaces mesurables. Une
application f: Q1 — Qo est mesurable si

VB € A, fﬁl(B) e A
Lorsque Q5 = R (c’est a dire que f est & valeurs réelles), on supposera
toujours que Az = B(R).
Rappelons que f~1(B) = {z € Oy | f(x) € B}. L’application

fHiP(Qg) = P()

vérifie
L. f=40) = 0;
2 fU(BY) = £ B
3. f7YB1NBy) = f~Y(B1)Nf1(By), et méme, pour une famille quelconque
B,

7

STHNB) =i fTH(By), fTHUiB;) = Uif~H(By).

Par abus de notation (mais attention aux confusions), on note souvent

f7HA)={fe A}

Ainsi, on voit que si Ag est une tribu sur Qo,
FHA) ={A€Q | 3B A, A= f1(B)}

est toujours une tribu sur €2;.

C’est la plus petite tribu A sur §; telle que f soit mesurable de (21,.4) —
(Q2,.A3). On la note o(f) : la plus petite tribu qui rende f mesurable (parfois
aussi notée f1(Ay).

Exemple fondamental de fonctions mesurable.

Si (£2,.A) est un ensemble mesurable, alors 14 est toujours une fonction
mesurable réelle. On a aussi 0(14) = o(A).

Proposition 5. La composition de deuz fonctions mesurables est mesurable

C’est immédiat et laissé au lecteur.

Pour vérifier qu’une fonction est mesurable, on n’a en général pas besoin de
tester f~1(B) pour tous les B € As.

En effet on a
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Proposition 6. Soit f: (21,A41) — (Q2, A2) el supposons que Ay = o(£), ou
E est une famille quelconque d’ensembles. Pour que f soit mesurable, il suffit
que, pour tout E € £, f~Y(E) € A;.

Démonstration. — On vérifie immédiatement que
A={BcCcQ | f7YB) e A}

est une tribu. Puisqu’elle contient &, elle contient As. |

Ainsi, pour qu'une fonction f : 2; — R soit mesurable, il suffit que, pour
tout € Q {y | f(y) < z} € A;. (On applique ce qui précéde avec &€ =
{(—o0,z[, z € Q}.

De méme, toute fonction continue de R dans R est mesurable, puisque la
tribu borélienne est engendrée par les ouverts, et que I'image réciproque d’un
ouvert par une fonction continue est un ouvert.

Il en va de meme de toute fonction monotone (remplacer dans la phrase
précédente ouvert par intervalle).

Proposition 7. Si fi et fo sont des fonctions mesurables réelles, il en va de
méme de

1. fl +f2;
2. fife,
3. max(fi, f2).

Démonstration. — Montrons le a titre d’exemple pour fi+ f2. Les autres points
sont laissés a titre d’exercice. Pour z € R, on écrit

i+ f<z}=Uc{fi<rin{fo<z-—r1}).

Dans le second membre, on obtient une union dénombrable d’ensembles mesurables,
qui est donc mesurable. ]
Le dernier point nous permet de décomposer toute fonction mesurable réelle
en différence de deux fonctions mesurables positives. Si 'on pose fi(x) =
max(f(z),0) et f_(z) = max(—f(z),0), f+ et f_ sont mesurables, et on a

f=fr =1 Ifl=Ffr+ [

Cette décomposition nous sera souvent tres utile.

Il nous arrivera aussi souvent de considérer des fonctions prenant les valeurs
+00. Dans ce cas, nous mettrons sur R la tribu de o(R), qui est la tribu
engendrée par tous les intervalles (y compris ceux qui contiennent Uinfini). Mais
il sera en général beaucoup plus simple de changer R en un intervalle fermé borné
& 'aide d’une fonction monotone bornée h (par exemple arctg ou th), et de dire
que f est mesurable & valeurs dans R si et seulement si h(f) est mesurable &
valeurs dans R.

La propriété de mesurabilité est tres stable. Il est difficile d’exhiber une
fonction non mesurable. Toutes les fonctions qu’on rencontre ”naturellement”
le seront.

On a en particulier
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Proposition 8. Soit f, une suite de fonctions mesurables f, : @ — R. On
suppose que, pour tout x € Q, fn(x) converge vers f(x). Alors, la fonction
x — f(x) est mesurable.

Ainsi, la famille des fonctions mesurables réelles est stable par limite simple
(a Vopposé par exemple de la famille des fonctions continues).
Démonstration. — On écrit, pour z € R

{f < CE} = UreQ,r<z UngeN mnZno{fn < T}'

Cette identité ne fait que traduire en terme de théorie des ensembles la phrase
““f(y) <x si et seulement si il existe r € Q, r <z, et ng € N,
tel que pour tout n >mng, fu(y)<r.”’
Le deuxieme membre de I'identité précédente est mesurable, car construit a
I’aide d’un nombre dénombrable d’opérations sur des ensembles mesurables.

Ce qu’on vient d’écrire peut aussi s’étendre aux limites dans R.

D’ailleurs, on pourra démontrer de la méme facon que, si f,, est une suite de
fonctions mesurables réelles, ensemble des x pour lesquels f,(x) converge est
un ensemble mesurable.

Rappelons au passage les notions de limite sup et limite inf (dans R ou R).

Définition. 12 (Limites sup et limites inf). Soit z,une suite de réels. On
pose Ty = Sup,>, Tp, €l z, = infp>, xyp. Le sup et linf ici peuvent prendre les
valeurs 400 (pour le sup) et —oo (pour linf). T, est une suite décroissante.
Elle converge (dans R) vers une limite qu’on appelle la limite sup de la suite x,,
et dénotée limsup,, x,,. De méme, z, est une suile croissante qui converge vers
une limite notés liminf, x,. On a toujours

liminf x,, = limsup z,,,
n n

et la suite converge si et seulement si liminf,, z,, = limsup,, x,.

On peut appliquer cela aux suites de fonctions a valeurs réelles. D’apres tout
ce qui précede, on voit que, si f, est une suite de fonctions mesurables, alors
liminf,, f, et limsup,, f, sont des fonctions mesurables (& valeurs éventuellement
dans R). Ainsi, on voit aisément que, pour une suite de fonction bornées,
l’ensemble des x ol la suite converge est mesurable, puisqu’il s’écrit {lim sup,, f,—
liminf, f, = 0}.

Définition. 13 (Fonctions étagées). On dit qu’une fonction Q@ — R est étagée

st elle s’éerit .
f= Z Aila,
i=1

ou A; € A et \; € R.

Remarque 10. Une fonction étagée n’est rien d’autre qu’une fonction mesurable
réelle ne prenant qu’un nombre fini de valeurs . (A démontrer & titre d’exercice)

Remarquons également qu’une fonction étagée admet une représentation f =
>, milp, ot les B; sont disjoints et les j1; sont distincts non nuls. cette représentation
est unique (les p; sont les valeurs non nulles prises par f et B; = f~'(u;)). Nous
appelerons cette réprésentation la représentation canonique.
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La proposition suivante nous montre I'intérét des fonctions étagées.

Proposition 9. 1. Toute fonction mesurable réelle positive est limite crois-
sante de fonctions étagées.

2. Toute fonction mesurable bornée est limite uniforme de fonctions étagées.
(Rappelons qu’une fonction est dite bornée s'il existe un M € Ry tel que,
pour tout z, f(z) € [-M, M].)
Démonstration. — Nous ne montrons que le premier point. Le second est

similaire et laissé au lecteur.
Pour tout n € N, n > 0, on pose

2277,

k n
fn(m) = E on 1Akm, +2 1An7
k=0
o kb4l
Apn = {f €]
ke = €l =)

at A, = {f > 2"}. La fonction f,(z) n’est rien d’autre que I’écriture en base
2 de f(x), tronquée a la k-ieme décimale, si f(z) < 2", et sinon, vaut 2™ si
flz) > 2™

On voit immédiatement que la suite f,, est croissante, que si f(z) < oo, alors

1
0 < f(z) = fal) < o

des que n est assez grand pour avoir f(x) < 27, et que si f(x) est infini,
fn(x) = 2™. Dauns tous les cas, f,(x) converge en croissant vers f(x).
|

Enfin, nous énongons sans démonstration la version fonctionnelle du théoreme
des classes monotones.

Si A est une tribu, on note B(A) l'espace vectoriel de toutes les fonctions
réelles A-mesurables et bornées.

On note aussi, pour toute famillle de fonction &£, o(€) la plus petite tribu
qui rend mesurable toutes les fonctions de cette famille.

Ainsi, par exemple, B(R) = o(2%), ou bien B(R) = o(C), ou C désigne
I’espace de toutes les fonctions continues, etc..

Définition. 14. Soit Q2 un ensemble, et H un sous-espace vectoriel de l’espace
vectoriel de toutes les fonctions bornées 2 — R.On dira que H est un espace de
classe monotone si

1. 'H contient les fonctions constantes

2. Si fn est une suite d’élements de H qui vérifie

v, Vn, fn(x) € [0, 1]7 fn(x) < fn+1(x)>
alors la limite f = lim, f, est encore un élément de H.

Théoreme 7 (Des classes monotones, version fonctionnelle). Si une classe
monote H contient une famille de fonctions £ stable par multiplication, elle
contient B(o(£)).
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Nous n’allons pas démontrer ce théoréeme, dont la démonstration est sensible-
ment plus compliquée que celle du théoreme ensembliste correspondant. Nous
renvoyons pour cela au livre de Barbe-Ledoux.

Enfin, terminons ce chapitre par une remarque sur les limsup et les liminf
de suites d’ensembles, qu’il ne faut pas mélanger avec les limsup et les liminf de
suites de nombres réels.

Définition. 15 (Limsup et Liminf d’ensembles). Soit (A,) une suite de sous
ensembles de Q2. On note

limsup A, = Np Up>n Ap, liminf A,y = Uy, Np>r A4,
n - n -

La limite sup des A, est l’ensemble des points z qi appartiennent & une
infinité de A,,. La limite inf est ceux qui appartiennent & tous les A,, & partir
d’un certain rang.

Proposition 10. On a les propriétés élémentaires suivantes
1. Si A,, C By, alorslimsup,, A,, C limsup,, By, etliminf, A, C liminf, B,.

2. liminf,, A, C limsup,, A,, (limsup,, A,)¢ = liminf,, AS,

(liminf, A,)¢ = limsup,, AS.

3. Si A, est croissante, alors limsup,, A, = liminf, A, = U,A,. Si A, est
décroissante, alors limsup,, A, = liminf, 4, =N,A,.

4- lim sup,, 1An = 1lim sup,, A, s lim 1nfn 1An = 1lim inf,, A, -
5. Si u est une mesure bornée, alors

p(liminf A,) <liminf u(A,,) <limsup u(A,) < p(limsup A,,).

En particulier, si limsup,, (A,) = liminf, (A,), alors p(A,) converge et
on alim, u(A,) = p(limsup,, A4,,) = p(liminf,, (4,).

Ces propriétés sont presques évidentes une fois que l'on a remarqué que
Up>nAp est une suite décroissante d’ensembles, et que N,>, A, est une suite
croissante. Les détails sont laissés a titre d’exercice.

On pourra observer comme conséquence que si limsup,, 4, = liminf, A, et
limsup,, By, = liminf, B,, alors

limsup A, N B, = liminf A, N B,,, limsup A, U B,, = liminf A, U B,,,

et par conséquent que si A,, est croissante et B,, décroissante, alors u(A, N By,)
converge.
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3 Intégration de fonctions mesurables

Dans ce chapitre, nous allons considérer un espace mesuré (2, .4, 1) et définir
pour certaines fonctions mesurables f lintégrale [ fdu.
On commence par l'intégrale de fonctions simples

3.1 Intégration de fonctions étagées.

Appelons £ 'ensemble des fonctions étagées a valeurs réelles
fla) =" Aila,(a).
i=1

Rappelons que ce sont les fonctions mesurables ne prenant qu’un nombre fini
de valeurs.

Parmi celles-ci, nous allons distinguer les fonctions positives (Vz, f(z) > 0).
On appelera £; 'ensemble des fonctions étagées positives. Remarquons que

1. & est un espace vectoriel;

2. &, est stable par (f,g) — max(f,g) et (f,g) — min(f,g).

D’autre part, dans la réprésentation f = Zle Aila, d'un élément de £, on
peut toujours supposer que pour tout i, A; # 0.

Définition. 16. Pour un élément f € £, si f =), \ila,, on pose
/fdM = Z)\iM(Ai)-

1l faut faire attention ici & ce que, si u(A;) = co mais que A; = 0, on pose
par convention A\;u(4;) = 0.

Ceci permet de rester compatible avec 01g = 1.

La premiere chose a remarquer est que cette définition ne dépend pas de
la fagon dont on a écrit f. Pour le voir, le plus simple est de remarquer si
f=>",X\1a, a comme représentation canonique f = Y7, p;1p,, alors les
deux représentations de f donnent la méme valeur & I(f), ce qu’on montre par
exemple par récurrence sur n. Cela repose au bout du compte sur la formule

w(AUB) = pu(A) +p(B) siAnNB=10.

I faut faire attention ici & ce qu’on peut avoir I(f) = oo, si par exemple
pour un indice 7, on a p(A4;) = oo et A; > 0.

Proposition 11. L’application f — I(f) = [ fdp vérifie les propriétés suiv-
antes

1. SiA>0, IAf) = M(f);
I(f +9) =1(f) + 1(g).
Sif>g, I(f) > 1(g).

Si fn est une suite croissante d’éléments de £y dont la limite est un
élément [ de E,, alors I(f,) converge (en croissant) vers I(f).

e e
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Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents. Pour le troisieme,
on remarque que si f > g, alors h = f — g € £, et qualors

I(f)=1(g9) + 1(h) > I(g).

Le quatrieme point est plus délicat. Choisissons f = Zle Aily,, sous sa
représentation canonique, avec A; > 0 pour tout ¢ (si tous les A; sont nuls, alors
f =0, et il en va de méme de chaque f,, et il n’y a rien & dire).

De méme, on peut supposer que I(f) > 0, sinon, il n’y a rien & démontrer.

Soit alors «a,, = I(f,). La suite «, est croissante, majorée par I(f). Elle
converge donc vers une limite o < I(f). Notre probléme est de montrer que
o= 1(f).

Nous avons a distinguer deux cas : soit I(f) = oo, soit I(f) < oo.

Traitons pour commencer le second point. Montrons que, pour tout € > 0
assez petit, « > I(f)—e. Commencons par choisir une fonction g = Zle wila,,
telle que p; < A; pour tout i et I(g) > I(f) —e.

La suite f, converge en croissant vers f, donc, sur A;, f,(x) > u; pour n
assez grand (disons n > n;).

Comme il n’y a qu’'un nombre fini d’indices 4, on sait qu'il existe ny (par
exemple max(n;) ) tel que, si n > ng, alors f,(x) > g(x) partout.

Donc, pour n > ng, apn, = I(fn) > I(g) > I(f) — ¢, et donc a > I(f) — €.

Le cas ou I(f) est infini se traite de méme, en montrant que, pour tout
M > 0, il existe un ng tel que, pour n > ng, on a o, > M. |

3.2 L’intégrale des fonctions positives.

Nous pouvons alors donner la définition de I'intégrale d’une fonction mesurable
positive

Définition. 17. Soit f une fonction mesurable positive. On pose

/fdu= sup /gdu~
9€€4,g<f

La méme définition s applique aux fonctions mesurables d valeurs dans [0, +00].
On note parfois, s’il y a risque d’ambiguité

[ tin= [ rdu) = [ s

Nous savons déja que toute fonction mesurable positive est limite croissante
de fonctions étagées. Le résultat suivant (fondamental) permet de montrer
comment calculer [ fdpu.

Proposition 12. Soit (f,,) une suite de fonctions de £y qui converge en crois-
sant vers f. Alors, [ fdu = lim, [ fodp.

Démonstration. — Une fois de plus, il faut distinguer le cas ot [ fdu < oo
et ou f fdp = oo. Nous ne traitons que le premier, le second est laissé a titre
d’exercice.

Soit donc I = [ fdu et a, = [ fnodu, olt f,, est une suite croissante étagée
qui converge vers f. Tout d’abord, f,, est majorée par f, et donc a, < [ fdu
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par définition. Ensuite, a, est croissante, majorée par [ fdu, donc converge
vers une limite o < [ fdu. Tout notre probléme est de montrer que o = [ fdpu.
On va donc montrer que, Ve > 0, o > [ fdu —e.
Tout d’abord, par définition de [ fdpu, il existe un élément g € &4, g < f,

tel que I(g) = [gdp > [ fdp —e.

La suite h,, = min(f,,g) est une suite d’élément de &, qui converge en
croissant vers g. D’apres la proposition précédente, si on appelle b, = [ h,dyu,
alors b,, converge vers I(g). Mais b,, < a,, puisque h,, < f,. Et donc,

a =lima, > limb, = I(g) > /fd,ufe.

C’est bien ce qu’on voulait démontrer.

Une fois ce résultat établi, alors les résultats suivants sont élémentaires
Proposition 13. L’application f — [ fdu satisfait

1. Pour tout A >0, [Afdu= X[ fdu

2. [(f+g)du= [ fdu+ [ gdu.

3. 8i f<g, alors [ fdu < [ gdp.

Démonstration. — Montrons par exemple le second point. On choisit une suite
(fn) et une suite (g,,) de fonctions de £, la premiére qui converge en croissant
vers f, la seconde vers g.

On sait que
/(fn+gn>dl£:/fndlu+/gnd,u'7

puis on passe a la limite. |
Donnons tout d’abord quelques exemples.

L. Sip= 10y, [ fdu= f()

2. Sur N, si p est la mesure de décompte, alors

/fdu =Y f(n).

Ainsi, l'intégrale par rapport & la mesure de décompte n’est rien d’autre
que la somme de la série ) f(n).

Nous verrons plus bas que l'intégrale pour la mesure de Lebesgue d’une
fonction continue ou monotone n’est rien d’autre que son intégrale de Riemann.

Ainsi, l'intégrale de Lebesgue généralise a la fois I'intégrale ordinaire et la
sommation des séries, et permet d’énoncer des théoréemes généraux qui s’appliqueront
dans ces deux cas.

Les deux résultats suivants sont fondamentaux

Théoréme 8. (Théoréme de convergence monotone) Soit (f,) une suite de
fonctions mesurables positives qui converge en croissant vers f. Alors

lirlln/fndu:/fd,u.
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Insistons sur le fait que ce résultat s’applique méme aux fonctions qui ne

sont pas finies. Remarquez que par comparaison au résultat précédent, cette
fois ci la suite f;,, n’est plus nécessairement étagée.
Démonstration. — (Du théoréme de convergence monotone). Soit (f,) une
suite croissante de fonctions mesurables positives, et (f, ) une suite croissante
(en p) de fonctions étagées qui converge vers fy,.

Posons alors

In,p = maX(pr, f2,p7 B fn,p)~

(gn.p) est & la fois croissante en n et en p, est majorée par f,, et converge aussi
vers f, lorsque p — oc.
Le lemme fondamental (Lemme 1) nous dit que

lim lim g, , = lim gy, .
n p ? n ’

et donc la suite g, , converge vers f.
Alors, d’apres ce que ’on sait sur les suites croissantes de fonctions étagées,

lim/gn,ndﬂz /fdu

limlim/gn)pd,u: lim/fndu.
n p n

On réapplique le lemme fondamental (Lemme 1) avec la suite a,, , = [ gn pdp,
et on obtient le résultat.

Par ailleurs,

[ |
Une application immédiate du théoreme de convergence monotone est le
suivant

Proposition 14. Si (f,) est une suite de fonctions mesurables positives,

[3 utu =Y [

(11 suffit d’appliquer le théoréme de convergence monotone & la suite crois-

sante F, = > fp.)
L’autre résultat fondamental est le suivant

Théoréme 9. (Lemme de Fatou) Soit (f,) une suite de fonctions mesurables
positives. Alors

/ (tim inf £,)dp < Tim inf( / Fadps).

Démonstration. — (Du lemme de Fatou) On pose g, = inf,>, f,. La suite g,
converge en croissant (par définition) vers liminf,, f,. Et donc, par le théoreme
de convergence monotone,

/(lim inf f,)du = lim/gndu.

[ oudn < [ g

December 3, 2007 21 Licence - Intégration

Mais



Université Paul Sabatier Année 2007/2008

Or, si a,, < by, liminf a,, < liminfb,, (Exercice immédiat d’apres la définition
de la lim inf.). D’ou 'inégalité du lemme de Fatou. n

Pour se rappeler du sens de I'inégalité dans le lemme de Fatou, le mieux est
de souvenir d’un contre exemple : sur [0, 1], avec la mesure de Lebesgue, on
pose fn, = nljg 1/, Alors ffndx =1, et liminf f,, = 0. On pourra chercher a
titre d’exercice un contre exemple continu.

Pour montrer la puissance de ces théoremes, et I'intérét de ne pas se limiter
a des fonctions finies, commencons par introduire une notion.

Définition. 18. On dit qu’une propriété P(x) a lieu presque partout (ou -
presque partout s’il y a ambiguité), si 'ensemble des x pour lesquels P(x) est
fausse est incluse dans un ensemble mesurable de mesure nulle.

Par exemple

Proposition 15. Si f est une fonction mesurable positive et que [ fdu < oo,
alors f(x) est finie presque partout.
De méme, si f >0 est telle que [ fdu =0, alors f est nulle presque partout.

Démonstration. — Commengons par le premier cas. Appelons A = {z | f(z) =
oo}. Pour tout n € N, f > nlyu, et donc

nu(A) < / fp.

Donc, Vn > 0, u(A) < %f fdu, et en passant & la limite, on trouve u(A) = 0.
Pour le second, on pose de méme A, = {z | f(z) > 1/n}, de telle facon
que f > %lAn. D’ou

wA,) < n/fdu =0.

Mais A := {f > 0} = N, A,, et par conséquent u(A) = 0. ]
Voici alors une application immédiate du théoreme de convergence mono-
tone, qui est a la base de la loi des grands nombres en probabilité.

Théoréme 10. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives. Si la
série Y. [ fadu converge, alors la série >, fn(x) converge presque partout.
En particulier, f,(x) converge vers 0 presque partout.

Démonstration. —
Soit

F(z) = falx).

On ne sait pas a priori si F'(x) est fini ou non. Mais le théoréme de convergence
monotone nous dit que de toutes fagons

F(z)dp = Z frndp.
Jrem=3|

Si la série au second membre converge, alors [ F(x)du < oo, et donc F(z) < oo
presque partout.

Pour un z pour lequel la série converge, alors le terme général f,, (x) converge
vers 0. ]
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3.3 Intégrale de fonctions non positives

Contrairement aux fonctions positives, nous ne pourrons intégrer des fonctions
non positives que si elles ne sont pas ”trop grosses”.

Définition. 19. On dit qu’une fonction mesurable réelle est intégrable si

/If\du<oo.

On note souvent f € L' ().

Notons tout de suite qu'une fonction intégrable est finie presque partout.

Rappelons la décomposition f = fy — f_ avec |f| = f+ + f-.

Puisque fy et f_ sont majorées par |f], alors si f est intégrable, fi et f_
le sont.

On a alors

Définition. 20. Si f est intégrable, on définit

[ tin= [ edn [ £-dn.

Dans la définition, on aurait pu prendre n’importe quelle autre décomposition
de f en différence de deux fonctions positives intégrables.

Proposition 16. Si f = f1 — fo, ou f1 et fo sont deux fonctions positives
intégrables, alors alors f est intégrable et

[ tin= [ fidu~ [ s

Démonstration. — C’est immédiat. f est intégrable puisque

fl< i+ f2 € L)/
On écrit fi + fo = f— + f1, dou

[ et [ adn= [ r-dus [ .

et finalement, puisque tout le monde est fini

/f+du*/f—du:/f1du*/fzdu~

De ceci nous déduisons immédiatement la

Proposition 17. L’ensemble des fonctions intégrables est un espace vectoriel.
Sur cet espace, Uapplication f — ffdu est linéaire.
Observons en plus qu’elle satisfait toujours

[<g = /fduﬁ/gdu,

‘/}mﬁs/UmM
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Le troisieme théoreme fondamental du calcul intégral est le

Théoreme 11. (Théoréme de convergence dominée). Soit (f,) une suite de
fonctions intégrables. On suppose que pour tout x f,(x) converge vers une
fonction f(x), et qu’il existe une fonction intégrable positive g telle que, pour
tout n

|fn(@)] < g(2).
Alors, f est intégrable et

lim / Fodp = / fdp.

Démonstration. — Puisque |f] < g, il est évident que f est intégrable. Quitte
a changer f, en f, — f, on peut toujours supposer que f = 0. Ensuite, puisque

/\fnldu > ’/fndu

quitte & remplacer f, par |f,|, on peut toujours supposer que f, > 0.

Alors, on pose h, = g — fn; hy est positive, et on peut appliquer le Lemme
de Fatou & la suite (h,,).

Mais liminf h,, = g, et

liminf-/hndp: /gdu—limsup/fnd,u.

Le lemme de Fatou nous dit donc que

/gdu < /gdu—limsup/fndu,

limsup/fnd,u =0.

)

Mais [ fndu est une suite positive. Sa limite sup ne peut étre nulle sans que sa
limite inf ne le soit, et dans ce cas la limite existe et est nulle. C’est ce qu’'on
voulait démontrer.
[ |
Dans les situations pratiques, pour appliquer le théoréme, la difficulté est de
trouver la fonction g. La plus petite qui puisse faire I'affaire est bien str

g =sup|fnl.
n

Mais elle n’est pas toujours tres facile a calculer.

Nous allons dans ce qui suit tirer de ces résultats de nombreuses conséquences.
mais nous sommes maintenant en mesure d’identifier I'intégrale de Lebesgue
avec l'intégrale de Riemann.

Théoréeme 12. Soit f une fonction continue sur lintervalle [0,1], et X la
mesure de Lebesgue sur [0,1]. Alors

/fd)\:/olf(t)dt.
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Démonstration. — Rappelons brievement la construction de I'intégrale de Rie-
mann : Une subdivision o de [0, 1] est une suite finie 0 = tg < t; < ... <t, =1.
Son pas 7(o) est défini par
n—1
7(0) = sup [tiy1 — ti].
i=0
Pour toute subdivision o, et tout ¢, on choisit x; € [t;,t;11], et on forme la

somme
n—1

Se(f) = Z f(@i)(tipr — ).

i=0
Alors, si f est continue (ou monotone, par exemple), pour toute suite o,, de
subdivision dont le pas tend vers 0, la suite S, (f) converge vers une quantité

notée fol f(t)dt. Les fonctions Riemann-intégrables sont exactement celes pour
lesquelles toutes ces sommes convergent vers la méme limite.

Remarque 11. La grosse différence entre la théorie de l'intégrale de Riemann et
celle de Lebesgue est que dans la premiére on approche les fonctions par des fonc-
tions en escalier (combinaison linéaires d’indicatrices d’intervalles) et que dans celle
de Lebesgue on approche les fonctions par des fonctions étagées (combinaisons linéaires
d’indicatrices de boréliens), qui est une classe beaucoup plus vaste.

Nous nous concentrons ici sur le cas des fonctions continues, dont on va
démontrer qu’elles sont Riemann-intégrables. En fait, nous allons montrer que,
pour une suite o, de subdivisions dont le pas tend vers 0, alors S,, (f) converge

vers [ fdA.
Pour cela, on considere la suite de fonctions étagées

n—1

fn = Z f(xi)l[tutwrl]'

=0

par définition de la mesure de Lebesgue,

/ fudX = S, (F).

Il nous reste a montrer que f, converge vers f et qu’on peut appliquer le
théoreme de convergence dominée.
Mais le théoreme de Heine nous dit que

Ve>0, I, lz—y|<n = [f(x) - fy)|<e

Des lors, puisque f,, vaut f(z;) sur Uintervalle [¢;,t;11] et que x; € [t;, ti11],
si le pas de la subdivision est inférieur & 1, pout tout x € [0, 1],

[fn(z) = f(z)] < e

On voit donc que f,, converge vers f. De plus, puisque f, continue sur [0, 1]
est bornée, disons par M, alors il en va de méme de f,

|fn| < M.
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la fonction constante M est intégrable (sur [0, 1], avec la mesure de Lebesgue),
et donc nous pouvons appliquer le théoreme de convergence dominée

/ FadX — / fd.

C’est bien ce que nous voulions démontrer. |

Remarque 12. De fagon générale, dans la théorie de Riemann, on cherche a intégrer
des fonctions bornées f : [a,b] — R. Pour cela, pour une subdivision donnée, on
considére

n—1
Seo(f) =D fuiltisn —t:)

=0

et o
Se(f) =D i (tixr — 1)

i=0

,ou fu; et fi désignent respectivement des sup et inf de f sur Iintervalle [ti,ti+1].
Alors, on dit que f est Riemann intégrable si et seulement si, lorsque le pas de la
subdivision converge vers 0, S;(f) et S«o(f) convergent vers la méme limite.

Il n’est pas vrai en général qu’une fonction Riemann intégrable soit mesurable. Il
nous faut introduire une tribu plus large que la tribu borélienne, la tribu de Baire.
Pour la décrire, on dit qu’un ensemble est négligeable s’il est inclus dans un borélien
de mesure de Lebesgue nulle. La tribu de Baire est

{B | 3A € B([a,b]), AAB est négligeable}.

On vérifie immédiatement que c’est une tribu. La mesure de Lebesgue s’étend
immédiatement a cette tribu en disant que A\(A) = \(B) si AAB est négligeable.

Alors, une fonction bornée est Riemann intégrable si et seulement si elle est
mesurable pour la tribu de Baire, et que I’ensemble de ses points de discontinuité
est de mesure de Lebesgue nulle.

Théoreme 13. (Dérivation sous l'intégrale) Soit I un intervalle ouvert de R.
On considére une application f : I x Q — R, f(z,w) telle que, pour tout x, la
fonction w — f(x,w) soit mesurable et intégrable, et telle que pour tout w, la
fonction x — f(x,w) soit dérivable sur I. On note 0, f(xz,w) sa dérivée.

Supposons qu’il existe une fonction positive intégrable g(w) telle que, pour
tout © € I, |0, f(z,w)| < g(w). Alors I(z) = [ f(z,w)du(w) est dérivable sur
Uintervalle I et sa dérivée est

I'(x) = / 0, f (2, ) dpa(w).

Démonstration. — Nous laissons au lecteur le soin de montrer que 0, f est
mesurable. Nous choisissons « € I, une suite z,, qui converge vers x, et con-

sidérons
I(xn) —I((E) _ / f(:rn,w) — f($7w)d
Tn—T Ty — T #lw)-

Nous aurons montré le résultat si nous pouvons appliquer le théoreme de
convergence dominée a la suite

f’n(w) — f(JCn,W) — f‘(l‘v(“))7

Ty, — X
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puisque par définition de la dérivée, f,(z,w) converge vers 9, f(z,w).

Mais le théoréme des accroissements finis, appliqué a la fonction z — f(z,w)
(w ici étant fixé) nous dit qu’il existe un point y,(w) de Uintervalle [z, z] (ou
bien [z, z,] selon les cas) tels que f,,(w) = 0:f(yn(w),w). L’hypothese nous dit
alors que |f,(w)| < g(w), et nous pouvons conclure.

|

On peut ainsi appliquer ceci aux séries de fonctions, lorsque 1’espace ) est

N, muni de la mesure de décompte.

Proposition 18. Soit (f,(x)) une suite de fonctions dérivables définies sur un
intervalle ouvert I. On suppose que, pour tout x la série S(x) = >, fn(x)
converge et qu’il existe une série de réels (o) telle que pour tout entier n, et
tout x € I,

(@) < om

avec Yy, O < 00.
Alors, S(x) est dérivable sur I et

S'(x) =Y (@)

3.4 Mesures absolument continues

Une fois que nous avons construit une mesure sur un espace, alors nous pouvons
en construire beaucoup d’autres.

Définition. 21. Soit (2, A, u) un espace mesuré, et ¢ une fonction mesurable
positive.
Alors, la formule

() = [ Lagd = /A bdu

définit une nouvelle mesure sur (Q, A). Cette mesure est notée ¢pdu et est dite
absolument continue par rapport a .

Remarquer que, si u(A) =0, alors v est identiquement nulle.

La fonction ¢ s’appelle la densité de v par rapport a p. FElle est souvent

notée
o=
dv’
Deuzr mesures sont équivalentes si elles sont absolument continues ['une

par rapport a l'autre.

Montrons quelques exemples.
1. Si ¢ =14, ¢dp n’est rien d’autre que la mesure p restreinte a A.

2. Sur R muni de la mesure de Lebesgue, la mesure

2

exp(—%)

Ver

s’appelle la mesure gaussienne. C’est une mesure de probabilité et elle
joue un role central en calcul des probabilités. Elle est équivalente a la
mesure de Lebesgue.

~y(dx) = dx
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3. La mesure 1x>0%dx est une mesure qui n’est pas une mesure de Radon.
Pour calculer 'intégrale par rapport & ¢du, nous avons la

Proposition 19. Soit v = ¢du une mesure absolument continue par rapport a
w. Alors, pour toute fonction mesurable positive f, on a

[ tiv= [ roran

De plus, pour une fonction f non nécéssairement positive, f € L1(v) si et
seulement si f¢ € LY () et dans ce cas, on a encore

[ tiv= [ sodn

Démonstration. — Commencons par le premier point, le second s’en déduit
immédiatement.

La formule est vraie pour f = 14 par définition de la mesure v. Elle est
donc vraie pour toute fonction étagée positive par linéarité.

Soit alors f une fonction mesurable positive quelconque, et f,, une suite de
fonctions mesurables positives étagées qui converge en croissant vers f. D’apres

ce que l'on vient de voir,
[ v = [ gr0dn

et il ne nous reste plus qu’a passer a la limite dans les deux membres en utilisant
le théoreme de convergence monotone. |

Pour énoncer le principal résultat de cette section, introduisons une nouvelle
notion.

Définition. 22. On dit que deuz mesures positives u et v sont étrangeres s’il
existe un ensemble mesurable A tel que u(A) =0 et v(A°) = 0.
En d’autres termes, u est portée par A€ tandis que v est portée par A.

Théoréme 14 (Radon-Nikodym). Soit (£2,.A) un ensemble mesurable et p et
v deuzr mesures positives. On suppose | o-finie. Alors, il existe une mesure i
étrangere a p et une fonction mesurable positive ¢ telle que

v = ¢M =+ Ha,
et cette décomposition est unique.

Nous n’allons pas démontrer ce théoreme, dont la démonstration est donnée
en appendice.
Ce théoreme est souvent utilisé sous la forme suivante.

Corollaire 1. Pour que v soit absolument continue par rapport a u, il faut et
il suffit que
wA)=0 = v(A)=0.

Démonstration. — (Du corollaire) La condition est bien évidement nécéssaire.
Pour la réciproque, il suffit en appliquant le théoréme précédent de remarquer
que sous ces hypotheses, pu; = 0.
[ |
Sur R, nous avons vu que toute mesure bornée se représente par une fonction
de répartition F},, c’est a dire une fonction croissante, continue a droite, avec
Fu(—00) =0 et F,(400) < 00.
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Remarque 13. Alors, si F, est dérivable et de dérivée continue f, alors p est une
mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue \ de densité f. On
note encore
dF,(z) = F, (z)dz.

Il en va de méme pour les mesures de Radon dont la fonction associée F est
dérivable de dérivée continue.

Pour le voir, il suffit de constater que les mesures i et f\ coincident sur les inter-
valles ]a,b]. Or, on a

u(la, b)) = Fu(b) = Fu(a)

par définition de F,,, alors que, pour la mesure v = f\, on a

V0.t = [ LS (@)dz = FL(8) - Fi(a)

Bien siir, il n’est pas nécessaire pour que ce soit vrai que la fonction F), aie une
dérivée continue. L’important est qu’elle soit 'intégrale de sa dérivée. Ce qui sera le
cas par exemple dés qu’elle aura une dérivée bornée avec un nombre fini de points de
discontinuités.

Remarquons enfin qu’une mesure ¢ finie est toujours équivalente a une
mesure de probabilité.

Pour le voir, considérons une mesure p o-finie et choisissons une suite (By,)
croissante, telle que u(B,) < oo, et telle que U, B,, = Q.

On peut bien stir supposer que tous les p(B;,) sont non nuls & partir d'un
certain rang, sinon u(€2) = 0 et il n’y a rien a dire. Quitte & supprimer les
premiers termes de la suite, on peut donc supposer que tous les p(B,,) sont non
nuls.

Considérons alors la mesure

1
zn:(lB"W(Bn))M'

On voit que v est une mesure de probabilité, qu’elle est absolument continue par
rapport a i, et de densité strictement positive partout. Elle est donc équivalente

a .

3.5 Mesures images

Définition. 23. Soit (21, A1, 1) un espace mesuré, et f une application mesurable
de (21, A1) dans (Qq, Az). Alors, la formule juz(B) = pui(f~1(B)) définit une
mesure sur (Qa2, As). On Uappelle la mesure image de py par f, et on la note
f(u1) ou parfois aussi f*p.

Il est immédiat de vérifier ’assertion que ps est bien une mesure.
En voici quelques exemples.

1. L’image de la mesure de Lebesgue sur R par application y — y + z (la
translation par x) est la mesure de Lebesgue (c’est en fait ce que traduit
Pinvariance par translation de la mesure de Lebesgue).

2. Si p1(€1) = K est fini, et que f est constante et vaut x4, alors 'image de
w1 par f est Kég,.
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3. Sur R, f(x) = —z, 'image de la mesure de Lebesgue par f est encore la
mesure de Lebesgue.

Pour le voir, on constate que, si on appelle v la mesure image
v([a,b]) = A([-b,—a]) = b — q,
et donc v et A\ coincident sur les intervalles.

4. Sur R, si f(x) = cz, ¢ # 0, alors I'image de la mesure de Lebesgue A par
f est |—}:|)\.

Pour le voir, on se ramene au cas ol ¢ > 0 (quitte & composer par © — —x),
et ensuite, on constate que, si v = f(A),

(o, ]) = A%, g}) _ %)\[a,b].

5. Sur R, I'image de la mesure de Lebesgue A par f(x) = 0 est cody. (Clest
en quelque sorte le cas limite de 'exemple précédent lorsque ¢ — 0). Ceci
montre que 'image d’une mesure o-finie, et méme d’une mesure de Radon,
n’est pas nécésairement o-finie.

6. Sur R si f est croissante strictement ou strictement décroissante, dérivable
et de dérivée continue, alors I'image de la mesure de Lebesgue \ par f est
la mesure & densité |¢'(z)| A(dz), ou g est la fonction réciproque de f.

Pour le voir, on se rameéne au cas ol f est croissante (quitte & composer
par x — —x), et dans ce cas, en appelant g la fonction réciproque de f et
v la mesure image, on écrit

V([a,b}):/\([g(a),g(b)]):/ g'(t)A(dt).

[a,b]

7. De méme, la mesure image de la mesure h(z)dz par une fonction monotone
f comme plus haut est h(g(x))|¢'(z)|dx, on g est la fonction réciproque
de f.

8. Lorsqu’'une fonction f : R — R n’est pas monotone mais quand méme
réguliere, on la décompose en intervalles ol elle est monotone. Sur chaque
intervalle, on peut calculer comme plus haut la mesure image de la mesure
de Lebesgue restreinte a cet intervalle, puis on fait la somme des mesures
ainsi obtenues.

Ainsi, la mesure image de la mesure de Lebesgue sur R par la fonction
f(z) =22 est ﬁlmzodl‘.

Pour calculer les mesures images en général, nous disposons du théoreme

Théoréme 15 (Théoréme du tranfert). Soit f wune fonction mesurable de
(1, A1, 1) dans (Q2, As), et us = f(p1). Alors, pour toute fonction mesurable

positive g : Qo — R,
/ gdpz = / g(f)dpa.
QQ Ql

December 3, 2007 30 Licence - Intégration



Université Paul Sabatier Année 2007/2008

De plus, une fonction g est intégrable par rapport a po si et seulement si
g(f) est intégrable par rapport a p1 et dans ce cas on a encore

/92 gdps = /ng(f)dm-

Démonstration. — Le cas des fonctions non positives découle immédiatement
du cas des fonctions positives, en décomposant g en g+ — ¢g—. On n’a donc a
traiter que le cas des fonctions positives.

Le résultat est immédiat pour g = 1p, car alors g(f) = 1;-1(py et le résultat
n’est rien d’autre que la définition de pus.

Par linéarité, il reste donc vrai pour les fonctions g étagées.

Soit maintenant g une fonction mesurable positive; g est limite croissante
d’une suite (g,) de fonctions étagées, et alors g(f) est limite croissante des
fonctions étagées g, (f). Le résultat découle alors du théoréme de convergence
monotone. |

Remarque 14. On retrouve ainsi, pour une fonction monotone croissante Clg: R—
R

[ 1@ @ = [ s,
en appliquant le théoréme du transfert a la mesure g'(x)dz dont la mesure image par
g est dz (puisque ¢'(z)dz est la mesure image de dx par la fonction g*).
3.6 Mesures signées ou complexes bornées

Jusqu’ici, nous ne nous sommes inéteresés qu’a des mesures a valeurs des [0, 0o].
Dans de nombreuses situations, il est commode d’envisager des mesures a valeurs
réelles, ou meme complexes.

Définition. 24. Une mesure signée bornée sur lespace mesurable (Q, A) est
une application p de A dans un compact [—M, M] de R telle que

1. p(d) =o0;

2. Si A, est une suite d’éléments de A deuz a deux disjoints, alors la série
> o (Ay) converge et

Z 1(An) = p(UnAp).

Par exemple, la différence u; — po de deux mesures bornées est une mesure
signée.
Un autre exemple de mesure bornée est donnée par

v(4) = [ L1afdn

olt y est une mesure positive et f € L'(u). On dit alors, comme dans le cas ol
f >0, que v est absolument continue par rapport a u et on note

dv = fdpu.
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Remarque 15. Il revient au méme de dire que p(0) = 0 et que
w(A) = p(An)
pour toute partition dénombrable (A,) de A, ou la série Y n(An) est convergente.
Nous verrons plus bas qu’en fait la série ), |j(Ay)| est en fait toujours convergente.
On peut de méme considérer des mesures a valeurs complexe.

Définition. 25. Une mesure complexe bornée sur l’espace mesurable (2, A) est
une application p de A dans un compact K de C (ou ce qui revient au méme
dans une boule B(0, R) de C centrée en 0) telle que

1. p(0) =0;

2. Si A, est une suite d’éléments de A deux a deux disjoints, alors la série
>, W(Ay) converge et

Z 1(An) = p(UnAn).

Remarque 16. On voit immédiatement que les parties réelles et imaginaires d’une
mesure bornée sont des mesures signées, bornées, et donc qu’une mesure complexe
boprnée n’est rien d’autre que p1 + ip2, ou 1 et uz sont des mesures signées bornées.

Le théoreme fondamental sur les mesures bornées est le suivant, qui per-
met de ramener immédiatement ’étude des mesures signées bornées a celle des
mesures positives bornées. Nous en donn ons la démonstration en appendice.

Théoreme 16 (Jordan-Hahn). Soit p une mesure signée bornée sur (Q, A).
Alors il existe deux mesures positives p4 et p— qui sont étrangéres (portées par
des ensembles disjoints), telle que p = py — p_.

Dans ce cas, la mesure |p| = py +p— est une mesure bornée (appelée mesure
de variation totale de ), et le nombre |||l = pi(Q)+p—(Q) est appelé la norme
de .

Dans le cas particulier ou

v(4) = [ 1afdn
alors
i) = [ Lafadu, v-(A) = [1af-du
et
vl = / i =11l -

Le théoréme de Jordan-Hahn nous montre que le cas particulier ci-dessus est
en fait le cas général, puisque si p est une mesure bornée et si p1 = |pl, alors les
mesures p4 et p_— sont absolument continues par rapport a p, et si on dénote
par A un ensemble tel que p4 (A) = p_(A°) =0, 0on a

dipp = (140 — 14)dps.
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On peut donc toujours se ramener au cas ou dy = fdr, pour une mesure
positive v, et dans ce cas |’ intégrale

[ hdn= [(bsan

est définie pour toute les fonctions h telles que |h| € L(|u|).

On peut aussi considérer I'image d’une mesure bornée par une application
mesurable, le produit tensoriel de mesures bornées, etc.

On peut aussi s’intéresser aux mesures bornées a valeurs complexes, et elles
seront décomposées en pq + iz, ou 1 et po sont des mesures réelles bornées.
Elles s’écrivent toujours elles aussi sous la forme

p(a) = [ Lagar,

ol v est une mesure positive (qu’'on peut méme choisir bornée) et f une fonction
a valeurs complexe dans L' (v).

L’avantage de prendre des mesures bornées est qu’elles forment un espace
vectoriel. Muni de la norme ||u||, cet espace vectoriel est un espace de Banach,
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 20. Soit u, une suite de Cauchy de mesures bornées. Alors, elle
converge vers une mesure bornée.

Démonstration. — 11 suffit de considérer une mesure positive v par rapport a
laquelle toutes les mesures bornées sont absolument continues, par exemple

|1
V= —_,
2 3l

Alors, les densités f, de p, par rapport a v forment une suite de Cauchy dans
L(v). Nous verrons plus bas (théoréme de Riesz-Fisher, 23 ) que 'espace L (v)
est complet, pour toute mesure positive o-finie. Cette suite converge dans L (v)
vers f, et u, converge vers fdv, comme on le vérifie immédiatement.
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4 Espaces produits
4.1  Tribu produit

Dans cette section, nous considérons deux espaces mesurables (21, .41) et (22, A2)
et nous considérons le produit 2; x €25, que nous allons munir d’une tribu

Définition. 26. La tribu A; ® As est la plus petite tribu sur le produit Q1 x Qg
qui contienne les ensembles A x B, ou A€ Ay et B € As.

Cette tribu peut étre caractérisée de beaucoup d’autres fagons différentes,
par exemple

Proposition 21. 1. Si A; = o(&1) et Ay = 0(&;), et si l'on suppose que
Q, €&, 1=1,2, alors

Ao @ Ay =0(AX B, A€ &, Be&).

2. Sim et mo désignent les projections de 1 X Qo sur £ et Qo respective-
ment, alors

A1 @ Ay = o(m1,m2).

Démonstration. — Commencons par le premier point. Appelons A = o(A X
B, A€ &, Be€é&,). Alors clairement, A C A; ® As.
Par ailleurs
{BEAl, BXQQEA}

est une tribu, comme on le vérifie immédiatement. Puisqu’elle contient &1, elle
contient A;. On voit donc que, pour tout A; € Ay, A; x Qs € A.

De méme, pour tout By € Ay, 1 X By € A.

On a donc aussi, pour tout A; € A; et pour tout As € As,

A1XA2:(A1XQQ)Q(91XA2)€A,

et par conséquent A; @ A C A.

Pour le deuxiéme point, nous remarquons que 7 LA = A x Qq, et
W;l(AQ) = x As. Ceci nous montre d’une part que 71 et 7o sont mesurables
par rapport a A; x Ay, et que la plus petite tribu qui rend mesurable a la fois
71 et mo rend mesurable tous les ensembles

Ay x Ay =M (A) Nyt (Ag),
ou A; € A;. par conséquent
A1 ® As C o(my,m2).

|
De la méme maniere, il est aisé de caractériser les fonctions mesurables a
valeurs dans le produit 1 x Q.

Proposition 22. Une fonction f: (2, A) — (Q1 x Qo, A1 ® As) est mesurable
si et seulement si les applications composées w1 (f) et wa(f), & valeurs dans
et Qo respectivement, sont mesurables.
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Nous laissons la démonstration a titre d’exercice. Ainsi, un couple de fonc-
tion mesurable n’est rien d’autre qu’une fonction mesurable & valeurs dans le
produit.

Remarquons que nous pouvons faire des produits successifs, et que le résultat
est indépendant de 'ordre dans lequel nous faisons ces produits

Proposition 23. Si (21,.41), (Qa, As), (Q3,.A3) sont trois espaces mesurables,
alors, sur l’espace 21 X Qg X Q3, on a

(A @A) @ A3 = A1 @ (A2 @ A3).
Cette tribu est encore
o(A; x Ay x A3, A; € A;, i =1,2,3}
ou bien encore o(my,ma, T3) 04 m; désigne la projection sur §);.

Démonstration. — Démonstration laissée au lecteur a titre d’exercice.
|

La tribu produit peut encore se voir de bien des fagons différentes. Ainsi,
sur R2, la tribu B(R) ® B(R) = B(R?) est encore la plus petite tribu qui con-
tient toutes les boules, ou toutes les boules ouvertes, ou tous les ouverts, ou
encore toutes les boules ouvertes a centre a coordonnées rationnelles et a rayon
rationnel, etc. Montrons par exemple que c’est la plus petite tribu qui contienne
les boules ouvertes.

Si B(xz,r) est la boule ouverte centrée en = et de rayon r, nous écrivons

B(z,r) = Us]a, b[x]d’, b'[,

ol I est 'ensemble de tous les quadruplets de rationnels tels que Ja, b[x]a’, b'[C
B(x,r).
Réciproquement, pour tout quadruplet de réels,
la,b[x]a’,b'[= Uy B(x, 1),

ol J est 'ensemble des points x = (11, 72) € Q2 et des points r € Q, r > 0 tels
que B(z,r) Cla,b[x]a’,V[.

Remarquons encore que les ensembles mesurables dans le produit ont des
coupes mesurables.

Proposition 24. Si A€ A ® Ay et wy € Qq, alors
Awl = {w% (Wl,wz) S A} € As.

On a bien sir la propriété symétrique en échangeant les roles de x1 et xo.
De méme, si f(w1,ws) est une fonction mesurable par rapport ¢ Ay @ As a
valeurs réelles, pour tout wy € Oy, la fonction f., (w2) : Q2 — R définie par

fw1<w2) = f(w1,w2)

est mesurable par rapport a As.

De plus, si f est mesurable positive, et que us est une mesure o-finie sur
(Q2, A2), la fonction

o1 [ fur(n)dna(er)

est mesurable par rapport a Aj.
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Démonstration. — Démontrons d’abord la premiere assertion.
Nous commengons par remarquer que la propriété est vraie si A = Ay x Ag,
car alors A, est soit vide, soit égal & As, selon que w; est ou non dans Ay;
Ensuite, on considere

A={A, A, €A}

A est une tribu, qui contient tous les ensembles de la forme A; x As, avec
A; € A;, et qui contient donc toute la tribu A; x As.
Pour la seconde assertion, nous remarquons que

FSHA) = (F7H(A))wr

Enfin, pour le dernier point, commencons par traiter le cas ol us est une
mesure de probabilité. Nous commengons par le cas oll f = 14, x4,, auquel cas
la fonction fQ2 fuw,dpa n'est rien d’autre que 14, (w1)p2(Az).

Ensuite, nous traitons le cas ot f =14, avec A € A; x As. Dans ce cas, le
résultat est obtenu a partir du précédent en remarquant que ’ensembles des A
pour lesquels [ 14, dus est mesurable est une classe monotone. C’est ici que
sert le fait que po est une probabilité, pour montrer que si A C B sont des
éléments de cette classe, alors B\ A est encore dans la classe, par la formule

/1B\Aw1dﬂz :/1Bw1dﬂ2_/1Aw1dﬂ2-

(les autres points & vérifier sont évidents.)

Cette classe monotone contient les ensembles de la forme A; x As, A; € A;,
qui forment une classe stable par intersection, et donc toute la tribu A; ® As.
Ensuite, pour f étagée, le résultat se déduit du précédent par linéarité.

Enfin, pour une fonction mesurable positive quelconque, le résultat s’obtient
par passage a la limite croissante a partir du cas étagé.

Pour passer au cas ol uo est seulement o-finie, on écrit dus = h(ws)dvs,
ou o est une probabilité, et on applique ce qui précede a v, et a la fonction

g(w1,w2) = f(w1,w2)h(wa).

Remarque 17.

Nous avons vu qu’un ensemble mesurable dans le produit a des coupes mesurables.
Mais il n’est pas suffisant qu’un ensemble aie des coupes mesurables pour étre mesurable
dans le produit. Pour voir un contre exemple, considérons un ensemble B non mesurable
dans R, et I’application diagonale f de R dans R? définie par f(z) = (z,x), qui est
bien évidement mesurable. Alors, ’ensemble

B = f(B) ={(z,z) , = € B}

n’est pas mesurable dans le produit, puisque B = ffl(Bl) et n’est pas lui méme
mesurable par hypothése. Mais ’ensemble Bi a toutes ses coupes soit vides soit
réduites a un point, donc toutes ses coupes sont mesurables.

De méme, nous avons vu que les projections mw et wo sur les facteurs sont mesurables,
mais en général pour un ensemble mesurable A dans le produit, ni w1 (A) ni m2(A) ne
sont mesurables.
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4.2 Mesure produit

Sur un produit d’espaces mesurés o-finis (1, A1, p1) et (Q2, Az, pi2) on peut
construire une mesure grace a la proposition suivante

Proposition 25. Il eziste une unique mesure p sur (1 X Q2, A1 ® As) telle
que, pour tous les couples (A1, As) € A1 X Asg, on ait

p(Ar x Ag) = 1 (Ar)pa(Az).

Cette mesure est appelée mesure produit et notée p1 & ps.
Pour tout A € Ay X As, on a

@ nalt) = [

[ o)) = / i1 (Ao (w2).

Qo

Démonstration. — Définissons
V() = [ (Ao,
(951

et montrons que cette quantité définit une mesure sur A; ® As.
Puisque 0, =0, on a v(0) = 0.
Si Ay N Ay =0, alors Ay, N Ag,, = 0 pour tout wy, et donc

p2((A1 U Az)w,) = p2(Arw,) + p2(Azw, ),

et par suite
Z/(A1 @] AQ) = I/(Al) + V(AQ).

Soit maintenant une suite croissante A,,, et A = U,A4,. Pour tout wi, A,
est une suite croissante dont 'union vaut A,,, et donc, puisque py est une
mesure fi2(Ap., ) converge en croissant vers po(A,, ). Le théoréme de conver-
gence monotone nous montre alors que v(A,) = [ p2(Any, )dp1 converge en
croissant vers v(A) = [ pa(Ay, )du.

Pour A = Ay x Ag, us(As,) = 14, (w1)u2(A2), et donc

V(A1 X Ag) = p1 (A1) pa(Az).

Ceci montre 'existence de la mesure p. L’unicité est assurée par le fait que
la classe des ensembles A; x Ay est stable par intersection et engendre la tribu,
et que la mesure ainsi construite est o-finie.

|

Nous pouvons de méme construire une mesure produit sur le produit d’un
nombre fini d’espaces mesurés.

Nous avons alors le théoréeme fondamental

Théoréme 17. (De Fubini-Tonelli) Soit f une fonction mesurable positive sur
Q1 x Qo, el p=p1 @ pa.

Alors,
[ gau= [ ([ fodizdin = [ ([ fosdi)dn
QlXQQ Ql QQ QZ Q1
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Le méme résultat reste vrai pour une fonction non positive, a condition
que |f| soit intégrable pour la mesure pu.

Cette condition se vérifie bien sur en appliquant le théoréme auz fonctions
positives.

En d’autres termes, pour intégrer sur le produit par rapport a la mesure
produit, on intégre d’abord en w1, puis en ws, ou l'inverse.

Démonstration. — Commengons par le cas positif. Le théoréme est vrai pour
f=14,0u A€ A ® Ay, par définition de la mesure produit.

Par linéarité, il reste vrai pour les fonctions étagées.

Si f est mesurable positive quelconque, il existe une suite croissante (f,,) de
fonctions étagées qui converge vers f.

Alors, f,., converge en croissant vers f,, et, pour tout wy by, (w1) = sz frw, A
converge en croissant vers h(w;) = fm, furdpa.

Par conséquent, fhn(wl)dul converge en croissant vers f h(wy)dp.

Par ailleurs, f fndu1 ® pg converge en croissant vers f fdpr @ po.

On obtient donc le résultat a la limite.

Le résultat pour les fonctions non positives s’obtient en décomposant f en
fe— -

[ |

Ce résultat est absolument fondamental. I a de nombreuses conséquences.
Par exemple, on retrouve ainsi le théoréeme d’intervertion de sommes de séries
et d’intégrales.

Proposition 26. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives sur

(Q, A, ). Alors
> [ = [ 3 fudu

le résultat reste vrai pour des fonctions non positives a condition que

Z/\fnldu < 0.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli a I’espace

produit Q x N, avec le produit de la mesure u et de la mesure de décompte sur
N.
[ |

Remarque 18. II faut faire attention a ce que la condition d’intégrabilité dans le
cas non positif est indispensable.
Par exemple, regardons la fonction définie sur [0, 1]* par

22 — y?
(z2 +12)2

/01[/01 F(z,y)dyldz = %,

/01[/01 F(z,y)dz]dy = 72.
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Bien stir, ici
/ |F(2,y)| dedy = +oo.
[0,1]2

Une autre conséquence du théoreme de Fubini-Tonelli est le suivant

Théoréme 18. Soit (2, A, i1) un espace mesuré, U un ouvert de C?, et F(z,w)
une fonction qui soit analytique en z € U, a w fixé, et mesurable en w, a z fixé.
Alors, st sup, ey |F(z,w)| = h(w) est intégrable, la fonction

2= [ Plewin(ds)

est analytique dans U.

Démonstration. —

La preuve repose sur la formule de Cauchy. Rappelons qu’une fonction F'(z)
est analytique dans U si elle est développable en série entiere au voisinage de
chacun de ses points. C’est aussi équivalent au fait de dire que, pour chaque
zo € U, si la boule fermée de centre zy et de rayon r est encore inclus dans U,
alors, pour tout z dans la boule ouverte,

1 2 F 0
Flz) = - / Flao+re”)
247 z — 29 — et

Supposons alors que F'(z,w) satisfasse la condition de domination du théoreme.
On écrit alors, pour une boule de centre zy et de rayon r incluse dans U

/ (zwlnlde) = 5 (/ /% Z%;:mmw)de> dp(w).

Il nous reste a voir que nous pouvons appliquer le théoréeme de Funini-Tonelli a
la fonction G(w, 8) = Flaotre” @) gy x [0, 27].

20
zZ—z0—Te
Mais si p est la distance de z au cercle zg 4 re®?, on a

Glw.0) < ")
p
et lintégrale de cette derniére fonction vaut 27 [, h(w)dp < co. On peut donc
appliquer le théoréme d’inversion des signes somme, et on retrouve la formule
de Cauchy pour H(z) = [ F(z,w)du(w), ce qu’on voulait démontrer.
Remarquons que danb ce théoreme, et contrairement au théoreme de dérivation

sous le signe somme, c’est la fonction qu’on majore sur U et non sa dérivée
(bien qu’une fonction analytique ne soit rien d’autre qu’une fonction complexe
dérivable en z!)

[ |

4.3 La mesure de Lebesgue de R” et la formule du change-
ment de variables

Dans ce qui suit, nous commencons par étudier quelques propriétés de la mesure
de Lebesgue sur R"”.

Rappelons quune mesure de Radon est une mesure qui met une masse finie
a tous les ensembles bornés.
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Proposition 27. La mesure de Lebesgue )\ est invariante par translation. Si
une mesure de Radon p sur R™ est invariante par translation, alors il existe une
constante c telle que = cA.

Démonstration. — Il n’y a presque rien a changer par rapport a la démonstration
que nous avons faite de ce résultat pour n = 1. |
Nous étudions maintenant ’action des transformations linéaires.

Théoréeme 19. Soit L : R™ — R"™ une application linéaire inversible. Alors,
limage de la mesure de Lebesgue \ par L est mTl(L)\)"

Nous commencons par un lemme en plusieurs etapes.

Lemme 2. 1. Soit L : R™ — R”™ une transformation linéaire inversible.
Alors, il existe une constante c(L) telle que limage L(\) de la mesure de
Lebesgue par L soit c(L).

Si L est une transformation orthogonale, alors ¢(L) = 1.
Si L = L1L2, C(L) = C(Ll)C(Lg).

Si L(xy,... xn) = (€1, o, ApThy - -+, Ty), alors ¢(L) = P\%l

SIS

Si L(z1,...,2n) = (M1, ..., Apy) alors (L) = \dTl(Lﬂ'

6. Toute application linéaire inversible L se met sous la forme L = PAQ,
ou P et Q sont des transformations orthogonales et A est diagonale.

Démonstration. — Montrons d’abord en quoi le lemme implique le théoreme.
Nous voulons montrer que ¢(L) = |det(L)|_1. D’apres le point 6, L = PAQ), ol
P et @ sont orthogonales et A diagonale.

D’apres le point 3, ¢(L) = ¢(P)c(A)e(Q), et d’apres le point 2, ¢(P) =
c¢(Q) = 1. Don ¢(L) = ¢(A). Mais d’apres le point 5, ¢(A) = |det(A)| =
|det(L)|, la derniére égalité venant de ce que |det(Q)| = |det(P)| = 1, puisque
P et Q sont orthogonales. |

Il nous reste a démontrer les différents points du lemme.

Démonstration. —

e Du point 1 : appelons L~!(B) I'image réciproque du borélien B par A.

Alors, pour un z € R"”

ML™Y(B+z)) = ML YB) + L™ (z)) = ML X(B)).

La mesure image de X par L est donc invariante par translation. C’est aussi une
mesure de Radon car L étant inversible, I'image réciproque par L d’un compact
est compacte. Elle est donc proportionnelle a la mesure de Lebesgue.
e Du point 2 : si B est la boule de centre 0 et de rayon 1, alors L~(B) = B.
On a donc
c(L)X(B) = ML™H(B)) = X(B).

Comme A(B) est non nulle, on obtient le résultat.

e Du point 3 : c’est immédiat d’apres la définition de ¢(L).

e Du point 4 : on se ramene tout d’abord au cas ou Ay > 0, en changeant
s’il le faut xp en —zy (ce qui correspond & une transformation orthogonale de
R™), puis on se rameéne & la situation similaire en dimension 1, auquel cas ceci
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a déja été vu (on peut aussi considérer directement I'image d’un pavé [aq,b;] X
. X [an, by] sous action de L).

e Du point 5: on remarque qu’'une telle transformation est la composition
des transformations précédentes (qui agissent successivement sur chacune des
coordonnées), et on obtient ainsi le résultat.

e Du point 6 : nous identifions L et sa matrice dans la base canonique, et
désignons par M? la transposée de la matrice M.

Soit A = L'L. C’est une matrice symétrique définie positive. Elle se diago-
nalise dans une base orthonormée, et donc L'L = P!DP, ot P est une matrice
orthogonale, et D est une matrice diagonale a coeflicients strictement positifs
(rappelons que L est inversible).

Appelons A la racine de D, c’est a dire la matrice diagonale a coefficients
positifs telle que A2 = D. La matrice Q = LPA™! vérifie Q*Q = Id, donc est
orthogonale et par conséquent L = QAP? qui est bien une décomposition de la
forme cherchée.

[ |

Remarque 19. Nous pouvons ainsi calculer le volume des parallépipédes dans R™.
Si on se donne n vecteurs (Vi,...,Vy) et qu’on considére I'ensemble

P(Vi,...,Va) = {D_AVi,0 < X <1},

i=1
c’est a dire la parallépipéde qui s’appuie sur les vecteurs (Vi,...,V,), alors
An(P(V1,..., Vo)) = [D(V1, ..., Vi)l

ou D(Vh,...,V,) désigne le déterminant de la matrice de vecteurs colonnes Vi, ..., V.

En effet, lorsque les V; sont linéairement indépendants, nous pouvons considérer
Papplication linéaire L définie par L(e;) = Vi, o les vecteurs e; sont les vecteurs de la
base canonique de R™. Cette application linéaire est inversible et sa matrice est (par
définition) la matrice des vecteurs (V;). L’image du cube unité C = [0,1]" par L est
exactement P(Vi,...,V,), d’ott 'on déduit que

A(LTHP(VA, .., Vi) = A\C) = 1.
Par ailleurs, le résultat précédent nous dit aussi que

1

APV, V) = DIAERA

A(P(Vi,y ...y Vi),
d’oti la formule.

Lorsque les vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, le déterminant est
nul. Mais par ailleurs, P(Vi,...,V,) est inclus dans un sous-espace vectoriel strict de
R™. Or, les sous-espaces vectoriels stricts de R"™ sont de mesure de Lebesgue nulle.
En effet, c’est clairement le cas de Eg = {0,x2,...,zn}. Tout sous-espace vectoriel
strict est inclus dans I'image Ey par une application linéaire inversible, et ces derniéres
préservent les ensembles de mesure de Lebesgue nulle. La formule reste donc encore
vraie lorsque les vecteurs (Vi,...,V,) ne sont pas linéairement indépendants.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme du changement de variables

Théoréme 20. Soit U etV deux ouverts de R™ et ® un difféomorphisme entre
U et V. On désigne par X la mesure de Lebesgue de R™. Soit D® la matrice
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(00;/0x;), et J(P) le déterminant de cette matrice (le jacobien de ®). L’image
de la mesure 1y (x)A(dx) par @ est

1y (2) |J(@) 0 &7 (2)A(dx).

Une autre facon d’écrire la formule est, pour toute fonction f positive

/f(q’(x))lJ(‘P)(x)IA(dw):/ F(y)A(dy).
U 14

Ou, en d’autres termes, la forme "usuelle” du changement de variables, a savoir
Ad®(z)) = [J(®(x))| Mdx).

Un difféomorphisme est une application de classe C' qui est une bijection
entre U et V et telle que I'inverse soit aussi de classe C'. Dans ce cas, le jacobien
ne s’annule pas sur U.

Nous n’allons pas donner de démonstration de ce théoreme. Remarquons
cependant que ce théoreme se réduit au précédent lorsque ’application ® est
linéaire. L’idée de la preuve est alors de découper un pavé [a1, b1] X ... X [ap, by]
inclus dans U en union de petits pavés ou la fonction ® est assez proche de
lapplication tangente (®(x) ~ ®(xg) + DP(zo)(x — o) , qui est affine (c’est a
dire linéaire & une translation pres). Il faut alors controler 'erreur que 'on fait
en remplacant ® par son approximation sur chaque petit pavé, et rassembler les
morceaux. Ce schéma cache en fait pas mal de difficultés techniques.

4.4 La mesure de Lebesgue en coordonnées polaires.

Remarquons tout d’abord que le théoréeme de Fubini nous autorise a calculer par
récurrence le volume de la boule unité de R™. En effet, appelons V,, le volume de
la boule unité de R™ pour la mesure de Lebesgue. Par dilatation, nous voyons
que le volume de la boule de rayon p est p"V,,. On a

1
vV, = 2vn_1/ (1) dt.
0

Pour le voir, appelons B; l'intersection de la boule unité avec ’hyperplan
x1 =t, pour t € (—=1,1). Par le théoreme de Pythagore, B; est une boule de
I’espace euclidien de dimension n — 1, de rayon /1 —t2, et donc de volume

Vi) =vI—2" V.

Le théoreme de Fubini nous dit alors que

1
v, = / Vb,
-1

d’otu la formule.
Un résultat plus intéressant est sans doute le suivant. On appelle dans ce
qui suit S, _1 la sphere unité de R™, B,, la boule unité de R™.

Théoreme 21. Il existe une unique mesure de probabilité sur S,_1 qui soit
invariante par rotation. On appelle la mesure uniforme de la sphére.
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Démonstration. — L’existence est assez facile. Pour un borélien A C S,,_1, on
considere le cone
A={zeB,\0 | z/|x| € A}.

La mesure v(A) = A\, (A) définit une mesure sur S, _1, dont la masse totale est
le volume de la boule V,,. (Cette mesure n’est rien d’autre que l'image de la
mesure de Lebesgue de la boule privée de 0 par I'application z — I%I) Cette
mesure est invariante par rotation, ce qui n’est que le reflet de l'invariance par
rotation de la mesure de Lebesgue. La mesure v4(A4) = %A) répond bien a la
question. !

L’unicité est plus délicate, car on ne peut pas faire comme dans R" et
découper de bons boréliens de la sphere en bouts aussi petit que 'on veut
et qui se déduisent I'un de l’autre par rotation (sauf dans le cas n = 2). Nous
allons pour démontrer I'unicité utiliser une technique qui consiste a construire
une mesure auxiliaire invariante par rotation sur l'espace SO(n) des matrices or-
thogonales de déterminant 1. Il s’agira d’une mesure p,, sur SO(n) qui vérifiera,
pour toute fonction positive f et tout élément R € SO(n)

/ F (M) dpin (M) = / J(RM)dyiy (M),
SO(n) SO(n)

(On dira alors qu’elle est invariante & gauche, car elle est invariante en changeant
M en RM. Une mesure invariante a droite sera invariante en changeant M en
MR.)

Pour n =2, SO(2) s’identifie & Sy et on prend comme mesure la mesure jq
que nous venons de construire. Ensuite, nous allons procéder par récurrence.

Pour cela, remarquons qu’on peut identifier SO(n) & S,,—1 x S0(n —1) de la
facon suivante.

Si M est une matrice de SO(n), on considere son premier vecteur colonne
X1 qui est un élément de S,—1 ('image par M du premier vecteur de base).
On consideére alors 'unique rotation de SO(n) qui envoie le premier élément de
la base unité e; sur Xj et qui laisse fixe 'orthogonal du plan engendré par ey
et X1 (Si X7 = ey, on prend l'identité). Appelons §(R) cette rotation. Alors,
O(R)"1M est un élément de SO(n) qui laisse fixe ey, et donc s’identifie & un
élément de SO(n — 1).

Nous pouvons ainsi identifier SO(n) a S,,—1 x SO(n — 1). Dans cette iden-
tification, si R = (X, Ry) et R’ = (X', R}), alors RR' = (RX', R1R});

Supposons que l'on ait construit sur SO(n — 1) une mesure de probabilité
In—1 invariante par rotation et considérons la mesure de probabilité v, sur S,,_1
invariante par rotation que nous venons de construire. Nous posons alors

Hn = Vn & fn—1-

On vérifie immédiatement qu’elle est invariante par rotation sur SO(n). En
effet, si R = (X', R})

/ FRX, By Ry ) (X)dpin—y (Ry) = / F(X, R (X)djin 1 (Ry),

formule qui provient de I'invariance de v,, par rotation dans SO(n) de 'invariance
par rotation de p,—1 dans SO(n — 1).
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Remarquons aussi que si nous prenons 'image de cette mesure p par ’application
M +— M? nous obtenons une mesure de probabilité invariante a droite sur
SO(n), c’est & dire qui vérifie

/ FMR)du(M) = / F(M)du(M),

pour toute fonction positive f et tout élément R de SO(n).

Soit alors v une mesure de probabilité invariante par rotation sur S,_1, et
soit 4 une mesure invariante par rotation & droite dans SO(n). Soit f une
fonction positive sur S;,—;. Nous allons montrer que

/ FX)du(X) = / f(Rex)dp(R),
Sn—1

SO(n)

ol ey est un vecteur fixe quelconque de S,,—1 (le résultat ne dépend pas du choix
de ce vecteur).

Cette formule montre 'unicité puisque le calcul fait avec deux mesures
différentes donnera le méme résultat.

En effet, considérons sur le produit SO(n) x S,_1 la mesure dp = du ® dv
et intégrons la fonction g(R, X) = f(RX).

Par le théoreme de Fubini, nous obtenons

o= [ ([ smxweomm = [ s
Dans la premiére expression, en appelant A = [ f(X)dv(X), nous obtenons

/g(R,X)dp == /50( )Adu(R) = A,

a cause de l'invariance par rotation de la mesure v.
Dans la seconde, fixons d’abord X et choissons une rotation fixe R; qui
envoie e; sur X. En appelant B = fso(n) f(Re1)dp(R), nous avons

| #rx)dutr) = [ (rRie)du(R) = B,
SO(n)
a cause de l'invariance par rotation a droite de la mesure p. Et donc

[ ot xdp = B.

ce que nous voulions démontrer.

Remarquons au passage que la méme démonstration montre que toute mesure
de probabilité invariante a gauche sur SO(n) est égale a toute mesure invariante
a droite (appliquer le théoreme de Fubini & la fonction g(R, R') = f(RR')), et
donc que ces mesures sont uniques et égales.

[ |

Il n’est pas trés facile de décrire explicitement la mesure uniforme sur la
sphere. Mais néanmoins, elle permet d’écrire la mesure de Lebesgue en coor-
données polaires.

December 3, 2007 44 Licence - Intégration



Université Paul Sabatier Année 2007/2008

Soit z € R™\ {0}. En écrivant |z| pour la norme euclidienne de x, on peut
représenter = par (|z|,0 = ) € (0, 00) X Sp—1. Cette application est une
bijection bimesurable entre R™ \ {0} et (0,00) x S,,_;. Ce sont les coordonnées
polaires dans R™. On peut des lors se poser la question de 'image de la mesure
de Lebesgue par cette application, c’est a dire de l’écriture de la mesure de
Lebesgue en coordonnées polaires.

On a

Proposition 28. L’%mage de la mesure de Lebesgue par cette application est
Vap"~ A(dp) u(db),

ot A est la mesure de Lebesque sur Ry, p la mesure de probabilités sur la sphére
invariante par rotation, et V, le volume de la boule unité de R™.

Démonstration. — 1l suffit d’identifier cette mesure (appelons la p) sur les
ensembles de la forme Ax]0, |, qui forme une classe stable par intersection qui
engendre la tribu.

Mais nous avons déja vu que la mesure de Ax]0, 1] vaut V,u(A) (c’est ainsi
que nous avons construit la mesure uniforme sur la sphere), et par dilatation,
nous voyons que p(Ax]0,r]) = r"V,u(A), ce qui correspond & la formule pro-
posée.

[ |

Pour décrire la mesure de Lebesgue sur la sphere de dimension unité n — 1
(c’est & dire la sphere unité de R™, et calculer une intégrale sur cette sphere, il
faut la paramétrer. Il y a plusieurs fagons de le faire. le plus simple est sans
doute la projection cylindrique.

On commence par choisir un axe, (c’est a dire un diametre) et on enleve
les deux poles. C’est anodin puisqu’un point est de mesure nulle. Appelons
S* cette sphere privée de ses deux poles. Choissons pour fixer les idées 'axe
21 =...=2p—1 =0. Un point X € S* se repére par sa hauteur z, € (—1,1)
et un point 0 € S, _o, de telle fagon que X = (/1 — 220, zy,).

Ceci réalise une bijection entre S* et (—1,1) x S,_o.

Alors, la mesure image de la mesure uniforme sur la spheére de dimension
n — 1 par cette application est

n(1 = 22)"2" dzy @ pn_a(dh),

ou ¢, est une constante de normalisation et p,_o est la mesure uniforme sur la
sphere de dimension n — 2.

Ceci prend une forme particulierement simple lorsque n = 3. La sphere de
dimension 1 (le cercle) se parametre par 6 € [0, 27), et la mesure sur cette sphere
n’est rien d’autre que %. On obtient donc ainsi une image de la sphere privée
des pdles sur (—1,1) x [0,27) et 'image de la mesure uniforme sur la sphére
est ainsi la mesure de Lebesgue sur le rectangle (normalisée pour en faire une
probabilité). Ainsi, cette projection cylindrique préserve les surfaces (ceci ne
marche que pour la sphére de R3).

Pour les spheres de dimension plus grande, on peut ainsi travailler par

récurrence sur la dimension.
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5 Espaces L*

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours que (€2, A, ;1) est un espace mesuré
o-fini.

Rappelons que deux fonctions mesurables a valeurs réelles f et g sont égales
p-presque partout si

p{w | fw) #g(w)}) =0.

C’est une relation d’équivalence entre fonctions, et nous identifierons dans
la suite une fonction f a sa classe.
Si f et g sont intégrables et dans la méme classe, alors

/fdu= /gdu,

comme nous l'avons déja vu, et par conséquent [ fdu ne dépend pas du choix
de f dans sa classe.

Définition. 27. Soit p € [0,00). On dit que f € LP(Q, A, u) (ou plus simple-
ment f € LP s%il n’y a pas d’ambiguité possible) si f est une fonction mesurable
a valeurs réelles et si

/ |fIP dp < oo,
Dans ce cas, on note

111, = ( / P ).

Nous avons déja rencontré espace L' des fonction intégrables.
Introduisons aussi 'espace L°°.

Définition. 28. On dit que [ est dans L™ (ou aussi que [ est essentiellement
bornée) s’il existe une constante a > 0 telle que

p{lf1 > a}) = 0.

La borne inférieure de ces constantes est notée | f|| .. Notez aussi que cette
borne inférieure est atteinte, c’est a dire que si f € L, alors |f| < ||f]l«
p-presque partout.

Bien que nous ayons utilisé une notation de norme, nous n’avons pas encore
démontré que c’est est une. C’est 'objet du paragraphe suivant.

Remarquons cependant que pour tout p € [1, 00, et pour tout scalaire A, on
a

IAFI, = AT, -

Remarquons aussi que si || f|| » = 0, alors |f|? = 0 presque partout, et donc
f = 0 presque partout.

5.1 Inégalités de Holder et de Minkowski.

Les deux inégalités suivantes sont fondamentales
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Théoréme 22. 1. (Inégalité de Holder) Soient (p,q) € [1, 0], avec

11
S =1
p q

Alors
1 fally < £, llgll, -

2. (Inégalité de Minkowski) Pour tout p € [1,00],

1f+gll, < 171, + llgll,, -

Démonstration. — Commengons par le premier point. Traitons d’abord le
cas le plus simple ot p = 1 et ¢ = co. En posant ¢ = ||g||,, nous savons
que |fg| < c|f| p-presque partout, et donc en intégrant par rapport a p nous

obtenons
/Ifg\duﬁc/lf\du,

ce qui est 'inégalité a démontrer.

Remarquons que l'inégalité de Minkowski dans les cas p = 1 et p = oo est
tout aussi élémentaire.

Le cas général est un peu plus compliqué. Tout d’abord, remarquons qu’on
peut supposer que ||f[|, et [lg]l, sont non nuls et finis, sinon il n’y a rien a
prouver.

Commengons par remarquer que la fonction logarithme étant concave, on a
pour tout couple de réels positifs (z,y) et tout 8 € (0,1)

Ologxz + (1 —0)logy <log(6x + (1 —0)y).

Prenons les exponentielles des deux membres, et appliquons l'inégalité avec
r=aP,y=0blet § =21 auquelcas 1 —6 =1,

q
Nous obtenons, pour tout couple de réels positifs a et b
1 1
(1) ab < —a? + -b%.
p q

Cette inégalité reste bien évidement vraie si I'un des réels a ou b est nul.

Posons alors f1(z) = ll\f;ﬁi‘ et g1(z) = lﬁ;ﬁzl'

Appliquons notre inégalité avec a = fi(x) et b = g1(x), puis intégrons par

rapport & p. On a
/ﬁw=/ﬁw=L

1 1
S
11, lgll, P q

et c’est bien I'inégalité que nous cherchions a démontrer.

et il reste

Remarque 20. Dans le cas d’égalité, la fonction log étant strictement concave, il
n’y a égalité dans I'inégalité 1 que si a? = b?. Par suite, il n’y a égalité dans I'inégalité
de Holder que si |f|P est égale a |g|? u-presque partout.
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Passons maintenant a l'inégalité de Minkowski. Une fois de plus, les cas
p =1 et p =00 sont élémentaires. Nous ne traitons que les autres cas.
Tout d’abord, remarquons que si f et g sont dans LP, il en va de méme de
f + g, par I'inégalité
[f +gl” <2211 + 1gl"),

dont nous laissons la démonstration au lecteur a titre d’exercice. (Utiliser la
convexité de la fonction z?.)

Ensuite, pour p € (1, 00), nous majorons |f + g|” par (|f|+|g|)?, ce qui nous
permet de nous ramener au cas ou f et g sont positives.

Enfin, nous écrivons, pour des fonctions f et g positives,

f+9)P=F+" ' f+(f+9" g

Nous intégrons les deux membres de cette inégalité par rapport a la mesure
. Nous appliquons l'inégalité de Holder aux deux morceaux du membre de
gauche. Or, su ¢ est Uexposant conjugué de p, alors g(p — 1) = p, et par suite
nous obtenons y

If+all” < f + gl (FIL, + llgll,,)-

Il ne nous reste plus qu’a diviser les deux membres par ||f + gHi/ ¢ pour
obtenir le résultat.
|

5.2 L’espace de Banach LP(QA, i)

Rappelons que nous identifions deux fonctions égales presque partout.
Commencons par quelques rappels de topologie. Un espace métrique est un
ensemble £ muni d’une distance d : £ x E — R, qui vérifie

1. d(z,y) =0 < z=y;
2. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Une suite x,, converge vers x dans cet ensemble si d(x,,z) converge vers 0
dans R.
Une suite de Cauchy est une suite x,, telle que, si

an = sup d(zp,zq) — 0 (n — 00).
p,g2n

Il revient au méme de demander la méme propriété pour la suite

by, = sup d(zp, T,,),
p>n

puisque b, < a, < 2b,.

Un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy y est convergente.
Notons que, si une suite de Cauchy admet une sous-suite qui converge vers x,
alors elle converge elle méme vers x.

Lorsque FE est un espace vectoriel, une norme sur E est une application de
E — Ry, qu’on note ||z, telle que

LAzl = AL l[f;
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2. |l +yll < ll=ll + [lyll;
3. |z]| =0 <= z=0.

Si E est un espace vectoriel munit d’une norme, alors on en fait un espace
métrique en posant d(z,y) = ||z — y||.

Si cet espace est complet, on dit que c¢’est un espace de Banach.

Nous pouvons alors énoncer le

Théoréme 23 (Riesz-Fisher). L’espace LP, muni de la norme | fl|, est un
espace de Banach

Démonstration. — Nous avons déja vu qu'une fonction telle que | f[|, = 0 est
nulle presque partout. Par ailleurs, 'inégalité de Minkowski montre que L? est
un espace vectoriel et que ||-|| p est une norme.

Montrons que 'espace est complet.

Soit alors f,, une suite de Cauchy, et b, = supg>, [|fq = fall,-

Extrayons tout d’abord une sous-suite nj telle que b,, < 27%. Quitte &
remplacer f, par f,,, on peut supposer que b, < 27", puisqu’il suffit de montrer
qu’il existe une sous-suite convergente.

Montrons qu’alors, si u(A) < oo, f,14 converge presque strement.

Utilisons pour cela 'inégalité de Holder, en appelant g I’exposant conjugué
de p, nous pouvons voir que

e = / i [fo = foyal di < (A) /1,
et donc que la série ) ¢, est convergente. par conséquent, la série

Z]-A |fn+1 - fn‘

converge presque partout, ce qui montre que la suite f,, converge presque partout
sur A, vers une limite f. En choisissant une suite croissante Ay, telle que pu(Ax) <
oo et telle que U A, = €2, nous voyons que f,, converge presque partout vers f
sur €.

Il nous reste a montrer que f € LP et que f, converge vers f dans LP.

Pour cela, commencons par remarquer que la suite | f, ||, est bornée (majorée
par by + ||f1||p si Pon veut), et donc que, en appelant par A un majorant de
cette suite, on a, grace au lemme de Fatou,

[ 1617 < timint [ 15,17 d <

Par ailleurs, nous écrivons toujours grace au lemme de Fatou

/\f—fn\Pdu < limqinf/\fn ~f P du < be < 27,

Ceci suffit & conclure.
[ |

Remarque 21. La démonstration du théoréme précédent nous done un peu plus.
Si une suite (f,) converge dans L?, alors il existe une sous-suite qui converge presque
partout (vers la méme limite).
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On voit aisément qu'une fonction bornée a support dans un ensemble de
mesure finie (c’est & dire nulle en dehors de cet ensemble) est dans tous les
espaces LP.

On peut voir méme un peu mieux. Si f est dans LP, et si A,, est une suite
croissante d’ensembles mesurables tels que u(A,) < co et telle que U, A4, = §,
alors la suite f, = fl{r<n}na, converge vers f dans LP. Ainsi on voit que
L' N L™ est dense dans LP.

Pour une fonction f donnée, 'ensemble des p pour lesquels p € LP est un
intervalle. Si f € LP* N LP2, alors f € LP, Vp € [p1,p2]. En effet, on a

Proposition 29. Si1 <p; <py < et % = p% + 1;—29, avec 0 € [0, 1], alors

0 1-0
L1l < A1, A1,

Démonstration. — Quitte a approcher f par une suite de fonctions qui sont
dans tous les LP et a passer a la limite, on peut se ramener au cas ou f € LP.
Dans ce cas, on écrit

0 —0
IfIP =[£I £,
— P1 P2

puis on applique I'inégalité de Holder avec les exposants ¢ bg etr= =0y

dont on vérifie immédiatement que é + % = 1. On vérifie qu’on obtient bien

I’inégalité annoncée. |
Lorsque p est une mesure finie, alors on a un peu mieux

Proposition 30. Supposons que p soit finie. Alors, sip < q, LP C L1. Si p
est une probabilité, alors, si p < q

LA, < £, -

Démonstration. — Quitte a diviser p par une constante, on peut supposer que
1 est une probabilité. L’inclusion découle alors de I'inégalité des normes.
Pour démontrer celle ci, on applique 'inégalité de la proposition 29 avec les

fonctions | f|? et 1, et les exposants conjugés % et ﬁ.

[ |
Dans N, avec la mesure de décompte, les inégalités vont dans 'autre sens
Proposition 31. Dans N avec la mesure ), 6,, on a pour ¢ > p
11l < A1, -
Démonstration. — Nous commengons par remarquer que, pour tout z > 0 et

tout p > 1,
(1+2P)/7 <1+

Pour le voir, on remarque que la fonction g(z) = (1+2?)Y/? —1 - est négative
au voisinage de x = 0, négative a l'infini, et est convexe. Elle est donc toujours
négative.

On en déduit, par homogénéité, que pour tout a et b positifs, on a

(a? +bP)/P < a+b.

Puis par récurrence que pour tout n-uplet (ai, ..., a,)de réels positifs, on a

=

(@l +...+al)r <ar1+...an.
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En passant a la limite, on voit que pour une suite a = (a,,), et pour p > 1,
llall, < llall, -

On obtient le cas général en appliquant ce qui précede a la suite |a\fl en changeant

pen q/p.
'

5.3 Sous espaces denses de L*(R) ou LP(R™).

Pour établir une propriété pour toutes les fonctions de L?, il est souvent com-
mode de se ramener a des fonctions plus simples. Lorsqu’on est sur R ou sur R",
avec la tribu des boréliens et une mesure de Radon, on peut ainsi se ramener a
des fonctions continues a support compact. Nous n’allons le démontrer que sur
R, bien que le méme raisonnement s’applique sans difficulté a R™.

Rappelons qu'une fonction est a support compact s’il existe M > 0 telle que
f est nulle en dehors de [—M, M].

Nous avons alors le

Théoréme 24. Soit u une mesure de Radon sur R. L’espace des fonctions
continues 4 support compact est dense dans LP(p), pour tout p € [1,00).

Attention & ce que la valeur p = oo est exclue ici. En effet, si une suite

de fonctions continues converge vers une limite en norme oo, alors la limite est
continue.
Démonstration. — Le probleme est d’approcher dans L? une fonction f de LP
par une fonction continue. Tout d’abord, on peut décomposer f en fi — f_, et
on se ramene ainsi au cas ot f > 0. Ensuite, on peut approcher f par f1;_js u
et on se rameéne au cas ou f est a support compact. On peut de mme remplacer
J par fliy<p,y et on se ramene ainsi au cas ou f est en plus bornée.

On considere alors une suite étagée qui converge en croissant vers f, et on
voit imédiatement en utilisant le théoréme de convergence dominée que cette
suite converge vers f dans LP.

On se ramene ainsi au cas ou f est étagée a support compact, puis par
linéarité au cas ou f est I'indicatrice d’un borélien borné.

Soit B un tel borélien. remarquons que

1p — 14], = n(AAB)YP.

Or, nous savons que nous pouvons approcher en mesure tout borélien par
une réunion finie d’intervalles (ici des intervalles bornés), et on se raméne ainsi
a 'indicatrice d’un intervalle. On laisse alors finir le travail au lecteur.

[ |

Une fois que l'on sait appprocher une fonction de LP par une fonction con-
tinue, on peut faire mieux.

Corollaire 2. Pourp € [1,00) et pour toute mesure de Radon sur R ou R™, les
fonctions de classe C*° (c’est a dire indéfiniment dérivable) et & support compact
sont denses dans LP.

Démonstration. — Remarquons qu’il existe au moins une fonction C* a support
compact, positive et non identiquement nulle.
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En effet, la fonction h(x) qui vaut 0 sur R_ et e~!/? sur Ry est C*°.
(Nous laissons la vérification de ce point au lecteur). Alors, la fonction ¢(z) =
h(z)h(1 — ) est C*°, & support dans [0, 1] et strictement positive sur (0, 1).

On peut donc fabriquer une fonction positive, C*° a support compact et
d’intégrale 1. Appelons encore ¢ une telle fonction.

Si f est une fonction continue a support compact, alors la fonction

filz) = / o(0) f (x + ty)A(dy) = / o

est une fonction C* a support compact, majorée par || || [|#| ., et qui converge
vers f lorsque ¢ converge vers 0.
Donc f; — f dans L? lorsque t — 0, et c’est ce que nous voulions démontrer.

zZ—x
t

)f(2)A(dz)

5.4 L’espace de Hilbert L?

L’espace L? joue un role particulier, car la norme y est définie & partir d'un
produit scalaire. En effet, si ’on pose

() = [ fadn,
alors, c’est une application bilinéaire symétrique et

1£1% = (1. f).

Les espaces de Banach munis d’une telle norme sont appelés espaces de
Hilbert. Ils jouent le role des espaces euclidiens en dimension infinie. On a
toujours l'inégalité de Schwartz

[(F ol < IF1 gl

qui est générale dans les espaces de Hilbert mais qui n’est ici que le cas particulier
de I'inégalité de Holder avec p = g = 2.

Dans la plupart des cas, cet espace est séparable, c’est a dire qu’il existe
un ensemble dénombrable dense. C’est le cas pour L?(u) des que la tribu est
engendrée par une famille dénombrable de parties, comme dans R ou R", et que
la mesure est o-finie.

Pour le voir, commengons par traiter le cas ou p est finie. Si Ag est ’algebre
de Boole engendrée par cette famille dénombrable de parties, elle est aussi
dénombrable et les combinaisons linéaires a coefficients rationnels d’indicatrices
d’éléments de Ag forment une famille dense dans L?(u) par le méme raison-
nement que nous avons utilisé dans le chapitre précédent pour les fonctions
continues.

Lorsque la mesure p est seulement o-finie, on commence par approcher une
fonction f € L? par fl,4, ot A est de mesure finie, et on fait ensuite comme
dans le cas de mesure finie.

Remarque 22. De facon générale, lorsque p est o-finie et que A = o(Ag), ot Ao
est une algebre de Boole, I’espace des combinaisons linéaires d’indicatrices d’éléments
de Ay est dense dans tous les espaces LP (1 < p < o0). Cela découle du fait que les
fonctions étagées sont denses dans LP et du fait qu’on puisse approcher en mesure
des éléments de A par des éléments de Ao (voir la remarque qui suit le théoréme de
Carathéodory (théoréme 2).
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L’avantage des espaces de Hilbert séparables est qu’ils admettent des bases
(dites bases hilbertiennes). Une base est une suite (e, ) d’éléments de ’espace
tels que, pour tout n, m

<€na €m> = dnm,
(0sin # met1sin = m)et telle que les combinaisons linéaires des (e,)
forment un sous-espace vectoriel dense.

A partir de toute famille d’éléments dont les combinaisons linéaires forment
un sous-espace dense, on peut extraire une base hilbertienne par combinaison
linéaire.

Lorsqu’on a une base, on peut décomposer une élément de ’espace dans
cette base, en posant

T = Z Tpen,
n

N . n 5 . .
au sens ol la suite ), _, zxex, converge dans P'espace, ce qui, dans ce cas, revient

a dire que la série Y 22 est convergente (car |37 zqe,||* = ).

Pour un x donné, on peut calculer les coefficients z,, par la formule
T = <.’£, €k>,

exactement comme dans un espace euclidien. Le produit scalaire de =z =
DonTnen €ty = ynen est > TpYn.

Par exemple, sur [0, 1] avec la mesure de Lebesgue, une base souvent utilisée
est celle des polynomes de Legendre, qui sont définis comme des polynémes P,
de degré n, a coefficients dominants positifs, et tels que

/1 P, ()P (x)dx = S
0

On vérifie que cela définit de facon unique la suite P,, qu’elle forme une base
de L?([0,1]). On peut ainsi décomposer toute fonction f € L? en

n
série convergente dans L?, avec

fn:/o f(z)Py(x)dx.

Toute mesure bornée sur [0, 1] admet ainsi une base de polynémes orthogo-
naux qui permettent de décomposer les bonnes fonctions dans ces bases. C’est
aussi le cas de certaines mesures bornées qui ne sont pas a support compact
mais pour lesquelles la famille des polynomes est dense dans L?(p).

Les familles de polynomes orthogonaux les plus utilisées dans la pratique
sont les polynomes de Legendre, de Chebychev, de Gegenbauer (toutes ces
familles rentrent dans la famille plus large des polyndmes de Jacobi), ainsi que
les polynomes de Hermite, de Laguerre, de Meixner, de Hahn, etc.

L’avantage d’un espace de Hilbert est qu’il est sont propre dual.

Proposition 32. Sur L?(u), toute forme linéaire continue L se représente de
facon unique sous la forme

L(f) =9, f),

ot g est un élément de L ().
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Démonstration. — C’est un résultat général d’analyse. Nous ne faisons qu’esquisser
la preuve. Dans une base donnée (e, ), si L est donnée, la seule fonction g pos-
sible est > gnen, avec g, = L(ey). Il suffit de montrer que

Zgi<oo
n

Mais on voit que

By ={f=) Mex, |fI*<1}.
k

5.5 Dualité dans les espaces LP

Rappelons que dans un espace de Banach B, une application linéaire L : B — R
est continue si et seulement si

sup |L(z)| = C < oo,
llzll<1

et que la plus petite constante C' qui vérifie cette inégalité s’appelle la norme
de L.

L’ensemble des formes linéaires, muni de cette norme est un nouvel espace
de Banach, qu’on appelle ’espace dual.

Nous avons vu au paragraphe précédent que l’espace L? était son propre dual
(c’est une situation générale pour les espaces de Hilbert). Dans le cas général,
nous avons

Théoreme 25 (Riesz). Soit (,.A, ) un espace mesuré o-fini. Sip € [1,00) et
% + % =1, alors le dual de LP est L1, a travers l'identification, pour g € L9,

#(9)(f) = /fgdu-

Attention & ce que ce théoreme est faux pour p = co. Le dual de L* est un
monstre.

Il faut faire attention & ce que dit précisément ce théoreme. Il identifie tout
élément du dual & un élément de la forme ¢(g), pour g € L?; mais il dit aussi
que la norme calculée dans le dual est la norme dans L9, c’est & dire que, pour
g€ Lf,

loll, = sup ] / fgdu].

£, <1

Démonstration. — Notons tout d’abord que I'inégalité de Holder nous dit que
si g € L%, alors ¢(g) est une forme linéaire continue sur L? de norme majorée
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par ||g||q. Par ailleurs, pour p > 1, pour une fonction g € L? de norme 1, si on

note h = e(g) [g|?™", o e(g) est le signe de g, on a

/Ih\pduz/\gl”duzl,

lll, = / ghdy = 8(g)(h).

et

On voit donc que
el = llgll, -
d’ou ’égalité.

Pour p =1 et g € L*, le méme raisonnement s’applique avec h = €(g).

Il reste a montrer que toute forme linéaire continue sur LP est de cette
forme. La démonstration de ce point en toute généralité repose sur le théoreme
de Jordan-Hahn (théoréme 16). Nous n’allons traiter que le cas ol p est une
mesure finie et ot p € [1,2], qui ne requiet que des outils élémentaires. La
démonstration du cas général (p > 2) est renvoyée a 'appendice.

Nous savons déjd que le résultat est vrai lorsque p = 2, puisque L? est un
espace de Hilbert.

On considere alors une forme linéaire continue L. Sa restriction & L? est une
forme linéaire continue sur L2, et il existe donc une fonction h € L? telle que,
pour toute fonction f € L2,

L) = [ nsdn

Nous allons montrer que cette fonction h est en fait dans L? et que la formule
précédente s’étend aux fonctions f de LP.
Pour cela, on considere la fonction

hn = W7 e(h) 1 <n,

ott €(h) est le signe de h. Cette fonction est bornée et donc dans L?. Or

L(h) = / )7 Ly <

et par ailleurs
L(hn) < Cllhnll,

ou C est la la norme de L.
On obtient ainsi

/ 17 Ly <nds < O / )7 L <) 7,

ce qui se récrit

Il reste a faire converger n vers 'infini pour obtenir

/|h|qdu e
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Une fois que l'on sait que h € L7, pour f € LP, on considere la suitef,, =
f1f1<n qui est dans L2, et on écrit

Lifa) = [ fubd

Mais f,, converge vers f dans LP, et les deux membres étant des formes linéaires
continues sur LP, on peut passer a la limite et obtenir

= /fhdu.

Il n’est pas tres difficile d’étendre cette démonstration au cas ou u est une
mesure o-finie. Par contre, la démonstration du cas 2 < p < oo est beaucoup
plus délicate, et nous ne la ferons pas.

5.6 Les espaces LP? complexes

Jusqu’ici, nous n’avons intégré que des fonctions a valeurs réelles. C’était es-
sentiellement pour ne pas compliquer les choses. mais il n’y aurait eu aucune
différence a intégrer des fonctions a valeurs dans C (nous l'avons d’ailleurs déja
fait lorsque nous avons parlé de I'intégrale de fonctions analytiques).

Une fonction mesurable a valeurs dans C s’écrit

fw) = filw) +ifo(w),

ou f1 et fy sont des fonctions mesurables réelles.

On pose |f| =/ fE + f2 < |fil+|f2], et on voit que f1 et fa sont intégrables
si et seulement si |f| Iest. On dit alors que f est intégrable ou que f € L', et

on pose alors
/fdMZ/f1dM+i/f2dM~

La remarque suivante est fondamentale

Proposition 33. Si f € L', alors

] / fdu‘ < [1s1dn
Démonstration. —

On choisit un nombre complexe de module 1 (soit a + ib) tel que

’/fdu‘—a/f1dﬂ+b/f2d/~b

(par exemple a +ib = expif, on [ fdu = |[ fdu|e?
Puis on écrit

a/fldu+b/f2du’ - ]/(afl +bf2)du‘ < [lafs +bfaldn < [ 111dn
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Une fois cette proposition établie, on définit de méme les espaces LP com-
plexes comme [’espace vectoriel des fonctions mesurables complexes telles que
|fI? soit intégrable.

Toutes les propriétés établies précédement (inégalités de Holder, de Minkowski,
complétion, dualité) restent valables sans modifications.

Faisons une mention spéciale pour I’espace L? complexe, qui est un espace
de Hilbert complexe, défini a ’aide du produit scalaire (Hermitien)

(fr9) = /fgdu-
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6 La convolution et la transformation de Fourier
de mesures bornées

6.1 La convolution de mesures bornées sur R"

Définition. 29. Soient p et v deux mesures bornées sur R™. Alors la mesure
w* v est la mesure image de la mesure p ® v par Uapplication (x,y) — x +y.

Par définition, on aura donc pour toute fonction mesurable bornée

/ g(2)dpxv(z) = / ) / gl + y)dp()dv(y).

Notons par exemple que 0y * §y = Opty-

La proposition suivante est immédiate
Proposition 34. 1. pxv=v*xpu;

2. (nxv)xp=p*(v*p);

3. La convolution est bilinéaire.

La convolution d’une mesure bornée et d’une mesure absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue est absolument continue (en quelque sorte,
la convolution est régularisante).

En effet

Proposition 35. Soit f € LY(R™, \,,) et v une mesure bornée.
Alors

1. Pour presque tout x € R™,
[176=wld ) <

2. Sih(z) = [ f(x—y)dv(y), et sidu = fd\,, alors p*v est une mesure de
densité h(x) par rapport & la mesure de Lebesgue \y,.

Démonstration. — Commengons par le premier point, pour lequel on peut
supposer que v est une mesure positive bornée. Alors, par le théoréme de
Fubini-Tonelli,

[ [ wiavtratan = [ [ 1l ratastan

Mais pour tout v,

156 = wlrtan) = [ 11an =c,

par l'invariance par translation de la mesure de Lebesgue, et donc

/ / (@ — )] dv(y)An(dz) = Co(R™).
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La fonction

o(z) = / @ — )| w(dy)

est donc dans L'(R", \,,) et donc finie presque partout.

Pour le second point, on se rameéne par bilinéarité aux cas ou u et v sont
positives, avec du = fd\,, et on écrit, pour toute fonction positive bornée k,
avec p = [k v

[#o= [ [+ s@r(doviay)
— [ [ 41 = n(anmtdn) = [ Kb (),

6.2 La transformée de Fourier de mesures complexes bornées

Rappelons qu’une mesure complexe s’écrit p1 +ipo, ou 7 et po sont des mesures
réelles bornées, elle méme différence de deux mesures positives bornées. Pour
une telle mesure définie sur R™, on définit la transformée de Fourier par

Définition. 30. Pourt e R",

(o) = [ e eulan),

out-x désigne le produit scalaire de t € R™ et de x € R™.

Cette transformée de Fourier caractérise la mesure, comme on le verra plus
bas. Nous commencons par les propriétés élémentaires suivantes

Proposition 36. 1. Pour toutt € R™, appplication p— [i(t) est une forme
linéaire (complexe) sur l’espace vectoriel des mesures (complexes) bornées.

2. 1(0) = p(R™).

XU = [IL*D.

)

R
=

4. Si A est une application linéaire R™ — R™ et si At désigne sa transposée,
et si A(p) désigne Uimage de p par A, alors

A(p)(t) = f(A(2)).

5. Sia € R™ et T,(u) désigne l'image de p par la translation x — x + a,
alors 4
To(0)(t) = e i(t).

6. Si p est réelle, alors ji(—t) = fu(t).

7.t [(t) est continue, et méme uniformément continue.
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Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents.
Pour le troisieme, on écrit

| @@ = [ o+ nduany).

Puis on applique ceci a
6it-(x+y) — it T ity
et le théoreme de Fubini.
Pour le quatrieme point, on applique le théoreme du transfert, avec v =

A(p) :
/ o(z)dv(z) = / g(Az)dp(z),

2 et on observe que

qu’on applique a e
. . Aty
elt Az _ ezA t.L.
On traite de méme la translation.
Le point suivant est évident. Pour le dernier, on se rameéne au cas des
mesures bornées positives. Dans ce cas, une application immédiate du théoreme

de convergence dominée montre que la fonction fi(t) est continue. Pour montrer
la continuité uniforme, on écrit, toujours pour une mesure posiitive bornée,

0~ o) < [ fer - o d = [

Maintenant,

elt=s)a _ 1‘ du(x).

/ |6 1] du(z)

converge vers 0 lorsque u — 0 par le théoréeme de convergence dominée.
[ |
La transformée de Fourier d’'une mesure bornée n’est pas n’importe quelle
fonction.

Définition. 31. On dit qu’une fonction ¢ : R"™ +— C est complétement
positive si, pour tout (t1,...,tx) € (R™)¥ et tout (c1,...,cx) € CF,

k
Z Ciéjqb(ti — tj) > 0.

i,j=1

Remarquons qu’une fonction complétement positive est bornée et que |¢| (t) <
#(0). (Exercice : prendre k = 2, t; = 0, to = t, puis jouer sur les différentes
valeurs possibles de ¢; et c2.)

Proposition 37. Soit ;i une mesure positive bornée. Alors i est une fonction
complétement positive.

Démonstration. — La démonstration est presque immédiate. On a

2

D capt;—t) = /(Z‘%Elei(tﬂ’))d# :/ Y eetti| dp > 0.

gl J
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|
En fait, le théoreme suivant, que nous énongons sans démonstration, permet
de voir I'importance du résultat précédent

Théoreme 26. ( Bichner) Si ¢ est une fonction complétement positive con-
tinue en 0, alors c’est la transformée de Fourier d’une mesure positive bornée.

Remarquons qu’une des conséquences de ce résultat est qu’une fonction
completement positive continue en 0 est continue partout et méme uniformément
continue.

Enfin, nous voyons que la transformée de Fourier caractérise la mesure.

Théoreme 27. Si deur mesures bornées ont méme transformées de Fourier,
elles sont égales.

Démonstration. — Nous ne démontrons ce résultat que dans R, la démonstration
étant identique dans R™. Tout d’abord, remarquons que la transformée de
Fourier de yu+ fi est fi(t) + fi(—t), tandis que celle de i(u— 1) est i(f(t) — a(—t)),
ce qui nous permet de nous ramener au cas des mesures réelles.

Soit alors deux mesures réelles bornées p1 et s qui ont méme transformée
de Fourier ¢. Elles ont alors méme masse (¢(0)), et quitte & les normaliser, on
peut supposer que cette masse est 1.

On considere alors ’espace vectoriel H des fonctions mesurables bornées f

qui sont telles que
[ i = | sae.

‘H est un espace vectoriel de classe monotone, qui contient les constantes. Il
contient donc les fonctions de la forme x +— cos(azx) (en prenant les parties
réelles de ¢) et les fonctions de la forme = — sinbz. Il contient I’ensemble C
des combinaisons lineaires de sinus et de cosinus. Cet ensemble est stable par
multiplication (formule de multiplication des cosinus et des sinus).

Pour voir que H constient toutes les fonctions mesurables bornées (en appli-
quant le théoreéme fonctionnel des classes monotones) il reste & voir que la tribu
engendrée par C est la tribu borélienne. Mais on a

. sinax
lim =z,

a—0 a

et la tribu engendrée par C contient la fonction = — x, et donc toute la tribu
borélienne.

|

Un des théoremes fondamentaux sur la transformée de Fourier est le suivant

Théoreme 28. (Riemann-Lebesque) Si p est une mesure bornée & densité par
rapport o la mesure de Lebesgue, alors [i(t) converge vers 0 lorsque pu — oo.

Notons tout de suite que ce théoreme est faux si pu n’est pas a densité, puisque
par exemple la transformée de Fourier de la masse de Dirac au point a vaut ¢,
qui ne converge pas vers 0 a Uinfini.

Démonstration. — Nous n’écrivons la démonstration que dans R, le cas de R”
se traitant de la méme maniére.
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Nous nous ramenons immédiatement au cas ol p est une mesure réelle
bornée. Cela revient & démontrer que si f € L'(R), alors

ft) = /eit'””f(z)/\(dz) € Co.

Commencons par le cas ou f = 1j4). Dans ce cas

it
La transformée de Fourier étant linéaire, c’est encore vraie lorsque f est une
combinaison linéaire d’indicatrices d’intervalles fermés bornés (une fonction en
escalier).
Soit alors f € L*(R). 1l existe une suite (f,,) de fonctions en escalier qui con-
verge vers f dans L'(R). (Approcher une fonction étagée par une combinaison

lindaire d’indicatrices d’intervalles, comme nous l’avons fait plus haut).
Mais

Fa) = FO)] < [ 15a(0) = F@I @) = 10 = 11

et donc f,, converge uniformément vers f, et la limite uniforme d’une suite de
fonctions de Cy est dans Cy.

6.3 Formule d’inversion de Fourier

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que la transformée de Fourier
caractérise la mesure. mais nous n’avons pas donné de méthode permettant de
reconstruire g & partir de . C’est 'objet de ce paragraphe.

Nous commencgons par une lemme, qui est important par lui-méme.

Proposition 38. Soit

.’11'2 X
) = exp(- 5 2L

~

la mesure gaussienne standard sur R.
Alors, la transformée de Fourier de 7y est

(1) = exp(— ).

De plus, pour tout z € C, on a

/|e”|’y(dm) < 00

et

/6”7(51:0) — e,
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Démonstration. — 11 est plus simple de calculer

2

a
L) = [ expla)(de) = exp( ).
pour a € R en écrivant

L) = exp( ) [en(-EE A oL,

Il faut ensuite justifier le passage de a € R a a € C. Pour ce faire, on
remarque que, pour z € C,

[ = 55 oot

I'intervertion des signes sommes étant justifiée par le fait que
lexp(zx)| < exp(|zz)

et que

/exp(|zx|)fy(dx) < 0.

En appelant a, = [ 2™v(dxz), on a donc

2

z" z
Zanﬁ = exp(?)
n

pour z € R, et cette formule reste donc valable pour z € C. (Deux séries entieres
qui coincident sur R coincident partout).
[ |

Théoreme 29. (Formule d’inversion de Fourier) Soit p une mesure bornée
telle que i € LY(R). Alors, u a une densité Co f qui est égale

1

T o

f() / Alt)e " A(db).

On a bien sur une formule analogue dans R™.

Démonstration. — Soit f la fonction donnée dans le théoréeme. Il nous suf-
2
fit de montrer que les mesures vi(dx) = f(z)exp(—%5)A(dz) et vo(dx) =

exp(—’”—;)u(dx) ont méme transformées de Fourier.
Or

P1(s) = / F(z)e™ % 5" \(dx) = % / / 5T~ =T ()N (dE) A (dx).

Remplacant ji par sa valeur, nous obtenons

i) = [ [ [eemime ety s,
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On vérifie immédiatement qu’on peut appliquer le théoréeme de Fubini, et on
integre d’abord par rapport a x. On reconnait la transformée de Fourier de la
mesure gaussienne, et on obtient

(s—1)2

5 1 - iy _
i (s) == <= / e~ S A (dyu(dy) =

€

2
52 +2 .

e~ T P N\ (dt) u(d ,
o / (dt)p(dy)

qu’on intégre a nouveau par rapport a t pour obtenir

[ e utdy) = o).

6.4 La formule de Plancherel

La transformée de Fourier est a priori définie sur les mesures bornées, et par
conséquent sur l'espace L'(R™) (en identifiant une fonction f avec la mesure
f(z)A(dx)). Nous allons voir qu’en fait on peut la définir pour des fonctions de
L2(R™), et que sur cet espace elle posséde des propriétés remarquables.

Dans cette section, pour une fonction f € L!(R™), nous poserons

F)(E) = / ¢ F(2)\(de),

R

et
1

(27T)n/Re”'zf(x)dx.

Nous avons vu plus haut que si f et F(f) sont dans L'(R), alors f =
F~YF(f)), ce qui justifie la notation de F~1.

Mais nous ne savons pas a priori pour quelles fonctions f de L' F(f) est
dans L' (Nous savons qu'une condition nécéssaire est que f soit dans Cy, mais
ce n’est pas suffisant.)

Nous allons tout d’abord décrire un espace vectoriel de ”bonnes” fonctions,
qui soit stable par F (et donc par F~!) et sur lequel F~! soit bien I'inverse de
F. 1l en existe de nombreux, mais nous allons décrire le plus courament utilisé :
lespace S de Schwarz. Dans ce qui suit, pour un multindice & = (ayq, ..., ay)
qui est un élément de N nous noterons

FH ) =

o] =a1+ ...+ ay

o [65] [05) (e}
9% = 91002 ... 90,

pour z = (Z1,...,Tn),
Qn
o

=z ..z
On dira que a < g si pour tout 4, a; < G; et on définira ’espace C* comme
I’ensemble des fonctions f telles que 0% f est continue. On vérifie que cela ne
dépend pas de l'ordre dans lequel on effectue les dérivations partielles, et que si
feC et B<a,alors f € C? (ce qui permet en fait de définir les espaces C*
de fagon inductive en augementant chaque indice de o un & un).
Nous commengons par un lemme
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Proposition 39. Soit a un multiindice.

1. Si, pour tout B < «, |2 f| € LY(R™) alors F(f) € C* et
O*F(f) = i F (@ f).
2. Si f €C™ et si,n pour tout B < a, 0°(f) € L, alors
F@* (1) = (=)l F (1))

Démonstration. — La démonstration de chacun ce des points se fait par récurrence
sur chacun des indices (o, ..., a;,). Pour des raisons de simplicité de notations,
nous ne traitons que le cas de la dimension 1, le cas général s’en déduisant par
récurrence et le théoreme de Fubini. Nous nous contentons alors de traiter le
cas a = 1, le raisonnement par récurrence qui permet le passge au cas général
étant évident.

Pour le premier point, nous écrivons

Fi)= [ e @ye

Le résultat n’est rien d’autre que le théoréeme de dérivation sous le signe intégral
en la variable ¢, puisque

|0ee™™ f ()] = [iz(e"™ f(2)] < |2 f(2)],

cette derniere quantité étant intégrable par hypothese.

Pour le second point, nous nous ramenons comme plus haut au cas de la
dimension 1.

Nous écrivons

M
F(0:f) = lim "0, f(x)dx = Iy,

M—oo M

puisque 0, f est intégrable. On inteégre alors par parties et on obtient

e £( 1 M
Fo.5) = (L it [ s
1r -M
Puisque f est dans L' le résultat sera démontré dés que nous aurons prouvé que

f(z) converge vers 0 a I'infini.
Or,

x
f) =50 + [ aufiat
0
et puisque 9, f est intégrable, f(z) converge vers une limite lorsque © — oc.
Puisque f elle méme est intégrable, cette limite ne peut étre que nulle. On

traite de méme le cas ou £ — —oo.
[ |

Définition. 32. L’espace S est l’espace vectoriel des fonctions sur R™ qui sont
C™ et telles que, pour tous les multiindices o et 3, la fonction 2”0 f est bornée.
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On vérifie immédiatement que S est un espace vectoriel. De plus, si f est
dans S, alors pour tout couple de multiindices « et 3, et pour tout p € N, la
fonction

(1 + [«*)Pz’0" f

est bornée, et donc
M,

Baafl < ,
= ey

et donc est intégrable.
Par ailleurs, nous avons déja vu que les fonctions de classe C*° et a support
compact sont denses dans tous les espaces LP. Il en est donc de méme de S.

Proposition 40. Si f € S, alors F(f) est aussi dans S, et
f=FHFU).
Il en va de méme de F(xP0%f), pour tout couple de multiindices o et [3.

Démonstration. — Nous avons vu que
(—it)?0%(F(f)) = F((ix)*d° f).
On en déduit méme une borne

SLt1p|tﬁ3°‘(7:(f))| < [l==0% £l -

De 1a découle les estimées sur la transformée de Fourier d’une fonction de
S, et le fait qu’on puisse lui appliquer la formule d’inversion.

On peut alors énoncer le

Théoréme 30. (Formule de Plancherel) Si f € S(R™), alors
1£lly = @m) 2 IF ()]l -
Démonstration. — Notons g = F(f). On écrit

1918 = [ 7 Tgda.

qu’on développe en

1
(27‘(’)”

/ f(z)g(t)et*dxdt.

]Rn XRTL

Tout est fait pour qu’on puisse appliquer le théoreme de Fubini, puisque f et g
sont intégrables. Alors, on a

113 = Gme |, 3OO0 = o [ 00t = o 9l

Nous avons alors
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Théoréme 31. Les applications F : S +— S et F~': S+ S se prolongent de
maniére unique en des applications de L? dans L?, qui sont inverses l'une de
lautre et qui vérifient

1£1ly = @)~ % |F (),

et .
11l = @m) % |77, -

Démonstration. — L’espace S est dense dans L2. La formule de Plancherel
nous montre que si f,, € S converge dans L? vers f, alors la suite F(f,,) est une
suite de Cauchy dans L?, et donc y converge. La limite ne dépend pas de la suite
choisie : si on a deux suites qui convergent vers f, on en construit une troisiéme
en intercalant les deux premiéres, et la limite obtenue par cette troisieme suite
est égale aux limites obtenues par les deux premieres). On construit ainsi une
application qui préserve la norme dans L? (& la constante (27)"/? pres). Et le
méme raisonnement s’applique & F 1.

|
La construction de F(f) pour f € L? n’est pas directe. mais nous pouvons
au moins constater qu’elle coincide avec la définition directe de la transformée
de Fourier sur L.
Nous avons

Proposition 41. Si f € L2 N LY, alors les deuz définitions coincident.

Démonstration. — Il suffit de montrer que si f € L2NL!, il existe une suite (f,,)
de fonctions de S qui converge vers f a la fois dans L? et dans L', car dans ce
cas leur transformée de Fourier convergera d’une part partout vers F(f) a cause
de la convergence L', et d’autre part dans L? vers la transformée de Fourier de
f (au sens de L?).

Pour cela, on constate d’abord que la suite fn = f1{.j<n}n{|f|<n} converge
vers f a la fois dans L? et dans L'. On se raméne donc au cas d’une fonction
bornée et a support compact. Dans ce cas, il existe une suite de fonctions C* a
support compact qui converge partout vers f, en restant uniformément bornées
et a support dans un méme compact. Cette suite est dans S et converge vers f
a la fois dans L? et dans L'.
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7 Appendice

Dans cet appendice, nous donnons la démonstration de quelques résultats du
cours laissés en suspens

7.1 Le théoréme fonctionnel des classes monotones

La démonstration que nous donnons de ce théoreme est similaire a celle qui se
trouve dans le livre de P. Barbe et M. Ledoux [1].

Rappelons ’énoncé : Sur un ensemble 2, nous appelons classe monotone
M (de fonctions) un sous-espace vectoriel de I’ensemble de toutes les fonctions
bornées 2 — R qui contienne les fonctions constantes et qui soit stable par
limite monotone bornée, c’est a dire que si (f,,) est une suite d’éléments de M
qui soit telle que

Vn, 0< fn, <1

et telle que
Yw e Q, Vn, fp(w) < fog(w),

alors lim,, f,, € M.

Attention & ne pas confondre cette notion de classe monotone de fonctions
avec celle de classe monotone d’ensembles.

Appelons M(C) la plus petite classe monotone qui contienne une famille C
de fonctions bornées.

Par ailleurs, appelons B(A) la classe de toutes les fonctions mesurables
bornées par rapport & une tribu A, et A(C) la plus petite tribu qui rend
mesurable toutes les fonctions d’une famille C de fonctions bornées. Alors, le
théoreme s’énonce comme suit

Théoreme 32. Soit C une famille de fonctions bornées, stable par multiplica-
tion. Alors

M(C) = B(A(C)).

Démonstration. — Il est évident que B(A(C)) contient M(C) puisque la classe
de toutes les fonctions mesurables bornées par rapport a une tribu est une classe
monotone. Tout le probleme est de montrer I'inclusion inverse.

Observons tout d’abord qu’on peut se ramener au cas ou C est un espace
vectoriel de fonctions stable par multiplication et contenant les constantes. En
effet, si C; est le plus petit espace vectoriel de fonctions contenant les constantes
et les éléments de C (c’est & dire l'ensemble des combinaisons linéaires finies
f=a+>,\ifi), alors C; est stable par multiplication, et

CcC C /\/l<C)7
d’out
M(C) = M(Cy),
et bien évidement A(C;) = A(C).
e Etape 1 : M(C) est stable par multiplication.

Pour cela, nous raisonnons en deux étapes comme dans le théoreme en-
sembliste des classes monotones .
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Tout d’abord, si f € C et g € M(C), alors fg € M(C). En effet, quitte
a ajouter & f une constante, et & utiliser le fait que M(C) est un espace
vectoriel, on se ramene au cas ou f est positive. On peut aussi supposer
que 0 < f <1 quitte & multiplier f par un scalaire.

Il nous reste a voir que
My ={g, fg € M)}

est une classe monotone, ce qui est immédiat : c’est un espace vectoriel
de fonctions car M(C) en est un et que le produit par f est linéaire, qui
contient les constantes car M(C) contient C, et stable par convergence
monotone bornée car si (0 < g, < 1) converge en croissant vers g, alors
0 < fgn <1 converge en croissant vers fg. Cette classe monotone contient
C puisque C est stable par multiplication, et dont contient M(C), ce qui
nous donne la propriété annoncée.

Dans un deuxiéme temps, nous montrons que si f € M(C) et g € M(C)
alors fg € M(C), en se ramenant toujours au cas on 0 < f < 1 et en
considérant

qui est comme plus haut une classe monotone, qui contient aussi C par la
propriété que nous venons de montrer. On en déduit que M(C) C My, ce
que nous voulions démontrer.

Remarquons que ce raisonnement est en tout point identique a celui que
nous avions fait pour le cas ensembliste.

e FEtape 2 : nous allons montrer que si M est une classe monotone stable
par multiplication, alors c’est ’ensemble des fonctions mesurables bornées
par rapport & une tribu, qui n’est rien d’autre que A(M). En d’autres
termes, si une classe monotone M est stable par multiplication, alors

M = B(A(M)).

C’est un plus délicat.

e Etape 2.1 Nous commencons par remarquer que, si f € M, alors |f| € M.
Pour le voir, on se ramene au cas ou f prend ses valeurs dans U'intervalle
(—=1,1) (quitte & la multiplier par un scalaire puisque f est bornée), puis

ensuite on écrit
f: Vl_(l_f2)7

et on développe

\/lfle—ianz".
n=1

L’observation cruciale est que dans ce développement de Taylor, tous les
coefficients a,, sont positifs (faire le calcul).

Si bien que

L= [f] = an(t—f*)"
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M étant stable par multiplication et un espace vectoriel, si f € M, il en
va de méme de

gn = Zap(l - fQ)p'
p=1

On a
0<g, <1—-|f|<1

et 1—|f| est bien la limite croissante d’une suite bornée d’élements positifs
de M, et donc est dans M. Par suite, |f| € M.

- \flT—f sont encore dans M des que f

En conséquence, fi = ERaEl +2‘f L et f-
lest.

Finalement, si f et g sont dans M, il en va de méme de max(f,g) =
(f = 9)+ + g et de min(f, g) = — max(—f, —g).

e Etape 2.2 Nous voulons montrer ensuite que, si A € A(M) alors 14 € M.
Pour cela, il nous suffit de remarquer

{A,lA S M}

est une tribu (car M est une classe monotone de fonctions stable par
multiplication), et donc qu’on peut se ramener au cas ot A = {f > a},
pour tous les f € M et les a € R, car ainsi cette tribu contiendra tous les
o(f), f € M, et par suite sera égale & A(M). Quitte & remplacer f par
af + [, on se ramene au cas ou f > 0 et a = 1. Mais alors,

o1y = lignmin(f, n",

et cette derniere quantité, limite décroissante d’une suite d’éléments de M
compris entre 0 et 1, est dans M (le fait de passer des suites croissantes
aux suites décroissantes se fait en changeant g, en 1 — g,).

e Etape 2.3 Soit maintenant f € B(A(M)). Nous voulons montrer que
f € M. On peut bien str supposer comme plus haut que f est pos-
itive. Le point précédent nous montre que les fonctions A(M)-étagées
sont dans M, puisque M est un espace vectoriel. Puisque toute fonction
positive mesurable par rapport a une tribu est limite croissante de fonc-
tions mesurables étagées, et que M est stable par limite monotone bornée,
nous obtenons le résultat.

e Etape 3.Pour conclure, nous savons déja que, si C est stable par multipli-
cation, M(C) l'est aussi, et par conséquent

B(A(C)) C B(A(M(C))) = M(C) C B(A(C)),

d’ou I'égalité que nous voulions démontrer.
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7.2 Le théoréeme de Carathéodory

Nous le démontrons pour les fonctions d’ensembles bornées. La démonstration
que nous donnons est recopiée du livre de J. Neveu [2].
Il s’énonce alors de la fagon suivante

Théoreme 33. Soit Ay une algébre de Boole sur un ensemble 2, et u une
fonction additive d’ensembles

oo Ao — [0,1].

Pour que p se prolonge en une mesure sur A = o(Ap), une CNS est que, pour
toute suite (Ay) décroissante d’éléments de Aqy telle que N, A, = 0, on ait
1(An) — 0.

Démonstration. — Dans ce qui suit, puisque nous nous restreignons aux fonc-
tions additives d’ensembles bornées, nous pourrons quitte a multiplier x4 par une
constante supposer que u(€2) = 1. Par ailleurs, nous préférons caractériser les
fonctions additives d’ensemble par le fait que (@) = 0 et que

w(ANB) + p(AUB) = p(A) + u(B),

pour tous les éléments A et B de Ap.

On appelle A la famille des ensembles qui s’écrivent B = U, A,,, ol A,, est
une suite croissante d’éléments de Ag.

Pour B € A, on pose

A(B)= sup pu(A).
AeA,,ACB

Remarquons que Ay C A et que si B € Ay, ii(B) = u(B).
Nous établissons tout d’abord le lemme

Lemme 3. Si B e A et B=U,A,, ot A, est croissante d’éléments de Ay,
alors

cette derniére limite existant puisque u(Ay) est une suite croissante bornée de
réels positifs.

Démonstration. — Nous voyons tout d’abord par définition de i que i(B) que

f(B) = lim p(Ay),

et il nous reste a montrer 'inverse.
Soit a = lim,, (Ay), et choisissons € > 0. Par définition de fi(B), il existe
A€ Ay, tel que A C B et u(B) > a(B) — e. Mais

Np(ANAS) C AN B =10,

et donc par hypothese
lim (AN AL) =0,

ce qui se traduit encore par

lim (AN An) = p(A).
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On en déduit que
lim (An) > lim (A 0 Ay) = p(A) > 5(B) —

et par conséquent

En définitive, ceci étant valable pour tout € > 0, nous voyons que ji(B) =
lim,, u(A4y).

La fonction [ satisfait les propriétés suivantes
Lemme 4. 1. A est stable par union et intersection;

2. (AN B) + (AU B) = ji(A) + i(B);

3. 1(0) =0, p(Q2) = 1;

4. A est stable par union monotone dénombrable et si By, est une suite crois-
sante d’éléments de A, alors lim, i(B,) = i(Uy,By).

Démonstration. — De ces quatre points, seuls le dernier nécessite une démonstration,
les autres étant soit élémentaires, soit la conséquence directe du lemme 3. Soit
donc B,, une suite croissante d’éléments de A et posons B = U, B,,.

Choisissons pour tout n une suite A, ,, croissante en p d’éléments de Ay telle
que UpAp,, = By

La suite bi-croissante flb,n =A;,U... Ay, est aussi d’'union en p égale a
B,.

La suite (A4, ,) d’léments de Aj est croissante, d’union B, et on a d’apres le
lemme 3

Mais par ailleurs
lim lim p(Ap ) = lim p(B,,).
n p n

Le résultat s’ensuit pa le lemme fondamental 1 sur les suites bi-croissantes.
[ |
La seule chose qui mnque & A pour avoir construit une mesure sur une
o algebre est d’étre stable par complémentaire. Nous allons alors étendre la
fonction i & tous les ensembles.

Définition. 33. Pour toute partie C de €2, nous posons

p (€)= inf [(B).
CCB, BeA

Nous avons alors le
Lemme 5. 1. p*(0) =0, u*(Q) =1;
2. W (CrNCy)+ p*(CrUCy) < p*(Cr) + p*(Cy).
3. si Cp C Cq, p*(Cr) < p*(Ca);
4. si Cy est une suite croissante, avec U,C, = C, alors lim, u*(C,) =

1 (C).

December 3, 2007 72 Licence - Intégration



Université Paul Sabatier Année 2007/2008

Démonstration. — Les premiers et troisiemes points sont évidents.
Pour le second, choississons ¢ > 0 et deux éléments By et By de A tels que
C; C B; et
[(B;) < p*(Cy) +e

Alors
[(B1 N Bs) + ji(B1 U B2)) = fu(B1) + i(B2)) < p*(C1) + p* (C2) + 2e.

Or, By N By et By U By sont dans A et CiNCy C BiNBy, C1UCy C By U Bs.
On en déduit que
W (C1NCo) + p*(CrUCy) < p™(Cr) + p*(C2) + 2e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit le résultat.
Reste a voir le dernier point. Observons tout d’abord que 'inégalité précédente
nous dit qu’on a toujours

p(CLUCy) < p*(Ch) + p*(Ca).

Choisissons € > 0, et, pour n > 1, choisissons B,, € A, tel que C,, C B,, et

. €
ﬂ(Bn) <p (Cn) + on”

Rendons cette suite croissante en posant

B,=B1U...UB,.

On voit par récurrence que

_ 1 1
A(Bn) < 7 (Cn) + el 5+ o).
En effet, on a - ~
Bn+1 Cc B,U (Bn+1 \ Bn)a
d’on

ﬂ(BnJrl)

IA
E
[ou]]
2
+ +
}\I
8]
S
£
|
=
&
2

< (By) 3n (G,

et la formule s’ensuit par récurrence.
On a donc

(Br) < p*(Cy) + 2e,
et en posant B = U, B, qui est un élément de A qui contient C,
a(B) < lim p*(Cy) + 2e.

Ceci nous montre que
p*(C) <limp*(Cy) + 2e,

et cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on a aussi

p(C) < limp*(Cy).
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L’inégalité inverse étant évidente, nous avons démontré le dernier point.
|
Pour conclure, nous observons que pour tout ensemble C', nous avons p*(C)+
p*(C) = 1.
Nous avons alors le

Lemme 6. Soit A={C | p*(C)+ p*(C°) =1}.
Alors A est une o-algébre, et sur cet ensemble, lapplication C — p*(C) est
une mesure.

Démonstration. — Nous avons déja vu que A contient et ), et il est clair que
A est stable par passage au complémentaire.

Montrons que A est stable par union et par instersection. Pour cela, choi-
sissons A; et A; dans A. Nous avons

P (A1 U Ag) + p* (A1 N Ag) < p* (A1) + p*(A2),

et
pr (AT U A3) + p (AT N AG) < p (A7) + 17 (A3).
Sommons ces deux inégalités termes a terme. Nous obtenons
(AL U Ag) + p (A1 U Ag)°) + " (A 0 Ag) + 17 (A N Ag)°) <
e (Ar) + p* (Az) + p" (A7) + p7(A3) = 2.
Mais
p (AU Az) + p (A1 U A2)°) > 1,
et

pt (AN Ag) 4+ p (A1 N A2)°) > 1.

Il ne peut donc y avoir compatibilité entre ces trois inégalités que si ce sont
trois égalités, et ceci montre & la fois que A; N As et A1 U As sont dans A.
Montrons maintenant que A est stabe par union monotone dénombrable.
Considérons une suite croissante (A4,,) d’éléments de A, et soit A = U, A,,.
On a
i () + p(A5) = 1,

et puisque A C AS, on en déduit
pr(An) +p"(A°) < 1.

En passant a la limite, ce qui est licite en fonctiont du point 4 du lemme 5, nous
obtenons
pr(A) + p(A%) < 1.

Comme par ailleurs
pr(A) + p(A°) =2 1,

nous avons le résultat.

Finalement, il nous reste a voir que p* est sur A une fonction additive
d’ensembles.

Reprenons le raisonnement fait un peu plus haut. Si A; et Ay sont dans A,
nous écrivons

P (A1 U Ag) + p* (A1 N Ag) < p* (A1) + p*(Az),
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et
1 (AT U A3) + p (AT N A3) < p™(AT) + p™(A39).

En sommant terme a terme, nous trouvons 2 des deux co6tés de 'inégalité, ce
qui montre que dans chacune de ces inégalités, il y a égalité et donc que pu* est
une fonction additive d’ensembles.
C’est finalement a nouveau le point 4 du lemme 5 qui nous montre que p*
est une mesure sur A.
[ |
Pour conclure, observons que A C A, et donc que A contient I’algebre de
Boole Ay. Sur cette algebre u coincide avec p* et on a donc bien montré que
la fonction p se prolonge en une mesure (unique grace au théoreme des classes
monotones). ]

Remarque 23. La démonstration du théoréme de Carathdéodory nous donne en fait
un peu plus. Si Ag est une algébre de Boole avec A = o(Ao), si p est une mesure sur A
(donc le prolongement de la fonction additive d’ensembles p sur Ay ), alors pour tout
élément A € A, et tout € > 0, il existe un élemant B qui est une reunion dénombrable
d’éléments de Ao (ou ce qui revient au méme une reunion monotone d’éléments de
Ao), telle que A C B et
u(B) < p(4) +e.

En passant au complémentaire, on voit aussi qe, pour tout € > 0, il existe un
élément B qui est une intersection dénombrable d’éléments de Aj tel que B C A et
tel que

H(B) > u(A) —e.

7.3 Les théorémes de Jordan-Hahn et de Radon-Nikodym

Le théoréme de Jordan-Hahn (théoréme 16) est un théoréme de décomposition
de mesures bornées non positives. dans ce cours, on 1'utilise a plusieurs endroits :
dans la démonstration du théoreme de Radon-Nikodym ( théoréme 14), ainsi
que pour établir la dualité LP — L9 (théoréme de Riesz 25).

Commencons par rappeler la notion de mesure signée bornée.

Définition. 34. Soit (2, A) un ensemble @ muni d’une o-algébre A un espace
mesurable.

On appelle mesure signée bornée sur (Q, A) une application p de A & valeurs
dans un intervalle borné [—M, M| de R telle que u(0) = 0, et telle que, pour
tout A € A et pour toute partition dénombrable (Ay) de A, la série Y, u(Ay)
converge et on a

> u(An) = p(A).

Rappelons le theoreme de Jordan-Hahn (théoréme 16-

Théoreme 34 (Jordan-Hahn). Soit p une mesure signée bornée. Alors, il
existe un élément C € A tel que A— p(ANC) et A— —u(ANC°) soient des
mesures positives bornées.

En d’autres termes, toute mesure signée bornée est différence de deux mesures
positives bornées a support disjoints. En général, on note cette décomposition
= iy — p— et on note || la mesure positive bornée p4 + p—.

Nous commencons par un lemme
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Lemme 7. Pour tout A € A, définissons

v(A) =sup Y |u(An)l,

le sup étant pris sur toute les partitions A = U2 A, de A.
Alors, A v(A) est une mesure (positive) bornée.

Démonstration. — Commencgons par démontrer que c’est une mesure. Il est
clair que p(@) = 0, et il reste & voir que, si A € A et que (A,) est une partition
de A, alors v(A) =3 v(Ay).

Montrons d’abord que ), v(A,) < v(A). Comme il est clair que v(B) <
v(A) si A C B, on peut se ramener au cas ol pour tout n v(A4,) < oo sinon
il n’y a rien & montrer. Choisissons € > 0, et, pour tout » > 1, une partition
(Bn,m) de A, telle que

€
V(An) < Z |M(Bn’m| + on-

(Bn,m) forme une partition dénombrable de A, et donc

Z [1(Bn,m)| < v(A),

si bien que
Do v(An) < DO (Bl + 57 S VA + D o = v(A) +e

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a bien l'inégalité.
Pour montrer 'inverse, commengons par le cas ou v(A) < co. Considérons
alors € > 0 et choisissons une partition (By,) de A telle que

v(A) < Z |1(Bm| + €.

Posons By, ;m = Ap N By,. On voit que (By, m)m est une partition de A,, tandis
que (By,m)n est une partition de By,. On a p(Bp,) = >, p(Bn,m) et donc

|(By)| < Z ‘U(Bn,m” .

On a donc
V(A) <> |p(Bom)| + €.

mais

Z |1(Br,m)| < v(4n),

et par conséquent

v(A) <Y v(An) +e,

et il ne reste plus qu’a faire converger € vers 0.
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Lorsque v(A) = oo, on choisit M > 0 et une partition (B,,) de A telle que
> m 11(Bm)| > M, et on fait le méme raisonnement.

Il nous reste & montrer que la mesure v est bornée. Soit M un majorant de
sup ge 4 |1(A)], et choisissons My > 2M.

Supposons que v(f2) = co. On peut donc choisir une choisir une partition

(4,,) de Q telle que
Z l1(An)| = M.

Appelons I; lensemble des indices n tels que p(A,) > 0 et I_ 'ensemble
des indices n tels que p(A;,) < 0. Appelons Q. = Uper, Ay et Q- =Uper Ay

On a
p(€dy) = Z 1(An),

nely

et de méme

On a
()| < M, |u(Q-)| < M,

et par ailleurs

n(Qy) — Z [1(An)| = M.
Ceci aboutit & une contradiction.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme de Jordan-Hahn.
Démonstration. — Considérons la mesure v donnée par le lemme 7, et rappelons
que |u(A)| < v(A) pour tout ensemble A € A. Considérons la classe

B={Ac A v(A)=puA)}

Alors, () € B et, puisque u et v sont des mesures, B est stable par union
monotone disjointe. De méme, si B € B et By C B, alors B; € B. En effet,
sinon, avec By = B N Bf, on aurait

u(B) = pu(B1) + pu(Bz) < v(B1) + v(Bs)

et on aboutirait a une contradiction. Ceci montre que B est aussi stable par
union non nécessairement disjointe, car

By UBy = By U (B N BY).

Posons
a = sup v(B).
BeB
Nous affirmons qu'il existe un élément D € B tel que v(D) = a.

En effet, il existe pour tout n > 1 un élément B,, € B tel que v(B,, > a—1/n.
Puisque B est stable par union, on peut supposer la suite B, croissante, et
D = U, B, répond alors a la question.

Puisque v et p coincident sur les sous ensembles de D, la restriction de pu a
D est une mesure positive. Il nous reste a voir que la restriction de p a D¢ est
une mesure négative.
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Pour cela, posons, pour n’importe quel élément A € A,

p—(A4) = sup —u(B).

En prenant B = (), nous voyons que pu_(A) > 0. Remarquons que B = {A €
A, pu_(A) =0}. En effet, nous avons vu que si A € Bet B C A, alors B € B et
donc pu(B) = v(B) > 0, et par conséquent p_(B) = 0. Par ailleurs, si p_(A) =
0, alors toute partie B C A est telle que pu(B) > 0, et donc v(A) = u(A) par
définition de v.

Soit alors un élément A € A, tel que A C D¢ et u(A) > 0. Montrons que
nous aboutissons & une contradiction. Tout d’abord, p_(A) > 0, car sinon,
AUD e Bet

v(AU D) =v(A)+v(D) > v(D),

ce qui contredit la définition de D.

Montrons qu’alors il existe 41 C A tel que p(A41) > p(A) et p_(4;) <
i (4)/2.

Choisissons pour cela B C A tel que —u(B) > u_(A)/2, ce qui est possible
par déinition de p—. En posant A_A\ B, on voit que, si C C Ay,

d’olt

—(C) < p—(A) + pu(B) <
Par conséquent, u_ (A1) < u_(A)/2, et aussi

u(Ar) = p(A) — p(B) > p(A).

En itérant le procédé, on construit ainsi une suite décroissante A, telle que
1(An) = p(A) > 0et p(Ay) < p(A)/2". )
En prenant enfin A = N,A4,, on obtient un ensemble A C D¢, tel que

w(A) >0 et p_(A) =0. Nous avons vu que ¢’est impossible.
[ |

Remarque 24. Dans ce théoréme de décomposition, I'ensemble D n’est pas unique.
Il est défini & un ensemble prés tel que u—(A) = p4+(A) = 0. Ainsi, si p1 < pe, on
pourra toujours choisir pour u1 et p2 des ensembles de décomposition D1 et D2 (ou la
restriction de p; & D; est positive) tels que D1 C D2. On n’aura qu’a remplacer par
exemple D1 par D1 N Da, car dans ce cas la restriction de p1 a D1 N D3 est nulle.

La mesure positive v donnée par le lemme 7 est en général notée |v|. Clest
la seule mesure positive telle que |u| + p et |u| — p solent des mesures positives
a support disjoints.

Pour démontrer le théoreme de Radon-Nikodym, nous aurons besoin encore
d’une autre notion.

Définition. 35. Soit (Q, A, u) un espace mesuré ou p est une mesure bornée.
Soit F une famille quelconque de fonctions mesurables. Nous dirons qu’une
fonction mesurable f est un magjorant de F pour l'inéégalité p-presque partout
siVge F, g < f (u-presque partout).
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Proposition 42. Soit (2, A, u) un espace mesuré ou p est une mesure bornée.
Soit F une famille quelconque de fonctions mesurables o valeurs dans [0, 00].
Il existe une fonction mesurable f a valeurs dans [0,00] qui est un majorant
pour l’égalité p-presque partout, et qui soit plus petite, pour l’inégalité p-presque
partout, que tous les majorants.

On Uappelle Uessentiel supremum de la famille F, et on le note essup F. 1l
est unique a l’égalité p-presque partout pres.

Remarque 25. Bien sir, lorsque la famille F est dénombrable, alors il suffit de
prendre sup F. Mais il faudra faire attention a faire la différence entre sup et essup
pour des amilles non dénombrables. Ainsi, sur [0,1] muni de la mesure de Lebesgue,
si on prend F = {I,y, x € [0,1]}, alors sup F = 1 alors que essup F = 0.

Démonstration. — On se ramene d’abord au cas ou les fonctions de F sont a
valeurs dans [0, 1] en changeant par exemple f en tanh(f).

Pour toute sous famille dénombrable J C F, posons f; = supJ. Posons
ay = [ fsdu. Les fonctions étant toutes & valeurs dans [0, 1] et la mesure étant
bornée, c’est une famille bornée de réels. Soit alors A =sup;ay.

Il existe un sous-ensemble dénombrable Jy de F tel que aj, = A. En effet,
si J, est une famille dénombrable tele que ay, > a — 1/n, Jo = U,J, est
dénombrable et pour tout n > 1, ay, > ay, .

Finalement, la fonction fj, satisfait & ’énoncé. Comme c’est le sup d’une
sous-famille dénombrable de F, f est majoré p-presque stirement pour tout
majorant p-presque sur de F. Donc, la seule chose a vérifier est qu’elle est un
majorant pour 'inégalité p-presque partout. Pour cela, soit f € F et J' =
Jo U {f}, qui est aussi dénombrable. On a

fJ' > fJoa

/fJ/du <A-= /fJodu.

ceci montre que fj, = fy p-presque partout, et donc que f < fj,, p-presque
partout.
[ |
Finalement, rappelons les notions de mesures étrangeres et absolument con-
tinues par arpport a une autre.

Définition. 36. Soient u et v deur mesures bornées sur un ensemble mesurable
(Q,A). Nous dirons que v est absolument continue par rapport & p, et on note
v << p sl existe une fonction mesurable positive f telle que, pour tout ensemble
A, v(A) = [, fdu.

Nous dirons que v est étrangere par rapport a p s’il existe un ensemble
mesurable A tel que pu(A) =0 et v(A°) = 0. On note alors 1 L v.

Théoréeme 35 (Radon-Nikodym). Soient u et v deux mesures bornées sur un
espace mesuré (2, A). Alors, on peut décomposer i en v =v; + v, ot vy << p
et vo L p.

Remarque 26. On pourra étendre sans probléme ce théoréme au cas ot u est une
mesure o-finie et ol v est une mesure signée bornée. Remarquons qu’une conséquence
importante est que si v(A) = 0 pour tous les ensembles mesurables A tels que u(A) = 0,
alors v << pu. C’est sous cette forme qu’on rencontre le plus souvent le théoréme.
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Démonstration. — Considérons la classe F des fonctions mesurables positives
telles que, pour tout ensemble A € A,

/Afdu < v(A).

Montrons tout d’abord que F est stable par sup de deux fonctions. Etant
donné g1 et go dans F, et g = max(g1,g2). Soit B = {g1 < g2}. Nous avons

/ gdp = / gidp + / g2dp <v(ANB)+v(ANB°) =v(A).
A ANnB AnBe

Par ailleurs, F est stable par limite monotone : c’est une conséquence
immédiate du théoréeme de convergence monotone.

Soit alors g = essup F, Iessentiel supremum étant calculé pour la mesure p.
La fonction g étant le sup d’une famille dénombrable d’éléments de F, disons
la suite (fy), c’est aussi la limite de la suite croissante fn = max(f1,..., fn),
et par ce qui précede g est un élément de F. Soit v; la mesure de densité g
par rapport a u, et soit vo = v — 1. L’appartenance de g a F nous dit que vy
est une mesure positive. Pour montrer qu’on a ainsi obtenu la décomposition
cherchée, il nous suffit de voir que v» est étrangere a pu, c’est a dire d’exhiber
un ensemble D tel que p(D) = 0 et v5(D°) = 0.

Considérons alors la mesure p, = va — % . Nous écrivons sa décomposition
de Jordan-Hahn, qui exhibe un ensemble D,, sur lequel pu, est positive et tel
que —py, est positive sur DS. Puisque p, < pin41, d’apres la remarque 24,
nous pouvons choisir la suite D,, croissante. Par ailleurs, par définition de D,,,
g+ %1 D, est un élément de F. Mais puisque g est l'essentiel supremum de
F, cela veut dire que %1 D, est égale a 0 u-presque partout, ou encore que
w(Dy,) = 0.

Soit alors D = U, D,,. Nous savons que pu(D) = 0. D’autre part, puisque
wn(DS) < 0, nous avons

—_

va(D5) < = (D5) < ().

S|

Puisque D C D¢ pour tout n, on en déduit que vo(D°) = 0.
[ |

Remarque 27. Dans le théoréme de Jordan-Hahn, nous avons construit une mesure
|| et un ensemble D telle que

dp = (Ip — 1pe)d |pl.

C’est une décomposition de Radon-Nikodym, et on voit ainsi que toute mesure bornée
est a densité par rapport a une mesure positive. Par ailleurs, si on se donne une mesure
positive v et une densité intégrable h non positive, la décomposition de Jordan-Hahn
de la mesure signée hdv n’est rien d’autre que la décomposition hodv — h_dv, et
donc a posteriori cette décomposition était triviale (mais nous nous sommes servis du
théoréme de Jordan-Hahn pour démontrer le théoréme de Radon-Nikodym).

7.4 La dualité LP-L9

Dans cette partie, nous allons démontrer le théoreme de Riesz : si 1 < p < oo
et si % + % =1, alors le dual de LP est L4.
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Nous nous restreignons au cas des mesures bornées, le cas des mesures
o-finies s’en déduisant aisément par restriction (et les détails sont laissés au
lecteur).

Quitte a multiplier la mesure par une constante, nous pouvons supposer que
1 est une probabilité.

Soit alors 1 < p < oo et L une forme linéaire continue sur LP, pour laquelle
il existe donc une constante telle que

ILHI < CIf

pour toutes les fonctions f de LP. Considérons alors, pour A € A, v(A) =
L(14). C’est bien évidement une fonction additive d’ensembles, et nous allons
montrer que c’est une mesure bornée. Pour cela, considérons une partition (4,,)
d’un ensemble mesurable A, et observons que

Su=>"v(A) = u(By),

n

k=1
ou B, =U}_; Ai.
Par suite
[v(A) = Sn| = |L(1avs,)| < C|[1a\s, b
Mais

I, ||, = 1A\ B)Y# =0 (n— o0),

et donc Y 7 v(Ay) converge vers v(A). La mesure v est donc bien une mesure
bornée. Par ailleurs, elle est clairement absolument continue par rapport a u et
par suite il existe une fonction h intégrable telle que

L(1,4) :/hlAdu,

pour tout A € A.

Cette formule s’étend par linéarité aux fonctions étagées.

Par ailleurs, si f € LP, on peut décomposer f en f = f, — f_, et approcher
f+ et f_ par des suites croissantes de fonctions étagées. Ces suites croissantes
convergent en fait dans LP respectivement vers f; et f_, comme on peut le
vérifier aisément par convergence dominée.

Par continuité, la représentation

L(f) = [ bfdn,

s’étend donc a tous les éléments de LP. Il nous reste & montrer que la fonction
h est dans L9.

Mais si I'on pose h, = hl_,<p<n, qui est une fonction bornée, donc dans
tous les LP, et si e(h) désigne le signe de h, on a

|| = he(h) [ha| "

et donc
[halls < C He(h) |hn|q_1Hp =C ||hn||3/p.

On en déduit que
Ihall, < C.

et nous obtenons le résultat en faisant converger n vers I'infini.
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