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Les points que nous aborderons

Le filtre de Kalman-Bucy

Les filtres particulaires en quelques mots
Les filtres de Kalman en interaction

Le filtre de Kalman d’ensemble (EnKF)

Interprétation de I'EnKF en terme de processus a champ moyen
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Le filtre de Kalman-Bucy
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Filtre de Kalman

® Filtrage par moindres carrés: minimisation de |'énergie de |'erreur
(une fonction codt).

® Origine du filtre.

® Filtrage de Wiener: méthode des moindres carrés stochastiques.
( équation de Wiener-Hopf h = R™'r avec R = E(xn.x, ) et
r=E(yn-xn) )

@ Poursuite de cible (d'un modéle d’état).

® Le filtre de Kalman est un estimateur récursif.
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Notations

® On note N(u, o) la mesure Gaussienne sur R? de moyenne
1€ RY et de matrice de covariance o € RY%9 et

1

1 —1 T
N (p, o) (dx) = W exp [—E(X =)o (x = p)"] dx

® Par un abus de notation, on écrit 1 la matrice unité de RY*9
1 0 ... ... O
0 1 0O ... 0
Iy =
1 0
0 0 1
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Préambule
Systéme dynamique

On note W = (Wh,)n>0 une suite de v.a. indépendantes gaussiennes
telles que

PV Wa) (d(wp, ..., wn)) = H P (dw,)
p=0

“ 1 w2
P
= — exp{——-} dw,
11 (T o (-2} o)
On y associe le systéme dynamique
X" = an Xn—l + on Wn
Xo = g0 Wo
(an)n>1 est une suite réelles, et (0n)n>0 une suite de nombres
strictement positifs.

_i (Xn — an Xn—l)z}

anxn—l — — 1
P (dxn|Xn—1) = Mn(Xn—1, dxn) = Nore exp { 207

pour tout n > 1, et xo,...,Xxn—1 € R.
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Préambule

Processus défini par sa loi

Les systémes linéaires et gaussiens (X,) sont aussi définis par la
donnée d'une suite de v.a. n > 0 a valeurs réelles de lois

R 1 _M e_Eg
PO X (d(xo,.. ., xa)) = | [] ¢

202
P dxp
2 2
oo1 V/ 2T0p \/2mog

CIXo

]P)anxn—l (dX,,|X,,_1)

1 1
Jana? exp {_E (Xn — an xn_l)z} dxn
Mn(xn—ly an)
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Filtre de Kalman discret

Le systeme d’'état du Kalman

® Soit le couple signal/observation (Xn, Y,) supposé &tre une chaine
de Markov a valeurs dans RP"9, et définie pour n >0 :

Xn = An-Xn—l + Bn Wn
Yn == Cn-Xn + Dn Vn
Yo = y

@ (An, Bn, Cs, Dy) sont des matrices déterministes, les bruits W,,, et
V., sont des variables aléatoires Gaussiennes indépendantes.

® lls sont indépendants de la variable initiale Xo, avec des matrices

de covariance respectivement R} et Ry .
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Filtre de Kalman discret

® On peut montrer que le filtre de Kalman pour une dynamique
linéaire Gaussienne a bruit d'observations Gaussiens est le prédicteur
optimal.

® On cherche les lois conditionnelles:

Loi(Xn | Yo,.-., Yn-1) le prédicteur
Loi(Xn | Yo,.-., Ya) le filtre optimal

@ Clest I'archétype du filtre adaptatif qui apprend les paramétres au
fur et & mesure de I'arrivée des observations.
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Filtre de Kalman discret

Les objets recherchés

®  Xo est de moyenne Xo = E(Xo) et de matrice de covariance
Po = E((Xo — E(X0)) - (Xo —E(X0))").

® Le prédicteur est la mesure Gaussienne
Loi(Xn | Yo, .., Yn_1) = N(Xn, Pn).

@ Le filtre optimal est la mesure toujours Gaussienne
Loi(Xn | Yor-.., Yn) =N (Xn, Pp).

® (X, Xn) sont les espérances conditionnelles
Xn=E(Xp | Yo,..., Yo 1) et Ko =E(Xn | Yo,..., Yn)
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Filtre de Kalman discret

@ Les matrices (P, Pn) sont les matrices de covariance d'erreurs
entre les estimateurs conditionnels (X, X,) et le signal X, observé

Pn = E([Xn— Xal[Xo — Xa]") et Pn=E(Xn— Xa].[X0 — Xa]T)

® On calcule récursivement, au fur et 3 mesure de I'arrivée des
observations, I'évolution des lois conditionnelles par deux étapes
d'apprentissage

N(7n7 Pn) M) N()A("’ IAD”) m} N(7n+1)ﬁn+1)
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Filtre de Kalman discret

Mise en forme du filtre

L'établissement des équations du filtre utilise le caractére linéaire et
des propriétés des lois Gaussiennes:

Xn = E(AXo—1+ BoWs | (Yo,..., Yo_1))
= An),\(n—l
ﬁn = E[(An(anl - )A<n71) + Bn Wn)-(An(anl - )A<n71) + Bn Wn)T]

= AnP,_ 1Al + B, R BT

On a pour Y,
Y, = E(Yal(Yo, .-, Ya-1)) = CaXn

On exprime la différence (X, — X,) comme X, — X, = Gn (Yo — Y1)
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Filtre de Kalman discret

@ Gy est appelée la matrice de gain de Kalman.
® Pour la calculer, on utilise

E((Xn — Xa)-(Ya—=Y2)T)=0
et _ _
Yo — Yo = Ca(Xo — Xn) + DaVar
Prenant les espérances, on obtient
E((Xn — Xn) (Yo = Yu)") = Go E((Yo — Y0).(Yo = Ya)T)
Ensuite de
E((Xn — X0n).(Yo— Yu)T)
E((Xn — X0n).(CalXa — Xa] + Vi) T)
= P.cT
on déduit G, = P,CJT (C.P,CT + D,RYDT)™".

In fine on obtient R _ _
Pn:Pn_GnCnPn
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Filtre de Kalman discret

Algorithme de Kalman

@ Pour I'étape de prédiction 2 termes a calculer:

~

7,1 = An Xn—l
P, = ApPoi Al +B. RY BT

@ Pour I'étape de correction 3 termes :

Gn = I_DnCrT(CnI_DnCr;r + DnRr‘r/Dr;r)_l
)A<n = 7n + Gn (Yn - Cnyn )
An - I_Dn - GnCnﬁn
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Algorithme de Kalman

@ Quand I'hypothése de linéarité n'est pas vérifiée, mais que
I'équation de dynamique est différentiable, il est possible de se ramener
au cas précédent par une linéarisation, on obtient le Kalman étendu.

® L'estimateur de Kalman peut s'écrire de maniére identique en

temps continu, et devient le filtre de Kalman-Bucy.
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Kalman in action
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Kalman in action




Kalman in action

................
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Les filtres particulaires
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Filtres non-linéaires

Le systéme d’états non-linéaires

@ On se donne un systéme non-linéaire qui fixe le probléme de
filtrage.

dXt = A(t7 Xt)dt+ B(t, Xt)th
dYt = Ht(Xt)dt + oth

ou les V; et W; sont des processus de Wiener ou non. A, B et H sont
des fonctions quelconques de I'état caché X;.

@ Le probléme de filtrage associé consiste a trouver la
Loi(X0,4|V0,1)
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Equations du filtrage non-linéaire
|

@ Le probléme de filtrage revient a calculer pour toute f mesurable
bornée,

Eo(ft((Xs)s<t)Ze(X, Y)/Dt)
Eo(Z:(X, Y)/I%)

E(fe((Xs)s<e)/Ve) =
ou le facteur de normalisation est

Zi(X, Y) = exp( /0 CH(X,)dYs — /0 " HE (X)) Ha (X d5)

® L'estimateur optimal #:(f) = E(f(Xjo,q)/Yt) et il est solution de
I'équation non-linéaire

dﬁt(f) = ﬁt(Lt(f))dt + ﬁt((H - ﬁt(H))*f)(dYt - ’ﬁt(H)dt)
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Filtres non-linéaires
Mesures de Feynman-Kac

@ Les 2 estimateurs, celui du filtrage et celui de la prédiction, sont
définis par

ﬁn(f) = E[f(Xo,...,Xn) | Yo =yo,...Y,,=y,,]
na(f) = E[f(Xo,...,Xa) | Yo=yo0,--- Yn—1 = yn-1]
@ On peut les écrire :
fn)
(f)) = Yn(fn)
A
N fn - ’Zn( i
avec
An(fa) = Eno(fa(Xo. .., Xn) [] Go(Xo,- -, Xp))
p=0
n—1
Ya(fa) = Eno(fa(Xo,- -, Xn) [] Go(Xo, ..., Xp))
p=0
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Filtres non-linéaires
Algorithme du filtrage non-linéaire

@ L'algorithme de filtrage qui se déduit de cet ensemble d'équations
utilise le noyau de Markov M, associé a I'équation de dynamique

Xn+1 =Xn+ An(Xn)At + Bn(Xn)Wn

et le noyau de sélection génétique des états (qui est un choix non
unique)

S5 0) = Gor)3p () + [1 = Golo)]-Cr ()

N def
ol Gn(xn) = gn(xn,yn) avec
P(H(xn) + 0Va € dyn | Xo =Xn) = gn(Xn,Yn)An(dyn)

@ Ce qui donne I'algorithme du filtrage non-linéaire

Snin A S Mn+1 — A M
Nn ——— Mn = Nn 9n,np —— Nn+1 = Tln Vlnt1
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Solutions particulaires des filtres
non-linéaires

® Ces équations intégrales non-linéaires ne sont pas calculables
analytiquement.

® On utilise une approximation particulaire. C'est a dire que I'on
échantillonne les lois du filtrage en utilisant des états-test de I'espace

des phases que I'on nomme particules.

® Meéthode de Monte-Carlo.
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Le filtre particulaire en images

Yn I
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Le filtre particulaire en images
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Le filtre particulaire en images
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Le filtre particulaire en images

Xl

n+1
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Le filtre particulaire en images

Xl

n+1
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Le filtre particulaire en images
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Le filtre particulaire en images

A A
Yn i 72
“n n+1
A
= A
A 113 3
n+1
\ 1
*\11

n+1

Xl

nrl
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Le filtre particulaire en images
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- Méthodes particulaires

Filtrage de processus a champ moyen
® Définition d'un processus a champ moyen.

® On suppose que pour tout instant n > 0, le couple
dynamique/observation (Xn, Y;,) suit le systéme:

Xn+1 = Xn+d(Xn,7rn)At+U"X. Wn
Yn == h(Xn) + U,},/.Vn

ol 7, est la loi de X, pour la fonction d on donne la forme

d(Xos70n) = A(Xa) + / D(Xn, x)7n(dx)

ol D est linéaire en sa seconde variable et K-Lipschitzienne bornée et
A, est mesurable bornée.

® Les processus a champ moyen peuvent &tre filtrés par des

algorithmes particulaires spécifiques.
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Les filtres de Kalman en interaction
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Filtres de Kalman en interaction

Equations d’état du Kalman en
interaction

® Heuristique.

® On utilise une dynamique linéaire, comme pour le Kalman.

X AnXn_14+ vV Qn W,
Ya
Yo

CoXn+VRy Vi
@ Le filtre de Kalman en interaction est une méthode particulaire

Yo

ot chaque particule est un filtre de Kalman

Introduction aux filtres de Kalman



36/ 49

Christophe Baehr

Filtres de Kalman en interaction

Algorithme du Kalman en interaction

® Pour chaque particule, 1 < i < N, on note &5 = (¢h,v7) ot ¢, est
|'état dans |'espace des phases et v, est la loi Gaussienne associée.

® A I'étape initiale, on distribue les N états (; selon la loi 7o et les
. . i i pi i 1NN i
Gaussiennes sont données par vy = N (mp, Py) avec mg = Zj:l )
i 1N i12
et Po = 5 >_;=1[Co — mo]”.
@ La n-iéme étape de sélection se fait sur les particules (;, avec le

noyau de sélection G(l) qui est donné par :

= iy dN(Comi, C, PLCT +RY
Go(gh) = o oo Bn B )
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Filtres de Kalman en interaction

© Cette sélection génétique du type
Snonn(2n,+) = Gn(2n)0z, + [1 — Gn(2zn)]Wn(nn) choisit N particules que

A
i ni

I'on note & = (Cns Dn)-

® Pour I'étape de mutation, I'équation de dynamique de ce filtre
particulaire est celle du filtre de Kalman et chaque particule &;, évolue
selon le filtre de Kalman qui lui est propre avec ses équations.

® On trouvera dans le livre de P. Del Moral sur les formules de

Feynman-Kac, une estimée d’erreur L” de ces filtres de Kalman en

. . 1
Interaction en N
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Le filtre de Kalman d’ensemble
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Filtre de Kalman d'ensemble

Equations d’état du Kalman
d’ensemble

® On considére le systéme d'observation de I'état X, € RY, avec
d>1:

Xn = An(anl) + \/@ Wn Wn ~ N(O, 1)
Yo = GCoXotVRoVa Vi ~ N(0,1)

ol A est cette fois une fonction non forcément linéaire de X,,.

® Le filtre de Kalman d'ensemble est une technique astucieuse pour
utiliser un ensemble d'état (méthode Monte-Carlo) pour approcher la
matrice de covariance d’erreur par une version empirique (qui dans la
pratique n'est pas calculée).

® Cette approximation est motivée par des problémes de grandes
dimensions.
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Algorithme de Kalman d’ensemble

@ A I'étape initiale, on se donne Py > 0 et on produit un ensemble
de reéalisation (Xg,...Xg") i.i.d. avec N(0, Po)

® Pourtouti=1...N, et n>1on aune premiére étape:

X = An(Xi1) VW) W, ~ N(0,1)
1 N
N i
m, = N;Xn
1 N
N _ i _ N i _ NN\T
Pn — _N — 1 ;(Xn mn )(Xn mn)
1« - - '
RV — NZ\/R,,.V,’,.(\/R,,.V,’,)T Vi, ~ N(0,1)
i=1
GY = PN.CT(C.PN.CT+RM?
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Algorithme de Kalman d’ensemble

@ Puis une étape de correction semblable au filtre de Kalman
classique, les éléments de I'ensemble X, évoluent selon:

X5 = X; + G .[Ya — Co.Xj + VRn. Vi
® Ces 6 équations constituent les étapes du filtre de Kalman
d’'Evensen.
® Remarque : PY n’est pas calculée, car pour un vecteur quelconque
U on calcule ) )
Ui = (X —m)T U

et on obtient

N
Ny 1 P Nyryi  NAT
PYU = [N—1§(X" m) (X —mYT U

N

1 i i

= por 2 Kemm)
i=1
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Filtre de Kalman d'ensemble

@ Convergence de la méthode 7
® Contrdle des erreurs d'estimation ?

@ Nous poserons la question & Francois Le Gland.
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Interprétation de I'EnKF en terme de processus & champ
moyen
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Interprétation en champ moyen

® Reprenant le jeux d'équations de I'EnKF si on s'intéresse au
processus de correction il évolue pour chaque élément selon:

X = An(Xi 1)+ Qo Wit G [ Yo CocAn(Xi 1)~ Co\/ Qu. Wit VR, V]

® On note le processus de mise 3 jour Z, = X,
® Le processus de Markov Z, suit I'équation
Zn = An(Zn—1)+ V Qan‘i‘G,!pV [Yn_Cn-An(Zn—l)_Cm V Qn~Wn+ Vv Rn~Vn]

avec G, = Pn G [Co P G + Ro] "t
Rn = ]E([An(zn—l + \% Qn Wn][An(Zn—l + \% Qn Wn]T) et
Rn =E([VRn ValVRa Vi)
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Interprétation en champ moyen

@ Quand on utilise un systéme de N particules (Zrir)lsiSN pour
approcher la dynamique de Z,, on regarde par exemple la moyenne

empirique de Z) : Zp, = % E,’il Z!. Dans ce cas
Zn=A(Zn-1) + Gn [Yn — Co A(Zn-1)].

® Si A est linéaire, on retrouve exactement |'estimateur de Kalman
pour le processus de correction. En tous les cas, |'estimation est
exacte si le systéme d'observation (X, Y5) est linéaire Gaussien, et
c’est le meilleur estimateur linéaire sinon.
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Interprétation en champ moyen

@ On peut remplacer dans le modéle de dynamique
An(Zn-1) + v/ Qn.W, par une fonction plus générale Fn(Z,—1, W,).
On note 7, la loi de Z,, et on considére le systéme observé

Zn = Fn(Zn—I, Wn)
Yo = E(Zn)+ Va

G est clairement un opérateur de champ moyen dépendant de 7, et
le processus de filtrage s'écrit

Zy = F(Zn—ly Wn) + Gn[Yn - CnF(Zn—l, Wn) - Vn]
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Interprétation en champ moyen

® Le filtre de Kalman d’ensemble approche donc un processus de
Markov non-linéaire.

@ Si A est linéaire I'approximation est exacte et on a
N _ 1N :
Y = 5N 6y~ = Loi(Zn).

@ Ce processus de Markov posséde une interprétation de McKean.

® F(Zn—1, W,) correspond a I'étape de mutation du processus de
filtrage avec un noyau noté M, et G,[Yn — CoF(Za—1, Wn) — Vi
qui est un processus de correction induit un noyau de sélection
Cn,Yn,na_1 €t on a le systéme dynamique

Nn = Nn=1 Mn Cn,Yp,nn_1

issu de 7o.

@ Dans le cas de bruit gaussien,

Z—X—Gn Yn_CnX 2
Cn,Yn,'nn71 (X7 dz) = eXp(_[ 2G,(§Rn )] )
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Interprétation en champ moyen

® L'EnKF pour un ensemble de particules grand est plus cher qu'un
filtre particulaire basé sur le méme modéle, mais pour un petit
ensemble d'éléments le filtre particulaire classique est plus risqué que
le filtre d'ensemble conduit par un processus de correction plutét que
de redistribution.

® Le filtre de Kalman d’ensemble est un filtre de Kalman en
interaction par le champ moyen pour lequel on posséde déja des
estimées d'erreurs.
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Interprétation en champ moyen

® On a ainsi 2 schémas de filtrage possibles et généraux.

Pour toute fonction f mesurable bornée

Mn K"+1vﬂn77"n(f) = Mn S"aWnM"+177ln(f)
TIn K’H’L"’Iﬂa“’n(f) = Tln C"ﬂ']n M"+177In(f)

® Ouverture sur des méthodes d'ensemble non gaussiennes
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