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Ce document sert de support au cours Courbes et Surfaces donné actuellement en
deuxieme année de Master SMIS (Master Professionnel M3I). Il présente une introduction
a la théorie des fonctions splines et leur utilisation pour la représentation de courbes et
surfaces en modélisation géométrique et en CAO. Afin de réduire le volume du
document les résultats sont généralement présentés sans démonstrations.

1 Espace des fonctions splines

Pour représenter des courbes et des surfaces une premiere idée naturelle consiste a uti-
liser les fonctions polynomiales qui ont ’avantage d’étre simples a calculer et permettent
de représenter (ou approcher) un ensemble de formes relativement important. Cependant,
on sait que les variations des fonctions polynomiales peuvent étre tres importantes des que
leur degré augmente. Ce comportement limite leur utilisation en CAO et en modélisation
géométrique ol il est important de pouvoir controler la régularité des formes. Une alter-
native intéressante est donnée par ’espace des polynémes par morceaux qui d'une
part enrichit I'espace des polynomes en offrant plus de degré de liberté et d’autre part,
comme on la verra dans ce cours, permet de mieux controler la régularité des fonctions
et d’obtenir en particulier des formes lisses.

1.1 Espace des polyndomes par morceaux

Soit [a,b] un intervalle borné de IR et Ay = {z1,..., 2%} un ensemble de k points
distincts de Ja, b[, avec a < x; < ... <z < b. Notons a = g, b = x4, et m € IN;m > 1.

Définition 1.1 L’espace des fonctions splines d’ordre m noté S™(Ay) est 'espace des
fonctions définies sur [a, ] telles que leur restriction a chaque intervalle I; = [x;, x;41], i =
0,...,k, est un polynome de degré (m—1) et qui ont des dérivées continues jusqu’a l’ordre
(m — 2) en chaque point z;,i=1,... k.

Globalement les fonctions splines de S™(Ay) sont donc des fonctions contintiment
différentiables jusqu’a 'ordre (m — 2) (fonctions de classe C™2) si m > 2. Pour m = 1, il
s’agit par convention de ’espace des fonctions constantes par morceaux et éventuellement
discontinues aux points z;,t =1,..., k.

On montre que

dim(S™(A,)) = m + k. (1.1)

Généralisation

On note M = (my,...,my) le k-uplet de IN® avec 1 <m; <m, pouri=1,...,k.

Définition 1.2 L’espace S™(Ag, M) est Uespace des fonctions définies sur [a,b] telles
que leur restriction 4 chaque intervalle I; = [x;, x,41], 1 = 0,...,k, est un polynome de
degré (m — 1) et qui ont des dérivées continues jusqu’a l'ordre (m — 1 — m;) en chaque
point x; i =1,... k.



On remarque que si m; = 1 pour tout i, on retrouve 'espace S™(Ay) défini plus haut.
Si m; = m, les fonctions peuvent étre discontinues au point x;.

On montre que

dim(8™ (Ag, M)) = m + zk: m;. (1.2)

1.2 Base de 8" (Ag)

Il est clair que l'espace P,,_1 des polynomes de degré (m — 1) est inclus dans 8™ (Ay).

Pour tout k € IN, on définit la fonction puissance tronquée

k .
k) x¥ stz >0
T { 0 siz<0. (1.3)
Pour £ > 1, sa dérivée est donnée par
kxb=1 sixz >0
kN >
(w3) = { 0 sz < 0. (1.4)

Pour k£ > 2, la fonction = +— x'i est donc continiment dérivable au point z = 0. La
dérivée d’ordre (k — 1) de la fonction z +— z* est continue et est donnée par (z£)*-1 =
k’ Ty.

On définit de la méme facon la fonction puissance tronquée translatée : soit y fixé

k: .
ok =)t stz >y
(@)t = { | Loy (15)
Considérons alors les fonctions  +— (z—x;)7~", i = 1,..., k. Ces fonctions sont continiment

dérivables jusqu’a l'ordre (m — 2) et appartiennent donc a l’espace S™(Ay).
On a le résultat suivant :

Proposition 1.1 Une base de S™(Ay) est donnée par
{1z, 2%, .2 " Y U{(o —2)T " (m— )T, (w— )T ) (1.6)
Pour ’espace 8™ (A, M), on a le résultat suivant :

Proposition 1.2 Une base de S™(Ag, M) est donnée par

{1,2,2%, .., Y U{ (@—x)Ph .. (@ —a)] ™,
(x_xQ)Tila"'v(I _"L.Z)T-Ir-b mza (17)
(z—xp)P™t o (r— ) T



2 Les fonctions B-splines

Dans la pratique on utilise d’autres bases des espaces S™(Ag) et S™(Ag, M). 1l S’agit
des bases obtenues par les fonctions B-splines qui ont 'avantage d’avoir un support com-
pact et de meilleures propriétés numériques.

Nous allons définir les fonctions B-splines a partir de la différence divisée de la fonction
puissance tronquée. Pour cela, il convient de rappeler la définition de la différence divisée
d’une fonction.

2.1 Différence divisée d’une fonction

Considérons d’abord k£ + 1 valeurs distinctes de IR, ug, uq,...,us, et f une fonction
réelle définie sur IR. Notons pi(z) = E?:o a;z?, le polynome de Py, qui interpole f aux
points u;, c.-a-d. tel que pg(u;) = f(u;), pour i = 0,..., k. On sait que ce polynome est
unique.

Définition 2.1 On appelle différence divisée d’ordre k de f au points u;, i = 0,...,k,
que l'on note [ug, . .., ug|f, le coefficient oy, de x* du polynéme d’interpolation py € Py de

f aux points u;, 1 =0,... k.
Les formules de Cramer donnent directement ’expression de [u, . . ., ug]f.
On a
1w ug™t f(uo)
1wy bt f(uy)
1w, o uf™ fug)
Uy - -, Ukl f = 2.1
[ 0 ) k]f 1 Up - ulg_l ulg ( )
1 w ub=! b
1wy, - uptoub

La formule (2.1) se généralise au cas ou les points u; sont confondus. Considérons
d’abord le cas uy = u; et supposons que la fonction f soit dérivable en uy. Par passage a
la limite lorsque u; — wg, la formule (2.1) conduit & poser

1 g uk=t f(uo)

0 1 (k= Dug~* f'(uo)

1 uy uk=1 f(us)

1wy up ™! f(ug)
U, Ug, Uy « vy U 2.2
[0, o, Uz kL f 1w = y: (2.2)

0 1 (k—Duf=2 kuk™!

1w ub ™! uk

1w up ! ul




On obtient cette expression en dérivant les secondes lignes des déterminants au numérateur
et au dénominateur par rapport a la variable u,. Pour des valeurs wug, uo, . . ., u; distinctes,
on montre que le déterminant au dénominateur (déterminant de Vandermonde généralisé)
est distinct de 0.

Exemple pour £ =1

5 I
1 = ['(uo).

[UO; Uo]f =

]_’LL[)
0 1

Pour trois points confondus ug = u; = us, et en supposant la fonction f deux fois
différentiable en uy, la formule (2.2) devient

1 wg +-v c-- uk =1 f(ug)

0 1 2uy --- (k —1)ug f'(uo)

00 2 - (=1)(k=2ug’ f"(u)

1 ug +-v ee- uk =t f(us)

]_ u e e uk._l f u

[UO,UO,UO;U?,,...,Uk]f = d k_lk ( kk) (23)

1 Ug -+ v U Ug
0 1 2uy - (k —1)uk= kuf=!
00 2 - (k=1(-2)uf?® k(k—1)uf?
1 Uz - e ulg*l /u/];
1 U’k . .. e ullz_l U’g

La définition se généralise aisément a un nombre quelconque de points confondus.
On voit que dans ce cas-1a, la différence divisée est donnée par le coefficient oy, de z¥ du
polynome d’interpolation py € Pj défini par des conditions d’interpolation sur les dérivées
successives de la fonction f aux points u; (conditions d’Hermite).

2.2 Propriété de la différence divisée

Formule de récurrence

Si u; # uj, on a une formule de récurrence qui donne la différence divisée d’ordre k
a partir de la différence de deux différences divisées d’ordre & — 1. Cette récurrence peut
d’ailleurs servir a définir la différence divisée dans le cas de points distincts.

[UO;ula cey Ui, Wity - - - ;Uk]f - [anula ceey Uity U1y - - ;Uk]f

(g, ui, ..., u|f =
U; — Uy

(2.4)

Invariance par permutation des indices



Pour toute permutation o sur I’ensemble des indices {0, ..., k}, on a

[uo, Uty . ny uk]f = [UU(O); ug(l), Ceey ug(k)]f. (25)

Autre expression de la différence divisée pour des points distincts

Si les points u;,72 = 0,..., k, sont distincts, on peut exprimer le polynéome d’interpo-
lation p; & l'aide de la base de Lagrange. En identifiant les coefficients de z*, on obtient
alors la la formule suivante :

g, wr, gl f = — f () . (2.6)
1=0 H )

J=0
JFi

Relation avec la dérivée k-ieme de f

Si la fonction f est dérivable a 'ordre k, il existe & €] min;(u;), max;(u;)[ tel que

(g
[ug, u, ... ug)f = ( ) (2.7)
En particulier si ug = ... = uy, alors [ug, ug, . . uo]f = f(k) (o)
Différence divisée d’ordre k£ d’un polynéme de degré (k — 1)
Si p € Pi_1, la formule (2.7) implique
[, u, ..., ur]p = 0. (2.8)
2.3 Définition des fonctions B-splines
Pour m > 1, considérons m + 1 points ordonnés u; < u;1; < ... < Ui, certains
points pouvant étre confondus.
Si u; < Uiy, ON pose
Q' (x) = (1) [uis -+, i) (2 — u) 7 (2.9)

La différence divisée d’ordre m est appliquée a la fonction u — (xr — u)’f‘l, la variable x
restant fixée. L’expression ainsi définie est une fonction qui dépend de .
Si tous les points u;,j =i,...,i + m sont confondus, on pose Q(r) =0,Vz € R.

Par définition, la fonction x — Q™ (z) est la fonction B-spline d’ordre m basée sur les
points u;, ..., Ui, (qu'on appelle aussi noeuds). Il est clair que la fonction Q™ dépend
des valeurs des noeuds u;, . .., U;im-



2.4 Propriétés des fonctions B-splines

Si 'on regroupe les m + 1 valeurs nodales u; < u;1q < ... < w4y, qui définissent la
fonction B-spline ()" par paquets de valeurs identiques, on obtient d valeurs distinctes
71 < ... < 74. Chaque valeur 7; est répétée m; fois dans la liste u; < w1 < ... < Uiy,
avec 1 <mj; < m et Z?Zlmj =m+ 1.

Le développement par rapport a la derniere colonne du déterminant au numérateur
de lexpression (2.1) de la différence divisée montre que Q7" est de la forme

m;

d
:ZZ aji(z — )7k (2.10)
j: k=1

Régularité et support

L’expression (2.10) montre que la fonction @} est un polynéme de degré (m — 1) sur
chaque intervalle [1;, 7;14],j =1,...,d — L.

Pour = < 1, les fonctions puissances tronquées sont toutes nulles et donc Q7*(x) =
0. Pour z > 74, la définition de QT (z) montre que la différence divisée d’ordre m est
appliquée & un polynéme de degré (m — 1) et donc Q7 (x) = 0. Le support de Q" est
donc contenu dans Uintervalle [u;, ;).

La formule de récurrence donnée plus loin (équation (2.13)) montre que Q" (x) > 0
pour = €|u;, Uiry,[. On a done supp(QF) = [w;, Ui ym)-

Les dérivées de Q" en chaque point 7; sont continues jusqu’a 'ordre (m —1—m;). On
montre de plus que les coefficients jp,;, 7 = 1,...,d dans la formule (2.10) sont distincts
de zéro.

Multiplicité maximale des noeuds

Il s’agit du cas d = 2 : on a uniquement deux valeurs distinctes de noeuds.
Il y a deux possibilités.

Soit m; = m et mg = 1, ce qui correspond a u; = ... = Ujym_1 < Uirm. On obtient
dans ce cas
(Uigm—2)™" S .
Q(z) =4 Cimouwym S U ST < Ui (2.11)
0 sinon.
Soit m; = 1 et my = m, ce qui correspond a u; < Uj 1 = ... = Uj1m, €t on obtient
(z—u))™™ . )
Q™ (z) = e SLU; ST < Ui (2.12)
0 sinon.



Remarque

Dans le cas de multiplicité maximale des noeuds, par exemple u; = w41 = ... =
Uitm—1, la formule qui définit Q7" fait intervenir la dérivée d’ordre (m — 1) de la fonction
u — (x — u)?" Pour x = u;, la dérivée d’ordre (m — 1) n’est pas définie et on a une
dérivée a gauche distincte de la dérivée a droite. Pour ce point on prend par définition la
dérivée a droite donnée par (—1)™~"(m — 1)!

Formule de récurrence

On a la formule de récurrence

(r — uw) Q" 1 (2) + (Uigm — 1) ﬁil(«’f)_

Q" (r) = 2.13
() s 2.13)

Dans cette formule, il faut considérer que Q™" est la fonction B-spline d’ordre (m —1)
basée sur les noeuds u;, ..., Ujrm 1, €t Q?}r’ll est la fonction B-spline d’ordre (m — 1)
basée sur les noeuds w41, ..., Uiy, (voir la définition générale (2.9)). Cette formule peut

d’ailleurs servir a définir les fonctions B-splines par récurrence sur l'ordre m.

Dérivée de Q7"

Pour m > 1, on a

d QP () — QYT (v)
—Q"(z) =(m 1) t : 2.14
Q@) = (m 1) (214
B-spline normalisée
On normalise la fonction @Q]" de la fagon suivante
N (@) = (Wirm — w;) Q" (). (2.15)
La formule de récurrence pour les B-splines normalisées devient
NM(z) = MN{”‘I(@ + MNQTI(«T)- (2.16)
(ui+m71 - Uz) (ui+m - Uz‘+1)
La formule de dérivation s’écrit
d I\ I\
—NZm(ZL') _ (m . 1) [ (IL‘) . 141 (IL‘) (217)
dx (ui—l—m—l - Uz) (ui—l—m - Uz’+1)

Partition de ’unité



Considérons la suite infinie ordonnée de noeuds ... < uj 1 < Ujppio < .o <y <
Ujt1 <...< Ujtm---, AVEC Uj < Ujyq.
Pour tout = € [uj,u;41], on a la formule dite de partition de I"unité

> NP() = 1. (2.18)

Dans cette formule, I'indice de sommation 7 est pris sur ’ensemble fini des valeurs pour
lesquelles la fonction correspondante N;® est non nulle sur I'intervalle [u;, uj11]. Dans I'in-
tervalle [u;, uj 1], on a m fonctions N/™ non nulles. Il s’agit des fonctions NJ*, .\, ..., N/
Pour tout = € [u;, u;41], la formule de partition de 'unité s’écrit donc

>N () = 2]; N™(z) = 1. (2.19)

i=j—m+1

Plus généralement, pour tout = € [u;, u;41], on a la formule suivante

Z]: nﬁ (uisk — y) N[ (@) = (x —y)™". (2.20)

i=j—m+1 k=1

En égalant les coefficients des puissances successives de gy, on obtient I’expression des
monodmes z¥, k = 0,...,(m — 1), sous forme de combinaisons linéaires des fonctions B-
splines d’ordre m. On dit que 'on a reproduction des polynémes de degré (m — 1) par les
fonctions B-splines d’ordre m. En particulier, on obtient les égalités

m—1
j Z Uitk
k=1

>

i=j—m+1

T N™(z) =z, (2.21)

et

J m—1

> (I wiw) N (2) = 2™ (2.22)

i=j—m+1 k=1

Noeuds équidistants

Considérons des noeuds entiers u; = i, avec 7 € IN.
A partir de la définition (2.9), on obtient

QY (z) = (=1)"[0,1,...,m](z —u)7 " (2.23)

Cette fonction est appelée B-spline de référence d’ordre m. On la note simplement
Q™ (z). De méme, la B-spline normalisée de référence d’ordre m est définie par Ni*(x) =
mQ™(z) et est notée N™(x).

Pour tout ¢ € IN, on montre que la B-spline N/*(z) s’exprime a partir de N™(z). On

N™(z) = N™(z — 9). (2.24)

)

Pour les formules de récurrence et de dérivation, on obtient

_ sN™ ! (x) + (m — )N (z — 1)
m — 1

N™(z) , (2.25)

et

10



%Nm(x) = N™ () = N™ (2 — 1). (2.26)

La B-spline de référence est symétrique par rapport au point % milieu de [0, m).
Quelques valeurs de fonctions B-splines a connaitre

La fonction N' est donnée par

1sizel0,1]

0 sinon. (2.27)

N'(z) = {

La récurrence (2.25) montre que la fonction N? est la fonction chapeau définie sur
'intervalle [0, 2] par :

xsix € 0,1]
N*(z) =< 2—asizel,2] (2.28)
0 sinon.

A Taide de la symétrie des fonctions, des formules de partition de 1'unité et de
récurrence, on obtient facilement les valeurs particulieres :

N3(1) = N3(2) = % N*(1) = N4(3) = é N (2) = g

1

09t
08f
07t
061 N
05f
04t
03t

0.2F

0.1p

0 I I I h
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Fi1G. 1 — B-splines de référence d’ordre m = 2,3,4,5

Si les noeuds u; sont équidistants, c.-a-d. u;11 —u; = h, Vi, avec un pas h > 0 constant,
alors la B-spline de référence donne

T — U;

() = N

)

(2.29)

11



2.5 Base de §"(Ay)

Pour montrer l'indépendance des fonctions Q" (et donc des fonctions N/™) on utilise
le lemme suivant.

Lemme 2.1 Soient d valeurs distincts 11, To, ..., Tq, et d valeurs entiéres m;, 1 < m; <
m. Alors si Y% m; < m, les polynémes (x — 7)™, i =1,...,d, j; = 1,...,my, sont
linéairement indépendants.

Proposition 2.1 Les fonctions B-splines Ni™, ., ..., Nj" relatives a la suite de points
nodaut ... < Uipmrr < .0 < oy < uip < ..., sont indépendantes sur lintervalle
(Wi, Wig1].

On peut donc définir une base de 8™ (Ay) constituée de fonctions B-splines.

Proposition 2.2 Les (m+k) B-splines normalisées NI™, i = 0,...,(m+k—1), construites
a partir du vecteur nodal

U< o S U1 A< Uy = T1 < U1 = T2 < oo < Uppghe1 = T < 0 < Uy < o0 < Ugppgp—1,

forment une base de l’espace S™(Ay) quelque soit le choiz des noeuds ug < ... < Uy 1 < a
el b < Uppp < oo < Uppgko1-

Dans la pratique, on utilise les deux vecteurs nodaux suivants :
— Vecteur nodal de type I (points nodaux distincts aux extrémités) : on prend
U < .. < Up_g=aetb=1Upip <...<Upik_1-
— Vecteur nodal de type II (points nodaux confondus aux extrémités) : on prend
U= .. = Uy 1 =0t D=Upip=...= Uik 1-
Pour m = 4, Ay = {1,2,3,4} et lintervalle [a,b] = [0,5], la figure 2 montre les
8 fonctions de base B-splines de S*(A4) obtenues avec le vecteur nodal de type II :
Ug = U1 = U2 = U3 = 0,’LL4 = ]_,U5 = 2,’LL6 = 3,’LL7 :4,U8 = U9 = U9 = U1 = 0.

1

0.9
08}
07t N N

N N N: N
061 8
05}
04f
03f

0.2

0.1

0 f I f I N I h I h
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

F1G. 2 -~ Base de S*(A,), avec Ay = {1,2,3,4}

La proposition précédente se généralise pour 'espace S™(Ag, M). On utilise les nota-
tions des paragraphes (1.1), (1.2), et on pose K = Y-F  m;.

12



Proposition 2.3 Les (m + K) B-splines normalisées N, i = 0,...,(m + K — 1),
construites a partir du vecteur nodal

WL S U1 L 0< T =Upy = = Uy -1 < ... <
<X = Ut K—myy = - = Umyk—1 < b0 < Upyg <00 < Ugpmyr—1
forment une base de l’espace 8™(Ay, M) quelque soit le choiz des noeuds ug < ... <

Un1 <0 et b < Uppr <o < Ugmg k1

13



3 Courbes B-splines

3.1 Définition des courbes B-splines

Une courbe B-spline d’ordre m est une courbe paramétrique P définie par :

Plu) = éN:ﬂ(um, (3.1)

ou les fonctions N;™ sont des fonctions B-splines normalisées et P; sont des points de R?
(d = 2 courbe dans le plan, d = 3 courbe dans ’espace). Les points P; sont appelés points
de controle de la courbe B-spline. Il déterminent le polygone de controle de la courbe P.

Pour définir une courbe B-spline il faut donc se donner des points de controle P; et un
vecteur nodal permettant de définir les fonctions B-splines N”.

Les (n+ 1) fonctions B-splines N, d’ordre m, sont déterminées par un vecteur nodal
de dimension (n4+1+m), up <up < ...... < Upim.

L’image P([ug, ugi1]) définit un arc de courbe délimité par les points P(uy), P(ugi1)-
Sur chaque arc de courbe la fonction P(u) est polynomiale de degré (m — 1). Les rac-
cords entre les différents arcs sont de régularité maximale C™~2 si les points nodaux sont
distincts.

Pour assurer la coincidence de la courbe avec les points extrémes P, et P,, on considere
un vecteur nodal de type II. On prend donc

Upg = UL = oo = Uy ] < Uy < v < Uy S U] = Upga = oo = Uppm- (3.2)

En effet, pour u = wugy, on a NJ*(up) = 1 et N/™(uy) = 0 pour tout i > 0. Donc
P(’LLO) = P[).

De méme, pour u = 1, on a N (tupim) = 1 et N™(tpym) = 0 pour tout i < n. On
a donc P(upym) = Py.

Pour un vecteur nodal de type II, la courbe P(u) possede en outre la propriété d’étre
tangente a son polygone de controle aux points extréemes Py et P,. En effet, en utilisant
la formule (2.17) de dérivation des fonctions N/, on obtient la dérivée de P(u) :

Plu)=(m—1)y )

i=0 (Ui — Uiy1)

(Piy1 — ). (3.3)

Ainsi ) )
Pllug) = ——= (P, = Py) = ——— PP, 3.4
(o) (s — Ul)( 1 0) (U — 1) 0l71, (3.4)
et 1 1
P (tnym) = —— " (P,—Pp_) = — PP, (3.5)

(un-l—m—l - un)
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FiG. 3 — Courbe B-spline d’ordre m = 4

3.2 Autres propriétés des courbes B-splines

Modification d’un point de controdle

Si ’on modifie un point de controle P; de la courbe P(u), m arcs de courbe de P(u)
sont modifiés. En effet, 'expression de P(u) montre que c’est le coefficient de la fonction
N qui est modifié et donc m arcs de courbe sont modifiés puisque la fonction N;™ est
définie sur les m intervalles [u;, uii1], .. -, [Uirm—1, Uitm)-

Enveloppe convexe des points de controles

Du fait que pour tout u € [ug, Upm], on a 3" o N™(u) =1 et N™(u) > 0, la définition
de la courbe P montre que P(u) appartient a I’enveloppe convexe des points de controle

P;,i =0,...,n. Plus précisement, pour u € [ug, ux1], les seules fonctions N™ non nulles
en u sont les fonctions Ny .;,..., N;". On a donc
k
P(u)= > N/(u)P;, pour u € [ug, up1] (3.6)
i=k—m+1
et le point P(u) appartient a ’enveloppe convexe des points Py i1, ..., Pk

Quelques cas particuliers

Pour m = 2, la courbe P(u) coincide avec son polygone de contrdle. De maniére
générale, plus m augmente, plus la courbe P(u) s’éloigne de son polygone de controle.
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Considérons le cas particulier m = 3. L’égalité (3.6) appliquée & u = uy montre que
P(ug) € [Pr—2, Py—1].

De plus, si Py_o = Py_y, on a P(u) = Pr_os = P,_1 et donc, sachant que P(uj_1) €
[Py._3, Py_2], on obtient que [P(uy_1), P(ux)] C [Px_3, Pr_2)-

3.3 Algorithme d’évaluation de De Boor

L’algorithme de De Boor permet de calculer P(u) correspondant & la valeur du pa-
rametre u. Bien entendu, la formule de définition (3.1) de P(u) montre qu'’il suffit pour
cela de calculer les valeurs N/™(@) et de les multiplier ensuite par les valeurs des points de
controle P;. L’algorithme de De Boor utilise la formule de récurrence (2.16) des fonctions
N!™(w) et regroupe ensuite les coefficients associés a chaque fonction N/” ' d’ordre (m—1)
qui apparaissent dans la récurrence de N". On obtient ainsi un algorithme de complexité
optimale. Cette propriété est intéressante lorsqu’il s’agit par exemple de représenter gra-
phiquement une courbe B-spline ou une surface B-spline. En effet, dans ce cas on doit
utiliser l'algorithme d’évaluation pour calculer un grand nombre de points de la courbe
et ensuite joindre par des segments de droite les points obtenus. On comprend alors que

cet algorithme joue un role central dans I'utilisation des fonctions B-splines comme outils
de CAO.

On décrit d’abord I’algorithme dans le cas particulier ot m =4 et @ € [uy, ug41].

Etape I

1) On considere 4 dans l'intervalle [uy, ug13]. On a donc

i = agug + (1 — ag)upys, (3.7)
avec af € [0,1] (plus exactement, af = ﬁ) On définit le point P! sur le

segment [Py _y, P;] suivant le ”méme rapport” o :
PHu) = Pl = ayPy 1 + (1 — ap) Py (3.8)
2) On considere @ dans 'intervalle [ug_1, ug12]. On a donc
i =oqu 1+ (1 — o) ugyo, (3.9)
avec a} € [0,1]. On définit le point P} | sur le segment [P}, o, Py 1] :
Pl =a;Po+ (1 —a))P_,. (3.10)
3) On consideére @ dans 'intervalle [ug o, ug11]. On a donc
i = agug_o + (1 — ag)upir, (3.11)
avec ag € [0,1]. On définit le point P}_, sur le segment [P}, 3, Py o] :

Py =P 3+ (1= 03) Py s (3.12)
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A 174 e s g . . 1 1 1
A D’étape I, on a ainsi généré trois points P, P;_,, P;_s.

Etape I1

1) On considere @ dans l'intervalle [uy, ugi2]. On a donc
U= agug + (1 — ) upia,
avec o € [0,1]. On définit le point P? sur le segment [P |, P}] :
P =ajP;_,+(1—a})P;.
2) On considere u dans U'intervalle [ug_1, ug41]. On a donc

atug—y + (1 — o) g,

avec o € [0, 1]. On définit le point P?_; sur le segment [P}l ,, P! ] :

Pk271 = O‘%PICIJ + (1 - a%)Pklfl'

A Détape I, on a ainsi généré deux points P?, P? ;.

Etape III

1) On considere @ dans l'intervalle [u, uxy1]. On a donc
_ 3 3
u = apug + (1 — ag)ugt1,
avec o € [0,1]. On définit le point P? sur le segment [P2 |, P?] :

Pk—%Pk 1+ (1_03)]31?-

Le point P? est le point recherché P(u).
La démonstration de cet algorithme repose sur 1’égalité suivante :

k _

P(u) = Z N4 Z ) ———“_N}(u)+ MNE;I(_))H:.

i=k—3 i=k—3 uz+3 ) (ui+4 — uz-i—l)

avec P! donné par I'étape 1. Cette égalité est répétée jusqu’a obtenir P(u) =

P,
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Algorithme de De Boor - Cas général
Soit une courbe B-spline P(u) d’ordre m > 2 et @ € [uy, tug41]-

pour i =0 a m — 1 faire (boucle d’initialisation)
P =P
fin pour ¢

pour j =1 & m — 1 faire (boucle des étapes)
pour i =0 & m — 1 — j (boucle de génération des m — j points a chaque étape)

aj _ (kaierfj - U)
(kaierfj - kai)

)

Plgfi = O‘szlg:ilq + (1 - Ofg)PIg:il

fin pour i
fin pour j
On obtient P(u) = P"~"

Remarque . .
Le coefficient o € [0, 1] défini plus haut vérifie 'égalité u = ol ug—; + (1 — & Yug—iym—j-
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4

Polynomes de Bézier

Les polynomes de Bézier sont définis par :

B (t) = ( 7;‘ ) (1—t)" ¢, (4.1)

pour t € [0,1], et 1 =0,...,n.

L’exposant n est le degré des polynomes B'(t). On va voir que les polynémes B}
constituent une base de P, et qu’ils font partie d’une famille particuliere de fonctions
B-splines issues d’un vecteur nodal particulier.

Donnons quelques exemples de polynomes Bl*(t) : pour

n=0,ona Bi(t) =1,

n=1,onaB}(t)=(1-1t), B{(t) =t,

n=2 ,ona B:(t)=(1—-1)?2 Bi(t) =2(1—t)t, Bt) =1t

4.1

Propriétés élémentaires des polynomes B! (t).

Les propriétés suivantes des polynomes B;* découlent directement de leur définition.

Positivité :
vVt € [0,1], B'(t) > 0. (4.2)

Valeurs aux bords de 'intervalle de définition :

By(0) =1, et B'(0) =0, pouri=1,...,n. (4.3)
Br(1) =1, et B(1) =0, pour i =0,...,n— 1. (4.4)
Récurrence :
Bl'(t) = (1 —t)B *(t) + tB!" ' (t). (4.5)
Dérivée : p
%B?(t) = n(Bp5(t) — Bl (1)), (4.6)
Dérivée d’ordre & :
dk n n!

B0 = A B (4.7)

oit on pose ABP(t) = B"'(t) — BM ' (t) et A¥BP(t) = A(AF1BI(t)).
Partition de 'unité :

vt € [0,1], > BI't) = 1. (4.8)
i=0
Symétrie :

vVt € [0,1], Bi*(t) = By _,(1 —t). (4.9)

Maximum : .

i
B =) = B™(t). 4.10
() = max BI(0) (4.10)

Convergence dans C°([0, 1]) muni de la norme || f||oo = maxyego,1) | f(¢) | (théoreme
de Bernstein) : pour toute fonction f € C°([0,1]), on définit le polynéome de degré

n, P,(f)(t) = X f(£)B.(t). On a alors
[1Pa(f) = flloe =0 (4.11)

pour n — o0.
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- Base de P, : les polynomes B! (t),i = 0,...,n, constituent une base de l'espace P,,.
En particulier, on a une expression simple du monéme ¢ dans la base B!(¢) :

Z L B!'(t) =t. (4.12)

4.2 Courbes de Bézier

En prenant des combinaisons linéaires des polynémes Bf(t), on peut construire, de la
méme facon que pour les fonctions B-splines, des courbes paramétriques.

A partir des points P;,i = 0,...,n, appartenant a IR” ou a IR?, on définit la courbe
paramétrique
P(t) = 3 BI(1)P. (4.13)
i=0

La base des polynomes B! (t) permet de réaliser un ” controle géométrique” de la courbe
P(t) a partir des points P;. Il faut remarquer que dans l'expression (4.13) le nombre de
points de controle P; utilisés correspond au degré +1 des polynomes B (t).

Propriétés de la courbe P(t)

De la positivité des fonctions B!'(t) et de la propriété de la partition de I'unité, on
déduit que pour toute valeur du parametre ¢, le point P(t) appartient a I’enveloppe convexe
des points de controle P;, i =0,...,n.

Aux extrémités, on a P(0) = Py et P(1) = P,.

La dérivée de P(t) est donnée par

n—1
%P(t) — Y BIU(1AP, (4.14)
=0

avec AP, = P, — P,.
On a donc £P(0) = n(P, — Py) et 2P(1) = n(P, — Po_1).

Algorithme d’évaluation de De Casteljau

De la méme fagon que pour les courbes B-splines, on a un algorithme de complexité
minimale qui donne la valeur P () pour ¢ fixé. Il utilise la formule de récurrence (4.5) des
fonctions B! (1).

Algorithme d’évaluation de De Casteljau

Soit P(t) une courbe de Bézier de degré n.
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pour i =0 a n faire (initialisation)
P =P,
fin pour i

pour j =1 a n faire
pour i =0an—j

Pl =(1-HpP " + Pl (4.15)

fin pour i
fin pour j
On a P(t) = P}

On peut représenter les différentes étapes de ’algorithme de De Casteljau par le tableau
triangulaire suivant :

pO

Pl Py

Pl Pl P
P Py .- PPU PR

Chaque point P/ est obtenu par une combinaison convexe (récurrence (4.15)) des
points P/~ et P/ situés sur la colonne & gauche de P/ et respectivement sur la méme

(3
ligne et sur la ligne immédiatement au-dessus.

La proposition suivante montre I’équivalence entre les fonctions de Bézier et une famille
particuliere de fonctions B-splines.

Proposition 4.1 Les m fonctions B-splines N™(t),i = 0,...,m—1, obtenues en prenant
le vecteur nodal ug = ... = Upm_1 =0 et Uy, = ... = Ugy_1 = 1, vérifient [’égalité

N™(t) = BI"'(t),Vt € [0,1].

)

On montre cette proposition par récurrence sur le degré m.

Les propriétés des polynomes de Bézier sont ainsi une conséquence directe de cette
équivalence. En particulier, ’algorithme de De Casteljau s’obtient a partir de I'algorithme
de De Boor appliqué a ce vecteur nodal particulier.

4.3 Fonctions et courbes paramétriques

Considérons une fonction B-spline y(u) de la forme

ou y; € IR. On veut exprimer cette fonction sous la forme d’une courbe B-spline pa-
ramétrique u — P(u) = (u,y(u)) de la forme standard (3.1). Pour cela, il faut déterminer
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les coordonnées des points de controle P;. I.’ordonnée de P; est évidemment égale a ;.
[égalité (2.21) donne

n

Z Ujpr + ...+ Ui+m—1N_m(u) .
i=0 m—1 Z '

On a ainsi
P(u) = (u,y(w) = - NI"(w)P,
Uip1t-FUitm—1

avec P = (Tayz)

De la méme facon, pour une fonction y(t) de Bézier de la forme

1) = S uBL ),

on obtient la courbe paramétrique correspondante

P(t) = (t.y(t) = 3. BI(t) P

1=0

en prenant P; = (£, y;).

On notera au passage que 1'égalité (4.12) est obtenue a partir de (2.21) en utilisant le
vecteur nodal particulier donné par la proposition (4.1).
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5 Surfaces B-splines

On définit des surfaces B-splines paramétriques P : IR> — IR? par produit tensoriel
des fonctions B-splines :

ny n2

P(u,v) =3 > N™(u) N (v) P, (5.1)

=0 7=0

ou les points de controle P;; appartiennent a IR?. On appelle polygone (ou aussi
polyedre) de controle ensemble des points P;;,i =0,...,ny, j =0,...,n

Pour définir les fonctions B-splines N;**, NJ"?, il faut se donner deux vecteurs nodaux :
un vecteur nodal U = [ug, U1, . .., U, +m,| pour les fonctions N;"* (u), et un vecteur nodal
V' = [vo, V1, -+, Unyim,] Pour les fonctions N;™ (v).

On choisit dorénavant pour U et V' des vecteurs nodaux de type II (noeuds confondus
aux extrémités). On a ainsi

U=1[ug=...= Umy—1,Umyy--UnysUpt1 = -+ = Up,tmy]s

et

V=[00= ... =Umy 1,VUmps-+»Ungy Ungt1l =« -+ = Upyims)-

En prenant les polynémes de Bézier B (t), on génere de la méme fagon, une surface
de Bézier :

=3 B BR()Py, (5-2)

=0 5=0

pour t, s € [0, 1].

5.1 Propriétés de la surface P(u,v)

Si l'on fixe le parametre v, on parcourt sur la surface P(u,v) la courbe définie par

Plu,1) = iNﬁl(u) [2 N7 (3) Py, (53)

On voit qu’il s’agit d’'une courbe B-spline ayant pour points de controle les points

Pi(v) = X720 Nj* (v) Py

En général les points P;(v) ne font pas partie du polyedre de controle P;; de la surface
P(u,v). Cependant, pour la valeur o = vy, on a Ny*(vg) = 1 et N (vp) = 0, pour j =
1,...,n2 + my. Donc P;(vy) = Py, et

P(u,vp) Z N™(u (5.4)

De méme, pour ¥ = vy, 4m,, O0 a
ni

P(uavnz-l-mz) = Zszl (U)sz (55)

1=0
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Symétriquement, en fixant le parametre 4, on parcourt sur la surface la courbe définie
par

- sz (v) [2 N (@) Py, (5.6)

Il s’agit de la courbe B-spline ayant pour points de controle les points Pj(a) =
Yito NI (w) Py

Pour u = ug, on trouve
n2

P(ug,v) = 3° N (v) Py, (5.7)
7=0
et pour u = Up,4m,, ON A
P(un1+m17 Z Nm2 nlj- (58)

Aux quatre extrémités, on a

P(U/O)UO) — P007 P(u07vn2+m2) — P()nga

5.9
P(unl-l-mlav[)) = Pn107 P(un1+m1,vn2+m2) = Pnl ng- ( )

Le plan tangent a la surface P(u,v) est défini par les deux vecteurs dérivées partielles
P!(u,v) et P!(u,v). La formule de dérivation (3.3) donne pour la surface

ni—1 no

Pi(u,v) = (my — 1) > > NI (w) N (v)Qyy, (5.10)
i=0 5=0

ol Qi = 7%::1]_151) et
ny ns—1 )
! m m

P/(u,v) = (mg — 1) 2% 2% N (u) N7 (v) R, (5.11)

i=0 j

Pijt1-Pi
(Vj+my —vj41) "
En particulier, P (ug,vy) =

ou Rij =

(uml,ul) (Prio — FPoo) et Py(ug,vo) = (vmfm) (Po1 — Poo)-
Le plan tangent est ici déterminé par les trois points de controle Py, Py, Pip- On a un
résultat analogue aux trois autres extrémités de la surface.

Du fait que le support des fonctions B-splines est compact, on déduit que pour u €
[k, Ut1] et v € v, v44], on a

k

Plu,v)= > > N™(u) Nj™(v)Py. (5.12)

i=k—mi1+1 j=l—-mo+1

Le point P(u,v) est dans ’enveloppe convexe des m; x my points de controle Pj;, i =
k—my+1,...0k,et j=l—mo+1,...,1[.

Algorithme d’évaluation d’un point de la surface
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Fi1G. 4 — Surface B-spline d’ordre m; = my =4

Pour calculer ot s
P(a,7) = 3. N/ (3) [Y N72(5) Py, (5.13)
i=0 =0
on utilise 1’algorithme de De Boor dans les deux étapes suivantes :

1) on évalue d’abord les (n; + 1) points P;(0) = 372, N;"*(v) Py,
2) on évalue ensuite P(u,v) = > ity N/ (u)P;(v).

5.2 Surfaces particulieres

1) Surfaces cylindriques

Une surface cylindrique est définie a partir d’une courbe (C') et d'un vecteur de trans-
lation V. Si la courbe (C) est une courbe B-spline d’équation paramétrique P(u) =
? o N™(u)P;, la surface cylindrique B-spline est donnée par

Plu0) = Y Y2 NP ) N0) P, (.10

avecPZ-g:R-etPil:Pva.

Pour u fixé, on a

Pliv) = Y N2 0) [Y N ()P, (5.15)

et on décrit un segment d’extrémités [>-7 , N™(a)P;] et [Yr, N™(a)P;] + V.

2) Surfaces réglées
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Fi1G. 5 — Surface cylindrique

Une surface réglée est définie par deux courbes jointes par des segments de droites. Si
'on consideére deux courbes B-splines P(u) = 37 N/™(u)P; et Q(u) = Y1y N (u)Q; de
méme ordre m et ayant le méme nombre n de points de controle, on définit une surface
réglée B-spline

P(u,v) = i > N™(u) N7 (v) Py, (5.16)

avec Py = P et Py = Q.

FiG. 6 — Surface réglée
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2) Surfaces coniques

Une surface conique est une surface réglée dans laquelle une de deux courbes qui la

définit est réduite & un point, par exemple Q(u) = Q. Alors Q; = Q,i =0,...,n, et on
obtient la surface conique B-spline
P(u,v) =3 N/"(u) N} (v) Py, (5.17)
=0 7=0

avec Py = P, et Py = Q.

Fi1G. 7 — Surface conique

La construction de surfaces de révolution, également tres utilisées pour la représentation
de formes, ne peut cependant pas étre obtenue a ’aide du produit tensoriel de fonctions
B-splines. En effet, il n’est pas possible d’obtenir des coniques (et donc des cercles) a partir
des fonctions B-splines. Le chapitre suivant introduit les courbes B-splines rationnelles
(NURBS en anglais) qui permettent de générer des coniques.
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6 Courbes et surfaces B-splines rationnelles (NURBS)

On peut définir des arcs de coniques et en particulier de cercles a partir de pa-
ramétrisations rationnelles. On connait par exemple la paramétrisation classique d’un
arc de cercle (quart de cercle) :

1—¢t 2t
14227 14+¢2

Ct) =( ), (6.1)

pour ¢ € [0,1].

Les courbes B-splines rationnelles sont obtenues a partir de fractions rationnelles de
B-splines.

Définition 6.1 A partir d’un vecteur nodal U = [ug, ..., Unim] et d’un vecteur de poids
W = [wy, ..., w,] avec w; > 0, on définit n+ 1 fonctions B-splines rationnelles de base et
d’ordre m N

R () = i) 62)

a Yo Wi N (1)
Ces fonctions sont des fonctions rationnelles par morceauz. Une courbe B-spline ra-
tionnelle (en anglais NURBS pour Non Uniform Rational B-Spline) est définie par

R(w) = Y RP ()P (6:3)

ot P, sont des points de controle de IR* ou IR®.

On a donc . NP () P,
Y wsN™(u .
R — 1=0 WLy l.
W NP W)
La paramétrisation du cercle (6.1) est ainsi obtenue en prenant U = [0,0,0,1,1,1]

(il s’agit donc des polynomes de Bézier), W = [1,1,2], et les points de controle Py, =
1 1 0
(o) 7=(1) 2= (1)

On peut considérer qu'une courbe B-spline rationnelle est obtenue par transformation
projective d’une courbe B-spline classique. Considérons la courbe B-spline de R**!, d =
2,3,

w;

Pl =38 (1), (6.1

avec P; € R%.
La projection conique II de centre 0 sur le plan d’équation x4.1 = 1 est I'application
IT: R\ {2401 = 0} — IR définie par :
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T Td

H(xl,...,xd+1):( gy .
Td+1 Ta1

On constate que la B-spline rationnelle R(u) est I'image de la courbe P(u) par la projection
IT:
[I(P(u)) = R(u) (6.5)

. P
pour toute valeur du parametre u. Sachant que II ( w;U ‘
i

> = P, on obtient donc R(u) =

w;

(P = s R V).

D’un point de vue pratique, I’évaluation de R(u) pour une valeur du parametre u
s’obtient en utilisant 1’algorithme de De Boor pour la courbe (6.4) suivi par la projection
IT (6.5).

Propriétés des fonctions B-splines rationnelles de base R" et des courbes ra-
tionnelles R

On prend dorénavant un vecteur nodal U de type II.

Positivité :
Vu € [ug, Upim], R (u) > 0.

Valeurs aux bords de I'intervalle [ug, t, 1] :

R{"(up) =1 et R"(up) =0, pouri=1,...,n.
R (tupim) =1 et R™(Upim) =0, pour i =0,...,n— 1.

Partition de 'unité :
> R™(u) = 1,Yu € [ug, Unim)-

Support et régularité :

On a supp(R") = [ui, Ui+m]|. Dans chaque intervalle [u;, u;41], les fonctions R}* sont des
fonctions rationnelles et aux noeuds u; elles sont continiiment dérivables jusqu’a ’ordre
(m —1—m;) ol m; est la multiplicité du noeud.

Si tous les poids w; sont égaux a 1, on retrouve les fonctions B-splines N;”.

Pour les courbes rationnelles R, on a les propriétés suivantes.
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Pour tout u € [ug,Upim], R(u) appartient a l’enveloppe convexe des points de
controle P;. Plus précisement, pour u € [uy, uxy1], les seules fonctions non nulles en
u sont les fonctions R}, ..., R;* et R(u) appartient donc a ’enveloppe convexe
des points Pxim 1,..., Pg.

Les valeurs aux extrémités sont :

R(ug) = Py et R(upym) = P,.

Les dérivées aux extrémités sont données par :

m—1 w

(Um - Uo) Wo

R (ug) = (P — D),

et
m—1 Wp—1

(un+m - un) W,

R (tnym) = (Pn — Po1).

Arc d’une conique

L’arc d’une conique est obtenu a ’aide d’une fonction de Bézier rationnelle de la forme

B2 (u)wo Py + B?(u)w, Py + B2 (u)wq Py
B (w)wo + Bi (w)w; + B3 (u)wy
ot u € [0,1], et BZ, B, B2, sont les trois polynomes de Bézier de degré 2. En raison de
la symétrie des fonctions B2 et B2 et du fait que les poids sont définis & une constante
multiplicative pres (voir expression (6.2), on peut fixer wy = wy = 1.
On obtient la classification suivante :

R(u) = (6.6)

Proposition 6.1 Pour wy; < 1, R([0,1]) est un arc d’ellipse,
pour wy = 1, R([0,1]) est un arc de parabole,
pour wy > 1, R([0,1]) est un arc d’hyperbole.

Soit M le milieu du segment [Py, P»] et S = R(3). On montre que les points M, S et
P, sont alignés et que

(6.7)
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M 2
F1G. 8 — Arc de conique (w; = 2)

Arc de cercle

_Le cas particulier du cercle est obtenu en prenant ||P1P(>)|| = ||P1P;|| Notons # I’angle
P, PyP,. On montre que
wy = cos(h). (6.8)

Applications

=

a) Pour # = %, on a w; =
Ainsi, pour PLPy P, = 7§
suivant :

&+ N
S

et le vecteur de poids W = [1, %% 1], on a l'arc de cercle

2

o]
o
-

OPO

F1c. 9 — Quart de cercle obtenu avec § = /4
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b) Pour # = %, on a w; = 3.
Ainsi, pour PLPyP, = % et le vecteur de poids W = [I, %,1], on a l'arc de cercle
suivant :

p
2 Py

F1G. 10 — Tiers de cercle obtenu avec 6 = /3

Construction d’un cercle

a) Pour obtenir un cercle complet dans le cas ot § = 7, il faut générer successivement
4 arcs de cercles.
De fait, on peut obtenir le cercle complet directement en prenant les 9 points de

controle Py, P, ..., P; et Py = P, placés aux sommets d’'un carré et au milieu de chaque
coté (voir figure 12) avec le vecteur nodal
111133
U=10,0,0,-,-,=,=,—,— 1,1,1 6.9
[7 Y 7474727274747 Y Y ] ( )

et le vecteur de poids
,1]. (6.10)

En effet, le vecteur nodal U donne 9 B-splines de base d’ordre 3 (polynémes de degré 2 par
morceaux). La fonction N3 définie sur I'intervalle [0, 1] est égale & B3 sur I'intervalle [0, ;]
et & BY sur I'intervalle [1, 1] ' aprés translation et homothétie des arguments. Il en est de
méme pour les fonctions N} et NZ qui donnent chacune naissance aux deux polynomes
de Bézier B2 et B2. Pour les autres fonctions, on obtient facilement leur identification
avec des polynomes de Bézier de degré 2. Le vecteur nodal U donne ainsi dans chaque
intervalle [0, 1], [1, 3], (5, 2], [2,1], les trois polynomes de Bézier B, B}, B2.

b) Pour obtenir un cercle complet dans le cas ol § = %, il faut générer successivement
3 arcs de cercles.

'En effet, la formule de récurrence (2.16) des fonctions B-splines montre que deux fonctions N/ et N™
déterminées respectivement par les noeuds u;, ..., Ujprm €6 Uiy ...y Ujpm, AVEC Ujp1 = Uig1s - -+ Ujbm =
@i ym, alors N/™ = N/™ sur l'intervalle [w;ym 1, %itm]. De méme, si u; = i, ..., Uitm—1 = Uitm—1, alors
N™ = N sur l'intervalle [u;, w;y1].
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Fic. 11 — Fonctions B-splines obtenues par le vecteur nodal U =
111133
[07 07 07 474792792040 4> 17 17 1]
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/PZ
P, Py =Pg
| O\ 3 I
5 P

6

F1a. 12 — Cercle complet obtenu avec § = 7 /4

Dans ce cas aussi, le cercle est obtenu directement en prenant 7 points de controle
Py, Py,...,Ps et Py = Py, placés aux sommets d’un triangle équilatéral et au milieu de
chaque c6té (voir figure 13) avec le vecteur nodal U = [0, 0, 0, %, %, %, %, 1,1, 1] et le vecteur
des poids W =1, %, 1, %, 1, %, 1]. La démonstration est la méme que dans le cas a).

6.1 Surfaces de révolution

On définit une surface de révolution en ”faisant tourner” une courbe située sur un
plan autour d’un axe de révolution A situé sur ce méme plan.

Considérons une courbe B-spline (éventuellement rationnelle) P(u) = > o N™(u)P;,
avec les points de controle P; situés sur un méme plan.

Pour générer un cercle, on peut utiliser le procédé a) donné ci-dessus. On définit alors
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5
Pa

F1G. 13 — Cercle complet obtenu avec § = /3

la surface B-spline rationnelle

Pluo) = Y YN R0 Py, (6.11)

ou les B-splines rationnelles

(6.12)

sont définies par le vecteur nodal U (6.9) et le vecteur des poids W (6.10).

Pour définir les points de controle P;;, on considere pour tout 7 le plan II; perpendi-
culaire a 'axe A et passant par le point P;. Sur ce plan, on définit le carré C; centré au
point I intersection de II; et A et ayant le point P; pour milieu d’un coté. Les points Pj;
sont définis par Pjy = P;s = P, et P;j pour j =1,...,7, sont disposés sur les sommets et
les milieux des cotés de C; (voir figure 14).

F1G. 14 — Points de controle Pj; de la surface générés a partir de P,
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F1aG. 15 — Surface de révolution

p
0
\O P,
p
P, /
€, )

Exemples

2

Ps

F1G. 16 — Demi-cercle permettant de générer une sphere

Pour obtenir une sphere, on génere d’abord un demi-cercle
P(u) =) R}(u)P, (6.13)

ot les B-splines rationnelles R? sont définies par le vecteur nodal U = [0,0,0, 3,2 1,1,1]

)99 9
et le vecteur de poids W = [1, g, 1, g, 1].
La sphere est obtenue en “faisant tourner” le demi-cercle autour d’'un axe A passant

par les points P, et Py :
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(6.14)

Fi1G. 17 — Sphere

De méme, un tore s’obtient en “faisant tourner” un cercle complet autour d’un axe A
coplanaire avec ce cercle et ne le coupant pas.

Fic. 18 — Tore
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7 Interpolation par fonctions splines

Le probleme de ’interpolation

Considérons n + 1 points Q;,i =0,...,n de IR%,d = 1,2, 3. Le probléeme de I'interpo-
lation de ces points (); par une courbe B-spline consiste a chercher une courbe B-spline

d’ordre m, P(u) = Y1 , N/™(u)P;, vérifiant les n + 1 conditions d’interpolation
P(ﬂj):Qj,jZO,...,’I’L. (71)
Pour cela, il faut définir un vecteur nodal U = [uy, ..., Uy 1m] permettant de générer les
n + 1 B-splines N” d’ordre m. Il faut se donner également les valeurs du parametre
u;,j =0,...,n. On définit ainsi le vecteur U = [ay, . . ., Uy], avec des valeurs @; ordonnées

et vérifiant ug < g < ... < Uy < Uppm.

Les inconnues du probleme sont les points de controle P;. Considérons par exemple le
cas d = 2. Posons P; = («ay, 3;) et Q; = (a;,b;). La solution du probleme d’interpolation
conduit a résoudre les 2 systemes linéaires suivants :

n

ZNim(a]')ai:aja.j:Ow-'ana (72)
=0

et .
=0

n+1)x(n+1)

La matrice carrée M € TR commune a ces deux systemes est donnée par :

M = (Nj"(uy)),

avec j indice de ligne et i indice de colonne. Les deux systemes (7.2) et (7.3) s’écrivent
donc

Mo = a,

Mp3 =b,
avec les vecteurs inconnus o = (ag,...,on)", B3 = (Bo,...,B.)", et les vecteurs des
données a = (ay,...,a,)T, b= (by,...,by)T.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M
soit inversible et donc pour que le systeme de l'interpolation admette une solution unique.

Proposition 7.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M = (N™(u;))
soit inversible est que ses termes diagonauz N[™(u;),i = 0,...,n, soient tous distincts de
2€70.

On remarque que M est une matrice stochastique 2 avec une structure bande de

demi-largeur m — 1. ® Dans le cas ou elle est inversible (cf. prop. précédente), son condi-
tionnement est généralement faible.

*La matrice M = (m;;) est dite stochastique si m;; > 0,¥4,j = 1,...,n, et 30 my; = 1,Vi =
1,...,n.
3La matrice M = (m;;) a une structure bande de demi-largeur p si m;; = 0 pour | i —j |> p.
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Choix du vecteur nodal U et du vecteur U.

Supposons que le vecteur nodal U soit donné. Un choix des valeurs u; satisfaisant aux
conditions de la proposition (7.1) est le suivant :

— uj+1+---+uj+m—1
j=

,7=0,...,n. (7.4)

m— 1

Souvent, le probleme d’interpolation est défini uniquement par les points @);. Il faut
alors déterminer les vecteurs U et U. On dispose de plusieurs choix conduisant aux condi-
tions de la proposition (7.1).

a) Si les points d’interpolation @); sont régulierement espacés, on peut prendre @, = Jﬁ

b) Si les points (); sont irrégulierement répartis, il est préférable, pour obtenir des
courbes d’interpolation plus régulieres, de prendre des valeurs du parametre % en relation
avec la distance mutuelle des points @);.

On prend :

J
_ =1 ||Qz - Qz‘—l” .
u; = , pour j =1,... n, 7.5
TOYR 1@ — Qiall (75)

et Uy = 0.
On choisit ensuite le vecteur nodal U & partir des valeurs de U. On peut prendre :

Ukl + o+ Ugpm—1

U= . =Up1 =0, Upp1 = ... = Upyrm =1, €t gy, = Jk=0,...,n—m.

m—1
(7.6)
Il est facile de voir qu’avec ce choix, les conditions de la proposition (7.1) sont satis-
faites.

Fonction B-spline d’interpolation

Supposons donnés des points (z;,y;) € IR?. On cherche une fonction B-spline o(z) =
? o N™(x)5; vérifiant les conditions d’interpolation

o(z;)=y;,j=0,...,n. (7.7)

Ici, le paramétrage est fixé : u; = x;.

Le choix de U peut se faire suivant les formules du type précédent :

Tkr1+ oo+ Thpm1

Uy = . = U1 =T, Uptl = ... = Upim = Tp, €t Uprpy = Jk=0,...

m—1
(7.8)

Surface spline d’interpolation
Considérons (n; 4+ 1) x (ny + 1) points d’interpolation Q € R?, k = 0,...,ny, [ =

0,...,ng, et des valeurs de parametre correspondantes (g, 7y).
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Le probleme de linterpolation consiste a chercher une surface B-spline P(u,v) =

Z Z N{" (u) Nj"*(v) Py, vérifiant les (ny 4+ 1) x (n + 1) conditions d’interpolation
=0 7=0

P(ug,v) = Qu, k=0,...,n1,1=0,...,n

On obtient la surface d’interpolation en résolvant (n; + 1) X (ny + 1) problemes d’in-
terpolation de courbes B-splines.

On peut considérer d’abord les (ny + 1) courbes B-splines
ni
= ZNZmI(U)RZl, [ = 0, ...y o,

obtenues a partir des problemes d’interpolation

Rl(ﬂk) :le,k:(),...,n

La résolution de ces problemes d’interpolation fait intervenir la matrice M = (N, (uy)),
qui d’apres la proposition 7.1 est inversible si et seulement si ses termes diagonaux
N™(u;), sont tous distincts de zéro.

A partir des points R;; obtenus, on définit les (n; +1) courbes B-splines d’interpolation

n2

Sl(v) = ZN]m2(’U)Si]‘, 1= 0, .,

=0
vérifiant les conditions d’interpolation
Si(@l) =Ry, [=0,...,n

La matrice associée & ces problemes d’interpolation est la matrice N = (N"*(v;)), qui

est inversible si et seulement si ses termes diagonaux N;"(v;), sont tous distincts de zéro.
On observe alors que la surface B-spline

n1
P(u,v) =Y N (u) Z ZN"“ ) Nj"*(v)Sij,
=0 =0 5=0

vérifie les conditions d’interpolation

P(ug, o) = N™ (ug)Si(vy) =Y N™ (ug) R = Qui,
i=0 i=0
pour £k = 0,...,ny,l = 0,...,ny. Il s’agit bien de la surface B-spline d’interpolation

recherchée.

Spline naturelle d’interpolation

Le probleme de l'interpolation par fonction B-spline (7.7) peut se formuler de maniére
assez naturelle en prenant pour abscisses d’interpolation z; des noeuds de raccordement.
Cela revient a chercher la fonction o dans I'espace 8™ (A, 11), avec A,y = {xg,...,Tn},
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et a < xp,x, < b. Sachant que dim(S™(A,41)) = n + 1 + m, il faut donc définir m
conditions supplémentaires pour résoudre ce probleme.

Par exemple, pour m = 4 (spline cubique), il s’agit de fixer 4 conditions supplémentaires.
Les 4 conditions o (a) = 0,0 (b)) =0et o (a) =0,0" (b) = 0, définissent ce qu’on appelle
une spline cubique d’interpolation naturelle. Ces conditions conduisent donc a considérer
dans 8™(A,,11), le sous-espace des fonctions qui admettent pour restriction aux intervalles
la, o] et [x,,b] des polyndmes de degré 1. Il s’agit d’un espace de fonction splines dites
naturelles.

On montre par ailleurs que cette fonction est I'unique solution du probleme variationnel
général

b
min / £ (x)? de. (7.9)
feEM2(asb) a
f(zj)=yj, j=0,...,n

L’espace H?(a,b) désigne l'espace vectoriel des fonctions appartenant a Cl(a,b) et
possédant une dérivée généralisée d’ordre 2 appartenant a L?(a,b). Sachant qu’on peut
considérer la dérivée seconde f" (x) comme une approximation de la courbure de la fonc-
tion, la propriété (7.9) montre ainsi que la spline cubique naturelle d’'interpolation est une
fonction qui a des propriétés optimales relativement & la régularité (courbure minimale).
Cette propriété explique en partie pourquoi ces fonctions jouent un role important dans

la pratique.

15

F1G. 19 — Interpolation par spline cubique (m = 4) naturelle sur 6 points (notés o)

Plus généralement, pour tout ordre pair m = 2¢q, on peut définir I'espace des fonctions
splines naturelles SN (A, 1), comme étant le sous-espace de S™(A, 1) pour lequel les
fonctions restreintes aux intervalles [a, zo] et [z, b] sont des polynomes de degré ¢—1. Cet
espace est de dimension n + 1. La méme propriété variationnelle avec la dérivée g-ieme
f(@ est vérifiée par les fonctions interpolantes de SN™(A,41).
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8 Algorithmes de subdivision

Considérons Ay et A; deux subdivisions de [a, b] telles que A, C A;. 1l est clair que
S™(Ag) C 8™(4,;). Les algorithmes de subdivision sont basés sur cette propriété fonda-
mentale. [Is consistent a augmenter le nombre de points nodaux d’un vecteur nodal donné
et a exprimer les anciennes fonctions de base B-splines dans la nouvelle base construite a
partir du vecteur nodal augmenté. Pour une courbe B-spline donnée, on obtient alors une
nouvelle expression de celle-ci & partir de la nouvelle base (augmentée).

Ce procédé peut etre répété plusieurs fois sur une courbe donnée, par exemple en
insérant chaque fois des noeuds au milieu de chaque intervalle. On montre que lorsque le
nombre de points nodaux augmente, il y a convergence du polygone de controle vers la
courbe.

En insérant plusieurs fois un noeud au méme endroit (noeud confondu), on finit par
partager une courbe donnée en deux.

L’intéréet de ces procédés est de pouvoir utiliser le polygone de contréle comme une
approximation (de trés bonne qualité si le nombre de noeuds insérés est suffisant) de
la courbe B-spline. Plusieurs opérations, comme la recherche de l'intersection de deux
courbes, 'estimation de la valeur de la fonction ou de sa dérivée, peuvent étre obtenues
a partir du polygone de controle.

8.1 Insertion d’un noeud

C’est, le mécanisme de base a tous ces procédés.
Considérons P(u) = >.7 , N/"(u) P;, une courbe B-spline donnée, définie par un vec-
teur nodal U = [ug, U1y ...y U, U1y -« s Upom)-

On insére un noeud @ dans I'intervalle [uy, ug.1]. Notons U le nouveau vecteur nodal
obtenu a partir de U apres ajout du noeud u :

U = [tg = up, Uy = U, ..., Up = Up, Uptp1 = U, Ut = Upp1s - - - Untmsl = Untm]-

Sachant que U C U, il est clair que les fonctions N™ obtenues & partir du vecteur nodal
U peuvent s’exprimer & partir des fonctions N,  obtenues & partir du vecteur nodal U. On
obtient ainsi la courbe P(u) exprimée sous forme de combinaison linéaire des nouvelles
fonctions N} :

P(u) = zn%zvgn(u) P = z% N(w) P, (8.1)

On a le résultat suivant :

Proposition 8.1 Pour touti=k—m+1,...,k, on a

myo (U= 1) N (Uitmy1 — ) N (y
N; (U) - (ai-i-m _ ﬂz) Nz ( ) + (ﬂi—l—m-i-l - ai+1)NZ+1( ) (82)

Pour i = k —m+2,...,k — 1, on peut aussi exprimer ’égalité (8.2) en utilisant les
noeuds u; :
U — Uy —m Ujarn, — U)  —=—=m
Ny = B8y Win ) gm (8.3)

(Uz‘+m - Uz‘+1)
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F1G. 20 — Ajout du noeud % = 2.5 au vecteur nodal [01234]. La fonction N* (courbe

en trait plein) est égale a la somme de %Nﬁ (courbe en tireté) et de %N? (courbe en
point-tireté) d’apres la formule de subdivision (8.3)

En e@;imant N™ par rapport & N, et N ., dans I'égalité (8.1) et en factorisant par
rapport NV, , on obtient 'expression de P; :

avec

Pi=a; P+ (1 — o) Pi_1, (8.4)
1 sii<k—m+1

;=4 —8=W) i =k—m+2,....k (8.5)
(uz+m71 uz)

sii>k+1.
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Fia. 21 — Courbe B-spline d’ordre m = 4, U = [00001234567777]. Insertion des
noeuds 2.7 et 4.3. Les nouveaux points de controle sont notés *
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8.2 Diminution de variation des courbes B-splines

Une application des formules d’insertion d’un noeud (8.4) et (8.5) est la propriété de
diminution de variation des courbes B-splines.

Définition 8.1 Soit o = (g, v, .. ., qy) une suite de nombres réels. On appelle variation
de a, notée V(a), le nombre de changements de signes de la suite o, c.-a-d. , le nombre
d’indices v tels que ayoy <0, avec iy = ... = a1 = 0.

Pour une fonction f, on définit de méme la variation V(f).

Définition 8.2 Soit f : [a,b] — R, on note V(f) la variation de f, le nombresup V(f(z1), ...

pour toute suite finie strictement ordonnée (xq,...,x,) de points de [a,b].

Géométriquement, V'(f) représente le nombre d’intersections (au sens large) de la
courbe u — (u, f(u)) avec I’axe des abscisses.

Soit f(u) = X ;N™(u), une fonction B-spline que l'on consideére sur 'intervalle
[a,b], avec ug < ... <ty <aet b < upy < ..o < Upym.

On a la propriété suivante :

Proposition 8.2 Si f(u) = Y1, a; N™(u), alors V(f) < V(«), ot on note a = (ay, . . ., o).

Considérons une courbe B-spline de IR? : P(u) = (f(u), g(u)) = X", N™(u)P;, avec
P; = (o, ;). Notons (d) une droite de IR? : (d) = {(x,y) € R* | rz + sy +t = 0}.

Définissons la fonction h(u) = rf(u) + sg(u) +t. Alors h(u) est une fonction B-spline :
h(u) = Y1 vilN[™ (u), avec v; = ra; + sf; +t.

Un point P(u) qui est sur la droite (d) si et seulement si h(u) = 0.

La proposition précédente montre que V(h) < V(7), ot v = (Yo, ..,7s), autrement
dit, le nombre d’intersections de P(u) avec la droite (d) est majoré par le nombre d’inter-
sections de son polygone de contrdle P; avec la droite (d).

8.3 Insertion de noeuds confondus

Considérons une courbe B-spline d’ordre m, P(u) = > ,N™(u)P;. Si l'on insére
successivement m — 1 noeuds confondus en @ €]uy, uk+1[ on obtient la nouvelle expression
de P : P(u) = X LN, (u)P;. Or, la fonction N, est telle que N, (u) = 1 (voir la
figure 22), et donc P(u) = Z”+m LN (u)P; = Py.

Si I’on ajoute a nouveau le noeud @ (qui devient alors de multiplicité maximale m), la
courbe P(u) est partagée en deux courbes :

k
1=0
définie sur l'intervalle [uy, @] et
n+m71_m .
Py(u)=P(u)= > N; (u)P;, (8.7)
i—k

définie sur l'intervalle [, w4 ]-
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F1a. 22 — Fonction B-spline d’ordre m =4, U = [01112]

8.4 Subdivision pour une courbe de Bézier

Considérons une courbe de Bézier de degré n : P(t) = SI . B*(t)P;, t € [0,1]. Par
la proposition (4.1), on sait qu’'une courbe de Bézier de degré n est une courbe B-spline
d’ordre n 4+ 1 obtenue a partir du vecteur nodal vy = ... = u, = 0, et up,y; = ... =
Ugpy1 = 1.

Si l'on instre n + 1 noeuds confondus en ¢ = £, les formules (8.4) et (8.5) répétées
n + 1 fois conduisent au résultat suivant :

Proposition 8.3 0n a

pour t € [0, 3] et

pourt € [%, 1], ou Pz-j, j=0,...,n,1=0,...,n—7, sont les points définis par ’algorithme
de De Casteljau (base et diagonale du tableaw triangulaire - voir chapitre 4). La courbe
P(t) est ainsi divisée en deuz courbes de Bézier respectivement définies sur les intervalles
0.3 et [1,1]

On peut ensuite recommencer cette opération sur chacun des intervalles [0, 1] et [2, 1].

A la k™€ gtape on obtient ainsi 2¥ courbes de Bézier. Si I'on note IIj la réunion des
polygones de controle des 2% courbes de Bézier, on montre que la suite (IT;,) converge vers
la courbe de Bézier P(t) avec une vitesse de convergence en 2%, oll A est une constante

indépendante de k.
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F1G. 23 — Subdivision d’une courbe de Bézier de degré n = 3
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