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CHAPITRE 1

Introduction aux développements asymptotiques singuliers

Nous commencons par présenter deux problemes aux limites a deux points, dépendant
d’un petit parametre, dont la solution peut étre obtenue explicitement. Cela nous per-
mettra, dans un premier temps, de distinguer les développements asymptotiques usuels
de ceux qui sont singuliers et, ensuite, d’introduire les méthodes d’analyse asymptotique

que nous utiliserons dans les chapitres suivants.

1. Deux problemes dépendant d’un petit parametre

1.1. Les problemes a deux points. Dans tout ce cours, § désigne un nombre réel,
strictement positif, destiné a tendre vers 0, qui joue le role du “petit parametre”. Nous nous
écartons ainsi, pour des raisons de commodité, de la notation ¢ > 0 traditionnellement

utilisée dans ce contexte.
Les deux problemes considérés dans ce chapitre s’énoncent respectivement

uj(z) + us(z) = —sinz (0 <z <m)

1.1
-1 us(0) = us(m) =0

vi(z) + dvi(x) = —sinx (0 <z <)

1.2
( ) 115(0) = U5(7T) =0

On devine aisément que la nature des deux problemes précédents est tres différente.
L’équation du premier change de type, passant d'une équation d’ordre 2 dont la solution
dépend de deux constantes, a une équation d’ordre 1, dont la solution ne dépend plus que
d’une seule constante. Il n’y a pas de changement de type pour ’équation différentielle

du second probleme dont la solution pour § = 0 continue a dépendre de 2 constantes.
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2 1. INTRODUCTION AUX DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES SINGULIERS

1.2. Mise en évidence d’une couche limite. On peut intégrer exactement les

deux problemes précédents. On obtient par un calcul élémentaire

1 ) 2 (e‘f‘”/‘s — e‘”/‘s)
(1.3) us(z) = 1+52(1+cosx+5sm:p— =
1 ‘ 2 (e~ — ¢~07)
(1.4) vs(x) = 1+52(sm:13—|—5(cosx+1 R B - )
On a de fagon immédiate
(1.5) (lsirr(l)u(;(x) =up(x) =1+cosz (0<z<m)
(1.6) lim vs(x) = vo(z) = sinx

6—0

La limite (1.6) s’obtient simplement en passant formellement a la limite sur 1’équation
du probleme (1.2) lorsque 6 — 0 et en résolvant le probleme obtenu. Cette situation
est typique d'un développement asymptotique régulier. Si on essaye de suivre la méme

procédure pour le probleme (1.1), on se retrouve avec 1’équation

(1.7) up(xz) = —sinz (0 <z <)

dont la solution

(1.8) up(x) = cosx + ¢

ne dépend que d'une constante comme cela est indiqué plus haut. On voit que seule la
condition aux limites en x = 7 est conservée tandis que celle en x = 0 est perdue. Si on
observe le graphe de la solution, pour § = 0.05 par exemple (F1G. 1.1), on voit que us(x)
converge vers ug(x) sauf sur un petit voisinage de z = 0 ou cette expression est “obligée”
de revenir a 0 pour satisfaire la condition aux limites. Cette zone, ol us a une variation
rapide pour satisfaire la condition aux limites, est appelée couche limite. Ce type de

comportement est caractéristique d’un développement asymptotique singulier.
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Fig. 1.1. Graphe de ug, en trait plein, pour § = 0.1, et de up(x) =

lims_ us(x) pour > 0, en trait discontinu.

1.3. Développement asymptotique régulier. A partir de I'expression (1.4) de
vs(z), on obtient un développement asymptotique usuel en § globalement valable sur
I'intervalle [0, 7] extrémités comprises. On 1’écrit ici jusqu’a l'ordre 2 pour simplifier
(1.9)
vs(z) =sinx + 0 (cosx 2 (m—x) + 1) + 62 (:c — 7 —sinz + = (7% — £C2>) + 0 (6°)

™ ™

La figure F1a. 1.2 illustre la précision qui peut étre atteinte par le développement

asymptotique méme pour des valeurs de J relativement élevées.

On aurait pu obtenir ce développement sans connaitre I’expression explicite de vs(z)

en procédant de la fagon suivante. On cherche vs(z) sous la forme
(1.10) vs(z) = vo(x) + 0vy (2) + 0*va(z) + O (6?)

On injecte alors le développement (1.10) dans 1'équation et les conditions aux limites du

probleme (1.2) en négligeant tous les termes en §°

v (z) + 8(vy + ) (x) + 6*(v] +v)(z) = —sinx (0 <z <)

(1.11)
(’UQ + (51)1 + (52’02) (O) = (Uo + 5U1 + 52"02) (7‘() =0
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FiG. 1.2. Développement a l'ordre 0 et a ’ordre 2 de vs pour § = 0.5

On identifie alors les coefficients des mémes puissances de § dans les deux membres de

I’équation et des conditions aux limites. Il vient d’abord

(1.12) vy(r) = —sinz (0 <z <)
U0(0> = U(](T(') =0

qui donne

(1.13) vo(z) =sinx

On a ensuite

1.14
( ) Ul(O):Ul(W):O

dont on obtient facilement la solution par

2
(1.15) vi(z) =cosx — —(m—x) + 1
7r
On a enfin
(1.16) vy(z) = —vi(z) = —sinz — 2z (0 <z <)
v2(0) = va(m) =0
qui a pour solution
1
(1.17) vo(z) =z — 7 —sinz + = (7 — 2?)
T

On retrouve ainsi exactement le développement (1.9).
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1.4. Développement asymptotique singulier. L’expression (1.3) de us(x) peut

se mettre sous la forme

(1.18) us(x) = u§(x) + s(x/0) + ws
avec

e 1 .
(1.19) us(x) = 1+52(1+Cosm+5smx)

2 e X
1.2 II:(X) = —
(1.20) 5(X) 11021 _e—nhd
2 €—7r/5

1.21 =
(1.21) TR — e/

Le terme w; tend vers 0 avec ¢ plus vite que n’importe quelle puissance de d. Il ne participe

pas donc au développement asymptotique. On notera un tel comportement par
(1.22) ws = 0(6™)

L’exposant de u§ est utilisé pour distinguer les développements dits externes de us qui

sont “a 'extérieur” de la couche limite.

L’expression (1.18) montre que us est “d’une facon naturelle” fonction de = et de
X = x/0. Pour distinguer ces deux variables, on les désigne respectivement par variable

lente et variable rapide.

Pour z > 0, la fonction de la variable rapide Ils(z/d) = 0(0*°) décroit plus vite que
toute puissance de § lorsque § — 0. Le développement asymptotique de us(z) est celui de

u$(x) qui s’obtient sans difficulté

(1.23) ui(x) = (1 +cosx) + dsinz — 62(1 + cosz) + O(5%)

On peut aussi développer I15(X) et écrire
(1.24) [5(X) = =2~ + 6%(2¢%) + O(6%)
Ceci permettra, par exemple, de définir

up(w,0) = 14 cosx — 2e/°
(1.25) ui(x,0) = sinx
uy(x,6) =1+ cosx — 2e72/9
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qui permettront d’obtenir des expressions
uo(z,9), uo(w,8) + duy(x,6) et up(x,§) + duy(x, ) + 8%us(w, 8)

qui approchent uniformément wus(z) sur [0, 7], extrémités comprises, avec des erreurs res-
pectivement en O(d), O(6%) et O(6%). La figure Fic. 1.3, qui reporte les graphes de us(z),
uf(z) et ug(x,d) pour 6 = 0.1, donne une idée de 'amélioration qui résulte de la prise en

compte de la couche limite sur 'approximation de la solution.
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Fi1a. 1.3. Graphe de us(z), de uf et de ug(x,d) pour § = 0.1

Nous allons dans la suite décrire deux classes de techniques qui permettent d’obtenir
les termes u,,(x,d) sans connaitre explicitement la solution. Ces deux techniques sont le

développement a double-échelle et les développements asymptotiques raccordés.

2. Développement a double-échelle

2.1. Principe. On cherche un développement asymptotique de us(z) sous la forme

us(r) = ug(x) + s (X )| x=a/s
(1.26) ug(z) = u§(x) + ou§ + 6%us + - -
5(X) = Ho(X) + 01, (X) 4 62y (X) + - - -

avec la condition suivante sur chaque II,, = Hﬁ,&” et ses dérivées H%)

(1.27) Jim NYX)=0 (j=0,1,2,... e¢tm=0,1,2,...)
——+00
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2.2. Equations du développement asymptotique. On injecte d’abord la décom-
position de us(z), donnée en (1.26), dans (1.1). On obtient

1 1

(1.28) 6 (u5)" (2) + (u5)' (2) + 5T05(X) | x=aya + $T05(X)|xmays = —sin(z) (0 <z <)
(1.29) us(0) +II5(0) = 0
(1.30) us(m) + s(w/0) =0

En utilisant les développements introduits en (1.26) et en identifiant les coefficients

des mémes puissances de § qui apparaissent dans chaque membre, on arrive a

(1.31) o (X)) x=a/8 + (X)) x=ays =0
(1.32) (u$) () + I} (X)| xzays + 1 (X) | x2ays = —sin(z) (0 <z < )

(ug_1)" (2) + (uS) (2) + I (X) | x—ass

(1.33) /

I, (X)) |x=es =00 <z <7) (Mm=1,2,...)
(1.34) W (0) + IL,(0) = 0 (m =0,1,2,...)
(1.35) up (m) + I (w/6) =0 (m=0,1,2,...)

On découple les équations en variable lente et rapide en faisant tendre 0 vers 0 dans
(1.32) et dans (1.35). On aboutit aux équations suivantes
I (X)+1,(X)=0 (X >0)

(1.36) (m=0,1,2,...)
M x oo I (X) = 0

(ug)' (r) = —sinw ) 0<z<n)
( = — (uﬁl_l) () (m=1,2,...)

(1.37) )
uS (m)=0 (m=0,1,2,...)

les systemes (1.36) et (1.37) étant couplés par la condition

(1.38) 0, (0) + u(0) =0 (m=0,1,2,...)
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Le systeme (1.36), (1.37) et (1.38) est typique d’un probléme de type couche limite :
la solution hors couche limite u;, “ne voit pas” la condition aux limites en z = 0 tandis
que la solution a l'intérieur de la couche limite II,, “ne voit pas” la condition aux limites

en T —=m.

Nous allons voir maintenant que les équations (1.36), (1.37) et (1.38) suffisent a

déterminer le développement dont les coefficients sont donnés en (1.25).

2.3. Détermination du développement asymptotique. On part des remarques
suivantes. Les équations (1.36) ramenent la détermination de II,, a celle d'une constante
a.,. En effet, un systeme fondamental de solutions de 1’équation différentielle vérifiée par

II,, est e=* et 1. Il s’ensuit que
(1.39) I (X) = ame™™ +

La condition a la limite pour X — 400 sur II,, donne alors 3,, = 0. Les solutions hors

couche limite peuvent étre déterminées de fagon récursive a partir de (1.37) par
(1.40) ug(z) =cosx + 1, ui(z) =sinz, us(z) = — (cosxz +1),...
Pour ce probleme simple, les solutions hors couche limite peuvent étre déterminées sans
la résolution a l'intérieur de la couche limite. Ce n’est pas le cas en général.

Les conditions (1.38) permettent alors d’effectuer la résolution a l'intérieur de la couche
limite

(1.41) Ih(X) = =2, (X)) =0, Hy(X) = —2,...

On arrive ainsi aux coefficients permettant d’approcher la solution us(x) uniformément

sur [0, 7]

(1.42) uo(z,8) = cosz + 1 — 2~ wy(z,8) =sinz, ...

Les termes II,,(x/J) apparaissent comme des corrections aux termes uf () corres-
pondant a la solution hors couche limite. C’est pourquoi la technique de développement
double-échelle est présentée parfois comme une technique de construction de correcteurs

de couche limite.
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3. Développements asymptotiques raccordés

Nous allons retrouver maintenant les développements asymptotiques précédents par

la technique des développements asymptotiques raccordés.

3.1. Conditions générales. On exprime maintenant us(z) au voisinage de 0 a 1’aide

de la variable rapide X = x/4§
(1.43) us(X) = us(6X)

et on cherche a développer ’expression obtenue en puissances de &

1.44 X)) = 1 53) 4 sin(6x) — 2 =)
(L48) () = (14 cos(5X) + Fsin(aX) — )

On a par un développement de Taylor

us(X) = 3 (1 +cos(6X) + 8sin(0X) —2e) + 0(e™)
(1.45) =(2-2c%)+¢& (—%X2+X—2+2€_X) +0 (6%
c¢’est-a-dire
(1.46) us(X) = up(X) + 6uy (X) + 0%uh(X) 4+ O (6°)
avec
(1.47) uh(X) =2 — 2%, ul (X) =0, uy(X) = —%XQ +X —2+42 "

On va essayer de dégager des conditions qui vont nous permettre de retrouver les
expressions (1.47) des coefficients du développement de us(0.X) sans recourir a la forme
explicite de cette expression. Il semble naturel de commencer par poser I’équation obtenue

par changement de variable X = x/d

(1.48) () = 5 () (X)
dot
(1.49) S ()" () + < (1) (X) = —sin(6X)
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Il est clair aussi que la condition aux limites en 0 continue a étre satisfaite

(1.50) ui(0) =0

i«

Il est clair aussi que uj “ne voit pas” la condition aux limites en x = 7 car X = z/§ — oo

lorsque 6 — 0 pour tout z > 0 fixé. Nous examinerons la condition a mettre lorsque
X — oo plus tard. Pour le moment, nous allons nous contenter d’essayer de trouver les

développements asymptotiques (1.51) qui vérifient (1.49) et (1.50). En développant
(1.51) sin(6X) = 0X + O(5%)
on trouve que les différents coefficients satisfont

(uh)” (X) + (uh) (X) =0 (X >0)

(1.52) P

(1.53) (?‘il)ﬂ (X) + (u})"(X) =0 (X >0)
W (0) =0

(1.54) (uh)™ (X) + (uh) (X) = =X (X >0)

ul(0) =0

Les solutions de ces 3 systemes dépendent d’une constante indéterminée et sont res-

pectivement données par

(1.55) u (X) =cp(e™™ —1) (m=0,1)
(1.56) W(X) = e — 1) = X4 X

3.2. Raccordements. Pour déterminer les différents termes u! (X), il faut ajouter
aux conditions générales ci-dessus, des conditions de raccordement avec la solution u§(z)
extérieure a la couche limite. C’est généralement le point délicat de la méthode car il
n’existe pas, mais c’est la une opinion personnelle de I'auteur, une méme stratégie valable
pour tous les problemes. Il faut adapter le procédé a chaque probleme particulier. Nous
allons donner une facon de procéder pour le cas présent mais qui devra étre adaptée dans

le chapitre 3.
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Tout d’abord le raccordement des ul (X) et des u, () ne se fait pas en un point par-
ticulier mais de fagon asymptotique. Examinons d’abord les expressions des deux termes
exacts u§(z) = cosz + 1 et u}(X) = 2 — 2e™* qu'on a obtenu & partir de la formule
explicite (1.3) pour us(X). On peut remarquer qu’on peut les lier ensemble de la fagon

suivante :

— on fait un développement de Taylor de u§(dX) a ordre 0

(1.57) ug(0X) =14 cos(0X) = Us(X) + O(6)

(1.58) US(X) =2

— on trouve que US(X) et ul(X) ont le méme comportement asymptotique lorsque

X — 400
. 1\~
(1.59) ub(X) —US(X) =22~ —2= -2~ = 0(<X> )
Il est clair qu’'a I'aide de la seule condition limx .4 ub(X) — US(X) = 0, on

détermine ¢y = 2.

Pour la condition suivante, il faut reprendre globalement u§(6X) + du$(6X) et le

développer jusqu’a l'ordre 1 maintenant

(1.60) uS (0X) 4+ 6u§ (6X) = 1+ cos(6X) + 6sin(6X) = 2+ O(6?)

= US(X) + 6US(X) + O(6%)

avec Uf(X) = 0. On retrouve le résultat Uf(X) = 0 obtenu directement en (1.47) par la

meéme regle que ci-dessus

(1.61) lim (v (X)—Uj(X)) =0

X—+4o0

Utilisons maintenant la regle trouvée pour déterminer ¢, :
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35

F1G. 1.4. Graphes de us(x) (trait plein), u$(z) (trait discontinu) et ul(x/d)
(petits cercles) pour 6 = 0.1

— on fait un développement de Taylor de u(6X) + du$(6X) + §2us(6X) a Pordre 2 en
)

1+ cos(6X) + dsin(6X) — 6%(1 + cos(6X)) =
1
2 (Lly2 vy _ 3
249 (2X X 2> + 0 (6%)
(1.62) uS (0X) + 6u§ (6X) + 0*us(6X) =

US(X) + 0US(X) + 62U (X) + O (5

— on écrit que uh(X) et US(X) ont le méme comportement asymptotique lorsque

X — o0
(1.63)
Aim (uh(X) = Us(X)) = im ((cg(eX —1) - %XQ + X) — (%XQ . 2))

=0

La condition (1.63) détermine bien la constante co = 2 qui est nécessaire pour retrouver

I'expression de ub(X) obtenue en (1.47) & partir de la solution explicite (1.3).

La figure F1G. 1.4, donnant le graphe de us(z), u§(x) et de ul(x/d), illustre les zones

de validité des différents développements asymptotiques.
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4. Commentaires bibliographiques

La littérature sur les développements asymptotiques singuliers est énorme. Les mots-
clés, sous lesquels on trouvera des études introduisant ou utilisant ces techniques, peuvent
étre aussi divers que : perturbations singulieres, théorie des perturbations, couche limite,
etc. Ce cours est une introduction a ce type de problemes et aux méthodes pour les
résoudre. C’est pourquoi la plupart des références, qui sont données, visent plus a indiquer
d’autres techniques qu’on n’abordera pas ici, plutot que de renvoyer a des résultats plus
complets sur les problemes particuliers, considérés aux chapitres suivants, qui servent de

support a I’exposé des méthodes introduites.

Ce cours utilise plusieurs sources, en particulier, des résultats d’études qui ne sont
pas encore publiés. Néanmoins, nous indiquerons les articles de recherche et les theses
sur lesquels il est basé et qui pourront étre utilisés pour en approfondir les éléments.
Ils pourront étre lus avec profit, mais uniquement a un niveau deux, apres une maitrise
suffisante du contenu de ce document. Cette recommandation ne concerne, cependant, que
ce qui a trait aux développements asymptotiques. Les références, concernant ’analyse
fonctionnelle en général, la théorie des équations aux dérivées partielles, ou l'analyse
classique, pourront étre consultées avec profit. Il est probable que la nécessité d’appliquer
ce type de notions dans ce contexte va renforcer ’acquisition d’une partie du fond de base
indsipensable a qui veut travailler dans I'un des domaines de la théorie des équations aux

dérivées partielles.

Le présent chapitre présentait des généralités sur les développements asymptotiques
singuliers. Le livre de Bender et Orszag [3] donne une excellente introduction a ce sujet,
essentiellement dans le cadre des équations différentielles. On pourra y acquérir les bases
fondamentales en analyse classique indispensables lorsqu’on est amené a travailler sur
des problemes de développements asymptotiques, en particulier la “fameuse” méthode
WKB qui se rapproche des développements double-échelle. D’une facon générale, il faut
se garder de croire que ’analyse fonctionnelle “high-tech” dispense de connaitre I'analyse
“artisanale” classique. On pourra voir au chapitres 2 et 3 que c’est 1'utilisation combinée
d’éléments d’analyse fonctionnelle et classique qui permet de s’attaquer aux problemes

considérés. Sur un autre plan, la monographie de J.-L. Lions [12] constitue une référence
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incontournable. Les développements asymptotiques y sont généralement donnés dans un
cadre abstrait s’appuyant sur la formulation variationnelle. Les problemes de couche li-
mite sont abordés a l'aide de techniques de correcteurs qui s’apparentent eux aussi aux
développements double-échelle. Les techniques de développements double-échelle utilisées
dans ce cours sont empruntées a la référence [25] qui contient un exposé systématique de
ce type de méthodes avec plusieurs exemples d’application. Pour une présentation et une
utilisation plus formelle des développements asymptotiques raccordés, on pourra consulter

les références suivantes [8, 9, 7].



CHAPITRE 2

Diffraction par une surface fortement oscillante

Nous commencgons par présenter une motivation de 1’étude entreprise dans ce cha-
pitre. Cela nous conduira a considérer un probleme aux limites relatif a une diffraction
d’onde avec une condition aux limites posée sur une frontiere fortement oscillante. Nous
construirons alors un développement asymptotique de la solution a l’aide des techniques
de développement double-échelle. Nous donnerons enfin des estimations d’erreur et conclu-
rons I’étude par la construction de conditions aux limites approchées dont la solution peut

étre obtenue par une résolution numérique effective.

1. Motivation et probleme modele

1.1. Le probléeme physique. Beaucoup de problemes en diffraction d’onde, comme,
par exemple, la conception d’antennes sur les satellites devant assurer une couverture au
sol aussi uniforme que possible ou celle des revétements des murs antibruit, font intervenir
des surfaces fortement oscillantes. La figure F1G. 2.1 donne 'exemple d’une antenne de
type cornet corrugué entrant dans un dispositif permettant a un satellite d’émettre vers

le sol.

F1G. 2.1. Surface interne d’une antenne de type cornet corrugué

15
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Surface moyenne
ligne discontinue

Petite période

Echantillon reproduit d‘S

par périodicité

\/

Grande période
L =Nds

Fi1Gc. 2.2. Surface oscillante présentant des oscillations a deux échelles

La simulation numérique directe de ce type d’antenne requiert de mailler la surface os-
cillante interne au cornet. Outre les difficultés relatives a la construction de maillages pour
ce type de structures, la taille du systeme linéaire résultant du processus de discrétisation

rend cette approche impraticable.

1.2. Approche par homogénéisation. Au lieu de la condition usuelle sur la com-

posante tangentielle Er du champ électrique E
(2.1) Er=0

sur les surfaces métalliques, I'approche par homogénéisation pour ce probleme consiste a
poser une condition aux limites sur une surface moyenne de la partie fortement oscillante

du type condition d’impédance
(2.2) Er+ Zan x H=0

La fonction a peut étre constante ou non selon que les oscillations sont parfaitement
périodiques ou ont une période locale variant d’une zone a ’autre. La résolution numérique
du probleme de diffraction passe ainsi par la détermination de cette fonction a. Cela est
obtenu en déterminant a dans le cas d’un probleme modele. Cette détermination passe par
I’analyse asymptotique d’un probleme modele du type de celui que nous allons considérer

ci-dessus.

1.3. Le probleme modeéle. On prend un échantillon de la surface, qu’on suppose

invariante dans la direction z, et on le reproduit par périodicité (voir figure F1a. 2.2).
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La surface est ainsi décrite par sa section dans le plan z = 0. Elle est donnée par une

courbe { y =0s(x, X)|x=z /5} possédant les propriétés de périodicité suivantes
(2.3) s(r+ L, X)=s(zx,X) et s(z, X +d) =s(z,X) (VzreR, VX €R)

ou s est une fonction, qu’on supposera indéfiniment dérivable pour simplifier, fixant la

forme de la surface, qui vérifie
(2.4) 0 <s(x,X)<1 pourtout z et tout X dans R

On suppose en outre que la grande période L est un multiple L = Ndd de la petite période
dd ; d est un parametre reliant la petite période a 'amplitude maximum ¢ des variations
de la surface. Pour le probleme qui nous intéresse, d est un petit parametre positif destiné

a tendre vers 0. De cette facon, la surface est décrite par une courbe du plan

(2.5) L5 = {(z,y) € R* y = ys5(x) = 6s(x, X)|x=a/s }

ou la fonction x — 7s(x) est périodique de période L comme on peut le vérifier aisément.

Pour nous limiter au probleme le plus simple, nous supposons que le champ électrique
est polarisé dans la direction d’invariance de la surface. Une des fagons de déterminer
le coefficient homogénéisé est de résoudre le modele TM, pour transverse magnétique,
que nous décrivons maintenant. Le champ électrique total a une seule composante non
nulle et tout le champ électromagnétique s’exprime a l’aide de cette composante. Cette
composante est celle le long de la direction d’invariance de la surface. Nous noterons par

ugs(z,y) sa valeur au point (x,y) du domaine

(2.6) Q5 = {(z,y) € R% y > y5(z)}

Le champ est produit par une onde plane incidente, se propageant dans la direction
opposée du vecteur de cosinus directeurs (cosfy,sinfy) (0 < 0y < 7/2), qui est aussi

décrite de la méme facon que 1'onde totale par la composante
(2.7) u™(z,y) = exp(—ik (x cos by + ysin b))

Le réel k > 0 est le nombre d’onde. 11 est lié a la fréquence w/27 et a la vitesse des ondes

électromagnétiques ¢ par la relation

(2.8) kE=w/c
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Onde incidente

Onde réfléchie
0o

L A e e e

Fic. 2.3. Vue schématique du probleme de diffraction

Les équations de Maxwell dans le cas TM et avec une condition sur I'y de type conducteur

parfait donnent

Aug + k*us = 0 dans
(2.9) 5 s 5

us = 0 sur I';

L’équation dans €25 est dite équation d’Helmholtz. Elle régit généralement la propagation

des ondes en régime harmonique dans un milieu homogene.

Il faut fermer le systeme (2.9) par une condition de radiation traduisant que ’onde

réfléchie us — u™ se propage de I's vers les y positifs (voir figure F1G. 2.3).

Cette condition de radiation peut étre explicitée en décomposant 'onde diffractée en
modes de Floquet. Cela consiste a remarquer qu’il a une relation entre la périodicité
inc(

de u™(z,y) a y fixé et celle de la surface

(2.10)  u™(z + L,y) = exp(—ik(z + L) cos fy) exp(—ikysin fy) = exp(iBL)u™(x, y)
avec
(2.11) B = —kcos by

Une fonction vérifiant w(x + L) = exp(ifL)w(z) (Vo € R) est dite S-quasipériodique
de période L. Les fonctions 0 quasi périodiques sont les fonctions périodiques usuelles.
Le point important est qu’a une fonction w, [-quasipériodique, on peut associer une
fonction périodique par © — exp(—ifz)w(z). En effet, on a exp(—if(z + L))w(x + L) =
exp(—ifL) exp(—ifz)w(x + L) = exp(—ifz)w(z). On peut ainsi développer en série de
Fourier exp(—ifz)w(z)

+oo

(2.12) exp(—ifz)w(x) = Zcm exp(i2Tz7Tx)

—00
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avec

2mm

L
(2.13) Cn = f/o exp(~ifnz) w(z) dv fn = F+——

En supposant que 'onde réfléchie a la méme propriété de (-quasipériodicité que 1'onde

incidente, on peut ainsi la décomposer en série de fonctions a variables séparées

(2.14) us(,y) = u™(w,y) = > um(y) exp(ifnz),
(2.15) um(y) = %/0 exp(—iBmr) (us — u™)(z,y) dx

Comme de plus 'onde réfléchie vérifie I'équation d’Helmholtz, on a

1 g ; inc
o (y) = z/o exp(—ifmz) 0)(us — u™)(z,y) dx

1

L .
I / exp(—ifyz) (K + 07)(us — u™) (2, y) dx
0

soit, encore, en intégrant par partie

1

8§um(y) = —E/O ((K* + 02) exp(—ifBpnx)) (us — u™)(z,y) dz

car les termes tout intégrés se compensent par la pseudo-périodicité. Chaque coefficient

U (y) vérifie ainsi I’équation différentielle
2 2 _

avec

V=B sik> B
i/ — k2 sik < B

Les solutions de cette équation sont données par

(2.16) K, =

(2.17) U (y) = u,! exp(iKny) + u, exp(—iK,,y)

Les termes u_ exp(—iK,,y) exp(if,x) pour des K,, réels correspondent a des ondes se
propageant dans la direction contraire de celle de ’axe des y. La condition de radiation
consiste a les éliminer car seule ’énergie portée par I’onde incidente peut venir de cette di-
rection. Les termes u,, exp(—iK,,y) exp(if,x) pour des K, imaginaires explosent lorsque

y — +o00. Ils ne peuvent pas étre contenus dans la décomposition de la solution. Un des
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énoncés de la condition de radiation est ainsi de postuler que la solution se décompose
sous la forme

“+oo
(218) Us (.CC, y) - uinc(x7 y) = Z Um eXp(Zﬁmx) eXp(ZKmy)

Les termes u,, exp(ifB,z) exp(iK,,y) sont dits modes de Floquet. On a ainsi une dé-

composition tres analogue a celle qu’on trouve pour un guide d’onde semi-infini.

1.4. Le probleme aux limites. On peut d’abord tronquer le domaine ol est posé

le probleme aux limites en prenant en compte le demi-plan
(2.19) {(z,y) eR* y > H}

par un opérateur sur la droite {y = H} ou H est choisi tel que
(2.20) H > 6§ IEE)L(XS(.I,X)

sachant que J vérifie

(2.21) d < d
En notant
(2.22) Qf = {(z,y) € R* 0s(, X)|xeeps <y < H}

le probleme de diffraction ci-dessus s’énonce alors de facon équivalente

[ Aus + k?us = 0 dans Qf

r — exp(—tfx)us(x,y) est L-périodique
(2.23) p(—ifz)us(z,y) P q
us = 0 sur I's

Oy(u —u™) + S((u —u™)(-,H)) =0 pour y = H

\

ou S est I'opérateur non local défini par

. . Lot .
(2.24) Sw = Z (—1K ) Wy, exp(ifpnx), W, = E/o w(z) exp(—ifnx) dr

— 00
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2. Existence-unicité du probleme de diffraction

On commence, dans cette section, par préciser un cadre fonctionnel permettant d’éta-
blir un résultat de stabilité par rapport au petit parametre § du probleme de diffraction
(2.23). Cette stabilité interviendra non seulement comme un argument essentiel dans la
preuve de 'existence-unicité de la solution de (2.23) mais aussi pour obtenir une estimation

d’erreur du développement asymptotique de cette derniere.

2.1. Le cadre fonctionnel. Les espaces de base sont une adaptation des espaces de
Sobolev au cadre pseudo-périodique. On définit donc 1'espace H;(Qf ) comme l’espace
des distributions v sur QF dont la restriction & tout domaine borné w C QX est dans

H*(w) qui sont telles que
(2.25) exp(—ifx)v est périodique de période L

Pour s > 0, v est une fonction : la définition de la périodicité est la définition usuelle. Pour
s < 0, elle est définie par dualité. L’espace H ;(Qf ) peut étre défini de fagon équivalente,

adaptée a la description de sa topologie, par
(2.26) H(Q5") = {v e D'(Qf); v vérifie (2.25) et pv € H*(Q'), Vo € D(R?)}

Pour s = m, entier > 0, les normes des H;Z(Qf ) sont données a ’aide des semi-normes

usuelles en intégrant sur I'une quelconque des cellules

O = {(2,y) €R%: <z < L+ L, 85(x, X)|xmuys <y < H}

1/2 1/2
2.7 |v\1,ﬂgﬂ=</”|wdxdy>  Wlagg = ([ ol )
QY U

8

2 2
(228) ol g = \//Q?H (Vo + [v]?) dady
1/2

a |12
(220) ol g0 = Z/Qw\a ofdedy | ol =
5

|a]=m

La figure F1G. 2.4 donne un schéma de la cellule Qg’H Pour s quelconque, la structure
hilbertienne de H*(Q) peut étre défini & partir de (2.26) comme pour les espaces de

Sobolev sur une surface fermée de R3.
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,,,,,,,,,, y=1

0.H
Q3

FiG. 2.4. Cellule permettant de définir la norme de H;;L(Qf )

Pour disposer des théoremes de trace sur la droite {y = H}, on définit de méme H3 (R).

Comme la fonction © — v(z)w(z) = exp(—ifz)v(z)exp(—ifx)w(x) est L-périodique, on
peut identifier /,*(R) a 'anti-dual de H3(R) grace au prolongement par continuité du
produit scalaire sur L% (R)

s,8

L
(2.30) (vyw)__ = /0 vw dx lorsque v et w € LQ(R)

Remarquons que, suite a la périodicité de la fonction vw, l'intégrale, qui apparait en

(2.30), peut étre calculée en intégrant sur tout intervalle de longueur L. On peut montrer

alors, en calquant la définition des normes des espaces de Sobolev de fonctions périodiques,

que S opere contintiment de Hj(R) dans Hj#_l(R) et en particulier de H;/ *(R) dans son
) —1/2

anti-dual H, " (R).

2.2. La formulation variationnelle. Définissons maintenant
(2.31) Vs = {ve Hy(); vlr, =0}

On considere alors la formulation variationnelle

us € Vs, Yo € Vs

(2.32) L N
as(us, v) + <SU57U>_1/2,1/2 =y (ayumc|H + SUmC) Vly=p dx
avec
(2.33) as(us,v) = /0 . (Vus - Vo — kEuv) dady
QY

Toute solution du probleme (2.23) vérifie ainsi (2.32).
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Réciproquement, en remarquant que l'intégrale définissant la forme sesquilinéaire
. o L 0H -
as(-,-) peut étre définie en intégrant sur 25" avec ¢ quelconque, on montre facilement

que toute solution de (2.32) donne aussi une solution pour le probleme (2.23).

2.3. Existence-unicité. La partie réelle de la forme quadratique v € Vs — as(v,v)+

<SU7U>_1/2,1/2

(2.34) Ras(v,v) = /QO’H \Vo|* dedy — K /QO,H v dzdy + R (SV,0) 179179

1 )

§R<SU=U>—1/2,1/2 =L Z V B — k? |Vm|2 >0

m2>mg
ol v, est le coefficient du développement de v(., H) défini en (2.24) et myq est le plus petit
des indices m tels que % — k* > 0, comporte un terme négatif : —k? fQé v dzdy. Ce
terme est caractéristique d’une probleme d’ondes en régime harmonique. On n’a donc pas
pour ce type de problemes de coercivité au sens usuel. Le caractere bien posé du probleme
s’obtient alors a l'aide de deux arguments : un argument d’unicité et un argument

de compacité. Nous allons voir comment les mettre en oeuvre pour ce probleme.

On commence par décomposer la forme as en partie positive aj{et un reste rg, soit ici

(2.35) af (u,v) = Vu - Vv dzxdy

0,H
Qs

(2.36) rs(u,v) = —k2/ wv dxdy
QO-H

)

La coercivité de la forme aj va résulter de fagon usuelle d’une inégalité de type Poin-
caré donnée par le lemme suivant. Bien que cela ne soit pas indispensable, nous préférons

établir ce lemme a partir de la remarque suivante qui sera importante pour la suite.

REMARQUE 2.1. Tout v € Vs peut étre identifié par prolongement par 0 a un élément
de

(2.37) Vo= {ve Hy(Ql) : vly0 =0}
avec

(2.38) Qf ={(z,y) eR*; 0<y < H}
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LEMME 2.1. L’inégalité suivante
(2.39) "U‘O’Qg,H < c|v[17ﬂg,H

est vérifie a 'aide d’une constante c, indépendante de 6, et pour tout v € Vj.

DEMONSTRATION. Soit v € V;. On peut supposer par densité que v € Vs N CHQH).

On écrit alors
y
v(x,y) :/ Oyv(x,t) dt
0
Ceci donne en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz
H
lv(z,y)|* < y/ |0,v(x, )| dt
0

Le reste de la démonstration s’obtient en intégrant en y entre 0 et H, puis en x entre 0

La proposition suivante, dont la preuve est immédiate a partir du lemme précédent,
établit que la forme af est coercive avec une constante qui peut étre controlée uni-

formément en 4.

LEMME 2.2. L’inégalité suivante est vérifice avec une constante o > 0 indépendante

de

2
(2.40) Raf (v,v) > « ||U||LQ£;),H
pour tout v € V.

LEMME 2.3. Pour tout § fixé, éventuellement 6 = 0, la forme rs est compacte sur V

dans le sens suivant. Soient deur suites {un},~q et {vn},>o de Vs vérifiant

(2.41) lin% Uy, = u et lin% v, = v faiblement dans Vj
alors
(2.42) lir% T5(Un, V) = 15(u, v)

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement de l'injection compacte de Hl(Qg’H)

dans L*(Q)"™). O
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Nous allons maintenant réduire la question de I’existence-unicité d’une solution pour
le probleme (2.32) au 1°" cas de 'alternative de Fredholm, c¢’est-a-dire a établir que celle-ci

est équivalente a 'unicité des solutions de (2.32).

Pour cela, pour u donné dans Vjy, on considere le probleme

ws € Vs, Yv € V;
(2.43) o= ’

ay (ws,v) + (Sws, U>—1/2,1/2 = as(u, v) + (Sus, U>—1/2,1/2

La coercivité de af, établie plus haut, montre que l'application linéaire u € Vs — Asu =

ws € Vs est bien définie et bornée indépendamment de
(2.44) HA(SUHLQ((;,H <c HuHLQg,H (Vu € Vy)

PROPOSITION 2.1. On est dans le 1° cas de l’alternative de Fredholm pour le probléme
(2.52), c’est-a-dire, on l'alternative suivante :
1. le probléme (2.32) admet une solution et une seule ;

2. la solution du probléme (2.32) n’est pas unique.

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que ps = ws — us est solution du probleéme

coercif

(2.45) ps € Vo, Yo €l
a (ps, v) + (Sps, U>—1/2,1/2 = rs(u, v)

Grace au lemme 2.3, on peut alors décomposer As = I+T5 ou T est un opérateur compact
de Vs dans V5 comme on peut le vérifier aisément a titre d’exercice. Rappelons que T}
est dit compact s’il transforme une suite faiblement convergente en une suite fortement
convergente. La théorie élémentaire des opérateurs compacts nous dit alors que I + Ty est
inversible si et seulement si —1 n’est pas valeur propre de Ty, c¢’est-a-dire si et seulement
si ker As = {0}. Soit alors u € ker As. Par définition de ws = Asu, u est solution du

probleme (2.32) avec un second membre égal a 0. On a alors exactement ’énoncé de la

proposition. [

Si 0 n’est pas suffisamment petit, le réseau peut propager des modes propres
résonants qui sont alors des vecteurs propres de 'opérateur 7; pour la valeur

propre —1. Le lemme suivant va en fait établir que A est inversible et que la norme de son
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inverse est uniformément borné par rapport a . Auparavant, on aura besoin de lemmes

intermédiaires.

LEMME 2.4. Soient E et F, deuzr espaces de Banach et {Ls}s., une famille d’opéra-
teurs linéaires continus de E dans F' tels que
1. ||Lsv|| p < c||v||p pour tout v € E,
2. lims_o Lsv = Lv pour tout v € £, un sous-espace dense dans E,

alors, L est un opérateur linéaire continu de E dans F et
(2.46) (15111(1) Lsv = Lv

pour tout v € F.

DEMONSTRATION. Il est clair que la condition 2 permet de définir un opérateur
linéaire L de £ dans F. La condition 1 et la densité de £ montrent alors que L peut
étre étendu par continuité en un opérateur linéaire continu sur tout E. Pour montrer

(2.46), considérons une suite {v,}, 5, C & telle que lim,, .o v, = v. On alors
Lsv — Lv = Ls (v — v,) + Lsv, — Lv, + L(v, — v)
On écrit alors que

[1Lsv = Lol p < [[Ls (v = vn) || p + [ Lsvn = Lol p + 1L (00 = 0)l| ¢

< 2¢|jon = vllp + [[Lsvn — Lol

Soit maintenant ¢ > 0. On fixe v, € £ tel que ||v,, — v|| < €/4¢c. On choisit alors (e) tel
que || Lsvy, — Lu, || < /2 pour 6 < 0(e). Il s’ensuit que pour 6 < d(¢g), ||Lsv — Lol < e.

Ceci démontre le lemme. O

LEMME 2.5. Le probleme

u e Vy, Yo el
(2.47) ° ‘

Go(u, U) + <Su7 U>—1/2,1/2 =0

admet uw =0 comme unique solution.
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DEMONSTRATION. Par définition de I'opérateur S, la fonction uy peut étre prolongée
a RY = {(z,y) € R% y > 0} en une fonction 3-pseudopériodique satisfaisant
Aug + k*ug = 0 dans R?
(2.48) ug =0 pour y =0
uo(z,y) = ST up, exp(iK,y) exp(iB,7)
L’unicité du développement en série de Fourier donne alors u,, = 0 pour tout m. D’otu le

lemme. O

LEMME 2.6. Il existe 6o > 0 et une constante v > 0, indépendante de d, tels que pour

0<4d <
(2.49) Jsul, goar = 7 [Jull, g

pour tout u € Vj.

DEMONSTRATION. On va faire une démonstration par ’absurde. Si estimation (2.49)

est fausse, il existerait une suite {u,},-, et une suite {0, },-, tels que
1. lim,, o 6, =0
2. u, €V, et ||un||17Qg;LH =1
3. lim,, . w, = 0 avec w, = As_ uy,

Comme les u,, peuvent étre identifiés a des éléments de 1} avec la méme norme, la
condition 2 assure que, au besoin en passant a une sous-suite, {u”}nZO converge faiblement
vers u. Soit v € V. En utilisant la densité des fonctions régulieres nulles au voisinage de
l'axe {y = 0} dans Vp, le lemme 2.4 permet de construire une suite de fonction {v,}, -,
telles que v, € V;,, et lim, o, v, = v dans Vj fortement. (Définir L,v comme le prolongé
par 0 & QY7 de (L,v)(z,y) = v(z,y — 6,) qui est défini pour y > d,.) En utilisant alors

la définition de w,,, il vient
(2.50)  ag, (wWny vn) + {SWn, 0n) 4 g1 9 = @5, (tn, V) + 15, (Uny 0n) + (SUny Un) 191 /9
En passant a la limite lorsque n — oo, il vient

ao(U, U) + ro(u,v) + <Su7v>—1/271/2 =0
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Il résulte alors du lemme 2.5 que u = 0. En choisissant maintenant v, = w, — v, dans
(2.50) et en remarquant que rg, (u,v) = ro(u,v) pour tout u et v dans Vj,, il vient gréace

au lemme 2.3

lim aj{n (Wy — Upy Wy, — Up) + (S(wy — uy,), Wy — un>71/2,1/2 = lim 74, (Up, W, — uy) =0

n—oo

Comme
R (a5 (wy — Un, Wy — un) + (S(w, — uy), w, — un>)_1/2 12 2 Ray (wWn — Un, Wy — Uy)

Le lemme 2.2 donne alors
lim w, — U 0,H = 0
n— o0 ” " nHLQ(Sn

Ceci est en contradiction avec les propriétés 2. et 3. ci-dessus. 0

On a ainsi établi le théoreme suivant qui assure l'existence unicité pour le probleme

(2.32) pour 0 assez petit et la stabilité de tels problémes par rapport a d.

THEOREME 2.1. Soit une famille {Lg}(;zo de formes antilinéaires Lg continues sur V.

Alors, pour 0 < § < 4, le probleme

es € Vo, Yv eV
(2.51) ’ " ’
aa(@s, U) + <Se(5, U>_1/2,1/2 = Lsv

admet une solution et une seule vérifiant en outre

(2‘52) ||66||1 Q% H < csup |L6U|
ro veVs

ou ¢ est une constante indépendante de §.

DEMONSTRATION. Soit zs une solution du probléme

zs € Vo, Yv € Vs

as(zs,v) + <SZ5>U>71/2,1/2 =0
Suite a la définition de As, il s’ensuit que Aszs = 0. Le lemme précédent montre que
zs = 0 pour 0 < & < §p. La proposition 2.1 montre alors que le probleme (2.51) possede
une solution et une seule. Notons alors ws = Agses. Suite a la définition de Ags, ws est

solution du probleme coercif suivant

ws € Vo, Yo € Vs

ay (ws,v) + <5w6>v>_1/2,1/2 = Lsv
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On a en particulier

o s} gon < R (0 (w5, w5) + (Sws, ws) y p172)

< sup |Lyv| sl g
veVy e

qui équivaut a

1
Ws||y oo < — sup |Lsv
sl g < sup | Lo

On utilise alors l'estimation (2.49) qui donne

1
Laor = [1Asesly gorm = [lwsll; gorr < o Sup | Lsv]

v lles

et termine la preuve du théoreme. O

3. Développement asymptotique

Apres avoir défini la forme du développement asymptotique, on écrit les équations

vérifiées par ses différents termes. On établit alors I'existence de ce dernier.

3.1. Forme du développement asymptotique. Le champ électromagnétique va
avoir des variations rapides a l'intérieur d’'une couche limite au voisinage de la surface
oscillante pour satisfaire la condition aux limites. En dehors de la couche limite, le com-
portement est celui d'une onde se propageant dans l’espace libre. C’est pourquoi on va

utiliser un développement asymptotique a deux échelles de la forme suivante :

(253) U(;(Qj, y) - u§<x? y) =+ HJ(Q:) X7 Y)|X:m/5,Y:y/§
(254) u§($7y> Nug(*fay)—i_(suel)(may)—i_
(2.55) (2, X, Y) ~ o(z, X, Y) + 610 (2, X, Y) + - - -

La dépendance par rapport a la variable lente z du terme Ils(z, X, Y), relatif au compor-
tement interne a la couche limite, est destiné a prendre en compte le fait que la période

locale de la frontiere peut varier d’une zone a l’autre.

Les hypotheses sur les termes de la décomposition (2.53), se traduisant par les mémes

propriétés sur les différents coefficients de leur développement asymptotiques sont les
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suivants :

(2.56) x — ug(x,y) est f-pseudopériodique de période L
(2.57) x — Is(x, X, Y) est f-pseudopériodique de période L
(2.58) X — Is(x, X,Y) est périodique de période d
(2.59) lim 0m0% 0L s(z, X,Y) =0

Y-+

Notons que la condition (2.57) assure que la fonction & — Ils(x, X,Y)|x=z/s5y—y/s €st

[B-pseudopériodique de période L. En effet, on a

Os(x+ L, (x+ L)/0,y/0) = ls(x + L,x/d + Nd,y/J)
= Ils(x + L,x/d,y/9)

= exp(iBL)s(x, x/8,y/0)

3.2. Equations du développement asymptotique. On va écrire les équations du
probléeme (2.23) en supposant que us est de la forme (2.53). Pour I’équation a l'intérieur

de QI on utilise les relations

(2.60) 0w (Ts(,2/0,y/0)) = (0a1ls) (x, 2/8,y/0) + (1/0)0xTs(x, /6, y/9)

(2.61) 0, (Ns(x,/8,y/8)) = (1/6)0y s (x, /8, y/5)

(2.62) O (Us(w,2/d,y/6)) = (1) (w,2/0,y/0) + (2/0) 0. 0xTls(x, /0, y/9)
+ (1/0)* 0% s(x, /3,y /0)

(2.63) (95 (Hs(z,2/0,y/9)) = (1/8)*0%s(x, x/5,v/6)

En utilisant les développements (2.54) et (2.55), 'équation dans 2 et en identifiant

les coefficients des mémes puissances de ¢ dans les deux membres, on arrive aux équations

(264) Axyno(llf,X, Y) =0
(265) Axynl(l‘,X, Y) + 20x8XH0(x,X, Y) =0
(2.66)

AxyIa(z, X, V) + 20,05 yis (2, X, Y) + 1L (2, X, Y)
+E L, (2, X, Y) + Agyul, (z,y) + K2l (z,y) =0 (m=0,1,2....)
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On sépare les équations en variables lentes et rapides en (2.66) en faisant tendre Y — oo
et en utilisant la condition (2.59)

(2.67)

AxyIlngo(z, X, Y)+20,0x i1 (2, X, Y )+ (82 + k*) (2, X,Y) =0 (m=0,1,2....)

(2.68) Ayt (2,9) + Kum(z,y) =0 (m=0,1,2....)

La variable rapide ne peut pas voir la condition aux limites en {y = H}, qui est a

I'extérieur de la couche limite. On a ainsi simplement
(2.69) 0y (u§ — u™) + S((u§ — u™) (-, H)) = 0 pour y = H

(2.70) oyus, + S(uy,(wH)) =0powry=H (m=1,2....)

Mais le véritable intérét de la décomposition (2.53), c’est son adaptation a la prise en

compte de la condition aux limites
(2.71) ug(z,ds(x, X)) + ls(z, X, s(z, X)) =0

Comme, par développement de Taylor,
(2.72)

s A
0"y (z,08(x, X)) = 0™u;, (x,0) + 5m+1%6yufn(m, 0)+---+ s+ S 5y (z,0) + O(5H)

o
ug, (,0s) contribue au coefficient de §" si £ =n —m > 0 par le terme (s°/£1)dug_,(z,0).
Nous noterons désormais s pour s(z, X') pour simplifier la notation. C’est donc la condition

aux limites qui couple le développement en zone externe et les termes de couche limite

(273) (e, X, 5) + ufy (2,0) + 595, (2,0) + - + 0] (,0) = 0

3.3. Problemes aux limites en variables rapides. Les probléemes aux limites en
variables lentes sont du méme type que ceux ci-dessus relatifs a la diffraction par une
surface rugueuse sauf qu’ils ne seront pas posés avec une frontiere fortement oscillante.

Nous nous concentrons ainsi sur les problemes aux limites a variables rapides.

C’est les problemes aux limites en variables rapides qui font généralement que c’est
difficile d’établir I'existence du développement asymptotique dans un probleme a couche

limite. La difficulté vient du fait qu’il faut traiter des probléemes posés en domaine non
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borné qui ne peuvent étre completement traités par une formulation variationnelle. Rap-

pelons le type de ceux qui nous concernent ici

—Axyll, (2, X,Y) = F(z, X,Y) pour Y > s(z, X)
X — I, (z, X,Y) est périodique de période d

I, (2, X, s(x, X)) = Gp(z, s(z, X))

limy o I, (2, X, Y) =0

(2.74)

avec F,, donné a l'aide des termes précédemment déterminés II,,_; et II,,_o, comme
Iindique (2.67) et gm(x,s(z, X)) s’exprimant en fonction de uy, (z,0), ... , 9, ug(z,0)

comme cela est requis dans (2.73).

Comme on peut le voir a partir de (2.74), la variable x joue le role d’un parametre
dont dépendent les données, induisant une dépendance analogue sur les solutions. Elle
ne participe en rien a la résolution. C’est pourquoi nous la sous-entendrons dans la suite
pour faciliter les notations. Nous chercherons donc la solution des probléemes en variables

rapides sous la forme

—AxyII(X,Y) = F(X,Y) pour Y > s(X)
X — II(X,Y) est périodique de période d
(X, 5(X)) = G(s(X))
limy o [I(X,Y)=0

(2.75) 4

ou X — s(X) est une fonction réguliere, périodique de période d, a valeurs dans [0, 1].

Pour trouver une solution au probleme (2.74), nous utiliserons une formulation varia-

tionnelle et une étude du comportement de cette solution lorsque ¥ — oc.

Nous commencons par la formulation variationnelle et démontrons d’abord le lemme

préparatoire suivant.

LEMME 2.7 (Inégalité de Hardy). L’inégalité suivante est vérifiée pour tout ¢ € D(R)

(2.76) /OOO 72 (7)) dr < 4/000 1/ ()| dr
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DU

Fi1a. 2.5. Cellule élémentaire relative aux variations en variables rapides

DEMONSTRATION. On a

| e = [T = letotar
= [ ey + [T G+ )
= /OOO 27 ' R(py)dT

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet alors de majorer le second membre par

/ 2R )dr < 2 / ol || dr
0 0

<o [Tl " ([ wera) "

1/2

Dol le résultat en simplifiant par ( f;° 772 |o(7)|* dr) O
Notons par
(2.77) D={(X,Y)eR*; Y >s(X)}

dont une cellule élémentaire est donnée par la figure 2.5. Nous noterons aussi par X sa

frontiére

(2.78) S={(X,)Y)eR*; Y =s(X)}
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On peut alors introduire l'espace a poids auquel va appartenir la solution variationnelle

WYD)={veD(D); X —vX,Y) est périodique de période d,

(2.79)
(1+ Y212y € L2(D°) et Vyyv € L2A(D")}

o D! ={(X)Y)eR?; (<X </l+d, Y >s(X)}

La proposition suivante peut étre établie a ’aide des techniques usuelles utilisées dans
I’étude des espaces de Sobolev.

PROPOSITION 2.2. L’espace W'(D) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(2.80) (v, W)y (py = /DO (Vxyv - Vxyw+ (14 Y?) how) dXdY
et le sous-espace
(2.81) Wy (D) ={ve WD) ; v|y =0}

coincide avec 'adhérence de 'espace des éléments o de W (D) qui sont dans C*(D), sont

a support borné en'Y et sont identiquement nuls au voisinage de 3.

Nous nous concentrons sur la proposition suivante qui étend l'inégalité de Poincaré

aux domaines D ci-dessus non bornés en Y qui nécessite I'introduction de ’espace a poids.
PROPOSITION 2.3. La semi-norme

1/2
(2.82) vl po = (/ |Vva|2dXdY)
DO

est une norme sur Wi (D) équivalente a la norme induite par celle de W*'(D).

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que v est dans C*°(D), est & support borné en
Y et est identiquement nul au voisinage de . En remarquant que Y?2/(1+Y?) < 1 et en

utilisant I'inégalité de Hardy ci-dessus, on peut écrire

< 1 © Yz o]
| i enray < [T S vy

o0 1 oo
g/o ﬁ|v(X,Y)y2dY§4/O 1Oyv(X,Y)|*dY
< 4/ \Vxyu(X, V) dY

0

La fin de la démonstration s’obtient alors simplement par intégration en X et en étendant

cette inégalité par densité & tous les v dans Wy (D). O



3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 35

On peut alors énoncer le théoreme fondamental qui assure 'existence et 'unicité d’une

solution pour les problemes en variables rapides.

THEOREME 2.2 (Existence-unicité des problémes en variables rapides). Soit F €

C>®(D), périodique de période d en X, vérifiant

(2.83) AYUIE =0 dans D
et
(2.84) IF(X,Y)| < cie ¥

ot ¢y et vy deux constantes > 0 indépendantes de Y. Alors, pour G dans C*(R), le

probleme

~AxyIl=F
(X, s(X)) = G(s(X))

(2.85)

admet une solution et une seule dans C®(D), périodique de période d en X, et il existe

une constante 11 et deux constantes cy et o strictement positives telles que
(2.86) ITI(X,Y) — TI°| < cpe ™Y

avec des comportements du méme type sur les dérivées OOy 11.

DEMONSTRATION. Soit une fonction de troncature x € D(R) identique & 1 sur l'in-
tervalle [0, 1]. En prenant comme inconnue la fonction (X,Y) — U(X,Y) = II(X,Y) —

X(y)G(s(X)), on se rameéne au cas d'une condition aux limites homogene sur ¥

—AxyU = F dans D

(2.87)
U=0sur X
(2.88) F(X,Y) = F(X,Y + x"(Y)G(s(X)) +2x' (V)G (s(2))s'(X)

FX(Y) (G"(s(X) (') (X) + G'(5(X))s" (X))

La condition (2.84) montre que F € (W(D))'. Il s’ensuit que le probleme (2.87) admet
la formulation variationnelle

U e W3(D), VWV € W}(D)

a(U,V)=LV

(2.89)
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avec

a(U, V)= [ VU-VV dXdy, LV = / FVdXdy

Do Do

La proposition 2.3 assure que la forme bilinéaire a est coercive sur Wi (D). Le théoréme

de Lax-Milgram assure donc 'existence et 'unicité d’une solution.

Pour établir la seconde partie du théoreme, on utilise d’abord les estimations elliptiques
usuelles qui assurent que IT est dans C>(D). On peut ainsi développer X — II(X,Y) en
série de Fourier
(2.90)

1

(X,Y) = i IL,(Y) exp(2imrnX/d) 1L,(Y) = c_l/o II(X,Y) exp(—2imnX/d)dX

Comme ARG'F =0, A%, IT = 0. On obtient alors que les coefficients de Fourier vérifient

I’équation différentielle
(05 — An’n* /d®) IL,(Y) = 0
dont la solution générale est donnée par

IL,(Y) = pn(Y) exp(=2[n| 7Y/d)

ol P (Y) est un polynome de degré < m — 1. Comme IT € W(D), po(Y) est réduit & une

constante qu’on notera II*°.

Soit Yy > 1. Fixons n > 0 tel que Yy —n > 0. On fait appel aux estimations elliptiques
a Dintérieur, une fois pour A% F = 0 et la seconde pour —AxyIl = F sur le domaine
|—n,d 4+ n[ x Yo —n, Yo + n[, pour établir que

[e.e]

S @+ O (Yo < elIF g po

— 00

On écrit alors p,(Y') a l'aide de son développement de Taylor au point Yj

m—1
pa(Y) =Y pP (Vo) (Y — V)
=0
On arrive alors a
m—1
(X, Y) =T <Y pP (V)| (V = Yo exp(=n(Y = Yo)/d), ¥V >
n£0 j=0

Ce qui établit le théoreme. O
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3.4. Développement a l’ordre 0. Les termes d’ordre 0 vérifient

Axylly =0
(2.91) Y0
limy o Ho(z, X, Y) =0
(2.92) Baty + K5 =0
oyu§ + S(u§(., H)) = 9yu™ + S(u™ (., H)) pour Y = H
(2.93) o(x, X, s(X)) + ug(xz,0) =0

La fonction u§(x,0) est une constante en X non encore déterminée. Par unicité de la
solution du probleme (2.91), établie par le théoreme 2.2, on obtient la relation suivante

entre Iy et uf(x,0)

(2.94) Ho(x, X,Y) + ui(z,0) =0

La condition limy_, IIo(z, X,Y") = 0 montre alors que uf vérifie
(2.95) ug(z,0) =0

Cette solution correspond ainsi a celle ou l'effet des rugosités est completement négligé.

Comme IIy = 0, il n’y a pas de termes de couche limite a ’ordre 0.

On pourra, a titre d’exercice, utiliser le théoreme de stabilité ci-dessus pour démontrer
directement que lims_ous = wug. Le développement asymptotique nous a permis de

déterminer cette limite sans aucun passage a la limite.

3.5. Développement a ’ordre 1. On particularise les équations générales ci-dessus

a lordre 1

AxyIl; =0
(2.96) A

hl’ﬂy_wo Hl(l‘, X, Y) =0
(2.07) Agu§ + Ku§ =0

Oyui + S(us(.,H)) =0pour Y = H

(2.98) I (x, X, s) +ui(x,0) + sO,ug(x,0) =0
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Le théoreme 2.2 nous assure de 'existence et de 'unicité d'une fonction O, (z, X,Y)

telle que
Axy©, =0
(2.99) A
O1(x, X, s) = sdyup(z,0)
vérifiant
(2.100) lim ©(z, X,Y) = 07°(x)

Y —oo

La solution de ce systeme peut étre effectuée indépendamment de vg. Introduisons la

fonction aq, dont I'existence est assurée par le théoreme 2.2, solution du probleme

Axyal(l’,X, Y) = 0

(2.101)
a(z, X, Y) = s(z, X)

qui vérifie donc

(2.102) Ylim a(z, X,Y) = hy(z)
On a alors
(2.103) O7°(z) = h1(x)dyug(x,0)

On cherche alors I1; sous la forme

(2.104) II(x, X,Y) = —uj(z,0) — ag(x, X, Y)Oyug(x,0)

ot uy(z,0) est une constante en X et Y non encore déterminée. La condition
(2.105) YIEI;O ILh(z, X,Y)=0

donne alors

(2.106) uf(x,0) = —hy(z)0yui(z,0)

qui avec les conditions (2.97) permet de déterminer us.
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3.6. Termes a ’ordre n. Les équations générales sont maintenant

AxyHn = —28$8XH,-L_1 — (82 + k’2) Hn_g

(2.107)
limy oo I, (2, X,Y) =0
Ay ul + ks =0
(2.108) Y
oyus +S(us(.,H)) =0powr Y = H
(2.109) I (2, X, Y) + u,(2,0) + Oyt (2,0) = 0

(=1

Le théoreme 2.2 nous assure de l'existence et de 'unicité d’une fonction 6,,(z, X,Y") telle

que
Axy©O,, = —20,0x11,,_1 — (02 + k*) 11,
(2.110) xr S (0 + )
@n(l’, X? 3) = =1 2_!8yu2—£<x7 0)
vérifiant
(2.111) Ylim On(z, X,Y) = 0:°(2)

On cherche alors II,, sous la forme
(2.112) I (z, X,Y) = —u;(z,0) — ©,(z, X,Y)

ol uy,(z,0) n’est pas encore déterminée. On détermine cette constante en X et Y a 'aide

de la condition

(2.113) lim I, (z, X,Y) =0

Y —oo

qui conduit a
(2.114) up (x,0) = =077 (x)

Cette condition avec les équations (2.108) assurent lexistence et 1'unicité de u,. Nous

avons ainsi démontré le théoréme suivant.

THEOREME 2.3. Les conditions (2.107), (2.108) et (2.109) permettent de déterminer

de proche en proche tous les termes ug, Iy, ..., uy, II,, du développement asymptotique.
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4. Convergence du développement asymptotique

Nous allons, dans cette section, établir une majoration de I’erreur
(2.115) Ens = Us — ((u8+xﬁg> 4+ 0" (ufl—i—xﬁ\:I))

commise en approchant la solution us du probléeme (2.23) par son développement & deux

échelles

(v,9) = () + X (@) o(x. ) + 8 (ui(e.y) + x)h(r,y) ) +

2.116 I,
( ) N (u%(l‘, y) + X(y)Hn(xa y))

ott nous avons noté I, (z,y) = I, (z, 2/8,y/8) et y — x(y) une fonction de classe C* sur
R vérifiant

(2.117) X'(y) <0, x(y) =1 pour y < het x(y) =0poury >H —h

ou h > 0 est fixé de sorte que

(2.118) do<h<H-—-h

ou 0y est le parametre intervenant ci-dessus dans le résultat de stabilité. Nous avons
introduit ITy(z, X,Y) = 0 pour homogénéiser la notation. C’est en fait I’approximation

du champ hors couche limite

(2.119) ens = us — (ug + - -+ 6"u;)
pour
(2.120) y>h

qui nous intéresse. Nous allons voir qu’il suffit d’établir des estimations de convergence
SUr €,4, qui s’améliorent juste avec ’ordre n, pour en déduire d’autres sur e,s pour y > h
qui sont optimales. L’erreur ¢,5 sera dite complete par opposition a e,s qu’'on désignera
comme l'erreur externe. Pour estimer 'erreur complete, nous allons borner son résidu
relatif a ’équation d’Helmholtz. Nous estimerons ensuite ’écart qu’elle engendre sur la
vérification de la condition aux limites. Le théoreme de stabilité nous en donnera alors

une estimation.
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4.1. Résidu relatif a ’erreur complete. On a comme ci-dessus

(2.121) A, (Xnm> — (5—2Axynm + 520,0xTL,, + agnm> + X O, + X',

Ceci nous permet d’obtenir directement 1’expression du résidu

(2.122)
(Agy + k2) £0s = —x (z"mzofsm—mxynm 4 6m 128,51, 4+ 6™ (D2 1 k2) Hm> n

—22:05”‘*12){'5&1—% + 5mX//ﬁ;1
Pour réduire cette expression, on la réécrit en factorisant les différentes puissances de ¢

apres avoir observer que Ilg = 0 et AxyIl; =0

(Auy + K2) 05 = —x (z”mjoam (A oy Tio + 28,05 s + (92 + &2) Hm))

(2.123) ot (zaZéQﬁn 4 (02 4+ k) Iy + 6(02 + k2) Hn>
_Z:anoém—IQX/a/yh/m + 6mX”ﬁ\7/n

Les équations (2.67) donnent alors

—_ e/~

(Ayy + k) s = —x 0" ! (zaZéEﬁn (02 + k2) Ty + 6(02 + k2) Hn>

(2.124) o "
_z:ln:l(sm—lleaynm 4 5mX”Hm

Le lemme suivant permet d’estimer la norme L? de ce résidu.
NOTATION 1.

LEMME 2.8. Il existe une constante c, indépendante de ¢, telle que

(2.125) [(Day + &) ens |y goar < 6”17

DEMONSTRATION. Dans toute la démonstration, ¢ désignera diverses constantes indé-

pendantes des variables x, X, Y et de d.

Les termes du type Xé ou O est une fonction de x, X et Y satisfaisant
(2.126) O(x, X,Y)| < ce

avec v > 0, vérifient

H
(2.127) / 0(z,2/8,y/8)| dedy < c/ e~y = ci(l — e /) < ci
Q0H 0 2’}/ 2'}/

8
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On a deés lors

(2.128) ‘ O™ <2a@ﬁn + (02 + k2) Iy + 6(02 + R?) Hn> <

,5"

Pour estimer les termes x'0yIl,, et X”ﬁ;, il suffit de majorer une fonction © du type

précédent pour y > h, soit
(2.129) 10(z,2/0,y/0)| < ce”/?

Comme e~""/% = 0(6*), on obtient directement le lemme. O

4.2. Résidu relatif a la condition aux limites. On rappelle que pour condenser la
notation, on utilise s pour noter s(x,x/J). L’erreur €, ne vérifie la condition de Dirichlet
sur I's. Pour estimer I'erreur induite par cet écart a la condition aux limites exacte, nous

allons construire w,s tel que
(2.130) Wps(T,08) = ens(,05)
La norme de w,s dans Hj(Qf') mesurera cette erreur. Auparavant, on explicite ,5(z, ds)

(2.131) ens(x,08) = us(z,08) — > " _ 0™ (us, (x,08) + I, (2, 2/, 8))

m=0

En utilisant la condition aux limites sur us et (2.73), on arrive a

(2.132)
Ens(,08) =" 0™ (ufn(a:, 0) + sOyu;, 4(x,0) 4+ -+ %%"ug(x, 0) — uy (x, (53))

En réordonnant différemment les différents termes, on peut écrire cette somme sous la

forme

¢
(2.133) Ens(@,08) =37, o0" ( =0 (52) aﬁufn(x,O) - u%(x,és))

Pour construire w,s, on utilise le lemme suivant qui est une conséquence directe de la

formule de Taylor avec reste intégral.

LEMME 2.9. Pour tout entier n > 0 et tout entier m tel que 0 < m < n, il existe une

fonction R, de classe C* sur R x [0, +oo[ tel que

1
e n*my e n —-m
(2134) U/m(ZL‘, y) = ZE:O ﬁagum(:a 0) ) i an(I, y)
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DEMONSTRATION. La formule de Taylor avec reste intégral donne

4 Y n—m
e n—m e y—=z
Um(l‘, y) = ZZ:O Eaﬁum(xa O) + /0 ( )

n+l—m, e
(n—m)! %

up (z,2)dz

Il suffit de faire le changement de variable ¢t = z/y pour obtenir (2.134) avec

P =g
(2.135) Rym(x,y) = —/0 ﬁagﬂmufn(x,yt)dt

Il suffit de remarquer que 1’on peut dériver indéfiniment sous le signe somme dans (2.135)

pour obtenir le lemme. O

On est en mesure alors de construire le relevement wys de e,s|r, annoncé ci-dessus.

Pour cela, on considere une fonction Y — n(Y) dans C*°(R) vérifiant
(2.136) nY)=Y pour Y <letnl)=0pouryY >2
LEMME 2.10. Pour 6 < dy/2, la fonction

(2.137) was(2,y) = 8" 320 o™ (y/0) R (2, )
est a support dans Q_gl et vérifie (2.130). Sa norme dans H#(Qf) est majorée par

(2.138) me;HLQg,H ~ co

DEMONSTRATION. Par construction,  — R,,,,(z,y) est C* et S-pseudopériodique de
période L. De plus, on a n(y/d) = 0 pour y/§ > 2, ou encore y > 26. Il s’ensuit que, pour
d <60/2,n(y/d) =0 pour y > h > §,. Comme s < 1, on a ensuite

Wys(z,88) = "N " (8) Ry (2, 08) = "IN 8" T R (0, 08)
=30 _0"(68)" T T Ry (2, 65)

Au vu de (2.134), le dernier membre des égalités précédentes est égal a

n m n+l—m n m n—m 55 ! e e
Zm:O(S (58) i an(l', 53) = Zm:[}é ( =0 ( £|) af;um(x7 O) - um(l‘7 58))

soit encore, suite a (2.133),

Wps(T,08) = eps(,05)
Comme |n(y/d)| < ¢, on a

’w”5|0,Q§*H + |aan5|0’ﬂg,H < ot
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Pour la dérivée par rapport a y, on a

0n(y/5) = <1 (y/o)

20
‘aywn5|o,ﬂgﬂ <co" (/ dy)
0

Ceci termine la démonstration du lemme. O

Il s’ensuit que
1/2

4.3. Estimation d’erreur globale. Comme nous I’avons annoncé plus haut, nous
sommes en mesure d’énoncer une estimation d’erreur globale. Cette estimation est loin
d’etre optimale puisqu’elle n’assure meéme pas que ’erreur reste bornée a ’ordre 0. La perte
d’ordre de convergence est due essentiellement aux termes en variable rapide décrivant
le comportement en couche limite. Cependant, la disponibilité de cette estimation a tout
ordre permet d’établir des estimations optimales pour le comportement hors couche limite,

autrement dit en dehors de la proximité vraiment immédiate de la surface.

PROPOSITION 2.4 (Estimations globales non optimales). Il ezxiste une constante ¢,

indépendante de § < 6y/2 telle que

n m(. e — n—1/2
(2139) Hu5 - Zm:06 (um + Hm)”l,ﬂg’H < 0”6 /

DEMONSTRATION. Nous avons vu plus haut que Wnely>n = 0. Il en résulte que z,5 =

Ens — Wys Vérifie

Zns € Vs, Vv € V5,
as(Zns, V) + (Szns, v) = Lw/ — (Apyens + k*ens)vdrdy — as(wys, v)

0,H
Q5

(2.140)

avec

Lsv = / Ho (Aacyené + k25n5)vdxdy - a5(w"5’ U)
Qp

Les estimations (2.125) et (2.138) donnent alors

sup |Lsv| < co™1/2

Uev’(ﬁvHleygg‘lgl

Le théoreme général de stabilité 2.1 assure alors que (2.139) est vérifié. O
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THEOREME 2.4 (Estimations optimales hors couche limite). Pour tout h' > h, il existe

une constante ¢, indépendante de § < 6y/2 telle que

(2.141) s = 300" Usnlly o, Lpsgpm S a0

DEMONSTRATION. Comme e,5 = us — y . _0"us, vérifie la condition de radiation
ayen(;’y:[{ + S(en(s‘y:}[) =0

il suffit en fait d’établir (2.141) pour b’ = H, étant entendu que u; et les uf, sont prolongés
pour y > H a 'aide de leur développement en modes de Floquet. L’estimation (2.139) et

la décroissance rapide de 11, en y
i [y=n = 0(6%)

donnent

Hua . Zn+2 5™l Hl oL S < n+25n+3/2

I1 suffit d’utiliser alors I'inégalité triangulaire

s — > e 00" Uy ||1]0L[><]hH[ < ||u5 Zn+2 0" u, ||1]0L [x]h,H]

gl DNRRT AT R

< C;+26n+3/2
+ 0" Hun+1H1 0,L ><]hH[+5||un+2||1]0L ]hH[)

pour établir le résultat. O

5. Homogénéisation

Apres avoir construit la condition homogénéisée a I'ordre 1, nous établirons une esti-

mation d’erreur de la solution obtenue par homogénéisation.

5.1. Construction de la condition homogénéisée. Rappelons que v est obtenu

en négligeant completement 'effet de la surface oscillante et que u§ peut étre déterminé,
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grace a la condition aux limites (2.106), en résolvant le probleme

( uj [-pseudopériodique de période L
A us +KuS =0pour 0 <y < H
(2.142) I Y
Oyusly=n + S(ufly=m) =0

u$(z,0) + hy(x)0yug(z,0) =0

\
Pour construire la condition homogénéisée, on forme la condition aux limites en y = 0
vérifiée par u$s = u§ + du$ de sorte que son résidu soit en O(6?). Le procédé est simple et

il peut se généraliser a un ordre n quelconque. On part de la relation (2.106)
(2.143) ui(z,0) + hy(x)0yuy(z,0) =0

On multiplie le coefficient de u, par 6™ (1 est l'ordre de la condition que l'on veut

établir), soit ici

(2.144) uSs(z,0) + dhy(x)0,uSs(z,0) =
§(u$(x,0) + hy(x)0pus(x,0)) + §20,us(z,0) = O(6?)
On remplace alors le probleme exact (2.23) par le probleme homogénéisé (a 1'ordre 1)

( Aubls + k*ubs = 0 dans Qff

x — exp(—ifz)uls(z,y) est L-périodique
(2.145) p(—ifx)ujs(x, y) périodiq
ully + 0hy (2)0,uls = 0 pour y = 0

L Oy (uls — u™)|y=p + S((uls — u™) =) = 0

5.2. Estimation d’erreur. Le probleme (2.145) admet un développement asympto-
tique régulier donné par la proposition suivante qu’on peut établir a I'aide des techniques

développées ci-dessus.

PROPOSITION 2.5. La solution uls du probléeme (2.145) admet le développement asymp-

totique suivant
h 2
uls = ug + 0uy + 075

avec ||ras||, go.n borné par une constante ¢ indépendante de 6.
*ra

On déduit alors de cette proposition le théoreme suivant dont la démonstration résulte

juste de I'application de 'inégalité triangulaire.
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THEOREME 2.5. On a l’estimation d’erreur suivante entre la solution du probléme
exact (2.23) et celle du probléme homogénéisé (2.145) a laide d’une constante c, indé-

pendante de § < 6y/2,

(2.146) s = wailly o g < 8

6. Commentaires bibliographiques

Pour approfondir les notions d’électromagnétisme, on pourra consulter 'ouvrage de
Van Bladel [24] qui en donne un exposé complet, trés proche d'un texte mathématique.
Pour une introduction au développement en modes de Floquet, on pourra consulter la
référence [17]. On pourra trouver un approfondissement de cette question dans D'ar-
ticle de Nédélec et Starling [16]. Le probleme de diffraction considéré ici a été intro-
duit dans la these de J.-R. Poirier [18] dans le but de modéliser la réflexion d’une onde
électromagnétique en polarisation TM par une surface rugueuse. Si on est intéressé par
le méme type de probleme, mais dans le cadre non linéaire, on pourra consulter I'article
de Achdou, Pironneau et Valentin [2] ot le probleme aux limites considéré est relatif aux

équations de Navier-Stokes.

Un excellent exposé d’introduction a la théorie variationnelle des problemes aux limites
elliptiques et aux questions d’analyse fonctionnelle qui y sont afférentes se trouve dans le
livre de Brezis [4]. Un exposé plus approfondi, mais tres abordable, de la théorie elliptique,
ainsi qu’'une présentation de ’alternative de Fredholm, se trouvent dans la premiere partie
du livre de McLean [15]. Les livres de Chazarain et Piriou [6] et de Taylor [21] présentent

des exposés beaucoup plus complets mais plus difficiles d’acces.

L’utilisation de techniques de développements asymptotiques double-échelle pour des
problemes de diffraction a été considérée pour la premiere fois par Achdou [1] dans le cadre
plutot de la construction de correcteurs. L’approche utilisée ici est celle décrite dans le
livre de [25]. Les constructions de conditions aux limites effectives a partir de 'analyse
asymptotique provient de la these de Poirier [18]. On pourra aussi trouver un exposé plus
synthétique avec des expérimentations numériques dans la référence [20]. Les résultats
théoriques d’estimation d’erreur sont nouveaux. Ils feront 'objet d’'une prochaine publi-

cation [19] qui inclura aussi des expérimentations numériques avec la condition d’ordre
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2. Enfin, signalons 'article de Caloz, Costabel, Dauge et Vial [5], qui est plus difficile
d’acces, mais qui est exemplaire dans la prise en compte de singularités de problemes aux
limites elliptiques dans une analyse asymptotique par l'intermédiaire d’une construction

de correcteurs de couche limite.



CHAPITRE 3

Propagation d’une onde dans un domaine comportant une fente

Nous présentons un probleme modele caractérisant la propagation d’une onde dans un
domaine comportant une fente. Nous construirons un développement asymptotique de sa
solution a l'aide d'une technique de développements asymptotiques raccordés. Des esti-
mations d’erreur, concluant I’'étude, permettent d’assurer une base théorique rigoureuse

aux développements obtenus.

1. Le probleme aux limites

Nous introduisons d’abord le probleme aux limites modélisant le phénomene physique
que nous considérons. Des hypotheses physiques simplificatrices nous permettront alors
d’utiliser le théoreme de Lax-Milgram pour démontrer un résultat d’existence-unicité pour
sa solution ainsi que les propriétés de stabilité intervenant dans les estimations d’erreur

relatives au développement asymptotique.

1.1. Le probleme physique et sa modélisation. Nous considérons une onde bi-
dimensionnelle en régime harmonique se propageant dans le demi-plan des > 0, limité
donc par le mur {x = 0}. L’onde peut cependant pénétrer dans une fente d’épaisseur 7w
de sorte que le domaine 25 ou stationne effectivement 1’onde peut étre décrit a ’aide de

la décomposition sans recouvrement en deux sous-domaines : le demi-plan

(3.1) Qoo = {(z,y) € R?* z >0}
et la fente
(3.2) Fy:={(z,y) eR*; 2 <0et0<y<md}

Le parametre 9, destiné a tendre vers 0, décrit la faible épaisseur de la fente. La figure

Fia. 3.1 schématise le domaine complet, demi-plan et fente, ou se propage 1’onde.

49
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Iy

Y
Qs
\
y = 7o c
i
Support de f

FiGc. 3.1. Schéma du mur avec fente limitant le domaine de propagation €2

Pour éviter les difficultés relatives aux formulations non coercives et a la description
de conditions de radiation pour le demi-plan 2, et la fente Fj, nous supposerons que le
milieu de propagation est dissipatif et que 'onde est produite par une distribution f dans

L?(€25) et & support compact dans le demi-plan €.

La description d’un milieu dissipatif est effectuée généralement en supposant que le

nombre d’onde k est donné par

(3.3) k =k, +ik;
avec k, et k; vérifiant

(3.4) 0<ki <k,

Cette simplification n’affecte en rien la généralité du développement asymptotique. Le
cas d’un milieu sans pertes peut étre obtenu par les adaptations standard permettant de
passer du cas dissipatif au cas sans dissipation en passant a la limite en faisant tendre k;

vers 0 : c’est le principe d’absorption limite.

Compte tenu de ce qui précede, et en supposant que la condition de réflexion
des ondes au bord I'y du domaine de propagation 25 est donnée par une condition de

Neumann, le phénomene de propagation est régi par le probleme aux limites suivant :

Us € Hl(Q(g)
(3.5) Aus + k*us = —f dans Q;

Onts = 0 sur I's



1. LE PROBLEME AUX LIMITES 51

ou n est la normale unitaire extérieure a €2;.

REMARQUE 3.1.
1. Le cas non dissipatif s’obtient pour k; = 0. La solution n’est plus alors dans H'(Qs)
(ni méme dans L*(Qs)) mais dans ’espace de Fréchet (i.e., dont la topologie est définie

par une famille de semi-normes)
(3.6) H,, . (Qs) = {veD(Q); ¢ve H'(Q), Vo € D(R?)}

La condition a linfini, traduite par Uappartenance ¢ H'(Qs), doit alors étre remplacée
par une condition de radiation dans le demi-plan Qs et dans la fente Fj.
2. La condition aux ltmites de Dirichlet us = 0 sur I's est moins intéressante car elle ne

donne pas liew a une pénétration de l’onde dans Fj.

1.2. Formulation variationnelle et stabilité par rapport a I’épaisseur de la
fente. La formule de Green permet d’établir immédiatement que le probleme (3.5) admet

la formulation variationnelle équivalente

Us € H! Q(g VUEHl(Qg)

(3.7)
s(ug, v / fv dxdy
avec
(3.8) as(u,v) = / (Vu - Vv — kK*uv) dady
Qs

La proposition suivante établit la stabilité d'un probleme variationnel posé avec la

forme a; et en particulier 'existence-unicité de la solution du probleme (3.7).

PROPOSITION 3.1. Pour toute forme linéaire continue Ls sur H'(s), le probléme

variationnel

€ HY(Qs), V e HY(Q ,
(3.9) ws (Qs), Vv (2s)

as(ws,v) = Lgv

possede une solution et une seule vérifiant

(3.10) <c¢ sup |Lsv|

|v|1,Q5S1

ot ¢ est une constante indépendante de §.
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DEMONSTRATION. Comme a; vérifie
(3.11) |as(u,v)| < M ||ull, o, [[v]]; o

2 7 . N N 3 . s’ 2 - ey,
avec M = max(1, |k|”), la démonstration se rameéne & établir la propriété de coercivité

uniforme : il existe une constante v > 0 indépendante de ¢ telle que
(3.12) as(0. D) = A llolg, (Vo € H'(2))
Pour cela, notons

(3.13) K =R(K*) = k2 — k et n = S(k?) = 2k, k;
qui vérifient, suite aux conditions (3.4),

(3.14) K>0etn>0

Pour v € H'(Qs), on a ainsi

(3.15) a(;(v,ﬁ):/ \VU|2dxdy—K/ ]v|2d:cdy—z'77/ |v|? dady
Qs Qs Qs

soit encore en notant A = |U|i95 et B = |U|(2),Qa

(3.16) as(v,7) = A— KB —inB
On a ainsi
(3.17) las(v,7)|* = (A — KB)* + *B* = A% + (K* 4+ *)B? — 2K AB

En utilisant I'inégalité d”Young

(3.18) 2|ab] < tla]* + b /t (¥t > 0)

on peut minorer alors \a5(0,6)|2 pour tout ¢t > 0 par

(3.19) las(v,7)° > (1 — Kt)A? + (K? +0* — K/t)B?

Les fonctions 9 (t) = 1 — Kt et ¢(t) = K? + n* — K/t sont respectivement stricte-
ment décroissante et croissante pour ¢ > 0. Comme lim; .ot (t) = 1, lim;_g ¢(t) = —o0,

P(1/K) =0et ¢(1/K) =n?, il résulte qu'’il existe ty (0 <ty < 1/K) tel que
(3.20) 1-Kto=K*+n* -~ K/tg=2y*>0

comme on peut s’en convaincre aisément a l’aide du graphe donné par la figure Fi1G. 3.2
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N

F1a. 3.2. Graphes des fonctions ¢(t) et ¥ (t) montrant 'existence de

On a alors, en utilisant une nouvelle fois I'inégalité d’Young avec t = 1,
(3.21) |las(v,D)|* > 29%(A% + B?) > 12(A% + B2 + 24B) = +*(A + B)?

L’inégalité (3.21) donne (3.12) par passage a la racine carrée. O

2. Développements asymptotiques raccordés

Nous commencons par présenter une écriture de us qui montre que le comportement
de I'onde dans la fente, mais loin de 'ouverture de cette derniere, y admet un comporte-
ment monodimensionnel. L’expression de I'onde dans le demi-plan €2, toujours loin de
I'ouverture de la fente, est bidimensionnel. Le raccord entre les deux expressions se fait a
travers une couche limite. Apres avoir donné la forme des développements asymptotiques
a l'intérieur et a l'extérieur de la couche limite, nous établirons les équations vérifiées
par les différents termes de ce développement. Nous poserons alors les conditions de rac-
cord entre les développements a l'intérieur et a I'extérieur de la couche limite qui nous

permettront d’en déterminer les différents termes jusqu’a I'ordre 2 qui nous intéresse ici.

2.1. Comportement monodimensionnel de ’'onde dans la fente. La théorie
elliptique montre que us est la restriction a Fy d’une fonction de classe C*° pour x < 0.
On peut ainsi prolonger, toujours pour x < 0, y — us(z,y) en une fonction d’abord paire

et ensuite périodique de période 27d. On peut alors développer la fonction obtenue sous
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la forme
U () y
(3.22) us(z,y) :m;m m2 exp(img)
avec donc
1 w y
(3.23) Um () = =5 /—ms us(z,y) exp(—img) dy

Comme la fonction y — wug(z,y) est paire, U'intégrale précédente s’écrit

(3.24) U () = 2 [

y
= ) dy

J

us(z,y) cos(m

Comme Uy, () = u_n,(z), la série (3.22) s’écrit comme une série de cosinus

(3.25) us(a, +Zum cos( z;)

On dérive alors deux fois u,,(z) en dérivant deux fois par rapport & x sous le signe somme,
en utilisant le fait que us est solution de ’équation d’Helmholtz homogene dans la fente,

et enfin en intégrant deux fois par partie

m2

(3.26) u (z) = —(k* — ﬁ> /07r us(x,y) cos(m%) dy

On arrive alors a I’équation différentielle

(3.27) u (z) + (k2 — %)um(m) =0
dont la solution générale est donnée par

m? m2
(3.28) U () = u, exp | 04/ k2 — 27 + U, exXp k2 — 527

ou la racine carrée choisie est telle que & ( k2 — ’;‘—22) > 0. La condition us € L*(Fj)

impose que u = 0. On a ainsi

s m? Y
(3.29) us(z,y) = T° exp(—ikz) + ZT exp(—i/k? — ﬁx) cos(mg)

en notant T° = ug /2 et T = u,, car ils correspondent & des coefficients de transmission
de I'onde dans la fente. On peut alors écrire I'expression précédente de fagcon approchée

mais plus parlante en remarquant que

2
(3.30) k2 — % ~ z% lorsque 6 — 0 pour m > 1
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soit

+o00 m
(3.31) us(z,y) = T° exp(—ikz) + Z T exp(gx) Cos(m%)

m=1
L’onde a ainsi un comportement monodimensionnel T° exp(—ikx) dans la fente en dehors
de la jonction de cette derniere et du demi-plan extérieur €2, avec un raccord de type
couche limite en exp(%r). Nous allons dans ce qui suit établir ceci de fagon rigoureuse
en utilisant une technique de développements asymptotiques raccordés et une estimation

d’erreur.

2.2. Forme des développements asymptotiques. A l'extérieur de la couche li-
mite, on distingue deux zones : le demi-plan €2, et la fente Fjs. Les développements dans

ces deux zones sont donnés respectivement par
(3.32) uld +6 (Ind ull +uld) 4+ +0"(In" 6wl + - - - + uX) + o(6")

dont les termes sont définis dans le demi-plan fermé {x > 0} sauf au point (0,0) qui

est a 'intérieur de la couche limite, et
(3.33) uf +6 (Ind up +up) + -+ 0"In" 6 uf" + -+ +up’) + o(6")

dont les termes u¥"(x,Y") sont des fonctions de la variable lente x et de la variable rapide
Y = y/0 pour tenir compte de 1'épaisseur tendant vers 0 de la fente. Ils sont définis pour
x < 0etY donc tel que 0 <Y < 7. Le développement (3.33) ne “voit” pas lui aussi

le point (0,0) qui est a 'intérieur de la couche limite.

Le développement de la solution us a 'intérieur de la couche limite est défini par
(3.34) 046 (Iné I +1') + -+ 6*(In" 6 O™ + -+ - + ™) + 0(8")

Ses différents termes sont fonction des variables rapides X = /0 et Y = y/d. Ils sont
définis dans Q le domaine de R? dont une décomposition sans recouvrement est donnée

par le demi-plan Qo = {(X,Y) € R% X > 0} et de la mise a I’échelle de la fente

(3.35) F={(X,Y)eR} X <0et0<Y <7}

La présence des termes en 6" In" ¢ dans les développements est imposée par les singu-

larités de us.
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2.3. Equations générales du développement asymptotique. Nous allons utili-
ser le fait que les développements (3.32), (3.33) et (3.34) constituent tous des approxi-
mations de représentations différentes mais d’une méme fonction : la solution

ug, pour obtenir les équations vérifiées par leurs différents termes.

On obtient directement les équations hors couche limite dans le demi-espace

(3.36) Au2 + E*u2) = — f dans Q,
(3.37) Au™ + E*y™™ = 0 dans 2 pour n # 0
Notons bien que puisque la couche limite entoure le point (0,0), les u2 sont définis

dans tout Q. sauf au point (0,0). On obtient donc directement & partir de la condition

aux limites vérifiée par ug
(3.38) 0, ul"(y,0) = 0 pour tout y # 0

REMARQUE 3.2. Le fait que le point (0,0) est exclu de la condition auz limites est tres
important. Nous verrons au moment de prouver ['existence effective des ull" en quel sens

précis (au sens des distributions) on peut poser cette condition.

Pour obtenir les autres équations, il suffit d’utiliser les relations suivantes entre les

dérivations par rapport aux variables lentes et rapides

(3.39) O, =6 '0x et 9, =6 'Oy

On obtient alors de fagon standard

— les équations hors couche limite dans la fente

(3.40) Opulpm™ + (02 + kQ)UgL_Q)m =0pourz<0et0<Y <7

Oyup™(x,0) = 0 et Oyup™(xz,7) = 0 pour z < 0
— les équations a l'intérieur de la couche limite

Axy I + B2I1(=2m — () dans Q

(3.41) ~
OnIT" = 0 sur le bord T" de €
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Dans toutes les équations, on remplace par des zéros les termes manquants comme

par exemple u%ﬁl)m, uE{Q)m, T2 et TIED™ ci-dessus.

Les différents termes des développements hors couche limite vont aussi hériter des

comportements de la solution & I'infini de type H' qui seront précisés plus loin.

Nous allons maintenant donner le cadre de résolution pour chacun des problemes

précédents.

2.4. Cadre de résolution des problemes externes dans la fente. Nous allons
montrer que la détermination des solutions des problémes dans la fente (3.40) se réduit
a la détermination d’une constante. Le probleme (3.40) est en fait un probleme a deux

points en Y dépendant du parametre x. On a tout d’abord le lemme suivant.

LEMME 3.1. Les solutions du probleme (3.40) sont des fonctions u¥"(x) indépendantes

de Y wvérifiant I’équation d’Helmholtz 1D

(3.42) (02 + KHup™(x) = 0 pour v < 0

DEMONSTRATION. Les fonctions u®, ul? et ul' vérifient des systemes du type

V(YY) =a

3.43
(843 V'(0) = (m) =0

avec a = 0. On en déduit que Jdyul™ = 0 et donc que u™(z,Y) = v (x) pour n = 0, 1.

Les équations (3.40) sont alors du type (3.43) pour n = 2 et m = 0,1 avec a une

constante en Y. En intégrant cette équation entre 0 et m, il vient
(3.44) a = / V(YY) dY = (7) —'(0) =0
0

Ceci montre que la constante a en Y est nécessairement nulle et établit que les u2" sont
indépendants de la variable Y. La proposition s’obtient alors selon exactement les mémes

arguments par récurrence. O

La solution générale de I’équation (3.42) s’écrit a I’aide de deux constantes

(3.45) up"(z) = R" exp(ikx) + T exp(—ikx)
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Les u%"(z) gardent le comportement H' de us; lorsque + — —oo. La détermination de
up"(x) se ramene des lors a celle du coefficient (de transmission!) 7™ car exp(ikz) =
exp(—k;z) exp(ik,x) croit exponentiellement lorsque z — —oo. Notons que exp(—ikz) =
exp(k;x) exp(—ik,z) tend vers 0 exponentiellement lorsque © — —oo. Nous avons ainsi

démontré la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2. La détermination des solutions, H'(]—oo, —al) pour tout a > 0, de

léquation (3.42) se rameéne a celle d’une constante T™™ :
(3.46) up"(x) =T"" exp(—ikx) pour x <0

REMARQUE 3.3. Les coefficients T™™ vont donner un développement asymptotique du

coefficient de transmission T° apparaissant en (3.29)

(3.47) T° ~T% 4 5(Iné T +T) 4 - -

2.5. Cadre de résolution des problemes hors couche limite dans le demi-
plan. Les coefficients u™™ vont hériter du comportement H' de us mais en dehors de tout
voisinage de (0,0) car ce point est a U'intérieur de la couche limite, i.e., 2 sont dans

lespace H' (), Vespace des v € D'(Q) tels que v|ga € H'(Q%) pour tout a > 0 ol

(3.48) 0l = {(a:,y) €0 ; VI2+y?> a}

A part I’équation (3.36), toutes les équations (3.37) relatives aux coefficients u2* sont
homogenes. Pour effectuer une traitement identique pour tous les termes, on introduit

w2 solution du probléme de Neumann usuel

w® € H' Q)
(3.49) Aw?? + B2 = — f dans D'(Q)
O,w?(z,0) =0 (Vz € R)

qui admet une solution et une seule dans H'(Q,) de fagcon analogue au probleme relatif

a ug. On note alors

(3.50) QI = g
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avec wi™ = 0 pour (n,m) # (0,0). Les uZ vérifient ainsi

u"™ e HY(QF)
(3.51) AU + k2™ = () dans Q.
O, ul™(z,0) =0 (Vx, x #0)

En prolongeant 4" a R? = {(z,y) € R*; (z,y) # (0,0)} en une fonction paire par rap-

port a x

(3.52) u(z,y) = w2 (—x,y) pour z < 0

on vérifie immédiatement que c’est une solution de I’équation d’Helmholtz dans R?
(3.53) AGM™ + B2 = 0 dans D'(R?)

Les estimations elliptiques intérieurs induisent que

(3.54) "™ € C*(R?)

Les conditions de raccord que nous expliciterons plus loin imposent a a2 d’avoir un
ordre de singularité fini au sens suivant. Notons par r et 0 les coordonnées polaires du

plan défini par

x =rcosf
(3.55) r>0et —m<O<m

y=rsind

Nous supposerons donc que pour tout (n,m), il existe a et ¢, indépendants de r < 1 et

de 6 mais pouvant dépendre de n et m, tels que

(3.56) re

ud(r,0)] < c

Pour simplifier la notation, une méme fonction est considérée indifféremment comme

fonction de (z,y) ou de (r,0).

De facon analogue a celle des u%", la détermination des u)" se ramene a celle d'un
nombre fini de constantes grace a la proposition suivante dont la démonstration peut étre
passée en premiere lecture. Nous aurons besoin auparavant de quelques propriétés des

fonctions de Bessel que nous rappelons maintenant.
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2.5.1. Quelques éléments sur les fonctions de Bessel. On se limite ici aux équations
de Bessel d’ordre entier m > 0 qu’il est commode de poser pour une variable complexe

z

(3.57) V' (2) + év’(z) +(1-"y=0

»2

Notons que si v vérifie (3.57), la fonction, définie pour r» > 0 par w(r) = v(kr), va étre

solution de I’équation

(3.58) w"(r) + %w’(r) + (k* — E)w(r) = k%" (kr) + Z—v’(kr) + (k* — %)v(kr) =0

72 r

Un systeme fondamental de solutions de (3.57) est donné par les fonctions de Bessel J,,,
et de Neumann Y,,, d’ordre m. De ces deux fonctions, J,, est celle qui reste bornée lorsque

z — 0. Ces deux fonctions sont définies par des développements en série entiere par

(3.59) Im(2) = <§)m f: (_n1!)n (m i n)! G)%

n=0

(3.60) - Y(m+n+ 1)+ d(n + 1))% (5>2n

N | =
/~
o |
~——
3
[~]¢

n=0

ou la détermination du log est obtenue pour |arg z| < met ¥(z) = I"(z)/T'(2) est la dérivée

logarithmique de la fonction I'(z) qui est définie par

(3.61) ['(z) = / e~ "7 1dt pour R(z) >0
0

Une expression explicite de ¢ (z) est donnée par

(3.62) ¢(Z):_7_§+§;(%_z—il—n)

Dans (3.60), la somme de 0 & m — 1 est réduite a 0 pour m = 0. On a ainsi ¥(1) = —7,

v = 0,5772157... étant la constante d’Euler. Pour les problemes de propagation d’onde,

on utilise plutot comme systeme fondamental de solutions les fonctions de Hankel

(3.63) HW(2) = Ju(2) + iV (2) HP(2) = Jp(2) — iYp(2)

m
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qui sont non bornées en 0 mais qui permettent de décrire le bon comportement a l'infini
des solutions recherchées. On a ainsi

(3.64)

() = | (i) expliz)(1+ O(2))  HP(2) =\ 22 exp(iz)(1+ O()

1Tz z 7TZ

La détermination de la racine est continue pour |arg(z)| < 7 et correspond & v/1 = 1. Les
fonctions Hy (kr) et H 2)(kr) tendent exponentiellement respectivement vers 0 et vers
I'infini pour (k) = k; > 0 lorsque r — oo. Nous aurons aussi a utiliser le comportement
de H{Y(2) lorsque z — 0 qui s’obtient & partir de son écriture sous la forme (3.59) et

(3.60)
(365 HPE) = —(:/2) " Paal(/2))
U 2/ 2)(E/2" il (22 + o (22 ((2/27)

ou P,,_1(¢) est un polynéme de degré m — 1 en la variable ¢

1= ( —l—n
(3.66) ::%g;

et jm(C) et ym(C) sont deux fonctions analytiques sur C de la variable complexe ¢ données

par
R ¥ o O L
(3.67) Jm(€) = ; o S
(3.68) (€)= 22 (Wmnt 1) (1) =
Ces trois fonctions vérifient ainsi
1 v(im+1) —~

(3.69) P,—1(0) = (m —1)! Jm(0) =

m/!

PROPOSITION 3.3. Soit v € C®(R?) N H (X)), paire par rapport a x, ayant une

singularité d’ordre fini en (0,0) et vérifiant I’équation d’Helmholtz
(3.70) Av + k*v =0 dans Q7

Alors, v se décompose sous la forme

(3.71) Z Crn HW (k1) cos(£(0 — 7/2))
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DEMONSTRATION. On décompose v(r, 6) en série de Fourier

(3.72) va ) exp(imb)
avec
1 2m
(3.73) U (1) = —/ v(r,0) exp(—im80) df
2m Jo

On remarque alors que l'intégrale dans (3.73) peut aussi étre calculée par

~ 1 3m/2
(3.74) U (r) = —/ v(r, 0) exp(—im8) df
27 —7/2
Faisant alors le changement de variable ' = 6 — /2, il vient

™

(3.75) (1) = (_22737”/ v(r, 0 + 7/2) exp(—im0") do’

—Tr
La fonction v étant paire en z, il s’ensuit que la fonction § — v(r, 0" + 7/2) est paire en

¢'. L'intégrale en (3.73) s’écrit donc

(3.76) U (1) = (—=1)" v (1) /2 avec v, (1) = %/Oﬂv(r, 0" + 7/2) cos(m@') do’
On peut ainsi réécrire (3.72)
(3.77) o(r,6) =3 ”’"T(T) exp(im(0 — 7/2))

Utilisant alors le fait que v_,,(r) = v,,(1), on peut réécrire alors le développement (3.72)

sous la forme d’une série de Fourier usuelle en cosinus
(3.78) v(r,0 —i— Z Um(r) cos(m(0 — w/2))

Sachant que v satisfait ’équation d’Helmholtz écrite en coordonnées polaires sous la forme

1 1
(3.79) ;&(r@rv) + ﬁﬁgv + kv =0

on vérifie aisément par dérivation sous le signe somme en r et intégration par partie en ¢
que v, est solution de I'équation de Bessel (3.58). L’appartenance de v & H'(Q%) pour
a > 0 élimine Hy (kr) car elle a une croissance exponentielle lorsque r — oo. De (3.65),

on tire que le comportement de Hr(r})(k;r) lorsque r — 0 est en donné par

2i — 1) 2f
(3.80) HO () ~ Zinr HO () ~ D2
™ i (kr)

pour m > 1

Comme v a une singularité d’ordre fini lorsque r — 0, seul un nombre fini de termes dans

la somme (3.78) peuvent étre non nuls O
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2.6. Cadre de résolution des problemes a l’intérieur de la couche limite.
Les conditions de raccord vont imposer des comportements a l'infini aux solutions des
probléemes en variable rapide (3.41) qui ne peuvent pas étre traités par la méthode varia-
tionnelle. Ces comportements vont étre pris en compte a 'aide de solutions particulieres
obtenues par séparation de variables. Cependant, ces solutions vont satisfaire les condi-
tions des problemes (3.41) uniquement a l'extérieur d’une boule centrée a 'origine. Pour
résoudre effectivement (3.41), on va perturber ces solutions par des solutions variation-
nelles relatives a une équation de Laplace et a une condition de Neumann. C’est pourquoi
la forme bilinéaire qui intervient dans la formulation des probléemes variationnels est la

suivante

(3.81) a(u,v) = /A Vxyu-Vxyv dXdY
0

qui est donc définie sur 'espace, dit de Beppo-Levi, qu’on notera Wl(ﬁ), des distributions
u e D (Q) dont le gradient Vxyu est dans LQ(Q). Cependant, la forme bilinéaire a
n'est pas définie positive sur W(Q) mais sur I'espace-quotient W(Q)/C (obtenu en ne
distinguant pas entre deux distributions qui different d’une constante). La proposition

suivante permet de donner une définition plus utilisable de W(Q).

PROPOSITION 3.4. Notons par o une fonction de C*(R?) identique ¢ 1/RIn R pour
R=+vVX?2+Y22>2c¢et X >0 et identique 1/X pour X < —2 et 0 <Y < 7. L’espace

~

W(Q) peut étre défini par

(3.82) W) = {v e D'(RY) ; gv € L3(Q) et Vyyo € L?(ﬁ)}

~

Il contient les constantes. De plus, la semi-norme v — |v|, ¢ est bien définie sur W1(Q2)/C

et définit une norme sur cet espace équivalente a la norme quotient

(3.83) [0l @)/ = ile% [v + cllyr @

ot dans (3.83), v est un élément quelconque dans la classe ¥.

DEMONSTRATION. Observons que |v + ¢, g = [v], 5 pour tout ¢ € C et donc qu'elle
définit bien a priori une semi-norme sur W(€)/C. Comme vl g = O entraine que v
est une constante, c’est en fait une norme sur Wl(ﬁ) JC. A Taide des techniques déja
utilisées au chapitre 2, qui ne sont pas reproduites ici, la démonstration est conséquence

de 'inégalité de Hardy considérée dans ce chapitre pour I'estimation dans la fente mise a
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Péchelle F° et, apres passage en coordonnées polaires (R, ©) dans ﬁ;, d’une autre inégalité

de Hardy donnée par

o0 1 [oe)
(3.84) / o(R)? ——dR < 4/ W (R)PR dR (VA > 1, Ve € D(|A, +00[)
A RIn*R A

Cette seconde inégalité s’obtient de la méme facon que celle du chapitre 2 en remarquant

que

(3.85) Lo (LY
' RIn>R In R

La proposition suivante donne alors le cadre qui permet la prise en charge de 'aspect

variationnel de la résolution des problemes en variables rapides.

~

PROPOSITION 3.5. Soit T' € C™(2) et a support borné. Elle peut donc étre identifiée

a une forme lin€aire continue sur Wl(ﬁ) Si T vérifie la condition de compatibilité

(3.86) / T(X,Y) dXdY =0

Q

alors, le probléme
we WHQ)
(3.87) —Axyw =T dans D'(Q)

Opw = 0 sur T

posseéde une solution, unique a une constante additive pres.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que la solution de (3.87), si elle existe,
est définie & une constante prés et que le probléme peut étre ainsi posé dans Wl(ﬁ) /C.
La propriété T € LQ(Q) permet de donner un sens a O,w = 0 sur T et d’établir que le

probleme (3.87) est équivalent au probléme variationnel

W e WHQ)/C, Vi e WHQ)/C,

(3.88) a(w,v) = /ATU dXdy
O

La fin de la démonstration est alors une conséquence immédiate de la proposition précé-

dente et du théoreme de Lax-Milgram. O
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Nous avons besoin aussi de préciser les comportements de la solution w de (3.88)
lorsque R — oo dans le demi-plan des X > 0, que nous noterons (AZOO, et aussi dans la

fente, mise a 1’échelle,
(3.89) F={(X,Y)eR X <0et0<Y <7}

PROPOSITION 3.6. Toute solution w de (3.87) tend vers une constante ws lorsque

R — oo dans Qo et vers une autre constante wr lorsque X — —oo dans F'.

DEMONSTRATION. Les conditions sur le support de f montrent que w est harmonique
pour R > Ry > 0 dans (AZOO et pour X < Xy < 0 dans F. En supposant qu’on a choisi
Ry > m, la théorie des problemes aux limites elliptiques assure que w est C*™ jusqu’au
bord dans ces sous-domaines. On peut alors développer w dans (Aloo en série de Fourier en

6 de facon analogue & ci-dessus pour les solutions de (3.70)

(3.90) w(R, 0) +Zwm cos(m(0 — m/2))

avec

(3.91) Wy (R) = — /Oww(R, ) cos(m(0 — w/2))db

s
En calculant (Rw,,)’/R par dérivation sous le signe somme, puis en utilisant le fait que
Axyw = 0 pour R > Ry, et enfin en intégrant deux fois par partie par rapport a #, on

montre que w,, est solution de I’équation différentielle

(3.92) (Rw!,) — m*w,,/R =0

Ceci établit que

(3.93) wo(R) =wg mR+wy  wy(R)=w,R™+w, R7™ (m >1)

L’appartenance de w a Wl(ﬁ) donne alors w;t = 0 (m > 0). On a ensuite limg_,o w = wq

qui termine la démonstration de la premiere partie de la proposition avec wq, = wy, .

Pour établir la seconde partie, on procede de facon analogue a ci-dessus en prolongeant
w en une fonction paire par rapport a Y et périodique de période 2w par rapport a Y

pour tout X < X fixé. On écrit alors

(3.94) w(X,Y) = woéX) + Z Wy, (X)) cos(mb)

m=1
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En adaptant les étapes de la premiere partie, on trouve maintenant

(3.95) w! (X) + m*w,(X) = 0 pour X < X

m
dont les solutions sont

(3.96) wo(X) = wi X +wy  wn(X) =w exp(—mX) +w,, exp(mX) (m > 1)

~

L& aussi, 'appartenance a W*'(Q2) impose aux w;. de s’annuler. On alors la proposition

avec Wp = Wy . 0J

2.7. Conditions de raccord. Les puissances In" § de Iné rentrent dans les condi-
tions de raccord mais ne jouent pas le méme role que les puissances 6" de ¢ pour définir

les différentes étapes de détermination du développement asymptotique.

Plus précisément, on procede a chaque étape n pour déterminer les ul", up™ et II"™
pour m = 0,...,n de la fagon suivante :
(1) On exprime
(3.97)  u(ey) = ul(w,y) + -+ 6" (076w, y) + - + 0z, )

a Paide des variables rapides v (z, y) = u™(§X, dY) qu’on développe par rapport

a 0 en négligeant tous les termes négligeables par rapport a 0", c’est-a-dire en

o(6")
(3.98)
ul(0X,0Y) = UL (X, Y) 448" (In"6 UM (X,Y) + -+ + U (X,Y)) +o(6")
On obtient alors la condition de raccord lorsque R — 400
(3.99) (X, Y) = UL (X,Y) + o(R™)

(2) On procede de méme avec les u™. Mais cette fois-ci, les uF™ sont des fonctions
régulieres. Leurs conditions de raccord avec les II" ne dépendent pas de 1'ordre
n auquel on veut déterminer le développement asymptotique. On a avec des

notations analogues a ci-dessus relativement aux développements dans 2.,

(3.100) up(6X,6Y) = UP(X,Y)+---+0" (In" 6 Up"(X,Y) + -+ UpR(X,Y)) +0(5")
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On a alors les conditions de raccord pour X — —oo

(3.101) " (X,Y) = Ur™(X,Y) + o(1)

2.8. Termes d’ordre 0. On a donc

NOO
(3.102) ul(w,y) = w(w,y) + Y CPOH (kr) cos(¢(6 — 7/2))
/=0

La singularité la plus faible, suite aux comportements donnés par (3.80) des fonctions de

Bessel lorsque kr — 0, donnerait un terme en In § lorsqu’on exprime u%(z,y) en variables

00

rapides u2(§ X, §Y"). Il en résulte que CP° = 0 et la fonction u2

(x,y) se réduit a la solution

particuliere w%(z, y) dans le demi-plan .. On a ainsi

(3.103) ul(0X,8Y) = u20(0,0) + o(1) = UR(X,Y) + o(1)
Ceci entraine que

(3.104) UP (X, Y) = u2(0,0)

Les conditions de raccord (3.99) donnent alors, lorsque R — o0,
(3.105) (X, Y) = u2(0,0) + o(1)
Sachant que % vérifie (3.41), la proposition 3.5 assure alors que
(3.106) (X, Y) = v2(0,0)

De la méme facon,

(3.107) u®(0X,0Y) = T exp(—ikd X) = T 4 o(1)
lorsque X — —oc. Il en résulte que

(3.108) T% = 422(0,0)

On résume les résultats précédents dans le théoreme suivant.

THEOREME 3.1. Les différents termes du développement asymptotique a l'ordre 0 sont

donnés par :

— u est la solution du probléme (5.49)

o0
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— le coefficient de transmission dans la fente est obtenu par
(3.109) T% = 422(0,0)
— le terme d’ordre 0 a l'intérieur de la couche limite est obtenu par

(3.110) °(X,Y) = u2(0,0)

2.9. Termes d’ordre 1. De la méme fagon que ci-dessus, suite a (3.80), on a

(3.111) ul2(z,y) = CLOH (kr) + CLOHY (kr) cos(0 — 7/2)
(3.112) ul(z,y) =0

Raccords dans le demi-plan. On doit ainsi développer
u? (6X,0Y) = u2(6X,5Y) + oull(6X,5Y),

lorsque § — 0, en conservant tous les termes qui ne sont pas négligeables devant §. Pour

cela, on utilise les expressions (3.65) pour écrire

(3.113) HY(kSR) = %mﬂ %m}zmk +O(61nd)
ou

(3.114) %:1+% (7+lng>

et

(3.115) HO(kSR) = % (—%}%) + O 6)

On fait un développement de Taylor & Pordre 1 pour u?(§X,3Y)
(3.116) uX(6X,0Y) = u(0,0) + 6Y 9,ul(0,0) + O(5?)
sachant que 9,u%(0,0) = 0. Ceci conduit alors a

(3.117) ul? (0X,0Y) = UYL (X,Y) + 6(In UL (X,Y) + U2 (X,Y)) + o(d)
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avec
2i cos(0 — 7/2)
(3.118) Utoo(X,Y) = u(0,0) — C%O%T
0

(3.119) UlL(X,Y) = ?ZO(}O

0
(3.120) UL (X,Y)=0C)° (—Z In R+ %) +Y0,u2(0,0)

m

Les conditions de raccord (3.99), en particulier

(3.121) N°(X,Y)=U2(X,Y) + 0(%)

donnent

(3.122) Cc'=0

et aussi

(3.123) m(x,vy) = cy° (% In R+ 7k> + Y 9,u2(0,0) + o(1)
(3.124) m(X,y)= %0010 +o(1)

Raccords dans la fente. On doit maintenant développer
(3.125) up (6X,6Y) = (T + 6(T" Ind + T")) exp(—iké X)
comme ci-dessus
(3.126) ul (0X,0Y) = T% + §(TY° — ik XT) 4+ §In 6T + 0(0)
On obtient alors, outre la relation utilisée a 1’ordre 0,

(3.127) MYX,Y)=T" —ikXT" 4 o(1)

(3.128) MY(X,Y)=T" +0(1)

De la méme fagon que pour 'ordre 0, on a alors

2 2
3.129 mtt = =¢lo T = ZClo
(3.129) —Cy G
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Reste & déterminer les constantes Cj° et T et la fonction IT*°. Pour cela, pour tout Cj°

donné, on considere la fonction O définie presque partout sur €., par

Co® (ZIn R+ i) + Y0,u2(0,0) pour X >0

(3.130) eY(X,)Y) =
—ikX T pour X < 0

Pour le moment, on laisse de coté la condition pour X — —oo concernant la constante

T19. Remarquons que

(3.131) Axy©O! =0 dans ﬁoo et dans I
et que
(3.132) 0,0 =0

sur I en dehors des points (0,0) et (0,m).

Pour établir I'existence de IT'°, on considére une fonction de troncature xy € D(R?)

ayant les propriétés suivantes :

— x = 1 dans un voisinage de I'ouverture de la cavité
(3.133) {(X,00eR* 0< X <m}

- x(X,Y) = x(X) pour X <0
— X(R,0) = x(R) pour X >0

La construction de y peut étre effectuée sans aucune difficulté et sera donnée ex-
plicitement dans la suite. La fonction (1 — x)©'° est réguliere et vérifie presque toutes
les conditions prescrites & II'°. Pour terminer la construction de IT'Y, on va perturber

~

(1 — x)©™ par une fonction W1 de W*(Q..)
(3.134) W =11 — (1 — x)e™
qui doit vérifier

Axy W10 =2Vy - VO + 00A sy v dans (AZOO

(3.135) -
O W =0 sur I

La proposition 3.5 montre que

(3.136) / (2Vyx - VO + ©Axyx) dXdY =0
Q
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est une condition nécessaire et suffisante pour que le probleme (3.135) admette une solu-
tion. Le lemme suivant montre qu’en fait cette condition ne dépend pas de la fonction de

troncature et qu’elle détermine C3°.

LEMME 3.2. La condition (3.136) est équivalente a

k
(3.137) cLo — —7”7’00

DEMONSTRATION. Comme Axy (% In R+ Vk) =0, AxyY = 0dans ﬁoo, que % In R+

Y € C°(R?), et que y = 1 au voisinage du segment (3.133), on peut écrire pour £ > 0

suffisamment petit I'intégrale intervenant en (3.136) sous la forme

0
/ (2Vx - VO + ©Axyx) dXdY = C° / Axy(X(ZIn R+ ,))dXdY
Q O T

Q

€
oo

+ 9,u(0,0) [ Axy(xY)dXdY

oo

(3.138) — ikT /ﬁ Axy (xX)dXdY
ol
(3.139) O = {(X, Y)eQu: VX2 1V2 > g}
La formule de Green donne alors
(3.140) /AAXY(XX)dXdY = /7r dy =
F 0

(3.141) /A Axy(xY)dXdY =0
(3.142) /(A2 AXY(X(% In R+ ))dXdY = —% ﬂaR In R|p—cedf = —2i

< 0
Le lemme se déduit alors directement des relations précédentes. O

On a alors le théoreme suivant qui résume ’existence du développement asymptotique

jusqu’a 'ordre 1.

THEOREME 3.2. Les différents termes du développement asymptotique a l'ordre 1 sont
donnés par

b
2

(3.144) up (z,y) = T exp(—ikz), up (v,y) = T exp(—ikx)

(3.143) ul(z,y) = C%OHél)(kr) avec O30 = %
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avec T' = 20 et T obtenu a partir de la solution du probléme (3.135) vérifiant

(3.145) Jim WX,Y) =0 pour X >0
par
(3.146) Jim WX Y)=T"

Les termes du développement asymptotique a ['ordre 1 a l'intérieur de la couche limite

sont donnés par

(3.147) M’ =(1-y)e?+w'

N
(3.148) 't = =0
m

DEMONSTRATION. Sous la condition (3.137), le probleéme (3.135) possede une solution,
unique a une constante additive pres, dans Wl(ﬁ) La constante arbitraire est fixée par
la condition (3.145). La proposition 3.6 permet alors de terminer la démonstration du

théoréme. O

3. Estimations d’erreur

La technique essentielle pour borner I'erreur sur la solution, relative aux développe-
ments asymptotiques obtenus ci-dessus, repose sur une construction d’une approximation
globale de cette solution, i.e. valable a 'extérieur et a 'intérieur de la couche limite, et a
estimer le résidu qui lui est associé. Cela nous permettra en particulier d’estimer ’erreur

effectuée sur le calcul du coefficient de transmission.

3.1. Approximation globale et résidu associé. La construction de 'approxima-

tion de ug utilise de fagon essentielle les deux éléments suivants :

— une fonction § — n(d), notée n pour simplifier la notation, vérifiant :

— 1 tend vers 0 avec &

(3.149) (151_1%7] =0
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F1G. 3.3. Schéma des zones ot la fonction de troncature Y, varie et ot x, = 1

— 0 < n, ce qui s’exprime par

(3.150) lim & = +o0

Un ensemble de telles fonctions est fourni par n = 4§° (0 < s < 1).

— une fonction de troncature Y, construite de la fagon suivante a partir d’une fonction
(3.151)  x € C*(R) telle que x' <0, x(t) =1 pour t < 7 et x(t) =0 pour t > 27

~ Xy(z,y) = x(—=x/n) pour x <0,

— Xo(z,y) = x(v/22 + y2/n) pour = > 0.

On vérifie de facon élémentaire que cette fonction est de classe C* sur Q5. La

figure F1G. 3.3 indique les différentes zones ou la fonction Y, varie et ou elle

vaut 1.

En notant par
(3.152) 1" (z,y) = 1" (/8,y/5)
la fonction candidate a constituer une approximation globale de us a I'ordre 1 est
(3.153) uy = X,]ﬁw + (1 = xy)u

ol la fonction u!® est définie presque partout sur 25 par

(3.154) u'(z,y) =



74 3. PROPAGATION D’UNE ONDE DANS UN DOMAINE COMPORTANT UNE FENTE

REMARQUE 3.4. Notons que, comme 1— X, est identique a 0 au voisinage de la bouche

de la fente, u'® est une fonction de classe C* sur .

Pour estimer I'erreur du développement asymptotique
(3.155) ey = Us — Uy
il nous suffit, grace au résultat de stabilité (3.10) d’estimer le résidu
a(;(eql?,v) = as(us,v) — / (V1 —xy,) u' - Vo — k2 (1—x,) uwv) dxdy
Qs
(3.156) — / (Vo IV - Vv — k2x, 11") dady
Qs
Pour cela, on écrit les termes comportant les dérivées de y,, sous la forme

V (1~ xy) uj - Vodedy = / (1= xy) VUl - Vo + 1V (1 - y,,) - Vudzdy

Qs Qs

= / Vu' -V (1 - x,) vdzdy
Qs
(3.157) + / (u"V (1= xy) - Vo — oV (1 = x,) - Vu'?) dzdy
Qs

En procédant de méme avec les termes en I1'°, et en remarquant que V (1 — Xn) = —VXu,

le résidu s’écrit finalement

(3.158) a(g(e};, v) = fudx — a(;(uw, (1—xy)v) — a5(H15, XnqV)

+ / ((u} — T1%)Vy, - Vo — vV - V (uk — I19)) dady
Qs

Compte tenu des équations vérifiées par les différents termes du développement asymp-
totique, on a
(3.159) fo dz — as(u'®, (1 — x,)v) =0

Qs
pour 71 assez petit, et
(3.160) as (I, x,v) = —k2/ Xo I vdzdy

Qs

Le résidu s’écrit donc

(3.161)

a(;(e}wv) = k:2/ Xnﬁwvdxdqu/

o ; ((ula _ ﬁ15)VX77 -Vv —oVyx, -V <u§ _ ﬁm)) dxdy
g s
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Le premier terme est une erreur de résolution du au développement asymptotique a
I'intérieur de la couche limite. Le second terme mesure 'erreur de raccord entre la so-

lution externe et interne. Nous allons estimer successivement chacun de ces termes.

3.2. Estimations du résidu relatif & ’erreur en zone interne. On a

(3.162) / Xnﬁwvdxdyzﬂoo/ Xnva&dy%—é/
Qs Qs

Qs

Xnﬁlovdardy + 0 1n oTIH / Xnvdzdy

Qs

Notons par

(3.163) D1 ={(2,9) € Qs Va?+ 37 < 27}
et par

(3.164) D} = {(,y) € Fy; —2m <z}

On peut alors majorer la partie du résidu s’exprimant a l'aide de (3.162) par

(3.165)
k2 an Xnﬂl‘svdxdy‘ <

1710 710
‘ (1 0 (HH HLOO(DZO) * HH ‘LO@(D?) - ]1n5|>) <||UHL1(DZ°) * HU”LI(DZ“))

ou c désigne, ici et dans toute la suite, une constante indépendante de ¢. Les comporte-

ments & Uinfini de 1T dans Q. et dans F donnés respectivement par (3.123) et (3.127)

entrainent que

(3.166) Hﬁlo

4 Hﬁw
)

<en/o

Lo (D, Lo (D)

L’estimation du terme (3.165) résulte alors des lemmes suivants.

LEMME 3.3. Il existe une constante c indépendante de 7 suffisamment petit telle que

1/2
(3.167) 10ll 1y < en® p o]l g

DEMONSTRATION. Comme 7 — 0, on peut supposer que < 7 et donc que

(3.168) [oll Loy < lloxdlpapn,)

avec

(3.169) vy (r,0) = x(r)v(r,0)
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ou x est la fonction introduite en (3.151). On écrit alors

2m
(3.170) vy (1, 0) = —/ Orvy (1!, 0) dr’

et ensuite, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

27 1/2 2r 4 1/2
< (/ |00, (', 0) % dr’) (/ —/dr')
0 r r
et par suite

2mn ™ 2m 1/2 ro1/2
(3.172) ||v||L1(Dn)§/ / (/ 10,0, (17, 0) 21 dr’) ‘mQ—‘ rdfdr
= 0 0 0 m

En utilisant une nouvelle fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(3.173)

2mn 2m ™ 1/2 27n s r 1/
||v||L1<D;;>S< / / / Do (1, O)[* 7 dr’rdé’dr) ( / / r‘ln—‘drde)
0 o Jo 0 0 27

Comme f[; rinr dr = %t2 (lnt — %), on obtient alors (3.167) apres une intégration expli-

cite. 0

2
(3.171) vy (r,8)] = / Orvy (1!, 0) dr'

2

LEMME 3.4. Il existe une constante ¢ indépendante de n et de ¢ telle que

(3.174) ||U||L1(Dg) < 07751/2 HU||1,F5

DEMONSTRATION. On a de méme que ci-dessus

(3.175) ||UHL1(D;’,) < ||Ux||L1(D})

ou maintenant v, est définie par

(3.176) vy (2, y) = x(—x)v(z,y)

On écrit alors

(3.177) oal, )] = ' JE

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

0 1/2
(3.178) el < ([ oGl a) oo

—27



3. ESTIMATIONS D’ERREUR 7

En intégrant alors sur D7, et en utilisant une nouvelle fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

on obtient
(3.179)
o 1/2
HUHLl(D" = (/ / / |0,vy (2, ) dfc) </ / (z +2m) dxdy)
2mn 2T 2mn
qui conduit directement a (3.174). O]

On en déduit alors ’estimation suivante sur la contribution a I’erreur du développement

asymptotique interne a la couche limite.

PROPOSITION 3.7. [l existe une constante c, indépendante de & suffisamment petit

telle que

(3.180) as(I1", xv)

< en(n +6"7%) [nnl"* o], g,

DEMONSTRATION. A partir de (3.165) et (3.166), on obtient en utilisant (3.167) et
(3.174)
(3.181) 05T, x0) | < e Il + 16"/2) o]l

D’ou (3.180) pour 7 assez petit. O

3.3. Estimation du résidu relatif & ’erreur de raccord. Pour condenser la

notation, notons 'erreur de raccord de la fagon suivante

(3.182) Ll = /Q ((u” — ) Vy, - Vo — vV, - V (ug - ﬁ”)) dzdy
5

Pour prendre en compte la singularité de u'? lorsque 7 — 0 ou le comportement lorsque
R ou —X tendent vers I'infini de II', on va utiliser de facon essentielle que Vx, est nulle

en dehors des domaines suivants
(3.183) ClL={lz,y)e DY ;s mp<r} Ci=A{(z,y) € D}; xv<—mn}
Les dérivées de x, sont données par

(3.184) V()] = IV /)] pour (2.9) €
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et

1
(3.185) IV (z,y)| = p X' (—z/n)| pour (z,y) € F;
Notons aussi
16, _ 115 16
(3.186) Lyv=Lg,v+ Lgv

avec Légnv et L}w‘snv obtenus en intégrant dans (3.182) respectivement sur 2., et sur Fj, on
obtient les majorations suivantes de l'erreur de raccord analogues a celles utilisées pour

Perreur en zone interne
(3.187)

|Lyo] < |Ledyv] + [LEpl

(3.188)
16 c 16 1716 16 716
] < 2 ( ald T Il ||Vl VI uvHLl(Dgo))
(3.189)
15 c 15 1716 16 716
Ll <2 ( aff =T N9l + [l v ||v||L1<Dg>)

Les estimations de l'erreur de raccord dans ()., est donnée par le lemme suivant.

LEMME 3.5. Il existe une constante ¢ indépendante de d et de n telle que

~ 52
3.190 utd 11 < >
(3.190) Uog Lo = en(n + 772)
et
~ (52
3.191 Hv 15y < o
(3.191) Ung Ly = c(n+ 772)

DEMONSTRATION. On décompose d’abord l'erreur intervenant en (3.190) et (3.191)
en partie due & lerreur de développement de ul? au voisinage de (0,0) (voir (3.118),
(3.119) et (3.120)) et en erreur entre la solution variationnelle et la solution explicite pour
(X,Y) — oo lors de la résolution des problemes en zone interne (cf. (3.110), (3.123) et
(3.124))

15 _ 1716 16 _ 77168 16 _ 716 N
(3.192) Huoo II HLOC(C&) < Huoo UIOOHLOO(CQO) +[|Uis - 11 HLO‘J(CZL{&)
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ou

o~ 7N n n
(3.193) ons = {(X, Y) € Qi 7l < B = |(z,)] < QWS}

En exprimant les expressions de U | U2 et UL données en (3.118), (3.119) et (3.120)

loo?

en variables lentes, on obtient

(ud = 12 (2. ) = wl2(w,y) + 9COHO (k)

21 21
(3.194) - (ugg(o, 0)+4 (030 (;’ 1n§ + %) + %ayuggm, 0) +Ind ?ch()))

ce qui s’écrit aussi
(3.195)
~ 9
(ud = 012 (2. ) = (2w, y) — u2(0,0) — y,ul2(0, 0)) +3C3°(H{ (kr) = (= In7 -+ )
s

Le développement (3.65) de Hél)(kr) donne
B () = (I 0) = (14 = InCkr/2)) Go((br/2)7) = jof0)
(3.196) + (ol (hr/2)%) — o(0)

Utilisant le fait que 9,u%(0,0) = 0, un développement de Taylor de u?(x,y) en (0,0) et

le développement précédent, il vient
(3.197) ‘(ucli - ﬁf&) (x, y)‘ <cr*(1+0nr|)
Ceci conduit a

16 rrls
Uso — Uloo < an

(3.198) ’

’LOO(C;’O)

sachant que pour § assez petit § |[lnn| est inférieur a 1.
On dérive maintenant (3.195) et on utilise le fait que 9,u%(0,0) = 0 pour écrire
V (= 01) (2,y) = Vull(z,y) - Vu2(0,0)

(3.199) 4 50w (k <H(()1)>' (k) — %%) x;r
y/r
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/
1 1
Comme (Hé )> = —Hf ), on a donc

V (= 01) (2,y) = Vull(z,y) - Vu2(0,0)

(3.200) 500 (k (Hé”)l (kr) + %1) x; '
m™r y/r

En procédant comme ci-dessus, on obtient maintenant
(3.201) ‘V (u};j - ﬁ}g) (x,y)‘ < er(1 46 |Inr))
On obtient alors

(3.202) Hvu};i - VUY

loo

<c
‘L‘”(Cé’o) =

de la méme fagon que (3.198).

Suite au fait que 11 = u22(0,0) et que II'* = 2CF0, le terme (II' — Uf2) (X,Y) se

réduit a
(3.203) (U{9, —TI") (X, Y) = sW'(X,Y)

pour R > n/d pour ¢ suffisamment petit. On obtient alors a partir de (3.93)

52
16 16
(3.204) [U1% = 1| e e < o
ce qui avec (3.198) donne (3.190).
En dérivant aussi la série, on obtient
53
16 16
(3.205) IVxy (Ui =) || oo ey < ‘3
Mais comme V,, (U3, —11"*) = $Vxy (U{S, —11?), on a en fait
52
(3.206) [V (Uise = ) || oo ey < ‘3
ce qui avec (3.202) donne (3.191). O

Le lemme suivant donne ’estimation de 'erreur de raccord dans la fente.

LEMME 3.6. Il existe une constante ¢ indépendante de d et de n telle que

(3.207) ‘ uld 710

<cnn+9dlnd
L) n(n )
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et

<c¢(n+61nd)

3.208 Hv 15 _ e
( ) Up Le=(C)

DEMONSTRATION. On commence comme dans la démonstration du lemme précédent

par les réductions suivantes

15 _ 1716 15 _ 71716 16 16
(3.209) H“F - Hmcz) = H“F ~Ur HLDO(C;l) i e
et
(3.210)
~ ~ 1
16 ory1e 16 7710 2 15 16 -
HVUF vil HLOO(C;L) = HVUF VUr HLoo(CZ) - 5 HVXYUF Vayll ||L°°(C}1)

avec, a partir de (3.126),
(3.211) UY = 7% UY(XY) =T —ikXT®, UL =71"

ou C} est défini de fagon analogue a C. On procede ensuite comme dans la démonstration

du lemme ci-dessus

(3.212) (u}ﬁ - ﬁ;ﬁ) (,1) = T (exp(—ikz)— (1—ikz))+5(TO+ T In §) (exp(—ika) —1)

On a alors

3.213 ) uld _ 19 <enn+6nd

( ) F F Le=(C) 77(77 )
(3.214) Hvu}? - Vﬁ;‘SH < ¢(n+51nd)

L (C})
Pour le second terme UL — I1*, on a maintenant
(3.215) M —Up =W — 710

Ce terme est exponentiellement décroissant lorsque X — —oo. Pour tout NV, il existe donc

une constante cy telle que

16 16 N
(3.216) [T = UR || ey < exdn
716 7716 N
(3.217) | V21 = 9,08 ety S O

Ces estimations montrent que les contributions de I’erreur introduite par la solution va-
riationnelle sont négligeables dans la fente par rapport a I'erreur de développement de la

solution hors couche limite induisant ainsi (3.207) et (3.208). O
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On peut alors majorer les contributions au résidu relatives aux erreurs de raccord.

PROPOSITION 3.8. [l existe une constante c indépendante de § suffisamment petit telle

que

52
(3:218) £29] < ¢ (84200 + 31nl) 4 0ty + ) ) ol

DEMONSTRATION. En utilisant (3.188), (3.190) et (3.191), il vient
16 c 52
(3.219) ‘Loonv} < 5(77 + F) (77 HVU”Ll(DgO) + ||UHL1(DZO))
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors
(3.220) IVl pay < enllVolloq,
L’inégalité (3.167) conduit alors a
52
(3.221) ’Lgnv‘ <cnin+ F) (1 + ]lnn|1/2>
En utilisant maintenant (3.189), (3.207) et (3.208), il vient
c
(3.222) L] < & (8 18] 90l g, + (1 +8 180 [ )
De facon analogue a ci-dessus pour L})gnv, en utilisant maintenant (3.174), on arrive a
c
(3.223) ‘L?nv‘ < p (773/2(51/2 (n+ 0 |nd|) + 762 (n+6 Indl)) < c6Y2(n+ 6 Ind|)

Regroupant (3.221) et (3.223), on obtient (3.218). O

3.4. Erreur globale et estimations hors couche limite. En regroupant les es-
timations précédentes, on est en mesure a présent de donner une majoration globale de

Perreur.

THEOREME 3.3. L’erreur globale vérifie
(3.224)
52
Hu5 — (1= X,,)uw + XWHM>H1,95 <c (51/2(77 + 9 |Ind|) + n(n + ?) ]lnn\l/2 +n? |ln77]1/2>

pour & assez petit et ¢ une constante indépendante de 9.

DEMONSTRATION. Il suffit de regrouper (3.167) et (3.218) et d’utiliser le résultat

général de stabilité (3.10) pour démontrer le théoreme. O
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L’estimation (3.224) n’est pas “parlante”. On va choisir pour fonction 7 celle des

fonctions §° (0 < s < 1) qui assure le meilleur taux de convergence.

COROLLAIRE 3.1. Parmi tous les choizn = 6° (0 < s < 1), la fonction n = 6*/* donne

le meilleur taux de convergence avec

(3.225) |us — ((1 — Xop)ut® + an_[l‘s)HLQa < 64 In 8?2

DEMONSTRATION. Clairement, le second membre de (3.224) est alors majoré par
(3.226) ¢ (51/2+S(1 + 6170 [In b)) + (62 + 6%7%) |In 5|1/2>
et pour ¢ assez petit par
(3.227) ¢ (825 4 (8% + 5*7) o))

Le meilleur taux de convergence est ainsi assuré en déterminant le point s qui maximise

la fonction
(3.228) ((s) = min(1/2 + s,2s,2 — s)

Une étude graphique élémentaire termine la démonstration. O

00

- avec un ordre optimal de convergence

On peut montrer alors que ug converge vers u

en dehors de la couche limite.

COROLLAIRE 3.2. Pour tout ro > 0, il existe une constante ¢y indépendante de ¢

suffisamment petit telle que

(3.229) |us —ude||, . < cod
avec
(3.230) Qoory = {(2,y) € Qo ; 7> 10}

DEMONSTRATION. On choisit § vérifiant 2§34 < ry. On a ainsi x, = 0 sur Qo et

par suite
1
(3.231) fus =Sl < Nlebllyq, +0 | G|
™ Loo,r
Comme HHél)(kr) est fini, le résultat suit. O
1,00,
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On peut de méme donner une estimation d’erreur entre le coefficient de transmission

exact T° apparaissant en (3.29) et le coefficient 7% obtenu en (3.109).

COROLLAIRE 3.3. Il existe une constante ¢ indépendante de § assez petit telle que

(3.232) T° —T%| < §**|In |

DEMONSTRATION. De méme que pour le corollaire ci-dessus, on obtient
(3.233) |us — U%OHLQF,m < cd|Ind|
ol maintenant
(3.234) Qpry ={(z,y) €Qp; v < —rp}

En utilisant (3.29), on peut écrire

(3.235) (us —u®) (z,y) = (T° — T%) exp(—ikz) + Z u,, exp(—iy/ k% — 7;—22:6) cos(m%)

m=1

On a alors a 'aide des inégalités de Parseval
o
(3.236) ) }(T‘S — T exp(—z'k:x)|2 < / | (us — uf) (z, y)‘2 dx
0

d’ou lestimation (3.232), a partir de (3.233), en intégrant par rapport a . O

4. Commentaires bibliographiques

Le probleme considéré dans ce chapitre provient de la these de Tordeux [22]. La
méthode de raccordement est cependant celle qui est introduite dans la these de Makhlouf

qui doit paraitre vers la fin du premier trimestre 2008 [13].

Les développements asymptotiques, du type de celui qui est considéré dans ce cha-

. Lo L y ; : T
pitre, nécessitent généralement des éléments d’analyse classique en plus des outils d’ana-
lyse fonctionnels usuels en théorie des équations aux dérivées partielles. Ceux intervenant
ici concernent les développements en série de Fourier, disponibles par exemple dans les ou-
vrages utilisés pour les enseignements en maitrise, et les fonctions de Bessel. Les éléments
sur les fonctions de Bessel utilisés dans ce cours peuvent étre trouvés, par exemple, dans

27, 26].
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L’approche par développements asymptotiques raccordés du probleme ci-dessus, et
d’autres problemes similaires, est présentée dans I'article de Mc Kyver et Rawlins [14].
L’analyse asymptotique effectuée dans cette derniere référence est uniquement formelle et
repose sur des techniques d’analyse classique. Le traitement rigoureux concernant 1’exis-
tence du développement asymptotique pour ce probleme ainsi quune estimation d’er-
reur, a tout ordre pour le développement, constitue la these de Tordeux. Un exposé plus

synthétique des résultats se trouve dans les références [11, 10].

Signalons enfin une étude qui montre que pour certains problemes les approches
par développement double-échelle ou développements asymptotiques raccordés [23] sont

équivalents.






—_

10.

11.

12.

13.

14.

Bibliographie

Y. Achdou, Effet d’un revétement métallisé sur la réflezion d’une onde électromagnétique, C. R.

Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 314 (1992), no. 3, 217-222.

Y. Achdou, O. Pironneau, and F. Valentin, Effective boundary conditions for laminar flows over

periodic rough boundaries, J. of Comput. Phys. 147 (1998), no. 1, 187-218.

C. M. Bender and S. A. Orszag, Advanced Mathematical Methods for Scientists and Engineers —
Asymptotic Methods and Perturbation Theory, Springer-Verlag, New York, 1999.

H. Brezis, Analyse fonctionnelle. théorie et applications., Collection Mathématiques Appliquées Pour

la Maitrise, Masson, Paris, 1983.

G. Caloz, M. Costabel, M. Dauge, and G. Vial, Asymptotic expansion of the solution of an interface
problem in a polygonal domain with thin layer, Asymptotic Analysis 50 (2006), no. 1/2, 121-173.

J. Chazarain and A. Piriou, Introduction a la théorie des équations aux dérivées partielles linéaires,

Gauthiers-Villars, Paris, 1981.

J. Cousteix and J. Mauss, Analyse asymptotique et couche limite, Mathématiques et Applications,

Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2006.

M. Van Dyke, Perturbation Methods in Fluid Mechanics, annoted edition ed., The Parabolic Press,
Stanford, California, 1975.

W. Eckhaus, Matched Asymptotic Fxpansions and Singular Perturbations, North-Holland Mathema-
tics Studies, vol. 6, North-Holland Publishing Company, Amsterdam and London, 1973.

P. Joly and S. Tordeux, Asymptotic analysis of an approximate model for time harmonic waves in

media with thin slots, M2AN Math. Model. Numer. Anal. 40 (2006), no. 1, 63-97.

, Matching of Asymptotic Expansions for Wave Propagation in Media with Thin Slots i : The

Asymptotic Expansion, Multiscale Modeling and Simulation : A SIAM Interdisciplinary Journal 5
(2006), no. 1, 304-336.

J. L. Lions, Perturbations Singuliéres dans les Problémes auz Limites et en Contréole Optimal, Lecture

Notes in Mathematics, vol. 323, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New-York, 1973.

A. Makhlouf, Titre provisoire : Raccords 2d-1d par développements asymptotiques raccordés dans des

problémes de diffraction d’onde, A paraitre avril 2008, 2008.

P. Mclver and A. D. Rawlins, Two-dimensional wave-scattering problems involving parallel-walled
ducts, Quart. J. Mech. Appl. Math. 46 (1993), no. 1, 89-116.
87



88

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

BIBLIOGRAPHIE
William McLean, Strongly elliptic systems and boundary integral equations, Cambridge University
Press, Cambridge, UK, and New York, USA, 2000.

J.-C. Nédélec and F. Starling, Integral equation methods in a quasi-periodic diffraction problem for

the time-harmonicMazwells equations, SIAM J. Math. Anal. 6 (1991), 1679-1701.

Andrew F. Peterson, Scott L. Ray, and Raj Mittra, Computational methods for electromagnetics,
IEEE Press, Piscataway, New-Jersey, 1998.

J.-R. Poirier, Modélisation électromagnétique des effets de rugosité surfacique, Ph.D. thesis, INSA,
Toulouse, 2000.

J.-R. Poirier, A. Bendali, and P. Borderies, Asymptotic Analysis of the Scattering of a Time-Harmonic
TM Wave and Applications, to appear.

, Impedance boundary conditions for the scattering of time-harmonic waves by rapidly varying

surfaces, IEEE Transactions on Antennas and Propagation 54 (2006), no. 3, 995-1005.
M. Taylor, Partial differential equations I, basic theory, Springer-Verlag, New York, 1996.

S. Tordeux, Méthodes asymptotiques pour la propagation des ondes dans les milieux comportant des

fentes, Ph.D. thesis, Université Versailles-Saint-Quentin en Yvelines, 2004.

S. Tordeux, G. Vial, and M. Dauge, Matching and multiscale expansions for a model singular pertur-

bation problem, C. R. Math. Acad. Sci. Paris 343 (2006), no. 10, 637—-642.

J. Van Bladel, Electromagnetic fields (Revised Printing), Hemisphere Publishing Corporation,
New York, Washington, Philadelphia, London, 1985.

A. B. Vasil’eva, V. F. Butazov, and L. Kalatchev, The boundary function method for singular pertur-
bation problems, Studies in Applied Mathematics, vol. 14, STAM, Philadelphia, 1995.

Z. X. Wang and D. R. Guo, Special Functions, World Scientific Publishing Co. Inc., Teaneck, New-
Jersey, 1989.

G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions. Reprint of the second (1944) edition.

Cambridge Mathematical Library., Cambridge University Press, Cambridge, 1995.



	mr2.pdf
	Développements Asymptotiques Singuliers
	Diapositive numéro 2
	Diapositive numéro 3

	polymr2

