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4. Convergence du développement asymptotique 40

5. Homogénéisation 45
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CHAPITRE 1

Introduction aux développements asymptotiques singuliers

Nous commençons par présenter deux problèmes aux limites à deux points, dépendant

d’un petit paramètre, dont la solution peut être obtenue explicitement. Cela nous per-

mettra, dans un premier temps, de distinguer les développements asymptotiques usuels

de ceux qui sont singuliers et, ensuite, d’introduire les méthodes d’analyse asymptotique

que nous utiliserons dans les chapitres suivants.

1. Deux problèmes dépendant d’un petit paramètre

1.1. Les problèmes à deux points. Dans tout ce cours, δ désigne un nombre réel,

strictement positif, destiné à tendre vers 0, qui joue le rôle du “petit paramètre”. Nous nous

écartons ainsi, pour des raisons de commodité, de la notation ε > 0 traditionnellement

utilisée dans ce contexte.

Les deux problèmes considérés dans ce chapitre s’énoncent respectivement

(1.1)





δu′′δ(x) + u′δ(x) = − sin x (0 < x < π)

uδ(0) = uδ(π) = 0

(1.2)





v′′δ (x) + δv′δ(x) = − sin x (0 < x < π)

vδ(0) = vδ(π) = 0

On devine aisément que la nature des deux problèmes précédents est très différente.

L’équation du premier change de type, passant d’une équation d’ordre 2 dont la solution

dépend de deux constantes, à une équation d’ordre 1, dont la solution ne dépend plus que

d’une seule constante. Il n’y a pas de changement de type pour l’équation différentielle

du second problème dont la solution pour δ = 0 continue à dépendre de 2 constantes.
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2 1. INTRODUCTION AUX DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES SINGULIERS

1.2. Mise en évidence d’une couche limite. On peut intégrer exactement les

deux problèmes précédents. On obtient par un calcul élémentaire

(1.3) uδ(x) =
1

1 + δ2
(1 + cos x + δ sin x− 2

(
e−x/δ − e−π/δ

)

1− e−π/δ
)

(1.4) vδ(x) =
1

1 + δ2
(sin x + δ(cos x + 1− 2

(
e−δx − e−δπ

)

1− e−δπ
))

On a de façon immédiate

(1.5) lim
δ→0

uδ(x) = u0(x) = 1 + cos x (0 < x < π)

(1.6) lim
δ→0

vδ(x) = v0(x) = sin x

La limite (1.6) s’obtient simplement en passant formellement à la limite sur l’équation

du problème (1.2) lorsque δ → 0 et en résolvant le problème obtenu. Cette situation

est typique d’un développement asymptotique régulier. Si on essaye de suivre la même

procédure pour le problème (1.1), on se retrouve avec l’équation

(1.7) u′0(x) = − sin x (0 < x < π)

dont la solution

(1.8) u0(x) = cos x + c

ne dépend que d’une constante comme cela est indiqué plus haut. On voit que seule la

condition aux limites en x = π est conservée tandis que celle en x = 0 est perdue. Si on

observe le graphe de la solution, pour δ = 0.05 par exemple (Fig. 1.1), on voit que uδ(x)

converge vers u0(x) sauf sur un petit voisinage de x = 0 où cette expression est “obligée”

de revenir à 0 pour satisfaire la condition aux limites. Cette zone, où uδ a une variation

rapide pour satisfaire la condition aux limites, est appelée couche limite. Ce type de

comportement est caractéristique d’un développement asymptotique singulier.



1. DEUX PROBLÈMES DÉPENDANT D’UN PETIT PARAMÈTRE 3

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

u
0

uδ

Fig. 1.1. Graphe de uδ, en trait plein, pour δ = 0.1, et de u0(x) =

limδ→0 uδ(x) pour x > 0, en trait discontinu.

1.3. Développement asymptotique régulier. A partir de l’expression (1.4) de

vδ(x), on obtient un développement asymptotique usuel en δ globalement valable sur

l’intervalle [0, π] extrémités comprises. On l’écrit ici jusqu’à l’ordre 2 pour simplifier

(1.9)

vδ(x) = sin x + δ

(
cos x− 2

π
(π − x) + 1

)
+ δ2

(
x− π − sin x +

1

π

(
π2 − x2

))
+ O

(
δ3

)

La figure Fig. 1.2 illustre la précision qui peut être atteinte par le développement

asymptotique même pour des valeurs de δ relativement élevées.

On aurait pu obtenir ce développement sans connâıtre l’expression explicite de vδ(x)

en procédant de la façon suivante. On cherche vδ(x) sous la forme

(1.10) vδ(x) = v0(x) + δv1(x) + δ2v2(x) + O
(
δ3

)

On injecte alors le développement (1.10) dans l’équation et les conditions aux limites du

problème (1.2) en négligeant tous les termes en δ3

(1.11)





v′′0(x) + δ(v′0 + v′′1)(x) + δ2(v′1 + v′′2)(x) = − sin x (0 < x < π)

(v0 + δv1 + δ2v2) (0) = (v0 + δv1 + δ2v2) (π) = 0
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Fig. 1.2. Développement à l’ordre 0 et à l’ordre 2 de vδ pour δ = 0.5

On identifie alors les coefficients des mêmes puissances de δ dans les deux membres de

l’équation et des conditions aux limites. Il vient d’abord

(1.12)





v′′0(x) = − sin x (0 < x < π)

v0(0) = v0(π) = 0

qui donne

(1.13) v0(x) = sin x

On a ensuite

(1.14)





v′′1(x) = −v′0(x) = − cos x (0 < x < π)

v1(0) = v1(π) = 0

dont on obtient facilement la solution par

(1.15) v1(x) = cos x− 2

π
(π − x) + 1

On a enfin

(1.16)





v′′2(x) = −v′1(x) = − sin x− 2
π
x (0 < x < π)

v2(0) = v2(π) = 0

qui a pour solution

(1.17) v2(x) = x− π − sin x +
1

π

(
π2 − x2

)

On retrouve ainsi exactement le développement (1.9).
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1.4. Développement asymptotique singulier. L’expression (1.3) de uδ(x) peut

se mettre sous la forme

(1.18) uδ(x) = ue
δ(x) + Πδ(x/δ) + ωδ

avec

(1.19) ue
δ(x) =

1

1 + δ2
(1 + cos x + δ sin x)

(1.20) Πδ(X) = − 2

1 + δ2

e−X

1− e−π/δ

(1.21) ωδ =
2

1 + δ2

e−π/δ

1− e−π/δ

Le terme ωδ tend vers 0 avec δ plus vite que n’importe quelle puissance de δ. Il ne participe

pas donc au développement asymptotique. On notera un tel comportement par

(1.22) ωδ = o(δ∞)

L’exposant de ue
δ est utilisé pour distinguer les développements dits externes de uδ qui

sont “à l’extérieur” de la couche limite.

L’expression (1.18) montre que uδ est “d’une façon naturelle” fonction de x et de

X = x/δ. Pour distinguer ces deux variables, on les désigne respectivement par variable

lente et variable rapide.

Pour x > 0, la fonction de la variable rapide Πδ(x/δ) = o(δ∞) décrôıt plus vite que

toute puissance de δ lorsque δ → 0. Le développement asymptotique de uδ(x) est celui de

ue
δ(x) qui s’obtient sans difficulté

(1.23) ue
δ(x) = (1 + cos x) + δ sin x− δ2(1 + cos x) + O(δ3)

On peut aussi développer Πδ(X) et écrire

(1.24) Πδ(X) = −2e−X + δ2(2e−X) + O(δ3)

Ceci permettra, par exemple, de définir

(1.25)





u0(x, δ) = 1 + cos x− 2e−x/δ

u1(x, δ) = sin x

u2(x, δ) = 1 + cos x− 2e−x/δ
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qui permettront d’obtenir des expressions

u0(x, δ), u0(x, δ) + δu1(x, δ) et u0(x, δ) + δu1(x, δ) + δ2u2(x, δ)

qui approchent uniformément uδ(x) sur [0, π], extrémités comprises, avec des erreurs res-

pectivement en O(δ), O(δ2) et O(δ3). La figure Fig. 1.3, qui reporte les graphes de uδ(x),

ue
0(x) et u0(x, δ) pour δ = 0.1, donne une idée de l’amélioration qui résulte de la prise en

compte de la couche limite sur l’approximation de la solution.
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Fig. 1.3. Graphe de uδ(x), de ue
0 et de u0(x, δ) pour δ = 0.1

Nous allons dans la suite décrire deux classes de techniques qui permettent d’obtenir

les termes um(x, δ) sans connâıtre explicitement la solution. Ces deux techniques sont le

développement à double-échelle et les développements asymptotiques raccordés.

2. Développement à double-échelle

2.1. Principe. On cherche un développement asymptotique de uδ(x) sous la forme

(1.26)





uδ(x) = ue
δ(x) + Πδ(X)|X=x/δ

ue
δ(x) = ue

0(x) + δue
1 + δ2ue

2 + · · ·
Πδ(X) = Π0(X) + δΠ1(X) + δ2Π2(X) + · · ·

avec la condition suivante sur chaque Πm = Π
(0)
m et ses dérivées Π

(j)
m

(1.27) lim
X→+∞

Π(j)
m (X) = 0 (j = 0, 1, 2, . . . et m = 0, 1, 2, . . .)
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2.2. Equations du développement asymptotique. On injecte d’abord la décom-

position de uδ(x), donnée en (1.26), dans (1.1). On obtient

(1.28) δ (ue
δ)
′′ (x) + (ue

δ)
′ (x) +

1

δ
Π
′′
δ (X)|X=x/δ +

1

δ
Π
′
δ(X)|X=x/δ = − sin(x) (0 < x < π)

(1.29) ue
δ(0) + Πδ(0) = 0

(1.30) ue
δ(π) + Πδ(π/δ) = 0

En utilisant les développements introduits en (1.26) et en identifiant les coefficients

des mêmes puissances de δ qui apparaissent dans chaque membre, on arrive à

(1.31) Π
′′
0(X)|X=x/δ + Π

′
0(X)|X=x/δ = 0

(1.32) (ue
0)
′ (x) + Π

′′
1(X)|X=x/δ + Π

′
1(X)|X=x/δ = − sin(x) (0 < x < π)

(1.33)

(
ue

m−1

)′′
(x) + (ue

m)′ (x) + Π
′′
m+1(X)|X=x/δ

+Π
′
m+1(X)|X=x/δ = 0(0 < x < π) (m = 1, 2, . . .)

(1.34) ue
m(0) + Πm(0) = 0 (m = 0, 1, 2, . . .)

(1.35) ue
m(π) + Πm(π/δ) = 0 (m = 0, 1, 2, . . .)

On découple les équations en variable lente et rapide en faisant tendre δ vers 0 dans

(1.32) et dans (1.35). On aboutit aux équations suivantes

(1.36)





Π
′′
m(X) + Π

′
m(X) = 0 (X > 0)

limX→+∞ Πm(X) = 0
(m = 0, 1, 2, . . .)

(1.37)





(ue
0)
′ (x) = − sin x

(ue
m)′ (x) = − (

ue
m−1

)′′
(x) (m = 1, 2, . . .)



 (0 < x < π)

ue
m(π) = 0 (m = 0, 1, 2, . . .)

les systèmes (1.36) et (1.37) étant couplés par la condition

(1.38) ue
m(0) + Πm(0) = 0 (m = 0, 1, 2, . . .)
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Le système (1.36), (1.37) et (1.38) est typique d’un problème de type couche limite :

la solution hors couche limite ue
m “ne voit pas” la condition aux limites en x = 0 tandis

que la solution à l’intérieur de la couche limite Πm “ne voit pas” la condition aux limites

en x = π.

Nous allons voir maintenant que les équations (1.36), (1.37) et (1.38) suffisent à

déterminer le développement dont les coefficients sont donnés en (1.25).

2.3. Détermination du développement asymptotique. On part des remarques

suivantes. Les équations (1.36) ramènent la détermination de Πm à celle d’une constante

αm. En effet, un système fondamental de solutions de l’équation différentielle vérifiée par

Πm est e−X et 1. Il s’ensuit que

(1.39) Πm(X) = αme−X + βm

La condition à la limite pour X → +∞ sur Πm donne alors βm = 0. Les solutions hors

couche limite peuvent être déterminées de façon récursive à partir de (1.37) par

(1.40) ue
0(x) = cos x + 1, ue

1(x) = sin x, ue
2(x) = − (cos x + 1) , . . .

Pour ce problème simple, les solutions hors couche limite peuvent être déterminées sans

la résolution à l’intérieur de la couche limite. Ce n’est pas le cas en général.

Les conditions (1.38) permettent alors d’effectuer la résolution à l’intérieur de la couche

limite

(1.41) Π0(X) = −2e−X , Π1(X) = 0, Π2(X) = −2e−X , . . .

On arrive ainsi aux coefficients permettant d’approcher la solution uδ(x) uniformément

sur [0, π]

(1.42) u0(x, δ) = cos x + 1− 2e−x/δ, u1(x, δ) = sin x, . . .

Les termes Πm(x/δ) apparaissent comme des corrections aux termes ue
m(x) corres-

pondant à la solution hors couche limite. C’est pourquoi la technique de développement

double-échelle est présentée parfois comme une technique de construction de correcteurs

de couche limite.
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3. Développements asymptotiques raccordés

Nous allons retrouver maintenant les développements asymptotiques précédents par

la technique des développements asymptotiques raccordés.

3.1. Conditions générales. On exprime maintenant uδ(x) au voisinage de 0 à l’aide

de la variable rapide X = x/δ

(1.43) ui
δ(X) = uδ(δX)

et on cherche à développer l’expression obtenue en puissances de δ

(1.44) ui
δ(X) =

1

1 + δ2
(1 + cos(δX) + δ sin(δX)− 2

(
e−X − e−π/δ

)

1− e−π/δ
)

On a par un développement de Taylor

ui
δ(X) =

1

1 + δ2
(1 + cos(δX) + δ sin(δX)− 2e−X) + o(ε∞)

=
(
2− 2e−X

)
+ δ2

(
−1

2
X2 + X − 2 + 2e−X

)
+ O

(
δ3

)
(1.45)

c’est-à-dire

(1.46) ui
δ(X) = ui

0(X) + δui
1(X) + δ2ui

2(X) + O
(
δ3

)

avec

(1.47) ui
0(X) = 2− 2e−X , ui

1(X) = 0, ui
2(X) = −1

2
X2 + X − 2 + 2e−X

On va essayer de dégager des conditions qui vont nous permettre de retrouver les

expressions (1.47) des coefficients du développement de uδ(δX) sans recourir à la forme

explicite de cette expression. Il semble naturel de commencer par poser l’équation obtenue

par changement de variable X = x/δ

(1.48) u′δ(x) =
1

δ

(
ui

δ

)′
(X)

d’où

(1.49)
1

δ

(
ui

δ

)′′
(X) +

1

δ

(
ui

δ

)′
(X) = − sin(δX)
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Il est clair aussi que la condition aux limites en 0 continue à être satisfaite

(1.50) ui
δ(0) = 0

Il est clair aussi que ui
δ “ne voit pas” la condition aux limites en x = π car X = x/δ →∞

lorsque δ → 0 pour tout x > 0 fixé. Nous examinerons la condition à mettre lorsque

X → ∞ plus tard. Pour le moment, nous allons nous contenter d’essayer de trouver les

développements asymptotiques (1.51) qui vérifient (1.49) et (1.50). En développant

(1.51) sin(δX) = δX + O(δ3)

on trouve que les différents coefficients satisfont

(1.52)





(
ui

0

)′′
(X) +

(
ui

0

)′
(X) = 0 (X > 0)

ui
0(0) = 0

(1.53)





(
ui

1

)′′
(X) +

(
ui

1

)′
(X) = 0 (X > 0)

ui
1(0) = 0

(1.54)





(
ui

2

)′′
(X) +

(
ui

2

)′
(X) = −X (X > 0)

ui
2(0) = 0

Les solutions de ces 3 systèmes dépendent d’une constante indéterminée et sont res-

pectivement données par

(1.55) ui
m(X) = cm(e−X − 1) (m = 0, 1)

(1.56) ui
2(X) = c2(e

−X − 1)− 1

2
X2 + X

3.2. Raccordements. Pour déterminer les différents termes ui
m(X), il faut ajouter

aux conditions générales ci-dessus, des conditions de raccordement avec la solution ue
δ(x)

extérieure à la couche limite. C’est généralement le point délicat de la méthode car il

n’existe pas, mais c’est là une opinion personnelle de l’auteur, une même stratégie valable

pour tous les problèmes. Il faut adapter le procédé à chaque problème particulier. Nous

allons donner une façon de procéder pour le cas présent mais qui devra être adaptée dans

le chapitre 3.
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Tout d’abord le raccordement des ui
m(X) et des ue

m(x) ne se fait pas en un point par-

ticulier mais de façon asymptotique. Examinons d’abord les expressions des deux termes

exacts ue
0(x) = cos x + 1 et ui

0(X) = 2 − 2e−X qu’on a obtenu à partir de la formule

explicite (1.3) pour uδ(X). On peut remarquer qu’on peut les lier ensemble de la façon

suivante :

– on fait un développement de Taylor de ue
0(δX) à l’ordre 0

ue
0(δX) = 1 + cos(δX) = U e

0(X) + O(δ)(1.57)

U e
0(X) = 2(1.58)

– on trouve que U e
0(X) et ui

0(X) ont le même comportement asymptotique lorsque

X → +∞

(1.59) ui
0(X)− U e

0(X) = 2− 2e−X − 2 = −2e−X = o(

(
1

X

)∞
)

Il est clair qu’à l’aide de la seule condition limX→+∞ ui
0(X) − U e

0(X) = 0, on

détermine c0 = 2.

Pour la condition suivante, il faut reprendre globalement ue
0(δX) + δue

1(δX) et le

développer jusqu’à l’ordre 1 maintenant

ue
0(δX) + δue

1(δX) = 1 + cos(δX) + δ sin(δX) = 2 + O(δ2)(1.60)

= U e
0(X) + δU e

1(X) + O(δ2)

avec U e
1(X) = 0. On retrouve le résultat U e

1(X) = 0 obtenu directement en (1.47) par la

même règle que ci-dessus

(1.61) lim
X→+∞

(
ui

1(X)− U e
1(X)

)
= 0

Utilisons maintenant la règle trouvée pour déterminer c2 :
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Fig. 1.4. Graphes de uδ(x) (trait plein), ue
0(x) (trait discontinu) et ui

0(x/δ)

(petits cercles) pour δ = 0.1

– on fait un développement de Taylor de ue
0(δX) + δue

1(δX) + δ2ue
2(δX) à l’ordre 2 en

δ

1 + cos(δX) + δ sin(δX)− δ2(1 + cos(δX)) =

2 + δ2

(
1

2
X2 −X − 2

)
+ O

(
δ3

)

ue
0(δX) + δue

1(δX) + δ2ue
2(δX) =(1.62)

U e
0(X) + δU e

1(X) + δ2U e
2(X) + O

(
δ3

)

– on écrit que ui
2(X) et U e

2(X) ont le même comportement asymptotique lorsque

X →∞

lim
X→+∞

(
ui

2(X)− U e
2(X)

)
= lim

X→+∞

((
c2(e

−X − 1)− 1

2
X2 + X

)
−

(
1

2
X2 −X − 2

))(1.63)

= 0

La condition (1.63) détermine bien la constante c2 = 2 qui est nécessaire pour retrouver

l’expression de ui
2(X) obtenue en (1.47) à partir de la solution explicite (1.3).

La figure Fig. 1.4, donnant le graphe de uδ(x), ue
0(x) et de ui

0(x/δ), illustre les zones

de validité des différents développements asymptotiques.
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4. Commentaires bibliographiques

La littérature sur les développements asymptotiques singuliers est énorme. Les mots-

clés, sous lesquels on trouvera des études introduisant ou utilisant ces techniques, peuvent

être aussi divers que : perturbations singulières, théorie des perturbations, couche limite,

etc. Ce cours est une introduction à ce type de problèmes et aux méthodes pour les

résoudre. C’est pourquoi la plupart des références, qui sont données, visent plus à indiquer

d’autres techniques qu’on n’abordera pas ici, plutôt que de renvoyer à des résultats plus

complets sur les problèmes particuliers, considérés aux chapitres suivants, qui servent de

support à l’exposé des méthodes introduites.

Ce cours utilise plusieurs sources, en particulier, des résultats d’études qui ne sont

pas encore publiés. Néanmoins, nous indiquerons les articles de recherche et les thèses

sur lesquels il est basé et qui pourront être utilisés pour en approfondir les éléments.

Ils pourront être lus avec profit, mais uniquement à un niveau deux, après une mâıtrise

suffisante du contenu de ce document. Cette recommandation ne concerne, cependant, que

ce qui a trait aux développements asymptotiques. Les références, concernant l’analyse

fonctionnelle en général, la théorie des équations aux dérivées partielles, ou l’analyse

classique, pourront être consultées avec profit. Il est probable que la nécessité d’appliquer

ce type de notions dans ce contexte va renforcer l’acquisition d’une partie du fond de base

indsipensable à qui veut travailler dans l’un des domaines de la théorie des équations aux

dérivées partielles.

Le présent chapitre présentait des généralités sur les développements asymptotiques

singuliers. Le livre de Bender et Orszag [3] donne une excellente introduction à ce sujet,

essentiellement dans le cadre des équations différentielles. On pourra y acquérir les bases

fondamentales en analyse classique indispensables lorsqu’on est amené à travailler sur

des problèmes de développements asymptotiques, en particulier la “fameuse” méthode

WKB qui se rapproche des développements double-échelle. D’une façon générale, il faut

se garder de croire que l’analyse fonctionnelle “high-tech” dispense de connâıtre l’analyse

“artisanale” classique. On pourra voir au chapitres 2 et 3 que c’est l’utilisation combinée

d’éléments d’analyse fonctionnelle et classique qui permet de s’attaquer aux problèmes

considérés. Sur un autre plan, la monographie de J.-L. Lions [12] constitue une référence
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incontournable. Les développements asymptotiques y sont généralement donnés dans un

cadre abstrait s’appuyant sur la formulation variationnelle. Les problèmes de couche li-

mite sont abordés à l’aide de techniques de correcteurs qui s’apparentent eux aussi aux

développements double-échelle. Les techniques de développements double-échelle utilisées

dans ce cours sont empruntées à la référence [25] qui contient un exposé systématique de

ce type de méthodes avec plusieurs exemples d’application. Pour une présentation et une

utilisation plus formelle des développements asymptotiques raccordés, on pourra consulter

les références suivantes [8, 9, 7].



CHAPITRE 2

Diffraction par une surface fortement oscillante

Nous commençons par présenter une motivation de l’étude entreprise dans ce cha-

pitre. Cela nous conduira à considérer un problème aux limites relatif à une diffraction

d’onde avec une condition aux limites posée sur une frontière fortement oscillante. Nous

construirons alors un développement asymptotique de la solution à l’aide des techniques

de développement double-échelle. Nous donnerons enfin des estimations d’erreur et conclu-

rons l’étude par la construction de conditions aux limites approchées dont la solution peut

être obtenue par une résolution numérique effective.

1. Motivation et problème modèle

1.1. Le problème physique. Beaucoup de problèmes en diffraction d’onde, comme,

par exemple, la conception d’antennes sur les satellites devant assurer une couverture au

sol aussi uniforme que possible ou celle des revêtements des murs antibruit, font intervenir

des surfaces fortement oscillantes. La figure Fig. 2.1 donne l’exemple d’une antenne de

type cornet corrugué entrant dans un dispositif permettant à un satellite d’émettre vers

le sol.

Fig. 2.1. Surface interne d’une antenne de type cornet corrugué

15
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Surface moyenne
ligne discontinue

Echantillon reproduit
par périodicité

Petite période

dd

Grande période

L = Ndd

Fig. 2.2. Surface oscillante présentant des oscillations à deux échelles

La simulation numérique directe de ce type d’antenne requiert de mailler la surface os-

cillante interne au cornet. Outre les difficultés relatives à la construction de maillages pour

ce type de structures, la taille du système linéaire résultant du processus de discrétisation

rend cette approche impraticable.

1.2. Approche par homogénéisation. Au lieu de la condition usuelle sur la com-

posante tangentielle ET du champ électrique E

(2.1) ET = 0

sur les surfaces métalliques, l’approche par homogénéisation pour ce problème consiste à

poser une condition aux limites sur une surface moyenne de la partie fortement oscillante

du type condition d’impédance

(2.2) ET + Zαn×H = 0

La fonction α peut être constante ou non selon que les oscillations sont parfaitement

périodiques ou ont une période locale variant d’une zone à l’autre. La résolution numérique

du problème de diffraction passe ainsi par la détermination de cette fonction α. Cela est

obtenu en déterminant α dans le cas d’un problème modèle. Cette détermination passe par

l’analyse asymptotique d’un problème modèle du type de celui que nous allons considérer

ci-dessus.

1.3. Le problème modèle. On prend un échantillon de la surface, qu’on suppose

invariante dans la direction z, et on le reproduit par périodicité (voir figure Fig. 2.2).
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La surface est ainsi décrite par sa section dans le plan z = 0. Elle est donnée par une

courbe
{
y = δs(x,X)|X=x/δ

}
possédant les propriétés de périodicité suivantes

(2.3) s(x + L,X) = s(x,X) et s(x,X + d) = s(x,X) (∀x ∈ R, ∀X ∈ R)

où s est une fonction, qu’on supposera indéfiniment dérivable pour simplifier, fixant la

forme de la surface, qui vérifie

(2.4) 0 ≤ s(x,X) ≤ 1 pour tout x et tout X dans R

On suppose en outre que la grande période L est un multiple L = Ndδ de la petite période

dδ ; d est un paramètre reliant la petite période à l’amplitude maximum δ des variations

de la surface. Pour le problème qui nous intéresse, δ est un petit paramètre positif destiné

à tendre vers 0. De cette façon, la surface est décrite par une courbe du plan

(2.5) Γδ =
{
(x, y) ∈ R2; y = γδ(x) = δs(x, X)|X=x/δ

}

où la fonction x → γδ(x) est périodique de période L comme on peut le vérifier aisément.

Pour nous limiter au problème le plus simple, nous supposons que le champ électrique

est polarisé dans la direction d’invariance de la surface. Une des façons de déterminer

le coefficient homogénéisé est de résoudre le modèle TM, pour transverse magnétique,

que nous décrivons maintenant. Le champ électrique total a une seule composante non

nulle et tout le champ électromagnétique s’exprime à l’aide de cette composante. Cette

composante est celle le long de la direction d’invariance de la surface. Nous noterons par

uδ(x, y) sa valeur au point (x, y) du domaine

(2.6) Ωδ =
{
(x, y) ∈ R2; y > γδ(x)

}

Le champ est produit par une onde plane incidente, se propageant dans la direction

opposée du vecteur de cosinus directeurs (cos θ0, sin θ0) (0 < θ0 ≤ π/2), qui est aussi

décrite de la même façon que l’onde totale par la composante

(2.7) uinc(x, y) = exp(−ik (x cos θ0 + y sin θ0))

Le réel k > 0 est le nombre d’onde. Il est lié à la fréquence ω/2π et à la vitesse des ondes

électromagnétiques c par la relation

(2.8) k = ω/c
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q0

Onde incidente

Onde réfléchie

Fig. 2.3. Vue schématique du problème de diffraction

Les équations de Maxwell dans le cas TM et avec une condition sur Γδ de type conducteur

parfait donnent

(2.9)





∆uδ + k2uδ = 0 dans Ωδ

uδ = 0 sur Γδ

L’équation dans Ωδ est dite équation d’Helmholtz. Elle régit généralement la propagation

des ondes en régime harmonique dans un milieu homogène.

Il faut fermer le système (2.9) par une condition de radiation traduisant que l’onde

réfléchie uδ − uinc se propage de Γδ vers les y positifs (voir figure Fig. 2.3).

Cette condition de radiation peut être explicitée en décomposant l’onde diffractée en

modes de Floquet. Cela consiste à remarquer qu’il a une relation entre la périodicité

de uinc(x, y) à y fixé et celle de la surface

(2.10) uinc(x + L, y) = exp(−ik(x + L) cos θ0) exp(−iky sin θ0) = exp(iβL)uinc(x, y)

avec

(2.11) β = −k cos θ0

Une fonction vérifiant w(x + L) = exp(iβL)w(x) (∀x ∈ R) est dite β-quasipériodique

de période L. Les fonctions 0 quasi périodiques sont les fonctions périodiques usuelles.

Le point important est qu’à une fonction w, β-quasipériodique, on peut associer une

fonction périodique par x → exp(−iβx)w(x). En effet, on a exp(−iβ(x + L))w(x + L) =

exp(−iβL) exp(−iβx)w(x + L) = exp(−iβx)w(x). On peut ainsi développer en série de

Fourier exp(−iβx)w(x)

(2.12) exp(−iβx)w(x) =
+∞∑
−∞

cm exp(i
2mπ

L
x)
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avec

(2.13) cm =
1

L

∫ L

0

exp(−iβmx) w(x) dx βm = β +
2mπ

L

En supposant que l’onde réfléchie a la même propriété de β-quasipériodicité que l’onde

incidente, on peut ainsi la décomposer en série de fonctions à variables séparées

(2.14) uδ(x, y)− uinc(x, y) =
+∞∑
−∞

um(y) exp(iβmx),

(2.15) um(y) =
1

L

∫ L

0

exp(−iβmx) (uδ − uinc)(x, y) dx

Comme de plus l’onde réfléchie vérifie l’équation d’Helmholtz, on a

∂2
yum(y) =

1

L

∫ L

0

exp(−iβmx) ∂2
y(uδ − uinc)(x, y) dx

= − 1

L

∫ L

0

exp(−iβmx) (k2 + ∂2
x)(uδ − uinc)(x, y) dx

soit, encore, en intégrant par partie

∂2
yum(y) = − 1

L

∫ L

0

(
(k2 + ∂2

x) exp(−iβmx)
)

(uδ − uinc)(x, y) dx

car les termes tout intégrés se compensent par la pseudo-périodicité. Chaque coefficient

um(y) vérifie ainsi l’équation différentielle

∂2
yum(y) + K2

mum(y) = 0

avec

(2.16) Km =





√
k2 − β2

m si k > βm

i
√

β2
m − k2 si k < βm

Les solutions de cette équation sont données par

(2.17) um(y) = u+
m exp(iKmy) + u−m exp(−iKmy)

Les termes u−m exp(−iKmy) exp(iβmx) pour des Km réels correspondent à des ondes se

propageant dans la direction contraire de celle de l’axe des y. La condition de radiation

consiste à les éliminer car seule l’énergie portée par l’onde incidente peut venir de cette di-

rection. Les termes u−m exp(−iKmy) exp(iβmx) pour des Km imaginaires explosent lorsque

y → +∞. Ils ne peuvent pas être contenus dans la décomposition de la solution. Un des
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énoncés de la condition de radiation est ainsi de postuler que la solution se décompose

sous la forme

(2.18) uδ(x, y)− uinc(x, y) =
+∞∑
−∞

um exp(iβmx) exp(iKmy)

Les termes um exp(iβmx) exp(iKmy) sont dits modes de Floquet. On a ainsi une dé-

composition très analogue à celle qu’on trouve pour un guide d’onde semi-infini.

1.4. Le problème aux limites. On peut d’abord tronquer le domaine où est posé

le problème aux limites en prenant en compte le demi-plan

(2.19)
{
(x, y) ∈ R2; y > H

}

par un opérateur sur la droite {y = H} où H est choisi tel que

(2.20) H > δ0 max
x,X

s(x,X)

sachant que δ vérifie

(2.21) δ ≤ δ0

En notant

(2.22) ΩH
δ =

{
(x, y) ∈ R2; δs(x, X)|X=x/δ < y < H

}

le problème de diffraction ci-dessus s’énonce alors de façon équivalente

(2.23)





∆uδ + k2uδ = 0 dans ΩH
δ

x → exp(−iβx)uδ(x, y) est L-périodique

uδ = 0 sur Γδ

∂y(u− uinc) + S((u− uinc)(·, H)) = 0 pour y = H

où S est l’opérateur non local défini par

(2.24) Sw =
+∞∑
−∞

(−iKm) wm exp(iβmx), wm =
1

L

∫ L

0

w(x) exp(−iβmx) dx
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2. Existence-unicité du problème de diffraction

On commence, dans cette section, par préciser un cadre fonctionnel permettant d’éta-

blir un résultat de stabilité par rapport au petit paramètre δ du problème de diffraction

(2.23). Cette stabilité interviendra non seulement comme un argument essentiel dans la

preuve de l’existence-unicité de la solution de (2.23) mais aussi pour obtenir une estimation

d’erreur du développement asymptotique de cette dernière.

2.1. Le cadre fonctionnel. Les espaces de base sont une adaptation des espaces de

Sobolev au cadre pseudo-périodique. On définit donc l’espace Hs
#(ΩH

δ ) comme l’espace

des distributions v sur ΩH
δ dont la restriction à tout domaine borné ω ⊂ ΩH

δ est dans

Hs(ω) qui sont telles que

(2.25) exp(−iβx)v est périodique de période L

Pour s ≥ 0, v est une fonction : la définition de la périodicité est la définition usuelle. Pour

s < 0, elle est définie par dualité. L’espace Hs
#(ΩH

δ ) peut être défini de façon équivalente,

adaptée à la description de sa topologie, par

(2.26) Hs
#(ΩH

δ ) =
{
v ∈ D′(ΩH

δ ); v vérifie (2.25) et ϕv ∈ Hs(ΩH
δ ), ∀ϕ ∈ D(R2)

}

Pour s = m, entier ≥ 0, les normes des Hm
# (ΩH

δ ) sont données à l’aide des semi-normes

usuelles en intégrant sur l’une quelconque des cellules

Ω`,H
δ =

{
(x, y) ∈ R2; ` < x < ` + L, δs(x,X)|X=x/δ < y < H

}

|v|1,Ω`,H
δ

=

(∫

Ω`,H
δ

|∇v|2 dxdy

)1/2

, |v|0,Ω`,H
δ

=

(∫

U

|v|2 dxdy

)1/2

,(2.27)

‖v‖1,Ω`,H
δ

=

√∫

Ω`,H
δ

(|∇v|2 + |v|2) dxdy(2.28)

|v|m,Ω`,H
δ

=


 ∑

|α|=m

∫

Ω`,H
δ

|∂αv|2 dxdy




1/2

, ‖v‖m,Ω`,H
δ

=

√√√√
m∑

j=0

|v|2
j,Ω`,H

δ
(2.29)

La figure Fig. 2.4 donne un schéma de la cellule Ω0,H
δ Pour s quelconque, la structure

hilbertienne de Hs(ΩH
δ ) peut être défini à partir de (2.26) comme pour les espaces de

Sobolev sur une surface fermée de R3.
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x = 0 x L=

y L=

Wd

0,H

Fig. 2.4. Cellule permettant de définir la norme de Hm
# (ΩH

δ )

Pour disposer des théorèmes de trace sur la droite {y = H}, on définit de même Hs
#(R).

Comme la fonction x → v(x)w(x) = exp(−iβx)v(x)exp(−iβx)w(x) est L-périodique, on

peut identifier H−s
# (R) à l’anti-dual de Hs

#(R) grâce au prolongement par continuité du

produit scalaire sur L2
#(R)

(2.30) 〈v, w〉−s,s =

∫ L

0

vw dx lorsque v et w ∈ L2
#(R)

Remarquons que, suite à la périodicité de la fonction vw, l’intégrale, qui apparâıt en

(2.30), peut être calculée en intégrant sur tout intervalle de longueur L. On peut montrer

alors, en calquant la définition des normes des espaces de Sobolev de fonctions périodiques,

que S opère continûment de Hs
#(R) dans Hs−1

# (R) et en particulier de H
1/2
# (R) dans son

anti-dual H
−1/2
# (R).

2.2. La formulation variationnelle. Définissons maintenant

(2.31) Vδ =
{
v ∈ H1

#(ΩH
δ ); v|Γδ

= 0
}

On considère alors la formulation variationnelle

(2.32)





uδ ∈ Vδ, ∀v ∈ Vδ

aδ(uδ, v) + 〈Suδ, v〉−1/2,1/2 =
∫ L

0

(
∂yu

inc|H + Suinc
)
v|y=H dx

avec

(2.33) aδ(uδ, v) =

∫

Ω0,H
δ

(∇uδ · ∇v − k2uv
)
dxdy

Toute solution du problème (2.23) vérifie ainsi (2.32).
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Réciproquement, en remarquant que l’intégrale définissant la forme sesquilinéaire

aδ(·, ·) peut être définie en intégrant sur Ω`,H
δ avec ` quelconque, on montre facilement

que toute solution de (2.32) donne aussi une solution pour le problème (2.23).

2.3. Existence-unicité. La partie réelle de la forme quadratique v ∈ Vδ → aδ(v, v)+

〈Sv, v〉−1/2,1/2

(2.34) <aδ(v, v) =

∫

Ω0,H
δ

|∇v|2 dxdy − k2

∫

Ω0,H
δ

|v|2 dxdy + <〈Sv, v〉−1/2,1/2

<〈Sv, v〉−1/2,1/2 = L
∑

m≥m0

√
β2

m − k2 |νm|2 ≥ 0

où vm est le coefficient du développement de v(., H) défini en (2.24) et m0 est le plus petit

des indices m tels que β2
m − k2 > 0, comporte un terme négatif : −k2

∫
Ωδ
|v|2 dxdy. Ce

terme est caractéristique d’une problème d’ondes en régime harmonique. On n’a donc pas

pour ce type de problèmes de coercivité au sens usuel. Le caractère bien posé du problème

s’obtient alors à l’aide de deux arguments : un argument d’unicité et un argument

de compacité. Nous allons voir comment les mettre en oeuvre pour ce problème.

On commence par décomposer la forme aδ en partie positive a+
δ et un reste rδ, soit ici

(2.35) a+
δ (u, v) =

∫

Ω0,H
δ

∇u · ∇v dxdy

(2.36) rδ(u, v) = −k2

∫

Ω0,H
δ

uv dxdy

La coercivité de la forme a+
δ va résulter de façon usuelle d’une inégalité de type Poin-

caré donnée par le lemme suivant. Bien que cela ne soit pas indispensable, nous préférons

établir ce lemme à partir de la remarque suivante qui sera importante pour la suite.

Remarque 2.1. Tout v ∈ Vδ peut être identifié par prolongement par 0 à un élément

de

(2.37) V0 =
{
v ∈ H1

#(ΩH
0 ) ; v|y=0 = 0

}

avec

(2.38) ΩH
0 =

{
(x, y) ∈ R2 ; 0 < y < H

}
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Lemme 2.1. L’inégalité suivante

(2.39) |v|0,Ω0,H
δ
≤ c |v|1,Ω0,H

δ

est vérifiée à l’aide d’une constante c, indépendante de δ, et pour tout v ∈ Vδ.

Démonstration. Soit v ∈ Vδ. On peut supposer par densité que v ∈ Vδ ∩ C1(ΩH
δ ).

On écrit alors

v(x, y) =

∫ y

0

∂yv(x, t) dt

Ceci donne en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|v(x, y)|2 ≤ y

∫ H

0

|∂yv(x, t)|2 dt

Le reste de la démonstration s’obtient en intégrant en y entre 0 et H, puis en x entre 0

et L. ¤

La proposition suivante, dont la preuve est immédiate à partir du lemme précédent,

établit que la forme a+
δ est coercive avec une constante qui peut être contrôlée uni-

formément en δ.

Lemme 2.2. L’inégalité suivante est vérifiée avec une constante α > 0 indépendante

de δ

(2.40) <a+
δ (v, v) ≥ α ‖v‖2

1,Ω0,H
δ

pour tout v ∈ Vδ.

Lemme 2.3. Pour tout δ fixé, éventuellement δ = 0, la forme rδ est compacte sur Vδ

dans le sens suivant. Soient deux suites {un}n≥0 et {vn}n≥0 de Vδ vérifiant

(2.41) lim
n→0

un = u et lim
n→0

vn = v faiblement dans Vδ

alors

(2.42) lim
n→0

rδ(un, vn) = rδ(u, v)

Démonstration. Cela résulte immédiatement de l’injection compacte de H1(Ω0,H
0 )

dans L2(Ω0,H
0 ). ¤
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Nous allons maintenant réduire la question de l’existence-unicité d’une solution pour

le problème (2.32) au 1er cas de l’alternative de Fredholm, c’est-à-dire à établir que celle-ci

est équivalente à l’unicité des solutions de (2.32).

Pour cela, pour u donné dans Vδ, on considère le problème

(2.43)





wδ ∈ Vδ, ∀v ∈ Vδ

a+
δ (wδ, v) + 〈Swδ, v〉−1/2,1/2 = aδ(u, v) + 〈Suδ, v〉−1/2,1/2

La coercivité de a+
δ , établie plus haut, montre que l’application linéaire u ∈ Vδ → Λδu =

wδ ∈ Vδ est bien définie et bornée indépendamment de δ

(2.44) ‖Λδu‖1,Ω0,H
δ
≤ c ‖u‖1,Ω0,H

δ
(∀u ∈ Vδ)

Proposition 2.1. On est dans le 1er cas de l’alternative de Fredholm pour le problème

(2.32), c’est-à-dire, on l’alternative suivante :

1. le problème (2.32) admet une solution et une seule ;

2. la solution du problème (2.32) n’est pas unique.

Démonstration. On remarque d’abord que pδ = wδ − uδ est solution du problème

coercif

(2.45)





pδ ∈ Vδ, ∀v ∈ Vδ

a+
δ (pδ, v) + 〈Spδ, v〉−1/2,1/2 = rδ(u, v)

Grâce au lemme 2.3, on peut alors décomposer Λδ = I+Tδ où Tδ est un opérateur compact

de Vδ dans Vδ comme on peut le vérifier aisément à titre d’exercice. Rappelons que Tδ

est dit compact s’il transforme une suite faiblement convergente en une suite fortement

convergente. La théorie élémentaire des opérateurs compacts nous dit alors que I +Tδ est

inversible si et seulement si −1 n’est pas valeur propre de Tδ, c’est-à-dire si et seulement

si ker Λδ = {0}. Soit alors u ∈ ker Λδ. Par définition de wδ = Λδu, u est solution du

problème (2.32) avec un second membre égal à 0. On a alors exactement l’énoncé de la

proposition. ¤

Si δ n’est pas suffisamment petit, le réseau peut propager des modes propres

résonants qui sont alors des vecteurs propres de l’opérateur Tδ pour la valeur

propre −1. Le lemme suivant va en fait établir que Λδ est inversible et que la norme de son
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inverse est uniformément borné par rapport à δ. Auparavant, on aura besoin de lemmes

intermédiaires.

Lemme 2.4. Soient E et F , deux espaces de Banach et {Lδ}δ>0 une famille d’opéra-

teurs linéaires continus de E dans F tels que

1. ‖Lδv‖F ≤ c ‖v‖E pour tout v ∈ E,

2. limδ→0 Lδv = Lv pour tout v ∈ E , un sous-espace dense dans E,

alors, L est un opérateur linéaire continu de E dans F et

(2.46) lim
δ→0

Lδv = Lv

pour tout v ∈ E.

Démonstration. Il est clair que la condition 2 permet de définir un opérateur

linéaire L de E dans F . La condition 1 et la densité de E montrent alors que L peut

être étendu par continuité en un opérateur linéaire continu sur tout E. Pour montrer

(2.46), considérons une suite {vn}n≥0 ⊂ E telle que limn→∞ vn = v. On alors

Lδv − Lv = Lδ (v − vn) + Lδvn − Lvn + L(vn − v)

On écrit alors que

‖Lδv − Lv‖F ≤ ‖Lδ (v − vn)‖F + ‖Lδvn − Lvn‖F + ‖L (vn − v)‖F

≤ 2c ‖vn − v‖F + ‖Lδvn − Lvn‖F

Soit maintenant ε > 0. On fixe vn ∈ E tel que ‖vn − v‖F ≤ ε/4c. On choisit alors δ(ε) tel

que ‖Lδvn − Lvn‖F ≤ ε/2 pour δ ≤ δ(ε). Il s’ensuit que pour δ ≤ δ(ε), ‖Lδv − Lv‖F ≤ ε.

Ceci démontre le lemme. ¤

Lemme 2.5. Le problème

(2.47)





u ∈ V0, ∀v ∈ V0

a0(u, v) + 〈Su, v〉−1/2,1/2 = 0

admet u = 0 comme unique solution.
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Démonstration. Par définition de l’opérateur S, la fonction u0 peut être prolongée

à R2
+ = {(x, y) ∈ R2; y > 0} en une fonction β-pseudopériodique satisfaisant

(2.48)





∆u0 + k2u0 = 0 dans R2
+

u0 = 0 pour y = 0

u0(x, y) =
∑+∞

−∞ um exp(iKmy) exp(iβmx)

L’unicité du développement en série de Fourier donne alors um = 0 pour tout m. D’où le

lemme. ¤

Lemme 2.6. Il existe δ0 > 0 et une constante γ > 0, indépendante de δ, tels que pour

0 ≤ δ ≤ δ0

(2.49) ‖Λδu‖1,Ω0,H
δ
≥ γ ‖u‖1,Ω0,H

δ

pour tout u ∈ Vδ.

Démonstration. On va faire une démonstration par l’absurde. Si l’estimation (2.49)

est fausse, il existerait une suite {un}n≥0 et une suite {δn}n≥0 tels que

1. limn→∞ δn = 0

2. un ∈ Vδn et ‖un‖1,Ω0,H
δn

= 1

3. limn→∞ wn = 0 avec wn = Λδnun

Comme les un peuvent être identifiés à des éléments de V0 avec la même norme, la

condition 2 assure que, au besoin en passant à une sous-suite, {un}n≥0 converge faiblement

vers u. Soit v ∈ V0. En utilisant la densité des fonctions régulières nulles au voisinage de

l’axe {y = 0} dans V0, le lemme 2.4 permet de construire une suite de fonction {vn}n≥0

telles que vn ∈ Vδn et limn→∞ vn = v dans V0 fortement. (Définir Lnv comme le prolongé

par 0 à Ω0,H
0 de (Lnv)(x, y) = v(x, y − δn) qui est défini pour y ≥ δn.) En utilisant alors

la définition de wn, il vient

(2.50) a+
δn

(wn, vn) + 〈Swn, vn〉−1/2,1/2 = aδn(un, vn) + rδn(un, vn) + 〈Sun, vn〉−1/2,1/2

En passant à la limite lorsque n →∞, il vient

a0(u, v) + r0(u, v) + 〈Su, v〉−1/2,1/2 = 0
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Il résulte alors du lemme 2.5 que u = 0. En choisissant maintenant vn = wn − vn dans

(2.50) et en remarquant que rδn(u, v) = r0(u, v) pour tout u et v dans Vδn , il vient grâce

au lemme 2.3

lim
n→∞

a+
δn

(wn − un, wn − un) + 〈S(wn − un), wn − un〉−1/2,1/2 = lim
n→∞

rδn(un, wn − un) = 0

Comme

< (
a+

δn
(wn − un, wn − un) + 〈S(wn − un), wn − un〉

)
−1/2,1/2

≥ <a+
δn

(wn − un, wn − un)

Le lemme 2.2 donne alors

lim
n→∞

‖wn − un‖1,Ω0,H
δn

= 0

Ceci est en contradiction avec les propriétés 2. et 3. ci-dessus. ¤

On a ainsi établi le théorème suivant qui assure l’existence unicité pour le problème

(2.32) pour δ assez petit et la stabilité de tels problèmes par rapport à δ.

Théorème 2.1. Soit une famille {Lδ}δ≥0 de formes antilinéaires Lδ continues sur Vδ.

Alors, pour 0 < δ ≤ δ0, le problème

(2.51)





eδ ∈ V0, ∀v ∈ Vδ

aδ(eδ, v) + 〈Seδ, v〉−1/2,1/2 = Lδv

admet une solution et une seule vérifiant en outre

(2.52) ‖eδ‖1,Ω0,H
δ
≤ c sup

v∈Vδ

|Lδv|

où c est une constante indépendante de δ.

Démonstration. Soit zδ une solution du problème




zδ ∈ V0, ∀v ∈ Vδ

aδ(zδ, v) + 〈Szδ, v〉−1/2,1/2 = 0

Suite à la définition de Λδ, il s’ensuit que Λδzδ = 0. Le lemme précédent montre que

zδ = 0 pour 0 < δ ≤ δ0. La proposition 2.1 montre alors que le problème (2.51) possède

une solution et une seule. Notons alors wδ = Λδeδ. Suite à la définition de Λδ, wδ est

solution du problème coercif suivant




wδ ∈ V0, ∀v ∈ Vδ

a+
δ (wδ, v) + 〈Swδ, v〉−1/2,1/2 = Lδv
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On a en particulier

α ‖wδ‖2
1,Ω0,H

δ
≤ <

(
a+

δ (wδ, wδ) + 〈Swδ, wδ〉−1/2,1/2

)

≤ sup
v∈Vδ

|Lδv| ‖wδ‖1,Ω0,H
δ

qui équivaut à

‖wδ‖1,Ω0,H
δ
≤ 1

α
sup
v∈Vδ

|Lδv|

On utilise alors l’estimation (2.49) qui donne

γ ‖eδ‖1,Ω0,H
δ

= ‖Λδeδ‖1,Ω0,H
δ

= ‖wδ‖1,Ω0,H
δ
≤ 1

α
sup
v∈Vδ

|Lδv|

et termine la preuve du théorème. ¤

3. Développement asymptotique

Après avoir défini la forme du développement asymptotique, on écrit les équations

vérifiées par ses différents termes. On établit alors l’existence de ce dernier.

3.1. Forme du développement asymptotique. Le champ électromagnétique va

avoir des variations rapides à l’intérieur d’une couche limite au voisinage de la surface

oscillante pour satisfaire la condition aux limites. En dehors de la couche limite, le com-

portement est celui d’une onde se propageant dans l’espace libre. C’est pourquoi on va

utiliser un développement asymptotique à deux échelles de la forme suivante :

uδ(x, y) = ue
δ(x, y) + Πδ(x,X, Y )|X=x/δ,Y =y/δ(2.53)

ue
δ(x, y) ∼ ue

0(x, y) + δue
1(x, y) + · · ·(2.54)

Πδ(x,X, Y ) ∼ Π0(x,X, Y ) + δΠ1(x,X, Y ) + · · ·(2.55)

La dépendance par rapport à la variable lente x du terme Πδ(x,X, Y ), relatif au compor-

tement interne à la couche limite, est destiné à prendre en compte le fait que la période

locale de la frontière peut varier d’une zone à l’autre.

Les hypothèses sur les termes de la décomposition (2.53), se traduisant par les mêmes

propriétés sur les différents coefficients de leur développement asymptotiques sont les
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suivants :

x → ue
δ(x, y) est β-pseudopériodique de période L(2.56)

x → Πδ(x, X, Y ) est β-pseudopériodique de période L(2.57)

X → Πδ(x,X, Y ) est périodique de période d(2.58)

lim
Y→+∞

∂m
x ∂n

X∂l
Y Πδ(x,X, Y ) = 0(2.59)

Notons que la condition (2.57) assure que la fonction x → Πδ(x,X, Y )|X=x/δ,Y =y/δ est

β-pseudopériodique de période L. En effet, on a

Πδ(x + L, (x + L)/δ, y/δ) = Πδ(x + L, x/δ + Nd, y/δ)

= Πδ(x + L, x/δ, y/δ)

= exp(iβL)Πδ(x, x/δ, y/δ)

3.2. Equations du développement asymptotique. On va écrire les équations du

problème (2.23) en supposant que uδ est de la forme (2.53). Pour l’équation à l’intérieur

de ΩH
δ , on utilise les relations

∂x (Πδ(x, x/δ, y/δ)) = (∂xΠδ) (x, x/δ, y/δ) + (1/δ)∂XΠδ(x, x/δ, y/δ)(2.60)

∂y (Πδ(x, x/δ, y/δ)) = (1/δ)∂Y Πδ(x, x/δ, y/δ)(2.61)

∂2
x (Πδ(x, x/δ, y/δ)) =

(
∂2

xΠδ

)
(x, x/δ, y/δ) + (2/δ) ∂x∂XΠδ(x, x/δ, y/δ)(2.62)

+ (1/δ)2∂2
XΠδ(x, x/δ, y/δ)

∂2
y (Πδ(x, x/δ, y/δ)) = (1/δ)2∂2

XΠδ(x, x/δ, y/δ)(2.63)

En utilisant les développements (2.54) et (2.55), l’équation dans ΩH
0 et en identifiant

les coefficients des mêmes puissances de δ dans les deux membres, on arrive aux équations

(2.64) ∆XY Π0(x,X, Y ) = 0

(2.65) ∆XY Π1(x,X, Y ) + 2∂x∂XΠ0(x,X, Y ) = 0

(2.66)

∆XY Πm+2(x,X, Y ) + 2∂x∂XΠm+1(x,X, Y ) + ∂2
xΠm(x,X, Y )

+k2Πm(x, X, Y ) + ∆xyu
e
m(x, y) + k2ue

m(x, y) = 0 (m = 0, 1, 2. . . .)
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On sépare les équations en variables lentes et rapides en (2.66) en faisant tendre Y →∞
et en utilisant la condition (2.59)

(2.67)

∆XY Πm+2(x,X, Y )+2∂x∂XΠm+1(x,X, Y )+
(
∂2

x + k2
)
Πm(x,X, Y ) = 0 (m = 0, 1, 2. . . .)

(2.68) ∆xyum(x, y) + k2um(x, y) = 0 (m = 0, 1, 2. . . .)

La variable rapide ne peut pas voir la condition aux limites en {y = H}, qui est à

l’extérieur de la couche limite. On a ainsi simplement

∂y(u
e
0 − uinc) + S((ue

0 − uinc)(·, H)) = 0 pour y = H(2.69)

∂yu
e
m + S(ue

m(·, H)) = 0 pour y = H (m = 1, 2. . . .)(2.70)

Mais le véritable intérêt de la décomposition (2.53), c’est son adaptation à la prise en

compte de la condition aux limites

(2.71) ue
δ(x, δs(x, X)) + Πδ(x,X, s(x,X)) = 0

Comme, par développement de Taylor,

(2.72)

δmue
m(x, δs(x,X)) = δmue

m(x, 0) + δm+1 s

1!
∂yu

e
m(x, 0) + · · ·+ δm+j s

j

j!
∂j

yu
e
m(x, 0) +O(δj+1)

ue
m(x, δs) contribue au coefficient de δn si ` = n−m ≥ 0 par le terme (s`/`!)∂`

yu
e
n−`(x, 0).

Nous noterons désormais s pour s(x,X) pour simplifier la notation. C’est donc la condition

aux limites qui couple le développement en zone externe et les termes de couche limite

(2.73) Πm(x,X, s) + ue
m(x, 0) + s∂yu

e
m−1(x, 0) + · · ·+ sm

m!
∂m

y ue
0(x, 0) = 0

3.3. Problèmes aux limites en variables rapides. Les problèmes aux limites en

variables lentes sont du même type que ceux ci-dessus relatifs à la diffraction par une

surface rugueuse sauf qu’ils ne seront pas posés avec une frontière fortement oscillante.

Nous nous concentrons ainsi sur les problèmes aux limites à variables rapides.

C’est les problèmes aux limites en variables rapides qui font généralement que c’est

difficile d’établir l’existence du développement asymptotique dans un problème à couche

limite. La difficulté vient du fait qu’il faut traiter des problèmes posés en domaine non
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borné qui ne peuvent être complètement traités par une formulation variationnelle. Rap-

pelons le type de ceux qui nous concernent ici

(2.74)





−∆XY Πm(x,X, Y ) = Fm(x,X, Y ) pour Y > s(x,X)

X → Πm(x,X, Y ) est périodique de période d

Πm(x,X, s(x,X)) = Gm(x, s(x, X))

limY→+∞ Πm(x,X, Y ) = 0

avec Fm donné à l’aide des termes précédemment déterminés Πm−1 et Πm−2, comme

l’indique (2.67) et gm(x, s(x,X)) s’exprimant en fonction de ue
m(x, 0), . . . , ∂m

y ue
0(x, 0)

comme cela est requis dans (2.73).

Comme on peut le voir à partir de (2.74), la variable x joue le rôle d’un paramètre

dont dépendent les données, induisant une dépendance analogue sur les solutions. Elle

ne participe en rien à la résolution. C’est pourquoi nous la sous-entendrons dans la suite

pour faciliter les notations. Nous chercherons donc la solution des problèmes en variables

rapides sous la forme

(2.75)





−∆XY Π(X, Y ) = F (X, Y ) pour Y > s(X)

X → Π(X,Y ) est périodique de période d

Π(X, s(X)) = G(s(X))

limY→+∞ Π(X, Y ) = 0

où X → s(X) est une fonction régulière, périodique de période d, à valeurs dans [0, 1].

Pour trouver une solution au problème (2.74), nous utiliserons une formulation varia-

tionnelle et une étude du comportement de cette solution lorsque Y →∞.

Nous commençons par la formulation variationnelle et démontrons d’abord le lemme

préparatoire suivant.

Lemme 2.7 (Inégalité de Hardy). L’inégalité suivante est vérifiée pour tout ϕ ∈ D(R)

(2.76)

∫ ∞

0

τ−2 |ϕ(τ)|2 dτ ≤ 4

∫ ∞

0

|ϕ′(τ)|2 dτ
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X = 0 X d=

D0

S

Fig. 2.5. Cellule élémentaire relative aux variations en variables rapides

Démonstration. On a

∫ ∞

0

τ−2 |ϕ(τ)|2 dτ =

∫ ∞

0

(−τ−1
)′ |ϕ(τ)|2 dτ

=
[−τ−1 |ϕ(τ)|2]∞

0
+

∫ ∞

0

τ−1
(
ϕϕ′ + ϕ′ϕ

)
dτ

=

∫ ∞

0

2τ−1<(ϕϕ′)dτ

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet alors de majorer le second membre par

∫ ∞

0

2τ−1<(ϕϕ′)dτ ≤ 2

∫ ∞

0

τ−2 |ϕ| |ϕ′| dτ

≤ 2

(∫ ∞

0

τ−2 |ϕ(τ)|2 dτ

)1/2 (∫ ∞

0

|ϕ′(τ)|2 dτ

)1/2

D’où le résultat en simplifiant par
(∫∞

0
τ−2 |ϕ(τ)|2 dτ

)1/2
. ¤

Notons par

(2.77) D =
{
(X, Y ) ∈ R2 ; Y > s(X)

}

dont une cellule élémentaire est donnée par la figure 2.5. Nous noterons aussi par Σ sa

frontière

(2.78) Σ =
{
(X,Y ) ∈ R2 ; Y = s(X)

}
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On peut alors introduire l’espace à poids auquel va appartenir la solution variationnelle

(2.79)
W 1(D) = {v ∈ D′(D) ; X → v(X, Y ) est périodique de période d,

(1 + Y 2)−1/2v ∈ L2(D0) et ∇XY v ∈ L2(D0)
}

où D` = {(X,Y ) ∈ R2 ; ` < X < ` + d, Y > s(X)}

La proposition suivante peut être établie à l’aide des techniques usuelles utilisées dans

l’étude des espaces de Sobolev.

Proposition 2.2. L’espace W 1(D) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(2.80) (v, w)W 1(D) =

∫

D0

(∇XY v · ∇XY w + (1 + Y 2)−1vw
)
dXdY

et le sous-espace

(2.81) W 1
0 (D) =

{
v ∈ W 1(D) ; v|Σ = 0

}

cöıncide avec l’adhérence de l’espace des éléments ϕ de W 1(D) qui sont dans C∞(D), sont

à support borné en Y et sont identiquement nuls au voisinage de Σ.

Nous nous concentrons sur la proposition suivante qui étend l’inégalité de Poincaré

aux domaines D ci-dessus non bornés en Y qui nécessite l’introduction de l’espace à poids.

Proposition 2.3. La semi-norme

(2.82) |v|1,D0 =

(∫

D0

|∇XY v|2 dXdY

)1/2

est une norme sur W 1
0 (D) équivalente à la norme induite par celle de W 1(D).

Démonstration. Supposons d’abord que v est dans C∞(D), est à support borné en

Y et est identiquement nul au voisinage de Σ. En remarquant que Y 2/(1 + Y 2) ≤ 1 et en

utilisant l’inégalité de Hardy ci-dessus, on peut écrire
∫ ∞

0

1

1 + Y 2
|v(X, Y )|2 dY ≤

∫ ∞

0

Y 2

1 + Y 2

1

Y 2
|v(X, Y )|2 dY

≤
∫ ∞

0

1

Y 2
|v(X,Y )|2 dY ≤ 4

∫ ∞

0

|∂Y v(X,Y )|2 dY

≤ 4

∫ ∞

0

|∇XY v(X,Y )|2 dY

La fin de la démonstration s’obtient alors simplement par intégration en X et en étendant

cette inégalité par densité à tous les v dans W 1
0 (D). ¤
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On peut alors énoncer le théorème fondamental qui assure l’existence et l’unicité d’une

solution pour les problèmes en variables rapides.

Théorème 2.2 (Existence-unicité des problèmes en variables rapides). Soit F ∈
C∞(D), périodique de période d en X, vérifiant

(2.83) ∆m−1
XY F = 0 dans D

et

(2.84) |F (X, Y )| ≤ c1e
−γ1Y

où c1 et γ1 deux constantes > 0 indépendantes de Y . Alors, pour G dans C∞(R), le

problème

(2.85)




−∆XY Π = F

Π(X, s(X)) = G(s(X))

admet une solution et une seule dans C∞(D), périodique de période d en X, et il existe

une constante Π∞ et deux constantes c2 et γ2 strictement positives telles que

(2.86) |Π(X,Y )− Π∞| ≤ c2e
−γ2Y

avec des comportements du même type sur les dérivées ∂m
X ∂n

Y Π.

Démonstration. Soit une fonction de troncature χ ∈ D(R) identique à 1 sur l’in-

tervalle [0, 1]. En prenant comme inconnue la fonction (X,Y ) → U(X,Y ) = Π(X,Y ) −
χ(y)G(s(X)), on se ramène au cas d’une condition aux limites homogène sur Σ

(2.87)




−∆XY U = F̃ dans D

U = 0 sur Σ

avec

(2.88)
F̃ (X, Y ) = F (X, Y + χ′′(Y )G(s(X)) + 2χ′(Y )G′(s(x))s′(X)

+χ(Y )
(
G′′(s(X)) (s′)2 (X) + G′(s(X))s′′(X)

)

La condition (2.84) montre que F̃ ∈ (W 1
0 (D))

′
. Il s’ensuit que le problème (2.87) admet

la formulation variationnelle

(2.89)





U ∈ W 1
0 (D), ∀V ∈ W 1

0 (D)

a(U, V ) = LV
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avec

a(U, V ) =

∫

D0

∇U · ∇V dXdY, LV =

∫

D0

F̃ V dXdY

La proposition 2.3 assure que la forme bilinéaire a est coercive sur W 1
0 (D). Le théorème

de Lax-Milgram assure donc l’existence et l’unicité d’une solution.

Pour établir la seconde partie du théorème, on utilise d’abord les estimations elliptiques

usuelles qui assurent que Π est dans C∞(D). On peut ainsi développer X → Π(X, Y ) en

série de Fourier

(2.90)

Π(X,Y ) =
∞∑
−∞

Πn(Y ) exp(2iπnX/d) Πm(Y ) =
1

d

∫ d

0

Π(X, Y ) exp(−2iπnX/d)dX

Comme ∆m−1
XY F = 0, ∆m

XY Π = 0. On obtient alors que les coefficients de Fourier vérifient

l’équation différentielle
(
∂2

Y − 4n2π2/d2
)
Πn(Y ) = 0

dont la solution générale est donnée par

Πn(Y ) = pn(Y ) exp(−2 |n|πY/d)

où pm(Y ) est un polynôme de degré ≤ m−1. Comme Π ∈ W 1(D), p0(Y ) est réduit à une

constante qu’on notera Π∞.

Soit Y0 > 1. Fixons η > 0 tel que Y0− η > 0. On fait appel aux estimations elliptiques

à l’intérieur, une fois pour ∆m−1
XY F = 0 et la seconde pour −∆XY Π = F sur le domaine

]−η, d + η[× ]Y0 − η, Y0 + η[, pour établir que

∞∑
−∞

(1 + n2)m−1
∣∣p(j)

n (Y0)
∣∣2 ≤ c ‖F‖0,D0

On écrit alors pn(Y ) à l’aide de son développement de Taylor au point Y0

pn(Y ) =
m−1∑
j=0

p(j)
n (Y0)(Y − Y0)

j

On arrive alors à

|Π(X, Y )− Π∞| ≤
∑

n6=0

m−1∑
j=0

∣∣p(j)
n (Y0)

∣∣ (Y − Y0)
j exp(−π(Y − Y0)/d), Y ≥ Y0

Ce qui établit le théorème. ¤
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3.4. Développement à l’ordre 0. Les termes d’ordre 0 vérifient

(2.91)





∆XY Π0 = 0

limY→∞ Π0(x,X, Y ) = 0

(2.92)





∆xyu
e
0 + k2ue

0 = 0

∂yu
e
0 + S(ue

0(., H)) = ∂yu
inc + S(uinc(., H)) pour Y = H

(2.93) Π0(x,X, s(X)) + ue
0(x, 0) = 0

La fonction ue
0(x, 0) est une constante en X non encore déterminée. Par unicité de la

solution du problème (2.91), établie par le théorème 2.2, on obtient la relation suivante

entre Π0 et ue
0(x, 0)

(2.94) Π0(x,X, Y ) + ue
0(x, 0) = 0

La condition limY→∞ Π0(x, X, Y ) = 0 montre alors que ue
0 vérifie

(2.95) ue
0(x, 0) = 0

Cette solution correspond ainsi à celle où l’effet des rugosités est complètement négligé.

Comme Π0 = 0, il n’y a pas de termes de couche limite à l’ordre 0.

On pourra, à titre d’exercice, utiliser le théorème de stabilité ci-dessus pour démontrer

directement que limδ→0 uδ = ue
0. Le développement asymptotique nous a permis de

déterminer cette limite sans aucun passage à la limite.

3.5. Développement à l’ordre 1. On particularise les équations générales ci-dessus

à l’ordre 1

(2.96)





∆XY Π1 = 0

limY→∞ Π1(x,X, Y ) = 0

(2.97)





∆xyu
e
1 + k2ue

1 = 0

∂yu
e
1 + S(ue

1(., H)) = 0 pour Y = H

(2.98) Π1(x,X, s) + ue
1(x, 0) + s∂yu

e
0(x, 0) = 0
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Le théorème 2.2 nous assure de l’existence et de l’unicité d’une fonction Θ1(x,X, Y )

telle que

(2.99)





∆XY Θ1 = 0

Θ1(x, X, s) = s∂yu0(x, 0)

vérifiant

(2.100) lim
Y→∞

Θ1(x,X, Y ) = Θ∞
1 (x)

La solution de ce système peut être effectuée indépendamment de ue
0. Introduisons la

fonction α1, dont l’existence est assurée par le théorème 2.2, solution du problème

(2.101)





∆XY α1(x,X, Y ) = 0

α1(x,X, Y ) = s(x,X)

qui vérifie donc

(2.102) lim
Y→∞

α1(x,X, Y ) = h1(x)

On a alors

(2.103) Θ∞
1 (x) = h1(x)∂yu

e
0(x, 0)

On cherche alors Π1 sous la forme

(2.104) Π1(x,X, Y ) = −ue
1(x, 0)− α1(x,X, Y )∂yu

e
0(x, 0)

où u1(x, 0) est une constante en X et Y non encore déterminée. La condition

(2.105) lim
Y→∞

Π1(x,X, Y ) = 0

donne alors

(2.106) ue
1(x, 0) = −h1(x)∂yu

e
0(x, 0)

qui avec les conditions (2.97) permet de déterminer ue
1.
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3.6. Termes à l’ordre n. Les équations générales sont maintenant

(2.107)





∆XY Πn = −2∂x∂XΠn−1 − (∂2
x + k2) Πn−2

limY→∞ Πn(x,X, Y ) = 0

(2.108)





∆xyu
e
n + k2ue

n = 0

∂yu
e
n + S(ue

n(., H)) = 0 pour Y = H

(2.109) Πn(x,X, Y ) + ue
n(x, 0) +

n∑

`=1

s`

`!
∂yu

e
n−`(x, 0) = 0

Le théorème 2.2 nous assure de l’existence et de l’unicité d’une fonction Θn(x,X, Y ) telle

que

(2.110)





∆XY Θn = −2∂x∂XΠn−1 − (∂2
x + k2) Πn−2

Θn(x,X, s) =
∑n

`=1
s`

`!
∂yu

e
n−`(x, 0)

vérifiant

(2.111) lim
Y→∞

Θn(x,X, Y ) = Θ∞
n (x)

On cherche alors Πn sous la forme

(2.112) Πn(x,X, Y ) = −ue
n(x, 0)−Θn(x,X, Y )

où un(x, 0) n’est pas encore déterminée. On détermine cette constante en X et Y à l’aide

de la condition

(2.113) lim
Y→∞

Πn(x,X, Y ) = 0

qui conduit à

(2.114) ue
n(x, 0) = −Θ∞

n (x)

Cette condition avec les équations (2.108) assurent l’existence et l’unicité de un. Nous

avons ainsi démontré le théorème suivant.

Théorème 2.3. Les conditions (2.107), (2.108) et (2.109) permettent de déterminer

de proche en proche tous les termes ue
0, Π0, . . . , ue

n, Πn du développement asymptotique.
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4. Convergence du développement asymptotique

Nous allons, dans cette section, établir une majoration de l’erreur

(2.115) εnδ = uδ −
((

ue
0 + χΠ̃0

)
+ · · ·+ δn

(
ue

n + χΠ̃n

))

commise en approchant la solution uδ du problème (2.23) par son développement à deux

échelles

(2.116)
(x, y) → ue

0(x, y) + χ(y)Π̃0(x, y) + δ
(
ue

1(x, y) + χ(y)Π̃1(x, y)
)

+

· · ·+ δn
(
ue

n(x, y) + χ(y)Π̃n(x, y)
)

où nous avons noté Π̃m(x, y) = Πm(x, x/δ, y/δ) et y → χ(y) une fonction de classe C∞ sur

R vérifiant

(2.117) χ′(y) ≤ 0, χ(y) = 1 pour y ≤ h et χ(y) = 0 pour y > H − h

où h > 0 est fixé de sorte que

(2.118) δ0 < h < H − h

où δ0 est le paramètre intervenant ci-dessus dans le résultat de stabilité. Nous avons

introduit Π0(x,X, Y ) = 0 pour homogénéiser la notation. C’est en fait l’approximation

du champ hors couche limite

(2.119) enδ = uδ − (ue
0 + · · ·+ δnue

n)

pour

(2.120) y > h

qui nous intéresse. Nous allons voir qu’il suffit d’établir des estimations de convergence

sur εnδ, qui s’améliorent juste avec l’ordre n, pour en déduire d’autres sur enδ pour y > h

qui sont optimales. L’erreur εnδ sera dite complète par opposition à enδ qu’on désignera

comme l’erreur externe. Pour estimer l’erreur complète, nous allons borner son résidu

relatif à l’équation d’Helmholtz. Nous estimerons ensuite l’écart qu’elle engendre sur la

vérification de la condition aux limites. Le théorème de stabilité nous en donnera alors

une estimation.
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4.1. Résidu relatif à l’erreur complète. On a comme ci-dessus

(2.121) ∆xy

(
χΠ̃m

)
= χ

(
1

δ2
∆̃XY Πm +

1

δ
2 ˜∂x∂XΠm + ∂̃2

xΠm

)
+

2

δ
χ′∂̃Y Πm + χ′′Π̃m

Ceci nous permet d’obtenir directement l’expression du résidu

(2.122)

(∆xy + k2) εnδ = −χ
(∑n

m=0δ
m−2∆̃XY Πm + δm−12 ˜∂x∂XΠm + δm ˜(∂2

x + k2) Πm

)
+

−∑n
m=0δ

m−12χ′∂̃Y Πm + δmχ′′Π̃m

Pour réduire cette expression, on la réécrit en factorisant les différentes puissances de δ

après avoir observer que Π0 = 0 et ∆XY Π1 = 0

(2.123)

(∆xy + k2) εnδ = −χ
(∑n−2

m=0δ
m

(
˜∆XY Πm+2 + 2 ˜∂x∂XΠm+1 + ˜(∂2

x + k2) Πm

))

−χδn−1
(
2 ˜∂x∂XΠn + ˜(∂2

x + k2) Πn−1 + δ ˜(∂2
x + k2) Πn

)

−∑n
m=0δ

m−12χ′∂̃Y Πm + δmχ′′Π̃m

Les équations (2.67) donnent alors

(2.124)
(∆xy + k2) εnδ = −χδn−1

(
2 ˜∂x∂XΠn + ˜(∂2

x + k2) Πn−1 + δ ˜(∂2
x + k2) Πn

)

−∑n
m=1δ

m−12χ′∂̃Y Πm + δmχ′′Π̃m

Le lemme suivant permet d’estimer la norme L2 de ce résidu.

Notation 1.

Lemme 2.8. Il existe une constante c, indépendante de δ, telle que

(2.125)
∣∣(∆xy + k2

)
εnδ

∣∣
0,Ω0,H

δ

≤ cδn−1/2

Démonstration. Dans toute la démonstration, c désignera diverses constantes indé-

pendantes des variables x, X, Y et de δ.

Les termes du type χΘ̃ où Θ est une fonction de x, X et Y satisfaisant

(2.126) |Θ(x,X, Y )| ≤ ce−γY

avec γ > 0, vérifient

(2.127)

∫

Ω0,H
δ

|Θ(x, x/δ, y/δ)|2 dxdy ≤ c

∫ H

0

e−2γy/δdy = c
δ

2γ
(1− e−2γH/δ) ≤ c

δ

2γ
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On a dès lors

(2.128)
∣∣∣χδn−1

(
2 ˜∂x∂XΠn + ˜(∂2

x + k2) Πn−1 + δ ˜(∂2
x + k2) Πn

)∣∣∣
0,Ω0,H

δ

≤ cδn−1/2

Pour estimer les termes χ′∂̃Y Πm et χ′′Π̃m, il suffit de majorer une fonction Θ du type

précédent pour y > h, soit

(2.129) |Θ(x, x/δ, y/δ)| ≤ ce−γh/δ

Comme e−γh/δ = o(δ∞), on obtient directement le lemme. ¤

4.2. Résidu relatif à la condition aux limites. On rappelle que pour condenser la

notation, on utilise s pour noter s(x, x/δ). L’erreur εnδ ne vérifie la condition de Dirichlet

sur Γδ. Pour estimer l’erreur induite par cet écart à la condition aux limites exacte, nous

allons construire wnδ tel que

(2.130) wnδ(x, δs) = εnδ(x, δs)

La norme de wnδ dans H1
#(ΩH

δ ) mesurera cette erreur. Auparavant, on explicite εnδ(x, δs)

(2.131) εnδ(x, δs) = uδ(x, δs)−∑n
m=0δ

m (ue
m(x, δs) + Πm(x, x/δ, s))

En utilisant la condition aux limites sur uδ et (2.73), on arrive à

(2.132)

εnδ(x, δs) =
∑n

m=0δ
m

(
ue

m(x, 0) + s∂yu
e
m−1(x, 0) + · · ·+ sm

m!
∂m

y ue
0(x, 0)− ue

m(x, δs)

)

En réordonnant différemment les différents termes, on peut écrire cette somme sous la

forme

(2.133) εnδ(x, δs) =
∑n

m=0δ
m

(
∑n−m

`=0

(δs)`

`!
∂`

yu
e
m(x, 0)− ue

m(x, δs)

)

Pour construire wnδ, on utilise le lemme suivant qui est une conséquence directe de la

formule de Taylor avec reste intégral.

Lemme 2.9. Pour tout entier n ≥ 0 et tout entier m tel que 0 ≤ m ≤ n, il existe une

fonction Rnm de classe C∞ sur R× [0, +∞[ tel que

(2.134) ue
m(x, y) =

∑n−m
`=0

y`

`!
∂`

yu
e
m(x, 0)− yn+1−mRnm(x, y)



4. CONVERGENCE DU DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 43

Démonstration. La formule de Taylor avec reste intégral donne

ue
m(x, y) =

∑n−m
`=0

y`

`!
∂`

yu
e
m(x, 0) +

∫ y

0

(y − z)n−m

(n−m)!
∂n+1−m

y ue
m(x, z)dz

Il suffit de faire le changement de variable t = z/y pour obtenir (2.134) avec

(2.135) Rnm(x, y) = −
∫ 1

0

(1− t)n−m

(n−m)!
∂n+1−m

y ue
m(x, yt)dt

Il suffit de remarquer que l’on peut dériver indéfiniment sous le signe somme dans (2.135)

pour obtenir le lemme. ¤

On est en mesure alors de construire le relèvement wnδ de εnδ|Γδ
annoncé ci-dessus.

Pour cela, on considère une fonction Y → η(Y ) dans C∞(R) vérifiant

(2.136) η(Y ) = Y pour Y ≤ 1 et η(Y ) = 0 pour Y ≥ 2

Lemme 2.10. Pour δ ≤ δ0/2, la fonction

(2.137) wnδ(x, y) = δn+1
∑n

m=0η
n+1−m(y/δ)Rnm(x, y)

est à support dans Ωh
δ et vérifie (2.130). Sa norme dans H1

#(ΩH
δ ) est majorée par

(2.138) ‖wnδ‖1,Ω0,H
δ
≤ cδn+1/2

Démonstration. Par construction, x → Rnm(x, y) est C∞ et β-pseudopériodique de

période L. De plus, on a η(y/δ) = 0 pour y/δ ≥ 2, ou encore y ≥ 2δ. Il s’ensuit que, pour

δ ≤ δ0/2, η(y/δ) = 0 pour y ≥ h ≥ δ0. Comme s ≤ 1, on a ensuite

wnδ(x, δs) = δn+1
∑n

m=0η
n+1−m(s)Rnm(x, δs) = δn+1

∑n
m=0s

n+1−mRnm(x, δs)

=
∑n

m=0δ
m(δs)n+1−mRnm(x, δs)

Au vu de (2.134), le dernier membre des égalités précédentes est égal à

∑n
m=0δ

m(δs)n+1−mRnm(x, δs) =
∑n

m=0δ
m

(∑n−m
`=0

(δs)`

`!
∂`

yu
e
m(x, 0)− ue

m(x, δs)

)

soit encore, suite à (2.133),

wnδ(x, δs) = εnδ(x, δs)

Comme |η(y/δ)| ≤ c, on a

|wnδ|0,Ω0,H
δ

+ |∂xwnδ|0,Ω0,H
δ
≤ cδn+1
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Pour la dérivée par rapport à y, on a

∂yη(y/δ) =
1

δ
η′(y/δ)

Il s’ensuit que

|∂ywnδ|0,Ω0,H
δ
≤ cδn

(∫ 2δ

0

dy

)1/2

Ceci termine la démonstration du lemme. ¤

4.3. Estimation d’erreur globale. Comme nous l’avons annoncé plus haut, nous

sommes en mesure d’énoncer une estimation d’erreur globale. Cette estimation est loin

d’être optimale puisqu’elle n’assure même pas que l’erreur reste bornée à l’ordre 0. La perte

d’ordre de convergence est due essentiellement aux termes en variable rapide décrivant

le comportement en couche limite. Cependant, la disponibilité de cette estimation à tout

ordre permet d’établir des estimations optimales pour le comportement hors couche limite,

autrement dit en dehors de la proximité vraiment immédiate de la surface.

Proposition 2.4 (Estimations globales non optimales). Il existe une constante cn

indépendante de δ ≤ δ0/2 telle que

(2.139)
∥∥∥uδ −

∑n
m=0δ

m(ue
m + Π̃m)

∥∥∥
1,Ω0,H

δ

≤ cnδ
n−1/2

Démonstration. Nous avons vu plus haut que wnδ|y>h = 0. Il en résulte que znδ =

εnδ − wnδ vérifie

(2.140)





znδ ∈ Vδ, ∀v ∈ Vδ,

aδ(znδ, v) + 〈Sznδ, v〉 = Lδv

∫

Ω0,H
δ

− (∆xyεnδ + k2εnδ)vdxdy − aδ(wnδ, v)

avec

Lδv =

∫

Ω0,H
δ

− (∆xyεnδ + k2εnδ)vdxdy − aδ(wnδ, v)

Les estimations (2.125) et (2.138) donnent alors

sup
v∈Vδ,‖v‖

1,ΩH
δ
≤1

|Lδv| ≤ cδn−1/2

Le théorème général de stabilité 2.1 assure alors que (2.139) est vérifié. ¤
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Théorème 2.4 (Estimations optimales hors couche limite). Pour tout h′ > h, il existe

une constante cn indépendante de δ ≤ δ0/2 telle que

(2.141) ‖uδ −
∑n

m=0δ
mue

m‖1,]0,L[×]h,h′[ ≤ cnδn+1

Démonstration. Comme enδ = uδ −
∑n

m=0δ
mue

m vérifie la condition de radiation

∂yenδ|y=H + S(enδ|y=H) = 0

il suffit en fait d’établir (2.141) pour h′ = H, étant entendu que uδ et les ue
m sont prolongés

pour y > H à l’aide de leur développement en modes de Floquet. L’estimation (2.139) et

la décroissance rapide de Πm en y

Π̃m|y=h = o(δ∞)

donnent

∥∥uδ −
∑n+2

m=0δ
mue

m

∥∥
1,]0,L[×]h,H[

≤ c′n+2δ
n+3/2

Il suffit d’utiliser alors l’inégalité triangulaire

‖uδ −
∑n

m=0δ
mue

m‖1,]0,L[×]h,H[ ≤
∥∥uδ −

∑n+2
m=0δ

mue
m

∥∥
1,]0,L[×]h,H[

+
∥∥∑n+2

m=n+1δ
mue

m

∥∥
1,]0,L[×]h,H[

≤ c′n+2δ
n+3/2

+ δn+1(
∥∥ue

n+1

∥∥
1,]0,L[×]h,H[

+ δ
∥∥ue

n+2

∥∥
1,]0,L[×]h,H[

)

pour établir le résultat. ¤

5. Homogénéisation

Après avoir construit la condition homogénéisée à l’ordre 1, nous établirons une esti-

mation d’erreur de la solution obtenue par homogénéisation.

5.1. Construction de la condition homogénéisée. Rappelons que ue
0 est obtenu

en négligeant complètement l’effet de la surface oscillante et que ue
1 peut être déterminé,
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grâce à la condition aux limites (2.106), en résolvant le problème

(2.142)





ue
1 β-pseudopériodique de période L

∆xyu
e
1 + k2ue

1 = 0 pour 0 < y < H

∂yu
e
1|y=H + S(ue

1|y=H) = 0

ue
1(x, 0) + h1(x)∂yu

e
0(x, 0) = 0

Pour construire la condition homogénéisée, on forme la condition aux limites en y = 0

vérifiée par ue
1δ = ue

0 + δue
1 de sorte que son résidu soit en O(δ2). Le procédé est simple et

il peut se généraliser à un ordre n quelconque. On part de la relation (2.106)

(2.143) ue
1(x, 0) + h1(x)∂yu

e
0(x, 0) = 0

On multiplie le coefficient de ue
m par δ1−m (1 est l’ordre de la condition que l’on veut

établir), soit ici

(2.144)
ue

1δ(x, 0) + δh1(x)∂xu
e
1δ(x, 0) =

δ(ue
1(x, 0) + h1(x)∂xu

e
0(x, 0)) + δ2∂xu

e
1(x, 0) = O(δ2)

On remplace alors le problème exact (2.23) par le problème homogénéisé (à l’ordre 1)

(2.145)





∆uh
1δ + k2uh

1δ = 0 dans ΩH
0

x → exp(−iβx)uh
1δ(x, y) est L-périodique

uh
1δ + δh1(x)∂yu

h
1δ = 0 pour y = 0

∂y(u
h
1δ − uinc)|y=H + S((uh

1δ − uinc)|y=H) = 0

5.2. Estimation d’erreur. Le problème (2.145) admet un développement asympto-

tique régulier donné par la proposition suivante qu’on peut établir à l’aide des techniques

développées ci-dessus.

Proposition 2.5. La solution uh
1δ du problème (2.145) admet le développement asymp-

totique suivant

uh
1δ = ue

0 + δue
1 + δ2r2δ

avec ‖r2δ‖1,Ω0,H
à

borné par une constante c indépendante de δ.

On déduit alors de cette proposition le théorème suivant dont la démonstration résulte

juste de l’application de l’inégalité triangulaire.
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Théorème 2.5. On a l’estimation d’erreur suivante entre la solution du problème

exact (2.23) et celle du problème homogénéisé (2.145) à l’aide d’une constante c, indé-

pendante de δ ≤ δ0/2,

(2.146)
∥∥uδ − uh

1δ

∥∥
1,]0,L[×]h,h′[ ≤ cδ2

6. Commentaires bibliographiques

Pour approfondir les notions d’électromagnétisme, on pourra consulter l’ouvrage de

Van Bladel [24] qui en donne un exposé complet, très proche d’un texte mathématique.

Pour une introduction au développement en modes de Floquet, on pourra consulter la

référence [17]. On pourra trouver un approfondissement de cette question dans l’ar-

ticle de Nédélec et Starling [16]. Le problème de diffraction considéré ici a été intro-

duit dans la thèse de J.-R. Poirier [18] dans le but de modéliser la réflexion d’une onde

électromagnétique en polarisation TM par une surface rugueuse. Si on est intéressé par

le même type de problème, mais dans le cadre non linéaire, on pourra consulter l’article

de Achdou, Pironneau et Valentin [2] où le problème aux limites considéré est relatif aux

équations de Navier-Stokes.

Un excellent exposé d’introduction à la théorie variationnelle des problèmes aux limites

elliptiques et aux questions d’analyse fonctionnelle qui y sont afférentes se trouve dans le

livre de Brezis [4]. Un exposé plus approfondi, mais très abordable, de la théorie elliptique,

ainsi qu’une présentation de l’alternative de Fredholm, se trouvent dans la première partie

du livre de McLean [15]. Les livres de Chazarain et Piriou [6] et de Taylor [21] présentent

des exposés beaucoup plus complets mais plus difficiles d’accès.

L’utilisation de techniques de développements asymptotiques double-échelle pour des

problèmes de diffraction a été considérée pour la première fois par Achdou [1] dans le cadre

plutôt de la construction de correcteurs. L’approche utilisée ici est celle décrite dans le

livre de [25]. Les constructions de conditions aux limites effectives à partir de l’analyse

asymptotique provient de la thèse de Poirier [18]. On pourra aussi trouver un exposé plus

synthétique avec des expérimentations numériques dans la référence [20]. Les résultats

théoriques d’estimation d’erreur sont nouveaux. Ils feront l’objet d’une prochaine publi-

cation [19] qui inclura aussi des expérimentations numériques avec la condition d’ordre
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2. Enfin, signalons l’article de Caloz, Costabel, Dauge et Vial [5], qui est plus difficile

d’accès, mais qui est exemplaire dans la prise en compte de singularités de problèmes aux

limites elliptiques dans une analyse asymptotique par l’intermédiaire d’une construction

de correcteurs de couche limite.



CHAPITRE 3

Propagation d’une onde dans un domaine comportant une fente

Nous présentons un problème modèle caractérisant la propagation d’une onde dans un

domaine comportant une fente. Nous construirons un développement asymptotique de sa

solution à l’aide d’une technique de développements asymptotiques raccordés. Des esti-

mations d’erreur, concluant l’étude, permettent d’assurer une base théorique rigoureuse

aux développements obtenus.

1. Le problème aux limites

Nous introduisons d’abord le problème aux limites modélisant le phénomène physique

que nous considérons. Des hypothèses physiques simplificatrices nous permettront alors

d’utiliser le théorème de Lax-Milgram pour démontrer un résultat d’existence-unicité pour

sa solution ainsi que les propriétés de stabilité intervenant dans les estimations d’erreur

relatives au développement asymptotique.

1.1. Le problème physique et sa modélisation. Nous considérons une onde bi-

dimensionnelle en régime harmonique se propageant dans le demi-plan des x > 0, limité

donc par le mur {x = 0}. L’onde peut cependant pénétrer dans une fente d’épaisseur πδ

de sorte que le domaine Ωδ où stationne effectivement l’onde peut être décrit à l’aide de

la décomposition sans recouvrement en deux sous-domaines : le demi-plan

(3.1) Ω∞ =
{
(x, y) ∈ R2; x > 0

}

et la fente

(3.2) Fδ :=
{
(x, y) ∈ R2; x < 0 et 0 < y < πδ

}

Le paramètre δ, destiné à tendre vers 0, décrit la faible épaisseur de la fente. La figure

Fig. 3.1 schématise le domaine complet, demi-plan et fente, où se propage l’onde.

49
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F d

Wd

Gd

x

y

y = pd

Support de f

Fig. 3.1. Schéma du mur avec fente limitant le domaine de propagation Ωδ

Pour éviter les difficultés relatives aux formulations non coercives et à la description

de conditions de radiation pour le demi-plan Ω∞ et la fente Fδ, nous supposerons que le

milieu de propagation est dissipatif et que l’onde est produite par une distribution f dans

L2(Ωδ) et à support compact dans le demi-plan Ω∞.

La description d’un milieu dissipatif est effectuée généralement en supposant que le

nombre d’onde k est donné par

(3.3) k = kr + iki

avec kr et ki vérifiant

(3.4) 0 < ki < kr

Cette simplification n’affecte en rien la généralité du développement asymptotique. Le

cas d’un milieu sans pertes peut être obtenu par les adaptations standard permettant de

passer du cas dissipatif au cas sans dissipation en passant à la limite en faisant tendre ki

vers 0 : c’est le principe d’absorption limite.

Compte tenu de ce qui précède, et en supposant que la condition de réflexion

des ondes au bord Γδ du domaine de propagation Ωδ est donnée par une condition de

Neumann, le phénomène de propagation est régi par le problème aux limites suivant :

(3.5)





uδ ∈ H1(Ωδ)

∆uδ + k2uδ = −f dans Ωδ

∂nuδ = 0 sur Γδ
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où n est la normale unitaire extérieure à Ωδ.

Remarque 3.1.

1. Le cas non dissipatif s’obtient pour ki = 0. La solution n’est plus alors dans H1(Ωδ)

(ni même dans L2(Ωδ)) mais dans l’espace de Fréchet (i.e., dont la topologie est définie

par une famille de semi-normes)

(3.6) H1
loc(Ωδ) =

{
v ∈ D′(Ωδ) ; φv ∈ H1(Ωδ), ∀φ ∈ D(R2)

}

La condition à l’infini, traduite par l’appartenance à H1(Ωδ), doit alors être remplacée

par une condition de radiation dans le demi-plan Ω∞ et dans la fente Fδ.

2. La condition aux limites de Dirichlet uδ = 0 sur Γδ est moins intéressante car elle ne

donne pas lieu à une pénétration de l’onde dans Fδ.

1.2. Formulation variationnelle et stabilité par rapport à l’épaisseur de la

fente. La formule de Green permet d’établir immédiatement que le problème (3.5) admet

la formulation variationnelle équivalente

(3.7)





uδ ∈ H1(Ωδ), ∀v ∈ H1(Ωδ),

aδ(uδ, v) =

∫

Ω∞
fv dxdy

avec

(3.8) aδ(u, v) =

∫

Ωδ

(∇u · ∇v − k2uv
)
dxdy

La proposition suivante établit la stabilité d’un problème variationnel posé avec la

forme aδ et en particulier l’existence-unicité de la solution du problème (3.7).

Proposition 3.1. Pour toute forme linéaire continue Lδ sur H1(Ωδ), le problème

variationnel

(3.9)





wδ ∈ H1(Ωδ), ∀v ∈ H1(Ωδ),

aδ(wδ, v) = Lδv

possède une solution et une seule vérifiant

(3.10) ‖wδ‖1,Ωδ
≤ c sup

‖v‖1,Ωδ
≤1

|Lδv|

où c est une constante indépendante de δ.
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Démonstration. Comme aδ vérifie

(3.11) |aδ(u, v)| ≤ M ‖u‖1,Ωδ
‖v‖1,Ωδ

avec M = max(1, |k|2), la démonstration se ramène à établir la propriété de coercivité

uniforme : il existe une constante γ > 0 indépendante de δ telle que

(3.12) |aδ(v, v)| ≥ γ ‖v‖2
1,Ωδ

(∀v ∈ H1(Ωδ))

Pour cela, notons

(3.13) K = <(k2) = k2
r − k2

i et η = =(k2) = 2krki

qui vérifient, suite aux conditions (3.4),

(3.14) K > 0 et η > 0

Pour v ∈ H1(Ωδ), on a ainsi

(3.15) aδ(v, v) =

∫

Ωδ

|∇v|2 dxdy −K

∫

Ωδ

|v|2 dxdy − iη

∫

Ωδ

|v|2 dxdy

soit encore en notant A = |v|21,Ωδ
et B = |v|20,Ωδ

(3.16) aδ(v, v) = A−KB − iηB

On a ainsi

(3.17) |aδ(v, v)|2 = (A−KB)2 + η2B2 = A2 + (K2 + η2)B2 − 2KAB

En utilisant l’inégalité d’Young

(3.18) 2 |ab| ≤ t |a|2 + |b|2 /t (∀t > 0)

on peut minorer alors |aδ(v, v)|2 pour tout t > 0 par

(3.19) |aδ(v, v)|2 ≥ (1−Kt)A2 + (K2 + η2 −K/t)B2

Les fonctions ψ(t) = 1 − Kt et φ(t) = K2 + η2 − K/t sont respectivement stricte-

ment décroissante et croissante pour t > 0. Comme limt→0 ψ(t) = 1, limt→0 φ(t) = −∞,

ψ(1/K) = 0 et φ(1/K) = η2, il résulte qu’il existe t0 (0 < t0 < 1/K) tel que

(3.20) 1−Kt0 = K2 + η2 −K/t0 = 2γ2 > 0

comme on peut s’en convaincre aisément à l’aide du graphe donné par la figure Fig. 3.2
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t
1/K

1
f( )t

y( )t

t0

2g2

Fig. 3.2. Graphes des fonctions φ(t) et ψ(t) montrant l’existence de γ

On a alors, en utilisant une nouvelle fois l’inégalité d’Young avec t = 1,

(3.21) |aδ(v, v)|2 ≥ 2γ2(A2 + B2) ≥ γ2(A2 + B2 + 2AB) = γ2(A + B)2

L’inégalité (3.21) donne (3.12) par passage à la racine carrée. ¤

2. Développements asymptotiques raccordés

Nous commençons par présenter une écriture de uδ qui montre que le comportement

de l’onde dans la fente, mais loin de l’ouverture de cette dernière, y admet un comporte-

ment monodimensionnel. L’expression de l’onde dans le demi-plan Ω∞, toujours loin de

l’ouverture de la fente, est bidimensionnel. Le raccord entre les deux expressions se fait à

travers une couche limite. Après avoir donné la forme des développements asymptotiques

à l’intérieur et à l’extérieur de la couche limite, nous établirons les équations vérifiées

par les différents termes de ce développement. Nous poserons alors les conditions de rac-

cord entre les développements à l’intérieur et à l’extérieur de la couche limite qui nous

permettront d’en déterminer les différents termes jusqu’à l’ordre 2 qui nous intéresse ici.

2.1. Comportement monodimensionnel de l’onde dans la fente. La théorie

elliptique montre que uδ est la restriction à Fδ d’une fonction de classe C∞ pour x < 0.

On peut ainsi prolonger, toujours pour x < 0, y → uδ(x, y) en une fonction d’abord paire

et ensuite périodique de période 2πδ. On peut alors développer la fonction obtenue sous



54 3. PROPAGATION D’UNE ONDE DANS UN DOMAINE COMPORTANT UNE FENTE

la forme

(3.22) uδ(x, y) =
+∞∑

m=−∞

um(x)

2
exp(im

y

δ
)

avec donc

(3.23) um(x) =
1

πδ

∫ πδ

−πδ

uδ(x, y) exp(−im
y

δ
) dy

Comme la fonction y → uδ(x, y) est paire, l’intégrale précédente s’écrit

(3.24) um(x) =
2

πδ

∫ πδ

0

uδ(x, y) cos(m
y

δ
) dy

Comme um(x) = u−m(x), la série (3.22) s’écrit comme une série de cosinus

(3.25) uδ(x, y) =
u0(x)

2
+

+∞∑
m=1

um(x) cos(m
y

δ
)

On dérive alors deux fois um(x) en dérivant deux fois par rapport à x sous le signe somme,

en utilisant le fait que uδ est solution de l’équation d’Helmholtz homogène dans la fente,

et enfin en intégrant deux fois par partie

(3.26) u′′m(x) = −(k2 − m2

δ2
)

∫ πd

0

uδ(x, y) cos(m
y

δ
) dy

On arrive alors à l’équation différentielle

(3.27) u′′m(x) + (k2 − m2

δ2
)um(x) = 0

dont la solution générale est donnée par

(3.28) um(x) = u+
m exp

(
i

√
k2 − m2

δ2
x

)
+ u−m exp

(
−i

√
k2 − m2

δ2
x

)

où la racine carrée choisie est telle que =
(√

k2 − m2

δ2

)
> 0. La condition uδ ∈ L2(Fδ)

impose que u+
m = 0. On a ainsi

(3.29) uδ(x, y) = T δ exp(−ikx) +
+∞∑
m=1

T δ
m exp(−i

√
k2 − m2

δ2
x) cos(m

y

δ
)

en notant T δ = u−0 /2 et T δ
m = u−m car ils correspondent à des coefficients de transmission

de l’onde dans la fente. On peut alors écrire l’expression précédente de façon approchée

mais plus parlante en remarquant que

(3.30)

√
k2 − m2

δ2
≈ i

m

δ
lorsque δ → 0 pour m ≥ 1
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soit

(3.31) uδ(x, y) = T δ exp(−ikx) +
+∞∑
m=1

T δ
m exp(

m

δ
x) cos(m

y

δ
)

L’onde a ainsi un comportement monodimensionnel T δ exp(−ikx) dans la fente en dehors

de la jonction de cette dernière et du demi-plan extérieur Ω∞ avec un raccord de type

couche limite en exp(m
δ
x). Nous allons dans ce qui suit établir ceci de façon rigoureuse

en utilisant une technique de développements asymptotiques raccordés et une estimation

d’erreur.

2.2. Forme des développements asymptotiques. A l’extérieur de la couche li-

mite, on distingue deux zones : le demi-plan Ω∞ et la fente Fδ. Les développements dans

ces deux zones sont donnés respectivement par

(3.32) u00
∞ + δ

(
ln δ u11

∞ + u10
∞

)
+ · · ·+ δn(lnn δ unn

∞ + · · ·+ un0
∞ ) + o(δn)

dont les termes sont définis dans le demi-plan fermé {x ≥ 0} sauf au point (0, 0) qui

est à l’intérieur de la couche limite, et

(3.33) u00
F + δ

(
ln δ u11

F + u10
F

)
+ · · ·+ δn(lnn δ unn

F + · · ·+ un0
F ) + o(δn)

dont les termes unm
F (x, Y ) sont des fonctions de la variable lente x et de la variable rapide

Y = y/δ pour tenir compte de l’épaisseur tendant vers 0 de la fente. Ils sont définis pour

x < 0 et Y donc tel que 0 ≤ Y ≤ π. Le développement (3.33) ne “voit” pas lui aussi

le point (0, 0) qui est à l’intérieur de la couche limite.

Le développement de la solution uδ à l’intérieur de la couche limite est défini par

(3.34) Π00 + δ
(
ln δ Π11 + Π10

)
+ · · ·+ δn(lnn δ Πnn + · · ·+ Πn0) + o(δn)

Ses différents termes sont fonction des variables rapides X = x/δ et Y = y/δ. Ils sont

définis dans Ω̂ le domaine de R2 dont une décomposition sans recouvrement est donnée

par le demi-plan Ω̂∞ = {(X, Y ) ∈ R2; X > 0} et de la mise à l’échelle de la fente

(3.35) F̂ =
{
(X,Y ) ∈ R2; X < 0 et 0 < Y < π

}

La présence des termes en δn lnm δ dans les développements est imposée par les singu-

larités de uδ.
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2.3. Equations générales du développement asymptotique. Nous allons utili-

ser le fait que les développements (3.32), (3.33) et (3.34) constituent tous des approxi-

mations de représentations différentes mais d’une même fonction : la solution

uδ, pour obtenir les équations vérifiées par leurs différents termes.

On obtient directement les équations hors couche limite dans le demi-espace

∆u00
∞ + k2u00

∞ = −f dans Ω∞(3.36)

∆unm
∞ + k2unm

∞ = 0 dans Ω∞ pour n 6= 0(3.37)

Notons bien que puisque la couche limite entoure le point (0, 0), les unm
∞ sont définis

dans tout Ω∞ sauf au point (0, 0). On obtient donc directement à partir de la condition

aux limites vérifiée par uδ

(3.38) ∂xu
nm
∞ (y, 0) = 0 pour tout y 6= 0

Remarque 3.2. Le fait que le point (0, 0) est exclu de la condition aux limites est très

important. Nous verrons au moment de prouver l’existence effective des unm
∞ en quel sens

précis (au sens des distributions) on peut poser cette condition.

Pour obtenir les autres équations, il suffit d’utiliser les relations suivantes entre les

dérivations par rapport aux variables lentes et rapides

(3.39) ∂x = δ−1∂X et ∂y = δ−1∂Y

On obtient alors de façon standard

– les équations hors couche limite dans la fente

(3.40)





∂2
Y unm

F + (∂2
x + k2)u

(n−2)m
F = 0 pour x < 0 et 0 < Y < π

∂Y unm
F (x, 0) = 0 et ∂Y unm

F (x, π) = 0 pour x < 0

– les équations à l’intérieur de la couche limite

(3.41)





∆XY Πnm + k2Π(n−2)m = 0 dans Ω̂

∂nΠnm = 0 sur le bord Γ̂ de Ω̂
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Dans toutes les équations, on remplace par des zéros les termes manquants comme

par exemple u
(−1)m
F , u

(−2)m
F , Π(−2)m et Π(−1)m ci-dessus.

Les différents termes des développements hors couche limite vont aussi hériter des

comportements de la solution à l’infini de type H1 qui seront précisés plus loin.

Nous allons maintenant donner le cadre de résolution pour chacun des problèmes

précédents.

2.4. Cadre de résolution des problèmes externes dans la fente. Nous allons

montrer que la détermination des solutions des problèmes dans la fente (3.40) se réduit

à la détermination d’une constante. Le problème (3.40) est en fait un problème à deux

points en Y dépendant du paramètre x. On a tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.1. Les solutions du problème (3.40) sont des fonctions unm
F (x) indépendantes

de Y vérifiant l’équation d’Helmholtz 1D

(3.42) (∂2
x + k2)unm

F (x) = 0 pour x < 0

Démonstration. Les fonctions u00
F , u10

F et u11
F vérifient des systèmes du type

(3.43)





v′′(Y ) = a

v′(0) = v′(π) = 0

avec a = 0. On en déduit que ∂Y unm
F = 0 et donc que unm

F (x, Y ) = unm
F (x) pour n = 0, 1.

Les équations (3.40) sont alors du type (3.43) pour n = 2 et m = 0, 1 avec a une

constante en Y . En intégrant cette équation entre 0 et π, il vient

(3.44) πa =

∫ π

0

v′′(Y ) dY = v′(π)− v′(0) = 0

Ceci montre que la constante a en Y est nécessairement nulle et établit que les u2m
F sont

indépendants de la variable Y . La proposition s’obtient alors selon exactement les mêmes

arguments par récurrence. ¤

La solution générale de l’équation (3.42) s’écrit à l’aide de deux constantes

(3.45) unm
F (x) = Rnm exp(ikx) + T nm exp(−ikx)
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Les unm
F (x) gardent le comportement H1 de uδ lorsque x → −∞. La détermination de

unm
F (x) se ramène dès lors à celle du coefficient (de transmission !) T nm car exp(ikx) =

exp(−kix) exp(ikrx) croit exponentiellement lorsque x → −∞. Notons que exp(−ikx) =

exp(kix) exp(−ikrx) tend vers 0 exponentiellement lorsque x → −∞. Nous avons ainsi

démontré la proposition suivante.

Proposition 3.2. La détermination des solutions, H1(]−∞,−a[) pour tout a > 0, de

l’équation (3.42) se ramène à celle d’une constante T nm :

(3.46) unm
F (x) = T nm exp(−ikx) pour x < 0

Remarque 3.3. Les coefficients T nm vont donner un développement asymptotique du

coefficient de transmission T δ apparaissant en (3.29)

(3.47) T δ ∼ T 00 + δ(ln δ T 11 + T 10) + · · ·

2.5. Cadre de résolution des problèmes hors couche limite dans le demi-

plan. Les coefficients unm
∞ vont hériter du comportement H1 de uδ mais en dehors de tout

voisinage de (0, 0) car ce point est à l’intérieur de la couche limite, i.e., unm
∞ sont dans

l’espace H1(Ω∗
∞), l’espace des v ∈ D′(Ω∞) tels que v|Ωa∞ ∈ H1(Ωa

∞) pour tout a > 0 où

(3.48) Ωa
∞ =

{
(x, y) ∈ Ω∞ ;

√
x2 + y2 > a

}

A part l’équation (3.36), toutes les équations (3.37) relatives aux coefficients unm
∞ sont

homogènes. Pour effectuer une traitement identique pour tous les termes, on introduit

w00
∞ solution du problème de Neumann usuel

(3.49)





w00
∞ ∈ H1(Ω∞)

∆w00
∞ + k2w00

∞ = −f dans D′(Ω∞)

∂xw
00
∞(x, 0) = 0 (∀x ∈ R)

qui admet une solution et une seule dans H1(Ω∞) de façon analogue au problème relatif

à uδ. On note alors

(3.50) ůnm
∞ = unm

∞ − wnm
∞



2. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES RACCORDÉS 59

avec wnm
∞ = 0 pour (n,m) 6= (0, 0). Les ůnm

∞ vérifient ainsi

(3.51)





ůnm
∞ ∈ H1(Ω∗

∞)

∆ůnm
∞ + k2ůnm

∞ = 0 dans Ω∞

∂xů
nm
∞ (x, 0) = 0 (∀x, x 6= 0)

En prolongeant ůnm
∞ à R2

∗ = {(x, y) ∈ R2 ; (x, y) 6= (0, 0)} en une fonction paire par rap-

port à x

(3.52) ůnm
∞ (x, y) = ůnm

∞ (−x, y) pour x < 0

on vérifie immédiatement que c’est une solution de l’équation d’Helmholtz dans R2
∗

(3.53) ∆ůnm
∞ + k2ůnm

∞ = 0 dans D′(R2
∗)

Les estimations elliptiques intérieurs induisent que

(3.54) ůnm
∞ ∈ C∞(R2

∗)

Les conditions de raccord que nous expliciterons plus loin imposent à ůnm
∞ d’avoir un

ordre de singularité fini au sens suivant. Notons par r et θ les coordonnées polaires du

plan défini par

(3.55)





x = r cos θ

y = r sin θ
r > 0 et − π < θ < π

Nous supposerons donc que pour tout (n,m), il existe α et c, indépendants de r ≤ 1 et

de θ mais pouvant dépendre de n et m, tels que

(3.56) rα |̊unm
∞ (r, θ)| ≤ c

Pour simplifier la notation, une même fonction est considérée indifféremment comme

fonction de (x, y) ou de (r, θ).

De façon analogue à celle des unm
F , la détermination des unm

∞ se ramène à celle d’un

nombre fini de constantes grâce à la proposition suivante dont la démonstration peut être

passée en première lecture. Nous aurons besoin auparavant de quelques propriétés des

fonctions de Bessel que nous rappelons maintenant.
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2.5.1. Quelques éléments sur les fonctions de Bessel. On se limite ici aux équations

de Bessel d’ordre entier m ≥ 0 qu’il est commode de poser pour une variable complexe

z

(3.57) v′′(z) +
1

z
v′(z) + (1− m2

z2
)v = 0

Notons que si v vérifie (3.57), la fonction, définie pour r > 0 par w(r) = v(kr), va être

solution de l’équation

(3.58) w′′(r) +
1

r
w′(r) + (k2 − m2

r2
)w(r) = k2v′′(kr) +

k2

kr
v′(kr) + (k2 − k2m2

k2r2
)v(kr) = 0

Un système fondamental de solutions de (3.57) est donné par les fonctions de Bessel Jm

et de Neumann Ym d’ordre m. De ces deux fonctions, Jm est celle qui reste bornée lorsque

z → 0. Ces deux fonctions sont définies par des développements en série entière par

(3.59) Jm(z) =
(z

2

)m
∞∑

n=0

(−1)n

n!

1

(m + n)!

(z

2

)2n

Ym(z) =
2

π
Jm(z) ln

z

2
− 1

π

(z

2

)−m
m−1∑
n=0

(m− 1− n)!

n!

(z

2

)2n

− 1

π

(z

2

)m
∞∑

n=0

(ψ(m + n + 1) + ψ(n + 1))
(−1)n

n!(m + n)!

(z

2

)2n

(3.60)

où la détermination du log est obtenue pour |arg z| < π et ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z) est la dérivée

logarithmique de la fonction Γ(z) qui est définie par

(3.61) Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt pour <(z) > 0

Une expression explicite de ψ(z) est donnée par

(3.62) ψ(z) = −γ − 1

z
+

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)

Dans (3.60), la somme de 0 à m − 1 est réduite à 0 pour m = 0. On a ainsi ψ(1) = −γ,

γ = 0, 5772157... étant la constante d’Euler. Pour les problèmes de propagation d’onde,

on utilise plutôt comme système fondamental de solutions les fonctions de Hankel

(3.63) H(1)
m (z) = Jm(z) + iYm(z) H(2)

m (z) = Jm(z)− iYm(z)
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qui sont non bornées en 0 mais qui permettent de décrire le bon comportement à l’infini

des solutions recherchées. On a ainsi

(3.64)

H(1)
m (z) =

√
2

iπz
(−i)m exp(iz)(1 +O(

1

z
)) H(2)

m (z) =

√
2i

πz
im exp(−iz)(1 +O(

1

z
))

La détermination de la racine est continue pour |arg(z)| < π et correspond à
√

1 = 1. Les

fonctions H
(1)
m (kr) et H

(2)
m (kr) tendent exponentiellement respectivement vers 0 et vers

l’infini pour =(k) = ki > 0 lorsque r →∞. Nous aurons aussi à utiliser le comportement

de H
(1)
m (z) lorsque z → 0 qui s’obtient à partir de son écriture sous la forme (3.59) et

(3.60)

H(1)
m (z) =

1

iπ
(z/2)−mPm−1((z/2)2)(3.65)

+ (1 +
2i

π
ln(z/2))(z/2)mjm((z/2)2) +

1

iπ
(z/2)mym((z/2)2)

où Pm−1(ζ) est un polynôme de degré m− 1 en la variable ζ

(3.66) Pm−1(ζ) =
1

π

m−1∑
n=0

(m− 1− n)!

n!
ζn

et jm(ζ) et ym(ζ) sont deux fonctions analytiques sur C de la variable complexe t données

par

jm(ζ) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!

1

(m + n)!
ζn(3.67)

ym(ζ) =
1

π

∞∑
n=0

(ψ(m + n + 1) + ψ(n + 1))
(−1)n

n!(m + n)!
ζn(3.68)

Ces trois fonctions vérifient ainsi

(3.69) Pm−1(0) = (m− 1)! jm(0) =
1

m!
ym(0) =

ψ(m + 1)− γ

m!

Proposition 3.3. Soit v ∈ C∞(R2
∗) ∩ H1(Ω∗

∞), paire par rapport à x, ayant une

singularité d’ordre fini en (0, 0) et vérifiant l’équation d’Helmholtz

(3.70) ∆v + k2v = 0 dans Ω∗
∞

Alors, v se décompose sous la forme

(3.71) v(r, θ) =
N∑

m=0

CmH(1)
m (kr) cos(`(θ − π/2))
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Démonstration. On décompose v(r, θ) en série de Fourier

(3.72) v(r, θ) =
+∞∑
−∞

ṽm(r) exp(imθ)

avec

(3.73) ṽm(r) =
1

2π

∫ 2π

0

v(r, θ) exp(−imθ) dθ

On remarque alors que l’intégrale dans (3.73) peut aussi être calculée par

(3.74) ṽm(r) =
1

2π

∫ 3π/2

−π/2

v(r, θ) exp(−imθ) dθ

Faisant alors le changement de variable θ′ = θ − π/2, il vient

(3.75) ṽm(r) =
(−i)m

2π

∫ π

−π

v(r, θ′ + π/2) exp(−imθ′) dθ′

La fonction v étant paire en x, il s’ensuit que la fonction θ′ → v(r, θ′ + π/2) est paire en

θ′. L’intégrale en (3.73) s’écrit donc

(3.76) ṽm(r) = (−i)m vm(r)/2 avec vm(r) =
2

π

∫ π

0

v(r, θ′ + π/2) cos(mθ′) dθ′

On peut ainsi réécrire (3.72)

(3.77) v(r, θ) =
+∞∑
−∞

vm(r)

2
exp(im(θ − π/2))

Utilisant alors le fait que v−m(r) = vm(r), on peut réécrire alors le développement (3.72)

sous la forme d’une série de Fourier usuelle en cosinus

(3.78) v(r, θ) =
v0(r)

2
+

+∞∑
1

vm(r) cos(m(θ − π/2))

Sachant que v satisfait l’équation d’Helmholtz écrite en coordonnées polaires sous la forme

(3.79)
1

r
∂r(r∂rv) +

1

r2
∂2

θv + k2v = 0

on vérifie aisément par dérivation sous le signe somme en r et intégration par partie en θ

que vm est solution de l’équation de Bessel (3.58). L’appartenance de v à H1(Ωa
∞) pour

a > 0 élimine H
(2)
m (kr) car elle a une croissance exponentielle lorsque r →∞. De (3.65),

on tire que le comportement de H
(1)
m (kr) lorsque r → 0 est en donné par

(3.80) H
(1)
0 (kr) ∼ 2i

π
ln r H(1)

m (kr) ∼ (m− 1)!

iπ

2`

(kr)`
pour m ≥ 1

Comme v a une singularité d’ordre fini lorsque r → 0, seul un nombre fini de termes dans

la somme (3.78) peuvent être non nuls ¤
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2.6. Cadre de résolution des problèmes à l’intérieur de la couche limite.

Les conditions de raccord vont imposer des comportements à l’infini aux solutions des

problèmes en variable rapide (3.41) qui ne peuvent pas être traités par la méthode varia-

tionnelle. Ces comportements vont être pris en compte à l’aide de solutions particulières

obtenues par séparation de variables. Cependant, ces solutions vont satisfaire les condi-

tions des problèmes (3.41) uniquement à l’extérieur d’une boule centrée à l’origine. Pour

résoudre effectivement (3.41), on va perturber ces solutions par des solutions variation-

nelles relatives à une équation de Laplace et à une condition de Neumann. C’est pourquoi

la forme bilinéaire qui intervient dans la formulation des problèmes variationnels est la

suivante

(3.81) a(u, v) =

∫

Ω̂

∇XY u · ∇XY v dXdY

qui est donc définie sur l’espace, dit de Beppo-Levi, qu’on notera W 1(Ω̂), des distributions

u ∈ D′(Ω̂) dont le gradient ∇XY u est dans L2(Ω̂). Cependant, la forme bilinéaire a

n’est pas définie positive sur W 1(Ω̂) mais sur l’espace-quotient W 1(Ω̂)/C (obtenu en ne

distinguant pas entre deux distributions qui diffèrent d’une constante). La proposition

suivante permet de donner une définition plus utilisable de W 1(Ω̂).

Proposition 3.4. Notons par % une fonction de C∞(R2) identique à 1/R ln R pour

R =
√

X2 + Y 2 ≥ 2 et X > 0 et identique 1/X pour X < −2 et 0 < Y < π. L’espace

W 1(Ω̂) peut être défini par

(3.82) W 1(Ω̂) =
{

v ∈ D′(R2) ; %v ∈ L2(Ω̂) et ∇XY v ∈ L2(Ω̂)
}

Il contient les constantes. De plus, la semi-norme v → |v|1,Ω̂ est bien définie sur W 1(Ω̂)/C

et définit une norme sur cet espace équivalente à la norme quotient

(3.83) ‖v̇‖W 1(Ω̂)/C = inf
c∈C

‖v + c‖W 1(Ω̂)

où dans (3.83), v est un élément quelconque dans la classe v̇.

Démonstration. Observons que |v + c|1,Ω̂ = |v|1,Ω̂ pour tout c ∈ C et donc qu’elle

définit bien a priori une semi-norme sur W 1(Ω̂)/C. Comme |v|1,Ω̂ = 0 entrâıne que v

est une constante, c’est en fait une norme sur W 1(Ω̂)/C. A l’aide des techniques déjà

utilisées au chapitre 2, qui ne sont pas reproduites ici, la démonstration est conséquence

de l’inégalité de Hardy considérée dans ce chapitre pour l’estimation dans la fente mise à
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l’échelle F̂ et, après passage en coordonnées polaires (R, Θ) dans Ω̂∞, d’une autre inégalité

de Hardy donnée par

(3.84)

∫ ∞

A

|ϕ(R)|2 1

R ln2 R
dR ≤ 4

∫ ∞

A

|ϕ′(R)|2 R dR (∀A > 1, ∀ϕ ∈ D(]A, +∞[)

Cette seconde inégalité s’obtient de la même façon que celle du chapitre 2 en remarquant

que

(3.85)
1

R ln2 R
= −

(
1

ln R

)′

¤

La proposition suivante donne alors le cadre qui permet la prise en charge de l’aspect

variationnel de la résolution des problèmes en variables rapides.

Proposition 3.5. Soit T ∈ C∞(Ω̂) et à support borné. Elle peut donc être identifiée

à une forme linéaire continue sur W 1(Ω̂). Si T vérifie la condition de compatibilité

(3.86)

∫

Ω̂

T (X,Y ) dXdY = 0

alors, le problème

(3.87)





w ∈ W 1(Ω̂)

−∆XY w = T dans D′(Ω̂)

∂nw = 0 sur Γ̂

possède une solution, unique à une constante additive près.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la solution de (3.87), si elle existe,

est définie à une constante près et que le problème peut être ainsi posé dans W 1(Ω̂)/C.

La propriété T ∈ L2(Ω̂) permet de donner un sens à ∂nw = 0 sur Γ̂ et d’établir que le

problème (3.87) est équivalent au problème variationnel

(3.88)





ẇ ∈ W 1(Ω̂)/C, ∀v̇ ∈ W 1(Ω̂)/C,

a(w, v) =

∫

Ω̂

Tv dXdY

La fin de la démonstration est alors une conséquence immédiate de la proposition précé-

dente et du théorème de Lax-Milgram. ¤
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Nous avons besoin aussi de préciser les comportements de la solution w de (3.88)

lorsque R → ∞ dans le demi-plan des X > 0, que nous noterons Ω̂∞, et aussi dans la

fente, mise à l’échelle,

(3.89) F̂ =
{
(X,Y ) ∈ R2; X < 0 et 0 < Y < π

}

Proposition 3.6. Toute solution w de (3.87) tend vers une constante w∞ lorsque

R →∞ dans Ω̂∞ et vers une autre constante wF lorsque X → −∞ dans F̂ .

Démonstration. Les conditions sur le support de f montrent que w est harmonique

pour R > R0 > 0 dans Ω̂∞ et pour X < X0 < 0 dans F̂ . En supposant qu’on a choisi

R0 > π, la théorie des problèmes aux limites elliptiques assure que w est C∞ jusqu’au

bord dans ces sous-domaines. On peut alors développer w dans Ω̂∞ en série de Fourier en

θ de façon analogue à ci-dessus pour les solutions de (3.70)

(3.90) w(R, θ) =
w0(R)

2
+

∞∑
m=1

wm(R) cos(m(θ − π/2))

avec

(3.91) wm(R) =
2

π

∫ π

0

w(R, θ) cos(m(θ − π/2))dθ

En calculant (Rw′
m)′/R par dérivation sous le signe somme, puis en utilisant le fait que

∆XY w = 0 pour R > R0, et enfin en intégrant deux fois par partie par rapport à θ, on

montre que wm est solution de l’équation différentielle

(3.92) (Rw′
m)′ −m2wm/R = 0

Ceci établit que

(3.93) w0(R) = w+
0 ln R + w−

0 wm(R) = w+
mRm + w−

mR−m (m ≥ 1)

L’appartenance de w à W 1(Ω̂) donne alors w+
m = 0 (m ≥ 0). On a ensuite limR→∞ w = w−

0

qui termine la démonstration de la première partie de la proposition avec w∞ = w−
0 .

Pour établir la seconde partie, on procède de façon analogue à ci-dessus en prolongeant

w en une fonction paire par rapport à Y et périodique de période 2π par rapport à Y

pour tout X < X0 fixé. On écrit alors

(3.94) w(X, Y ) =
w0(X)

2
+

∞∑
m=1

wm(X) cos(mθ)
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En adaptant les étapes de la première partie, on trouve maintenant

(3.95) w′′
m(X) + m2wm(X) = 0 pour X < X0

dont les solutions sont

(3.96) w0(X) = w+
0 X + w−

0 wm(X) = w+
m exp(−mX) + w−

m exp(mX) (m ≥ 1)

Là aussi, l’appartenance à W 1(Ω̂) impose aux w+
m de s’annuler. On alors la proposition

avec wF = w−
0 . ¤

2.7. Conditions de raccord. Les puissances lnm δ de ln δ rentrent dans les condi-

tions de raccord mais ne jouent pas le même rôle que les puissances δn de δ pour définir

les différentes étapes de détermination du développement asymptotique.

Plus précisément, on procède à chaque étape n pour déterminer les unm
∞ , unm

F et Πnm

pour m = 0, . . . , n de la façon suivante :

(1) On exprime

(3.97) unδ
∞(x, y) = u00

∞(x, y) + · · ·+ δn
(
lnn δ unn

∞ (x, y) + · · ·+ un0
∞ (x, y)

)

à l’aide des variables rapides unδ
∞(x, y) = unδ

∞(δX, δY ) qu’on développe par rapport

à δ en négligeant tous les termes négligeables par rapport à δn, c’est-à-dire en

o(δn)

(3.98)

unδ
∞(δX, δY ) = U00

∞,n(X, Y ) + · · ·+ δn
(
lnn δ Unn

n,∞(X, Y ) + · · ·+ Un0
n,∞(X, Y )

)
+ o(δn)

On obtient alors la condition de raccord lorsque R → +∞

(3.99) Π`m
n (X, Y ) = U `m

∞,n(X, Y ) + o(R`−n)

(2) On procède de même avec les unm
F . Mais cette fois-ci, les unm

F sont des fonctions

régulières. Leurs conditions de raccord avec les Πnm ne dépendent pas de l’ordre

n auquel on veut déterminer le développement asymptotique. On a avec des

notations analogues à ci-dessus relativement aux développements dans Ω∞

(3.100) unδ
F (δX, δY ) = U00

F (X,Y )+ · · ·+δn
(
lnn δ Unn

F (X,Y ) + · · ·+ Un0
F (X, Y )

)
+o(δn)
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On a alors les conditions de raccord pour X → −∞

(3.101) Πnm(X, Y ) = Unm
F (X, Y ) + o(1)

2.8. Termes d’ordre 0. On a donc

(3.102) u00
∞(x, y) = w00

∞(x, y) +
N00∑

`=0

C00
` H

(1)
` (kr) cos(`(θ − π/2))

La singularité la plus faible, suite aux comportements donnés par (3.80) des fonctions de

Bessel lorsque kr → 0, donnerait un terme en ln δ lorsqu’on exprime u00
∞(x, y) en variables

rapides u00
∞(δX, δY ). Il en résulte que C00

` = 0 et la fonction u00
∞(x, y) se réduit à la solution

particulière w00
∞(x, y) dans le demi-plan Ω∞. On a ainsi

(3.103) u00
∞(δX, δY ) = u00

∞(0, 0) + o(1) = U00
∞,0(X,Y ) + o(1)

Ceci entrâıne que

(3.104) U00
∞,0(X, Y ) = u00

∞(0, 0)

Les conditions de raccord (3.99) donnent alors, lorsque R →∞,

(3.105) Π00(X, Y ) = u00
∞(0, 0) + o(1)

Sachant que Π00 vérifie (3.41), la proposition 3.5 assure alors que

(3.106) Π00(X, Y ) = u00
∞(0, 0)

De la même façon,

(3.107) u00
F (δX, δY ) = T 00 exp(−ikδX) = T 00 + o(1)

lorsque X → −∞. Il en résulte que

(3.108) T 00 = u00
∞(0, 0)

On résume les résultats précédents dans le théorème suivant.

Théorème 3.1. Les différents termes du développement asymptotique à l’ordre 0 sont

donnés par :

– u00
∞ est la solution du problème (3.49)
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– le coefficient de transmission dans la fente est obtenu par

(3.109) T 00 = u00
∞(0, 0)

– le terme d’ordre 0 à l’intérieur de la couche limite est obtenu par

(3.110) Π00(X, Y ) = u00
∞(0, 0)

2.9. Termes d’ordre 1. De la même façon que ci-dessus, suite à (3.80), on a

(3.111) u10
∞(x, y) = C10

0 H
(1)
0 (kr) + C10

1 H
(1)
1 (kr) cos(θ − π/2)

(3.112) u11
∞(x, y) = 0

Raccords dans le demi-plan. On doit ainsi développer

u1δ
∞(δX, δY ) = u00

∞(δX, δY ) + δu10
∞(δX, δY ),

lorsque δ → 0, en conservant tous les termes qui ne sont pas négligeables devant δ. Pour

cela, on utilise les expressions (3.65) pour écrire

(3.113) H
(1)
0 (kδR) =

2i

π
ln δ +

2i

π
ln R + γk +O(δ ln δ)

où

(3.114) γk = 1 +
2i

π

(
γ + ln

k

2

)

et

(3.115) H
(1)
1 (kδR) =

1

δ

(
− 2i

πk

1

R

)
+O(δ ln δ)

On fait un développement de Taylor à l’ordre 1 pour u00
∞(δX, δY )

(3.116) u00
∞(δX, δY ) = u00

∞(0, 0) + δY ∂yu
00
∞(0, 0) +O(δ2)

sachant que ∂xu
00
∞(0, 0) = 0. Ceci conduit alors à

(3.117) u1δ
∞(δX, δY ) = U00

1∞(X,Y ) + δ(ln δU11
1∞(X, Y ) + U10

1∞(X,Y )) + o(δ)
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avec

U00
1∞(X,Y ) = u00

∞(0, 0)− C10
1

2i

πk

cos(θ − π/2)

R
(3.118)

U11
1∞(X,Y ) =

2i

π
C10

0(3.119)

U10
1∞(X,Y ) = C10

0

(
2i

π
ln R + γk

)
+ Y ∂yu

00
∞(0, 0)(3.120)

Les conditions de raccord (3.99), en particulier

(3.121) Π00(X,Y ) = U00
1∞(X, Y ) + o(

1

R
)

donnent

(3.122) C10
1 = 0

et aussi

Π10(X,Y ) = C10
0

(
2i

π
ln R + γk

)
+ Y ∂yu

00
∞(0, 0) + o(1)(3.123)

Π11(X,Y ) =
2i

π
C10

0 + o(1)(3.124)

Raccords dans la fente. On doit maintenant développer

(3.125) u1δ
F (δX, δY ) =

(
T 00 + δ(T 11 ln δ + T 10)

)
exp(−ikδX)

comme ci-dessus

(3.126) u1δ
F (δX, δY ) = T 00 + δ(T 10 − ikXT 00) + δ ln δT 11 + o(δ)

On obtient alors, outre la relation utilisée à l’ordre 0,

Π10(X, Y ) = T 10 − ikXT 00 + o(1)(3.127)

Π11(X, Y ) = T 11 + o(1)(3.128)

De la même façon que pour l’ordre 0, on a alors

(3.129) Π11 =
2i

π
C10

0 T 11 =
2i

π
C10

0
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Reste à déterminer les constantes C10
0 et T 10 et la fonction Π10. Pour cela, pour tout C10

0

donné, on considère la fonction Θ10 définie presque partout sur Ω̂∞ par

(3.130) Θ10(X, Y ) =





C10
0

(
2i
π

ln R + γk

)
+ Y ∂yu

00
∞(0, 0) pour X > 0

−ikXT 00 pour X < 0

Pour le moment, on laisse de côté la condition pour X → −∞ concernant la constante

T 10. Remarquons que

(3.131) ∆XY Θ10 = 0 dans Ω̂∞ et dans F̂

et que

(3.132) ∂nΘ10 = 0

sur Γ̂ en dehors des points (0, 0) et (0, π).

Pour établir l’existence de Π10, on considère une fonction de troncature χ ∈ D(R2)

ayant les propriétés suivantes :

– χ ≡ 1 dans un voisinage de l’ouverture de la cavité

(3.133)
{
(X, 0) ∈ R2; 0 ≤ X ≤ π

}

– χ(X,Y ) = χ(X) pour X < 0

– χ(R, θ) = χ(R) pour X > 0

La construction de χ peut être effectuée sans aucune difficulté et sera donnée ex-

plicitement dans la suite. La fonction (1 − χ)Θ10 est régulière et vérifie presque toutes

les conditions prescrites à Π10. Pour terminer la construction de Π10, on va perturber

(1− χ)Θ10 par une fonction W 10 de W 1(Ω̂∞)

(3.134) W 10 = Π10 − (1− χ)Θ10

qui doit vérifier

(3.135)





∆XY W 10 = 2∇χ · ∇Θ10 + Θ10∆XY χ dans Ω̂∞

∂nW 10 = 0 sur Γ̂

La proposition 3.5 montre que

(3.136)

∫

Ω̂

(
2∇χ · ∇Θ10 + Θ10∆XY χ

)
dXdY = 0



2. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES RACCORDÉS 71

est une condition nécessaire et suffisante pour que le problème (3.135) admette une solu-

tion. Le lemme suivant montre qu’en fait cette condition ne dépend pas de la fonction de

troncature et qu’elle détermine C10
0 .

Lemme 3.2. La condition (3.136) est équivalente à

(3.137) C10
0 = −kπ

2
T 00

Démonstration. Comme ∆XY

(
2i
π

ln R + γk

)
= 0, ∆XY Y = 0 dans Ω̂∞, que 2i

π
ln R+

γk ∈ C0(R2
∗), et que χ ≡ 1 au voisinage du segment (3.133), on peut écrire pour ε > 0

suffisamment petit l’intégrale intervenant en (3.136) sous la forme
∫

Ω̂

(
2∇χ · ∇Θ10 + Θ10∆XY χ

)
dXdY = C10

0

∫

Ω̂ε∞

∆XY (χ(
2i

π
ln R + γk))dXdY

+ ∂yu
00
∞(0, 0)

∫

Ω̂∞
∆XY (χY )dXdY

− ikT 00

∫

F̂

∆XY (χX)dXdY(3.138)

où

(3.139) Ω̂ε
∞ =

{
(X,Y ) ∈ Ω̂∞;

√
X2 + Y 2 > ε

}

La formule de Green donne alors
∫

F̂

∆XY (χX)dXdY =

∫ π

0

dY = π(3.140)

∫

Ω̂∞
∆XY (χY )dXdY = 0(3.141)

∫

Ω̂ε∞

∆XY (χ(
2i

π
ln R + γk))dXdY = −2i

π

∫ π

0

∂R ln R|R=εεdθ = −2i(3.142)

Le lemme se déduit alors directement des relations précédentes. ¤

On a alors le théorème suivant qui résume l’existence du développement asymptotique

jusqu’à l’ordre 1.

Théorème 3.2. Les différents termes du développement asymptotique à l’ordre 1 sont

donnés par

u10
∞(x, y) = C10

0 H
(1)
0 (kr) avec C10

0 = −kπ

2
T 00(3.143)

u10
F (x, y) = T 10 exp(−ikx), u11

F (x, y) = T 11 exp(−ikx)(3.144)
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avec T 11 = 2i
π
C10

0 et T 10 obtenu à partir de la solution du problème (3.135) vérifiant

(3.145) lim
R→∞

W 10(X, Y ) = 0 pour X > 0

par

(3.146) lim
X→−∞

W 10(X,Y ) = T 10

Les termes du développement asymptotique à l’ordre 1 à l’intérieur de la couche limite

sont donnés par

Π10 = (1− χ)Θ10 + W 10(3.147)

Π11 =
2i

π
C10

0(3.148)

Démonstration. Sous la condition (3.137), le problème (3.135) possède une solution,

unique à une constante additive près, dans W 1(Ω̂). La constante arbitraire est fixée par

la condition (3.145). La proposition 3.6 permet alors de terminer la démonstration du

théorème. ¤

3. Estimations d’erreur

La technique essentielle pour borner l’erreur sur la solution, relative aux développe-

ments asymptotiques obtenus ci-dessus, repose sur une construction d’une approximation

globale de cette solution, i.e. valable à l’extérieur et à l’intérieur de la couche limite, et à

estimer le résidu qui lui est associé. Cela nous permettra en particulier d’estimer l’erreur

effectuée sur le calcul du coefficient de transmission.

3.1. Approximation globale et résidu associé. La construction de l’approxima-

tion de uδ utilise de façon essentielle les deux éléments suivants :

– une fonction δ → η(δ), notée η pour simplifier la notation, vérifiant :

– η tend vers 0 avec δ

(3.149) lim
δ→0

η = 0
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F d

Wd

x

y

y = pd

R = 2ph

R = ph

ch

ch

= 1

0 1· ·

Fig. 3.3. Schéma des zones où la fonction de troncature χη varie et où χη = 1

– δ ¿ η, ce qui s’exprime par

(3.150) lim
δ→0

η

δ
= +∞

Un ensemble de telles fonctions est fourni par η = δs (0 < s < 1).

– une fonction de troncature χη construite de la façon suivante à partir d’une fonction

(3.151) χ ∈ C∞(R) telle que χ′ ≤ 0, χ(t) = 1 pour t ≤ π et χ(t) = 0 pour t ≥ 2π

– χη(x, y) = χ(−x/η) pour x ≤ 0,

– χη(x, y) = χ(
√

x2 + y2/η) pour x ≥ 0.

On vérifie de façon élémentaire que cette fonction est de classe C∞ sur Ωδ. La

figure Fig. 3.3 indique les différentes zones où la fonction χη varie et où elle

vaut 1.

En notant par

(3.152) Π̃1δ(x, y) = Π1δ(x/δ, y/δ)

la fonction candidate à constituer une approximation globale de uδ à l’ordre 1 est

(3.153) u1
η = χηΠ̃

1δ + (1− χη)u
1δ

où la fonction u1δ est définie presque partout sur Ωδ par

(3.154) u1δ(x, y) =





u1δ
∞(x, y) si (x, y) ∈ Ω∞

u1δ
F (x, y) si (x, y) ∈ Fδ
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Remarque 3.4. Notons que, comme 1−χη est identique à 0 au voisinage de la bouche

de la fente, u1δ est une fonction de classe C∞ sur Ωδ.

Pour estimer l’erreur du développement asymptotique

(3.155) e1
η = uδ − u1

η

il nous suffit, grâce au résultat de stabilité (3.10) d’estimer le résidu

aδ(e
1
η, v) = aδ(uδ, v)−

∫

Ωδ

(∇ (1− χη) u1δ · ∇v − k2 (1− χη) u1δv
)
dxdy

−
∫

Ωδ

(∇χηΠ
1δ · ∇v − k2χηΠ

1δv
)
dxdy(3.156)

Pour cela, on écrit les termes comportant les dérivées de χη sous la forme
∫

Ωδ

∇ (1− χη) u1
δ · ∇vdxdy =

∫

Ωδ

(1− χη)∇u1δ · ∇v + u1δ∇ (1− χη) · ∇vdxdy

=

∫

Ωδ

∇u1δ · ∇ (1− χη) vdxdy

+

∫

Ωδ

(
u1δ∇ (1− χη) · ∇v − v∇ (1− χη) · ∇u1δ

)
dxdy(3.157)

En procédant de même avec les termes en Π1δ, et en remarquant que ∇ (1− χη) = −∇χη,

le résidu s’écrit finalement

aδ(e
1
δ , v) =

∫

Ωδ

fv dx− aδ(u
1δ, (1− χη)v)− aδ(Π̃

1δ, χηv)(3.158)

+

∫

Ωδ

(
(u1

δ − Π1δ)∇χη · ∇v − v∇χη · ∇
(
u1

δ − Π1δ
))

dxdy

Compte tenu des équations vérifiées par les différents termes du développement asymp-

totique, on a

(3.159)

∫

Ωδ

fv dx− aδ(u
1δ, (1− χη)v) = 0

pour η assez petit, et

(3.160) aδ(Π̃
1δ, χηv) = −k2

∫

Ωδ

χηΠ̃
1δvdxdy

Le résidu s’écrit donc

(3.161)

aδ(e
1
η, v) = k2

∫

Ωδ

χηΠ̃
1δvdxdy +

∫

Ωδ

(
(u1δ − Π̃1δ)∇χη · ∇v − v∇χη · ∇

(
u1

δ − Π̃1δ
))

dxdy
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Le premier terme est une erreur de résolution du au développement asymptotique à

l’intérieur de la couche limite. Le second terme mesure l’erreur de raccord entre la so-

lution externe et interne. Nous allons estimer successivement chacun de ces termes.

3.2. Estimations du résidu relatif à l’erreur en zone interne. On a

(3.162)

∫

Ωδ

χηΠ̃
1δvdxdy = Π00

∫

Ωδ

χηvdxdy + δ

∫

Ωδ

χηΠ̃
10vdxdy + δ ln δΠ11

∫

Ωδ

χηvdxdy

Notons par

(3.163) Dη
∞ =

{
(x, y) ∈ Ω∞;

√
x2 + y2 ≤ 2πη

}

et par

(3.164) Dη
F = {(x, y) ∈ Fδ; −2πη ≤ x}

On peut alors majorer la partie du résidu s’exprimant à l’aide de (3.162) par

(3.165)∣∣∣k2
∫
Ωδ

χηΠ̃
1δvdxdy

∣∣∣ ≤
c

(
1 + δ

(∥∥∥Π̃10
∥∥∥

L∞(Dη
∞)

+
∥∥∥Π̃10

∥∥∥
L∞(Dη

F )
+ |ln δ|

)) (
‖v‖L1(Dη

∞) + ‖v‖L1(Dη
F )

)

où c désigne, ici et dans toute la suite, une constante indépendante de δ. Les comporte-

ments à l’infini de Π10 dans Ω̂∞ et dans F̂ donnés respectivement par (3.123) et (3.127)

entrâınent que

(3.166)
∥∥∥Π̃10

∥∥∥
L∞(Dη

∞)
+

∥∥∥Π̃10
∥∥∥

L∞(Dη
F )
≤ cη/δ

L’estimation du terme (3.165) résulte alors des lemmes suivants.

Lemme 3.3. Il existe une constante c indépendante de η suffisamment petit telle que

(3.167) ‖v‖L1(Dη
∞) ≤ cη2 |ln η|1/2 ‖v‖1,Ω∞

Démonstration. Comme η → 0, on peut supposer que η ≤ π et donc que

(3.168) ‖v‖L1(Dη
∞) ≤ ‖vχ‖L1(Dη

∞)

avec

(3.169) vχ(r, θ) = χ(r)v(r, θ)
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où χ est la fonction introduite en (3.151). On écrit alors

(3.170) vχ(r, θ) = −
∫ 2π

r

∂rvχ(r′, θ) dr′

et ensuite, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(3.171) |vχ(r, θ)| =
∣∣∣∣
∫ 2π

r

∂rvχ(r′, θ) dr′
∣∣∣∣ ≤

(∫ 2π

0

|∂rvχ(r′, θ)|2 r′ dr′
)1/2 (∫ 2π

r

1

r′
dr′

)1/2

et par suite

(3.172) ‖v‖L1(Dη
∞) ≤

∫ 2πη

0

∫ π

0

(∫ 2π

0

|∂rvχ(r′, θ)|2 r′ dr′
)1/2 ∣∣∣ln r

2π

∣∣∣
1/2

rdθdr

En utilisant une nouvelle fois l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(3.173)

‖v‖L1(Dη
∞) ≤

(∫ 2πη

0

∫ 2π

0

∫ π

0

|∂rvχ(r′, θ)|2 r′ dr′rdθdr

)1/2 (∫ 2πη

0

∫ π

0

r
∣∣∣ln r

2π

∣∣∣ drdθ

)1/2

Comme
∫ t

0
r ln r dr = 1

2
t2

(
ln t− 1

2

)
, on obtient alors (3.167) après une intégration expli-

cite. ¤

Lemme 3.4. Il existe une constante c indépendante de η et de δ telle que

(3.174) ‖v‖L1(Dη
F ) ≤ cηδ1/2 ‖v‖1,Fδ

Démonstration. On a de même que ci-dessus

(3.175) ‖v‖L1(Dη
F ) ≤ ‖vχ‖L1(Dη

F )

où maintenant vχ est définie par

(3.176) vχ(x, y) = χ(−x)v(x, y)

On écrit alors

(3.177) |vχ(x, y)| =
∣∣∣∣
∫ x

−2π

∂xvχ(x′, y)dx′
∣∣∣∣

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

(3.178) |vχ(x, y)| ≤
(∫ 0

−2π

|∂xvχ(x′, y)|2 dx′
)1/2

(x + 2π)1/2
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En intégrant alors sur Dη
F et en utilisant une nouvelle fois l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

on obtient

(3.179)

‖v‖L1(Dη
F ) ≤

(∫ 0

−2πη

∫ πδ

0

∫ 0

−2π

|∂xvχ(x′, y)|2 dx′
)1/2 (∫ 0

−2πη

∫ πδ

0

(x + 2π) dxdy

)1/2

qui conduit directement à (3.174). ¤

On en déduit alors l’estimation suivante sur la contribution à l’erreur du développement

asymptotique interne à la couche limite.

Proposition 3.7. Il existe une constante c, indépendante de δ suffisamment petit

telle que

(3.180)
∣∣∣aδ(Π̃

1δ, χηv)
∣∣∣ ≤ cη(η + δ1/2) |ln η|1/2 ‖v‖1,Ωδ

Démonstration. A partir de (3.165) et (3.166), on obtient en utilisant (3.167) et

(3.174)

(3.181)
∣∣∣aδ(Π̃

1δ, χηv)
∣∣∣ ≤ c(η2 |ln η|1/2 + ηδ1/2) ‖v‖1,Ωδ

D’où (3.180) pour η assez petit. ¤

3.3. Estimation du résidu relatif à l’erreur de raccord. Pour condenser la

notation, notons l’erreur de raccord de la façon suivante

(3.182) L1δ
η v =

∫

Ωδ

(
(u1δ − Π̃1δ)∇χη · ∇v − v∇χη · ∇

(
u1

δ − Π̃1δ
))

dxdy

Pour prendre en compte la singularité de u1δ
∞ lorsque r → 0 ou le comportement lorsque

R ou −X tendent vers l’infini de Π1δ, on va utiliser de façon essentielle que ∇χη est nulle

en dehors des domaines suivants

(3.183) Cη
∞ = {(x, y) ∈ Dη

∞ ; πη ≤ r} Cη
F = {(x, y) ∈ Dη

F ; x ≤ −πη}

Les dérivées de χη sont données par

(3.184) |∇χη(x, y)| = 1

η
|χ′(r/η)| pour (x, y) ∈ Ω∞
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et

(3.185) |∇χη(x, y)| = 1

η
|χ′(−x/η)| pour (x, y) ∈ Fδ

Notons aussi

(3.186) L1δ
η v = L1δ

∞ηv + L1δ
Fηv

avec L1δ
∞ηv et L1δ

Fηv obtenus en intégrant dans (3.182) respectivement sur Ω∞ et sur Fδ, on

obtient les majorations suivantes de l’erreur de raccord analogues à celles utilisées pour

l’erreur en zone interne

∣∣L1δ
η v

∣∣ ≤
∣∣L1δ

∞ηv
∣∣ +

∣∣L1δ
Fηv

∣∣
(3.187)

∣∣L1δ
∞ηv

∣∣ ≤ c

η

(∥∥∥u1δ
∞ − Π̃1δ

∥∥∥
L∞(Cη

∞)
‖∇v‖L1(Dη

∞) +
∥∥∥∇u1δ

∞ −∇Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
∞)
‖v‖L1(Dη

∞)

)(3.188)

∣∣L1δ
Fηv

∣∣ ≤ c

η

(∥∥∥u1δ
F − Π̃1δ

∥∥∥
L∞(Cη

F )
‖∇v‖L1(Dη

F ) +
∥∥∥∇u1δ

∞ −∇Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
F )
‖v‖L1(Dη

F )

)(3.189)

Les estimations de l’erreur de raccord dans Ω∞ est donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.5. Il existe une constante c indépendante de δ et de η telle que

(3.190)
∥∥∥u1δ

∞ − Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
∞)
≤ cη(η +

δ2

η2
)

et

(3.191)
∥∥∥∇u1δ

∞ −∇Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
∞)
≤ c(η +

δ2

η2
)

Démonstration. On décompose d’abord l’erreur intervenant en (3.190) et (3.191)

en partie due à l’erreur de développement de u1δ
∞ au voisinage de (0, 0) (voir (3.118),

(3.119) et (3.120)) et en erreur entre la solution variationnelle et la solution explicite pour

(X,Y ) → ∞ lors de la résolution des problèmes en zone interne (cf. (3.110), (3.123) et

(3.124))

(3.192)
∥∥∥u1δ

∞ − Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
∞)
≤

∥∥∥u1δ
∞ − Ũ1δ

1∞
∥∥∥

L∞(Cη
∞)

+
∥∥U1δ

1∞ − Π1δ
∥∥

L∞(Ĉ
η/δ
∞ )
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où

(3.193) Ĉη/δ
∞ =

{
(X,Y ) ∈ Ω̂∞; π

η

δ
≤ R = |(x, y)| ≤ 2π

η

δ

}

En exprimant les expressions de U00
1∞, U10

1∞ et U11
1∞ données en (3.118), (3.119) et (3.120)

en variables lentes, on obtient

(
u1δ
∞ − Ũ1δ

1∞
)

(x, y) = u00
∞(x, y) + δC10

0 H(1)(kr)

−
(

u00
∞(0, 0) + δ

(
C10

0

(
2i

π
ln

r

δ
+ γk

)
+

y

δ
∂yu

00
∞(0, 0) + ln δ

2i

π
C10

0

))
(3.194)

ce qui s’écrit aussi

(3.195)(
u1δ
∞ − Ũ1δ

1∞
)

(x, y) = (u00
∞(x, y)−u00

∞(0, 0)−y∂yu
00
∞(0, 0))+ δC10

0 (H
(1)
0 (kr)− (

2i

π
ln r+γk))

Le développement (3.65) de H
(1)
0 (kr) donne

H
(1)
0 (kr)− (

2i

π
ln r + γk) = (1 +

2i

π
ln(kr/2))(j0((kr/2)2)− j0(0))

+
1

iπ
(y0((kr/2)2)− y0(0))(3.196)

Utilisant le fait que ∂xu
00
∞(0, 0) = 0, un développement de Taylor de u00

∞(x, y) en (0, 0) et

le développement précédent, il vient

(3.197)
∣∣∣
(
u1δ
∞ − Ũ1δ

1∞
)

(x, y)
∣∣∣ ≤ cr2(1 + δ |ln r|)

Ceci conduit à

(3.198)
∥∥∥u1δ

∞ − Ũ1δ
1∞

∥∥∥
L∞(Cη

∞)
≤ cη2

sachant que pour δ assez petit δ |ln η| est inférieur à 1.

On dérive maintenant (3.195) et on utilise le fait que ∂xu
00
∞(0, 0) = 0 pour écrire

∇
(
u1δ
∞ − Ũ1δ

1∞
)

(x, y) = ∇u00
∞(x, y)−∇u00

∞(0, 0)

+ δC10
0

(
k

(
H

(1)
0

)′
(kr)− 2i

π

1

r

) 
 x/r

y/r


(3.199)
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Comme
(
H

(1)
0

)′
= −H

(1)
1 , on a donc

∇
(
u1δ
∞ − Ũ1δ

1∞
)

(x, y) = ∇u00
∞(x, y)−∇u00

∞(0, 0)

− δC10
0

(
k

(
H

(1)
0

)′
(kr) +

2i

π

1

r

) 
 x/r

y/r


(3.200)

En procédant comme ci-dessus, on obtient maintenant

(3.201)
∣∣∣∇

(
u1δ
∞ − Ũ1δ

1∞
)

(x, y)
∣∣∣ ≤ cr(1 + δ |ln r|)

On obtient alors

(3.202)
∥∥∥∇u1δ

∞ −∇Ũ1δ
1∞

∥∥∥
L∞(Cη

∞)
≤ cη

de la même façon que (3.198).

Suite au fait que Π00 = u00
∞(0, 0) et que Π11 = 2i

π
C10

0 , le terme
(
Π1δ − U1δ

1∞
)
(X, Y ) se

réduit à

(3.203)
(
U1δ

1∞ − Π1δ
)
(X,Y ) = δW 10(X,Y )

pour R ≥ η/δ pour δ suffisamment petit. On obtient alors à partir de (3.93)

(3.204)
∥∥U1δ

1∞ − Π1δ
∥∥

L∞(Ĉ
η/δ
∞ )

≤ c
δ2

η

ce qui avec (3.198) donne (3.190).

En dérivant aussi la série, on obtient

(3.205)
∥∥∇X,Y

(
U1δ

1∞ − Π1δ
)∥∥

L∞(Ĉ
η/δ
∞ )

≤ c
δ3

η2

Mais comme ∇x,y

(
U1δ

1∞ − Π1δ
)

= 1
δ
∇X,Y

(
U1δ

1∞ − Π1δ
)
, on a en fait

(3.206)
∥∥∇x,y

(
U1δ

1∞ − Π1δ
)∥∥

L∞(Ĉ
η/δ
∞ )

≤ c
δ2

η2

ce qui avec (3.202) donne (3.191). ¤

Le lemme suivant donne l’estimation de l’erreur de raccord dans la fente.

Lemme 3.6. Il existe une constante c indépendante de δ et de η telle que

(3.207)
∥∥∥u1δ

F − Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
F )
≤ cη(η + δ ln δ)
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et

(3.208)
∥∥∥∇u1δ

F −∇Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
F )
≤ c(η + δ ln δ)

Démonstration. On commence comme dans la démonstration du lemme précédent

par les réductions suivantes

(3.209)
∥∥∥u1δ

F − Π̃1δ
∥∥∥

L∞(Cη
F )
≤

∥∥∥u1δ
F − Ũ1δ

F

∥∥∥
L∞(Cη

F )
+

∥∥U1δ
F − Π1δ

∥∥
L∞(Ĉη

F )

et

(3.210)∥∥∥∇u1δ
F −∇Π̃1δ

∥∥∥
L∞(Cη

F )
≤

∥∥∥∇u1δ
F −∇Ũ1δ

F

∥∥∥
L∞(Cη

F )
+

1

δ

∥∥∇XY U1δ
F −∇XY Π1δ

∥∥
L∞(Ĉη

F )

avec, à partir de (3.126),

(3.211) U00
F = T 00, U10

F (X, Y ) = T 10 − ikXT 00, U11
F = T 11

où Ĉη
F est défini de façon analogue à Ĉη

∞. On procède ensuite comme dans la démonstration

du lemme ci-dessus

(3.212)
(
u1δ

F − Ũ1δ
F

)
(x, y) = T 00(exp(−ikx)−(1−ikx))+δ(T 10+T 11 ln δ)(exp(−ikx)−1)

On a alors

(3.213)
∥∥∥u1δ

F − Ũ1δ
F

∥∥∥
L∞(Cη

F )
≤ cη(η + δ ln δ)

(3.214)
∥∥∥∇u1δ

F −∇Ũ1δ
F

∥∥∥
L∞(Cη

F )
≤ c(η + δ ln δ)

Pour le second terme U1δ
F − Π1δ, on a maintenant

(3.215) Π1δ − U1δ
F = δ(W 10 − T 10)

Ce terme est exponentiellement décroissant lorsque X → −∞. Pour tout N , il existe donc

une constante cN telle que

∥∥Π1δ − U1δ
F

∥∥
L∞(Cη

F )
≤ cNδηN(3.216)

∥∥∥∇xyΠ̃
1δ −∇xyŨ

1δ
F

∥∥∥
L∞(Cη

F )
≤ cNηN(3.217)

Ces estimations montrent que les contributions de l’erreur introduite par la solution va-

riationnelle sont négligeables dans la fente par rapport à l’erreur de développement de la

solution hors couche limite induisant ainsi (3.207) et (3.208). ¤
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On peut alors majorer les contributions au résidu relatives aux erreurs de raccord.

Proposition 3.8. Il existe une constante c indépendante de δ suffisamment petit telle

que

(3.218)
∣∣L1δv

∣∣ ≤ c

(
δ1/2(η + δ |ln δ|) + η(η +

δ2

η2
) |ln η|1/2

)
‖v‖1,Ωδ

Démonstration. En utilisant (3.188), (3.190) et (3.191), il vient

(3.219)
∣∣L1δ

∞ηv
∣∣ ≤ c

η
(η +

δ2

η2
)
(
η ‖∇v‖L1(Dη

∞) + ‖v‖L1(Dη
∞)

)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

(3.220) ‖∇v‖L1(Dη
∞) ≤ cη ‖∇v‖0,Ωδ

L’inégalité (3.167) conduit alors à

(3.221)
∣∣L1δ

∞ηv
∣∣ ≤ cη(η +

δ2

η2
)
(
1 + |ln η|1/2

)

En utilisant maintenant (3.189), (3.207) et (3.208), il vient

(3.222)
∣∣L1δ

Fηv
∣∣ ≤ c

η

(
η(η + δ |ln δ|) ‖∇v‖L1(Dη

F ) + (η + δ |ln δ|) ‖v‖L1(Dη
F )

)

De façon analogue à ci-dessus pour L1δ
∞ηv, en utilisant maintenant (3.174), on arrive à

(3.223)
∣∣L1δ

Fηv
∣∣ ≤ c

η

(
η3/2δ1/2 (η + δ |ln δ|) + ηδ1/2(η + δ |ln δ|)) ≤ cδ1/2(η + δ |ln δ|)

Regroupant (3.221) et (3.223), on obtient (3.218). ¤

3.4. Erreur globale et estimations hors couche limite. En regroupant les es-

timations précédentes, on est en mesure à présent de donner une majoration globale de

l’erreur.

Théorème 3.3. L’erreur globale vérifie

(3.224)
∥∥uδ − ((1− χη)u

1δ + χηΠ
1δ)

∥∥
1,Ωδ

≤ c

(
δ1/2(η + δ |ln δ|) + η(η +

δ2

η2
) |ln η|1/2 + η2 |ln η|1/2

)

pour δ assez petit et c une constante indépendante de δ.

Démonstration. Il suffit de regrouper (3.167) et (3.218) et d’utiliser le résultat

général de stabilité (3.10) pour démontrer le théorème. ¤
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L’estimation (3.224) n’est pas “parlante”. On va choisir pour fonction η celle des

fonctions δs (0 < s < 1) qui assure le meilleur taux de convergence.

Corollaire 3.1. Parmi tous les choix η = δs (0 < s < 1), la fonction η = δ3/4 donne

le meilleur taux de convergence avec

(3.225)
∥∥uδ − ((1− χη)u

1δ + χηΠ
1δ)

∥∥
1,Ωδ

≤ cδ5/4 |ln δ|1/2

Démonstration. Clairement, le second membre de (3.224) est alors majoré par

(3.226) c
(
δ1/2+s(1 + δ1−s |ln δ|) + (δ2s + δ2−s) |ln δ|1/2

)

et pour δ assez petit par

(3.227) c
(
δ1/2+s + (δ2s + δ2−s) |ln δ|1/2

)

Le meilleur taux de convergence est ainsi assuré en déterminant le point s qui maximise

la fonction

(3.228) `(s) = min(1/2 + s, 2s, 2− s)

Une étude graphique élémentaire termine la démonstration. ¤

On peut montrer alors que uδ converge vers u00
∞ avec un ordre optimal de convergence

en dehors de la couche limite.

Corollaire 3.2. Pour tout r0 > 0, il existe une constante c0 indépendante de δ

suffisamment petit telle que

(3.229)
∥∥uδ − u00

∞
∥∥

1,Ω∞,r0
≤ c0δ

avec

(3.230) Ω∞,r0 = {(x, y) ∈ Ω∞ ; r > r0}

Démonstration. On choisit δ vérifiant 2πδ3/4 ≤ r0. On a ainsi χη ≡ 0 sur Ω∞,r0 et

par suite

(3.231)
∥∥uδ − u00

∞
∥∥

1,Ω∞,r0
≤

∥∥e1
η

∥∥
1,Ωδ

+ δ
∥∥∥H

(1)
0 (kr)

∥∥∥
1,Ω∞,r0

Comme
∥∥∥H

(1)
0 (kr)

∥∥∥
1,Ω∞,r0

est fini, le résultat suit. ¤
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On peut de même donner une estimation d’erreur entre le coefficient de transmission

exact T δ apparaissant en (3.29) et le coefficient T 00 obtenu en (3.109).

Corollaire 3.3. Il existe une constante c indépendante de δ assez petit telle que

(3.232)
∣∣T δ − T 00

∣∣ ≤ cδ1/2 |ln δ|

Démonstration. De même que pour le corollaire ci-dessus, on obtient

(3.233)
∥∥uδ − u00

F

∥∥
1,ΩF,r0

≤ cδ |ln δ|

où maintenant

(3.234) ΩF,r0 = {(x, y) ∈ ΩF ; x < −r0}

En utilisant (3.29), on peut écrire

(3.235)
(
uδ − u00

F

)
(x, y) = (T δ − T 00) exp(−ikx) +

+∞∑
m=1

u−m exp(−i

√
k2 − m2

δ2
x) cos(m

y

δ
)

On a alors à l’aide des inégalités de Parseval

(3.236) πδ
∣∣(T δ − T 00) exp(−ikx)

∣∣2 ≤
∫ πδ

0

∣∣(uδ − u00
F

)
(x, y)

∣∣2 dx

d’où l’estimation (3.232), à partir de (3.233), en intégrant par rapport à x. ¤

4. Commentaires bibliographiques

Le problème considéré dans ce chapitre provient de la thèse de Tordeux [22]. La

méthode de raccordement est cependant celle qui est introduite dans la thèse de Makhlouf

qui doit parâıtre vers la fin du premier trimestre 2008 [13].

Les développements asymptotiques, du type de celui qui est considéré dans ce cha-

pitre, nécessitent généralement des éléments d’analyse classique en plus des outils d’ana-

lyse fonctionnels usuels en théorie des équations aux dérivées partielles. Ceux intervenant

ici concernent les développements en série de Fourier, disponibles par exemple dans les ou-

vrages utilisés pour les enseignements en mâıtrise, et les fonctions de Bessel. Les éléments

sur les fonctions de Bessel utilisés dans ce cours peuvent être trouvés, par exemple, dans

[27, 26].
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L’approche par développements asymptotiques raccordés du problème ci-dessus, et

d’autres problèmes similaires, est présentée dans l’article de Mc Kyver et Rawlins [14].

L’analyse asymptotique effectuée dans cette dernière référence est uniquement formelle et

repose sur des techniques d’analyse classique. Le traitement rigoureux concernant l’exis-

tence du développement asymptotique pour ce problème ainsi qu’une estimation d’er-

reur, à tout ordre pour le développement, constitue la thèse de Tordeux. Un exposé plus

synthétique des résultats se trouve dans les références [11, 10].

Signalons enfin une étude qui montre que pour certains problèmes les approches

par développement double-échelle ou développements asymptotiques raccordés [23] sont

équivalents.
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