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CORRECTION
UV Des données aux modeles
Partie - Problemes inverses
Mercredi 6 juin 2012 - 14 :00 a 15 :30
Le cours, les TD et les calculatrices sont autorisés. Le reste est interdit.
Le baréme entre crochets est donné a titre indicatif.

Dans tout I’examen, le produit scalaire canonique sur R™ est noté (-, -) et la norme associée est notée || - ||. Les

questions précédées de *) sont plus compliquées et ne devraient étre résolues que si vous avez une intuition de
la marche a suivre. Le baréme est donné a titre indicatif et sera probablement relevé...

Exercice 1 - Probleme inverse bien et mal posé (6,5 pts)

Soit A la matrice suivante :

s

I
—_ o
o = O

1. On considére le probleme suivant :
Trouwver x € R? tel que Ax =b avec b e R3.

Est-ce que ce probleme est bien posé ? Détaillez votre réponse.
Ce probléme n’est pas bien posé, car il peut ne pas exister de solution. Par exemple le vecteur [1,1,2]7
n’appartient pas a I'image de A.

2. On considére maintenant le probléme :

1 0
Trouwver x € R? tel que Ax =b avec b€ E = vect 0 |, 1
1 0

FEst-ce que la solution de ce probleme existe ? Est unique ? Est stable pour des perturbations dans E de b ¢
Le fait de restreindre b & E (I'image de A) rend le probléme bien posé. En effet pour tout b de la forme

b=afl,0,1]7 + 10,1, 0]7, la seule solution & ce probleme est z = [, 5]7. Elle est stable. En effet, si on
perturbe b en b = (a + 6a)[1,0,1]7 + (8 + 65)[0,1,0]7, la solution perturbée est & = [a + da, B + 65]7.
On peut donc écrire que :
1= b]1* = [[[ex, 68, 6]
2(6a)* + (88)°
> (6a)® + (65)?

=z —=|?

Donc ||Z — z|| < ||b— b|| et on a bien || — x| — 0 si ||b—b|]| — 0.

3. De facon générale, considérons un probleme du type :
Trouver x € R™ tel que Ax =0b avec be E

ot A € My, n(R) et E est un sous-espace vectoriel de R™. A quelle condition sur E et sur A ce probléme
admet-il une solution ?

Il suffit que E C I'm(A).



4. Proposez une décomposition en valeurs singuliéres de A.
Une décomposition possible est :

750 7 V2 0N /1 o

A= 0 1 o0 01( )
< 0 -1 0 0 01
V2 V2

(Utiliser le fait que I'm(A) = vect(uy, uz) pour trouver U, compléter la base avec un vecteur orthogonal
aux deux autres, normaliser les colonnes, le reste suit).

Exercice 2 - Conditionnement et moindres carrés (10,5 pts)

Soit A € R™ ™ une matrice de rang n dont une SVD s’écrit A = UXVT avec ¥ = diag(oy,--- ,0,). Supposons
que = minimise ||Az — b||*> sur R™ et soit r = Ax — b le résidu correspondant. On perturbe la matrice A en
A+ 0A et on note x 4 dx la nouvelle solution.

1. Déterminez les équations satisfaites par x et par x + 0x.

x satisfait
AT(Az —b) = 0.

(z + dx) satisfait
(A4 AT (A +5A)(z + 6x) —b) = 0.

2. En wutilisant la SVD de A, montrer que :

[(ATA) AT = —
et que :
1
T sy—1
[(A7A) 7 =5
On a
(AT A) ]| = [V(ETE) "V |
= |(ZTE)" VTl
y=vVTz _
= IETE)
Donc

(AT A~ = ”81”191 (AT A)~ 'z
= sup [(Z7E)7y|
llyll=1
1

—-
On

On procede de méme pour ||(ATA)~1AT.
3. Montrez que |AT ASz|| > o2||6z|.

On procede de la méme fagon que la question précédente :

1AT Adz|| = |(STE)V T o] = o |V T ]| = o7 ]|0w]].



4. *) On pose r(A) = 2+ (le conditionnement de A). Déduire des questions précédentes la majoration :

oz 2 el l64) )
< (”(A) T (4) ||A||||x||) Ty o4l

el —

On a:

0= (A+6AT)((A+S6A)(x + dz) — b)
= (A+5A)T(A+6A) 5z + (A+5A) 5 Ax + (5A) r.

Donc
(A + 5A)T(A +0A)oz|| = ||(A+ (5A)T6Ax + (5A)T7"||.

Or [[(A+5A)T(A+6A)6x| = || AT Adz| + O (||(5A||2) > o2||6x|| + O (||5AH2)
De plus

(A + 6A) "6 Az + (5A) 7| < (A +A)T5 Az + [|(5A) 77|
< [lAllAlz] + l6A[Ir]l + O(l[dA]1%).

En regroupant ces deux inégalités, on obtient :

anllozl + O (I18Al1%) < [AllllsAllllzll + ls A llr]| + O(I6A]?)
= ov|[dA[llz]| + [6A[lIr]l + O(lloA[I*)

Il suffit de diviser chaque coté de I'in{egalité par o2||z|| pour obtenir le résultat attendu.

Il est clair qu’on n’attendait pas une réponse compléte mais plutot une démarche générale pour arriver a

la solution.
5. Que se passe-t-il si A est carrée et inversible ?

On a r = 0. L’inégalité se simplifie donc en :

16|
=l —

ol 2
(4) T4 + O([|6A]]7).

Cette inégalité justifie 'intérét du conditionnement puisqu’elle donne l'erreur relative sur la solution pour

une erreur relative donnée sur la matrice.

Exercice 3 - Maximum A Posteriori (5,5 pts)
On considere le probléme unidimensionnel suivant :

y=x+b.

Dans cette équation x € R est une quantité qu’on souhaite connaitre, y € R est une quantité mesurée, et b € R
est un bruit de mesure. On suppose que x et b sont indépendants. Le but de cet exercice est de retrouver x a

partir de y par une technique de maximum a posteriori.

1. Si on n’a aucune connaissance a priori de la donnée x et que b ~ N (0, Jg), quelle est la solution la plus

vraisemblable ¢
La solution la plus vraisemblable est £ = y.

2. On suppose que les densités de probabilité de b et x sont des gaussiennes de densité respectives :

p(b) o exp (;’) et pl(z) oc exp ((9”)) |

2
or 20z
Déterminez l'estimation T au sens du maximum a posteriori de x, c’est-a-dire :

& = argmax p(z|y).
T€R



En reprenant le développement proposé en cours, on a :

& = argmax p(z|y)
z€R
= argmin — log p(y|x) — log p(x).
z€R

On a p(y|lz) = p(z + blr) x exp <7%) Donc & est & = argmin,cp w=z) |
b

y—
20?
: (y a)
t=4—7F |5+
1 1 2 2
E—’_a? oy 0%

. Que se passe-t-il si 0, — +00 2 Si o, — 072

(za)

5 .
202

Soit encore apres
annulation de la dérivée a :

Si 0, — 400, on retrouve & = y. C’est normal, car dans ce cas ’a priori sur la donnée est tres faible, et
on préfere croire la mesure. Si o, — 0, on trouve & = a. Dans ce cas, I’a priori qu’on met sur la donnée
est tres fort, et on préfere poser £ = a, méme si la mesure semble dire que z = y.

. On suppose maintenant que b est une loi uniforme sur [0,1]. Déterminez 'estimation & au sens du mazi-
mum a posteriori de x.

Dans ce cas, le probleme a résoudre devient :

: 2
argmin — ||z — af|*.
argmin 55 [l —all

La solution est donnée par :

a si a€ly—1,y
T=¢ y—1 si a<y—1
Y sia>y

2

2 contrairement & un bruit gaussien.

On voit que cette solution ne dépend pas de la variance o



